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Аннотация. Рассмотрена задача управления энергией трёх идентичных независимых ма-

ятников, находящихся под действием одного скалярного управляющего воздействия. В 

качестве цели ставится асимптотическое достижение энергией первого маятника заданного 

уровня при одновременном соблюдении ограничений на энергии двух других маятников. 

Для описания требуемого режима используется функция Ляпунова штрафного типа, со-

держащая квадрат ошибки достижения целевой энергии и барьерные слагаемые, препят-

ствующие нарушению ограничений. На основе метода скоростного градиента получен яв-

ный закон управления, пригодный для численной реализации. Дополнительно приведены 

пояснения к базовым уравнениям модели и обсуждены механизмы селективного перерас-

пределения энергии. Численные эксперименты подтверждают достижение целевого режи-

ма и выполнение заданных энергетических ограничений. 
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Задачи управления энергией колебательных 

механических систем с ограничениями возникают 

в приложениях – например, в системах сбора и 

накопления энергии на основе маятниковых мас-

сивов [1], системах виброзащиты космических ап-

паратов [2] и носимых устройствах для сбора и 

накопления энергии от движений человека [3], – 

где требуется селективно  возбуждать энергию не-

которой подсистемы (один режим движения), не 

выводя другие подсистемы за пределы допусти-

мых уровней энергии. Для неполноприводных (un-

deractuated) систем такого типа эффективным ин-

струментом управления является метод скоростно-

го градиента и его варианты [4–6], дополненные 

штрафными, или барьерными функциями [7–10]. 

В настоящей работе рассматривается обобще-

ние ранее исследованной задачи для двух маятни-

ков на случай трёх идентичных механических под-

систем, на которые действует одно и то же скаляр-

ное управление. Такая постановка сохраняет 

структурную простоту модели, однако существен-

но усложняет задачу целенаправленного разделе-

ния движений, поскольку управлять необходимо 

одновременно тремя степенями свободы при един-

ственном управляющем канале. 

В отличие от классической задачи стабилиза-

ции одной координаты, здесь требуется организо-

вать направленное перераспределение энергии: 

первый маятник должен получать энергию до тре-

буемого уровня, тогда как энергия второго и тре-

тьего маятников должна оставаться в пределах за-

данных ограничений. Симметрия модели делает 

задачу особенно чувствительной к выбору началь-

ных условий, поскольку при совпадающих началь-

ных состояниях подсистем общее управление не 

может сформировать селективный режим. 

Метод скоростного градиента [4, 5] удобен для 

решения таких задач, поскольку позволяет строить 

управление непосредственно по производной спе-

циально выбранной целевой функции. В рассмат-

риваемой работе в эту функцию включены барьер-

ные члены, не допускающие приближения энергий 
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второго и третьего маятников к предельным зна-

чениям. Подобная конструкция является есте-

ственным развитием результатов для системы из 

двух маятников [8, 9] и даёт компактный аналити-

ческий закон управления. 

Хорошо известная техника управления, объ-

единяющая требования устойчивости и безопасной 

работы, основана на использовании барьерных 

функций Ляпунова (БФЛ, англ. barrier Lyapunov 

functions, BLF). Понятие барьерных функций вос-

ходит к 1940-м гг. (см. исследования инвариантно-

сти множеств, результаты М. Нагумо [11]), а само 

название может быть связано с барьерными функ-

циями, используемыми в оптимизации – компо-

нентами, добавляемыми к целевой функции, чтобы 

предотвратить попадание переменных решения в 

запрещённую область. Современная концепция 

БФЛ зародилась в первом десятилетии XXI в., ко-

гда были объединены понятия управляющей 

функции Ляпунова (англ. control Lyapunov function, 

CLF) и барьерной функции [12, 13]. Функция БФЛ 

– это CLF, которая стремится к бесконечности, 

когда её аргументы приближаются к точкам неко-

торого «запрещенного» множества. Обеспечение 

ограниченности барьерной функции Ляпунова в 

замкнутом контуре гарантирует, что решение не 

попадет в это множество. А поскольку БФЛ оста-

ётся функцией Ляпунова (положительно опреде-

лённой с отрицательно определённой производ-

ной), она также используется для доказательства 

устойчивости предельного множества замкнутой 

системы. В настоящее время  БФЛ стали распро-

странённым инструментом для синтеза регулято-

ров для многочисленных приложений. Только од-

на популярная база данных сообщает о более чем 

1 500 ссылках, использующих термин “BLF” за 

последние три года. Среди них широко представ-

лены варианты управления движением. 
Большинство ранних работ по БФЛ использо-

вали логарифмическую БФЛ для синтеза управле-
ния [13]. Со временем были введены другие типы 

БФЛ, такие как квадрат тангенса [14], тангенс 
квадрата переменной [15] или обратный гипербо-

лический тангенс [16]. В настоящее время исполь-
зуется несколько типов БФЛ. Хотя некоторые 

сравнения доступны [15], проблема систематиче-
ского выбора конкретной БФЛ для конкретного 

приложения остаётся актуальной. Недавний обзор 
литературы показывает, что подход с использова-

нием БФЛ продолжает оставаться популярным. В 
последних работах [17–20] также рассматриваются 

различные аспекты применения БФЛ. 

Важно подчеркнуть, что БФЛ и метод скорост-

ного градиента (СГ) органично дополняют друг 

друга в данной работе. Метод СГ позволяет стро-

ить закон управления непосредственно по произ-

водной целевой функции, что даёт явный аналити-

ческий вид регулятора. В свою очередь, БФЛ вво-

дятся в состав целевой функции в виде штрафных 

слагаемых (барьерных членов), которые стремятся 

к бесконечности при приближении энергий второ-

го и третьего маятников к заданным ограничениям. 

Таким образом, метод СГ обеспечивает формиро-

вание закона управления, а БФЛ – гарантирован-

ное выполнение энергетических ограничений на 

протяжении всего переходного процесса. Такое 

сочетание позволяет получить единый адаптивный 

алгоритм, который одновременно решает задачу 

стабилизации энергии первого маятника и соблю-

дения ограничений на энергии двух других маят-

ников. 

 

Рассматривается система из трёх идентичных 

независимых маятников, управляемых одним об-

щим входным воздействием u(t). Требуется обес-

печить:  

– асимптотическое приближение энергии пер-

вого маятника к заданному уровню E1;  

– сохранение энергий второго и третьего маят-

ников ниже предельных значений E2 и E3 соответ-

ственно.  

Такая постановка описывает задачу селектив-

ного возбуждения заданного режима при наличии 

жёстких ограничений на остальные режимы. 

Для k-го маятника полная механическая энер-

гия определяется выражением 

   
2

0 2
,       1   cos  ,   

2

  1  ,  2,  3.

k k
k k k

p
H p q mgl q

ml

k

  
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     (1) 

Здесь 0
kH  – собственная энергия k-го маятника; qk 

– угол отклонения от нижнего положения равнове-

сия; pk – обобщённый импульс; m – масса груза; l – 

длина подвеса; g – ускорение свободного падения. 

Полная энергия трёхмаятниковой системы рав-

на сумме энергий отдельных подсистем: 

   
3

 
0 0

1

,     ,   .k
k k

k

H p q H p q


                 (2) 

В формулах (1) и (2) вектор q = (q₁, q₂, q₃) со-

держит угловые координаты, а вектор p = (p₁, p₂, p₃) 

– соответствующие импульсы. Аддитивность H0 

отражает отсутствие прямых механических связей 

между маятниками. 
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С учётом общего скалярного управляющего 

воздействия u(t) управляемый гамильтониан при-

нимает вид 

     0 1

3

1

1

,   ,     ,     ,   

( ) sin .k

k

H p q u H p q H q u

H q l q


 

 
         (3) 

Здесь u(t) – управляющее воздействие, одинаково 

действующее на все три подсистемы; функция 

H1(q) характеризует геометрическую чувствитель-

ность системы к управляющему входу. Знак перед 

H1(q)u определяется выбранной записью потенци-

ально-силового взаимодействия. 

Уравнения движения следуют из гамильтонова 

описания (3) и записываются как 

2
  ,k kdq p

dt ml
 sin cos , 1  , 2, 3.k

k k

dp
mgl q ul q k

dt
    (4) 

Первое соотношение в выражении (4) задаёт 

кинематическую связь между углом и импульсом, 

а второе описывает баланс между гравитационным 

моментом mgl sin qk и моментом управления 

ul cos qk. Множитель cos qk показывает, что эффек-

тивность управления зависит от текущего положе-

ния маятника. 

Дифференцируя собственную энергию 0
kH

вдоль решений системы (4), получаем 

0 cos
,    1, 2, 3.

k
k kdH p q

u k
dt ml

                (5) 

Формула (5) имеет важный физический смысл: 

изменение энергии каждого маятника определяет-

ся знаком произведения upk cos qk. Следовательно, 

один и тот же управляющий сигнал может одно-

временно подводить энергию к одной подсистеме 

и отводить её от другой. Именно этот механизм 

лежит в основе селективного энергетического 

управления. 

 

Требуемый режим задаётся условиями 

   
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Здесь E1 – целевой уровень энергии первого маят-

ника, а E2 и E3 – допустимые верхние границы 

энергий второго и третьего маятников. Неравен-

ства должны выполняться на всём интервале дви-

жения, а не только в установившемся режиме. 

Для объединения целевого условия и ограниче-

ний вводится штрафная целевая функция 

    
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Параметры α > 0 и β > 0 определяют вес барь-

ерных членов. При приближении 2
0H  к E2 или 

3
0H

к E3 соответствующее слагаемое в выражении (7) 

быстро возрастает, что усиливает реакцию закона 

управления на опасное приближение к границе 

допустимой области [21]. 

В соответствии с методом скоростного гради-

ента управление выбирается по правилу 
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Здесь Γ – коэффициент усиления алгоритма. Закон 

(8) определяет скорость реакции системы на теку-

щую величину градиента и влияет на компромисс 

между быстродействием и амплитудой управляю-

щего сигнала. 

После вычисления производной V  по перемен-

ной u получаем явный закон управления 
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Формула (9) показывает, что управляющее воз-

действие складывается из трёх компонентов: пер-

вый член подводит энергию к первой подсистеме в 

направлении достижения уровня E1, тогда как вто-

рой и третий члены препятствуют превышению 

ограничений E2 и E3. Квадрат в знаменателях барь-

ерных слагаемых обеспечивает резкое увеличение 

корректирующего влияния при приближении к 

критическим значениям. 
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Подставляя выражение для управления из фор-

мулы (9) в выражение для V , получим, что целе-

вая функция ограничена сверху своим начальным 

значением, что влечет соблюдение ограниче-

ний (6).  

 

С точки зрения механики управление (9) реали-

зует не непосредственную стабилизацию коорди-

нат, а целенаправленное перераспределение энер-

гии. При этом роль общего входа заключается не в 

независимом управлении каждой подсистемой, а в 

использовании различий между множителями 

pk cos qk в формуле (5). Именно эти различия поз-

воляют выделять нужный маятник и формировать 

требуемый режим даже при одном скалярном 

управлении. 

Барьерная структура функции (7) особенно 

важна для практической реализации. Если энергия 

второго или третьего маятника приближается к 

допустимому пределу, производная штрафной 

функции резко возрастает, и соответствующий 

компонент управления начинает доминировать. 

Тем самым ограничения оказываются встроенны-

ми непосредственно в структуру закона управле-

ния, а не проверяются постфактум после расчёта 

управления [21]. 

Следует отметить, что из-за полной идентично-

сти подсистем задача не может быть решена в со-

держательном виде при полностью совпадающих 

начальных условиях подсистем. В этом случае об-

щий вход возбуждает одинаковую реакцию во всех 

каналах, и разделения движений не возникает. По-

этому наличие хотя бы малой начальной асиммет-

рии является естественным условием для селек-

тивного энергообмена, что согласуется с результа-

тами для двухмаятниковой системы [8, 9]. 

Отметим следующе особенности реализации 

предлагаемого алгоритма: 

• Начальная асимметрия. Для получения разде-

ления движений начальные состояния не должны 

совпадать, иначе идентичные подсистемы будут 

реагировать на общий вход практически одинако-

во. 

• Выбор параметров. Коэффициенты Γ, α и β 

следует выбирать согласованно: увеличение Γ 

ускоряет переходный процесс, а увеличение α и β 

делает ограничения более жёсткими, но может 

приводить к росту амплитуды управления. 

• Численное интегрирование. Вблизи границ 
2
0H  = E2 и 

3
0H  = E3 барьерные слагаемые быстро 

возрастают, поэтому для расчётов желательно ис-

пользовать достаточно малый шаг интегрирования 

и контролировать устойчивость численной схе-

мы [22]. 

 

Для оценки работоспособности предложенного 

закона управления были рассмотрены два харак-

терных численных примера. В обоих случаях ис-

пользовались одинаковые параметры механиче-

ской модели 

• m = 1,0, l = 1, g = 9,8; 

• q1(0) = 0,8, q₂(0) = 0,5, q₃(0) = 0,3; 

• p1(0) = 1,542, p2(0) = 2,378, p3(0) = 2,678; 

• E1 = 12, E2 = 6, E3 = 3; 

• α = 0,1, β = 0,1, Γ = 0,05; 

• время моделирования 80 с. 

На рис. 1 показано поведение системы при сле-

дующих параметрах: 

– начальные условия: q1(0) = 0,8, q2(0) = 0,5, 

q3(0) = 0,3 рад; 

– параметры управления: α = 0,1, β = 0,1, 

Γ = 0,05. 

Верхний график демонстрирует траектории 

энергий H1, H2, H3 (сплошные линии) и целевые 

уровни E1 = 12, E2 = 6, E3 = 3 Дж (пунктирные ли-

нии). Энергия первого маятника быстро достигает 

целевого значения, в то время как энергии второго 

и третьего маятников остаются ниже допустимых 

пределов. Нижний график показывает управляю-

щий сигнал u(t), который имеет кратковременный 

всплеск в начале процесса. 

Во всех приведённых далее рис. 1–6, б показа-

ны временны е зависимости u(t), что позволяет 

непосредственно сопоставить поведение управля-

ющего сигнала с изменением энергий маятников, 

представленной на рис. 1–6, а. 

На рис. 2 параметр α уменьшен до 0,01 (при 

неизменных β = 0,1, Γ = 0,05).  

Уменьшение параметра α ослабляет барьерный 

член для второго маятника. Как следствие, энергия 

H2 приближается к предельному значению 

E2 = 6 Дж опаснее, чем в базовом сценарии. 

Управляющий сигнал становится более интенсив-

ным в те моменты, когда H2 приближается к гра-

нице. 
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Рис. 1. Базовый сценарий (номинальные параметры): а – графики изменения энергии, б – управляющее воздействие 
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Рис. 2. Влияние малого параметра штрафа α: а – графики изменения энергии, б – управляющее воздействие 

 

На рис. 3 параметр β уменьшен до 0,01 (при 

α = 0,1, Γ = 0,05).  

Ослабление барьерного члена для третьего ма-

ятника приводит к тому, что энергия H3 пери-

одически приближается к пределу E3 = 3 Дж. 

Управляющий сигнал реагирует на эти при-

ближения дополнительными всплесками. Данный 

сценарий демонстрирует важность выбора до-

статочных значений β для обеспечения ограниче-

ний. 

На рис. 4 коэффициент усиления увеличен до 

Γ = 0,5 (при α = 0,1, β = 0,1).  

Увеличение коэффициента Γ ускоряет переход-

ный процесс: энергия H1 достигает целевого уров-

ня E1 значительно быстрее, чем в базовом сцена-

рии. Однако управляющий сигнал становится бо-

лее высокоамплитудным и содержит высокоча-

стотные колебания. Это иллюстрирует компромисс 

между быстродействием и амплитудой управле-

ния. 
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Рис. 3. Влияние малого параметра штрафа β = 0,01: а – графики изменения энергии, б – управляющее воздействие 

 

 
 

а б 
 

Рис. 4. Влияние увеличенного коэффициента усиления Γ = 0,5: а – графики изменения энергии, б – управляющее воздействие 

 
На рис. 5 представлен сценарий с близкими 

начальными углами при номинальных параметрах 

α = 0,1, β = 0,1, Г = 0,05.  

Из-за слабой начальной асимметрии актив- 

ная фаза энергоподвода наступает поздно – при-

мерно после t = 70 с. До этого момента энергии 

всех трёх маятников остаются практически одина-

ковыми и не превышают E2 = 6 Дж. После t = 70 с 

энергия H1 начинает расти и достигает уровня E1 к 

концу интервала моделирования. Управляющий 

сигнал имеет поздний и менее выраженный 

всплеск. 

На рис. 6 начальные углы q1(0) = 0,45 рад, 

q2(0) = 0,3 рад, q3(0) = 0,25 рад.  
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Рис. 5. Сценарий с близкими начальными условиями q1(0) = 0,4, q2(0) = 0,3, q3(0) = 0,25: а – графики изменения энергии, б – управляющее 

воздействие 

 

  

а б 
 

Рис. 6. Сценарий с ещё более близкими начальными условиями q1(0) = 0,45, q2(0) = 0,3, q3(0) = 0,25: а – графики изменения энергии,  

б – управляющее воздействие 

 

Этот сценарий характеризуется ещё меньшей 

асимметрией по сравнению с рис. 5. Как следствие, 

время до начала активного энергоподвода увели-

чивается ещё сильнее. Энергия H1 начинает замет-

но расти только после t = 100 с, а целевой уровень 

E1 достигается лишь к концу интервала моделиро-

вания. Данный результат подтверждает высокую 

чувствительность алгоритма к степени начальной 

асимметрии системы [23]. 

 

Проведённые вычислительные эксперименты 

позволяют сделать следующие выводы. 



 

 
 

 

 
 

 ●

 Базовый сценарий (рис. 1) демонстрирует ра-
ботоспособность предложенного закона управле-

ния при достаточной начальной асимметрии. 

 Уменьшение параметров штрафа α или β при-
водит к более опасному приближению энергий со-

ответствующих маятников к предельным значени-

ям (рис. 2 и 3). Это подтверждает необходимость 

выбора достаточных значений штрафных парамет-

ров. 

 Увеличение коэффициента усиления Γ уско-
ряет переходный процесс, но ценой роста ампли-

туды и осцилляций управляющего сигнала (рис. 4). 

 Имеет место чувствительность к начальным 
условиям (рис. 5 и 6): чем ближе начальные состо-

яния маятников, тем позже наступает момент се-

лективного энергоподвода. При очень близких 

начальных условиях время достижения цели мо-

жет существенно возрастать. 

Сравнение с ранее изученным случаем двух 

маятников [8, 9] показывает, что задача для трёх 

маятников является существенно более сложной. 

Во-первых, наличие двух независимых ограниче-

ний (E2 и E3) приводит к конкуренции барьерных 

членов в законе управления (9), что вызывает до-

полнительные высокочастотные колебания сигна-

ла u(t) по сравнению с более гладким управлением 

в системе двух маятников. Во-вторых, чувстви-

тельность к начальной асимметрии возрастает: при 

одинаковой относительной близости начальных 

состояний время достижения целевого уровня E1 в 

системе трёх маятников существенно больше, чем 

в системе двух маятников (см. рис. 5 и 6, а также 

результаты работ [8, 9]). В-третьих, случай полной 

симметрии (q1(0) = q2(0) = q3(0)) делает задачу 

принципиально неразрешимой, что является более 

жёстким условием по сравнению с системой двух 

маятников, где симметрия лишь затрудняет селек-

тивный режим, но не блокирует его полностью при 

малых возмущениях. Таким образом, обобщение 

на три подсистемы не является тривиальным и 

требует отдельного анализа, представленного в 

данной работе.  

 

Предложен алгоритм управления энергией пер-

вого из трёх идентичных маятников при односто-

ронних ограничениях на энергии второго и третье-

го маятников и единственном скалярном управля-

ющем воздействии. Для синтеза закона управления 

применяется метод скоростного градиента с целе-

вой функцией, включающей квадрат ошибки по 

целевой энергии и штрафные слагаемые барьерно-

го типа по ограничениям. 

Полученный закон управления имеет явный 

аналитический вид, допускает простую численную 

реализацию и опирается на физически прозрачный 

механизм перераспределения энергии через мно-

жители pk cos qk. 

Численные эксперименты показали, что алго-

ритм обеспечивает достижение целевого режима 

как при существенно различных, так и при близких 

начальных условиях. При этом время переходного 

процесса и форма управляющего сигнала зависят 

от степени начальной асимметрии системы. 

О сложности задачи говорит, например, тот 

факт, что если параметры маятников и начальные 

условия одинаковы, то задача неразрешима как 

при линейных, так и при нелинейных моделях ма-

ятников. Действительно, траектории идентичных 

динамических систем при идентичных начальных 

условиях и при одинаковых управлениях совпада-

ют на всём промежутке существования. Отличие 

данной задачи от случая двух маятников, рассмот-

ренного раньше, в том, что целевая система и си-

стема ограничений не идентичны. Представленные 

результаты могут рассматриваться как шаг к по-

строению методов селективного управления энер-

гией при ограничениях в механических системах 

со многими степенями свободы. 

Научная новизна работы заключается в следу-

ющем:  

– впервые предложен закон управления энерги-

ей трёх одинаковых маятников с одним скалярным 

входом и односторонними ограничениями;  

– получен явный алгоритм на основе функции 

Ляпунова штрафного типа;  

– обнаружена и количественно проанализиро-

вана сильная зависимость времени переходного 

процесса от начальной асимметрии;  

– показано, что при полностью симметричных 

начальных условиях задача принципиально нераз-

решима. 
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Abstract. This paper addresses the problem of energy control for three identical independent 

pendulums driven by a single scalar input. The objective is to asymptotically steer the energy of 

the first pendulum to a prescribed level while keeping those of the other two below given bounds. 

A penalty-type Lyapunov function combining a quadratic target term and barrier terms for the 

constraints is introduced. A numerically implementable explicit control law is derived based on 

the speed-gradient method. Additional consideration is given to the physical meaning of the basic 

model equations and the selective energy redistribution mechanism under a common control ac-

tion. Numerical simulations are provided to confirm the convergence of the first pendulum’s en-

ergy to the target level while satisfying the imposed constraints.  
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