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Аннотация. Осуществляется развитие корневого метода анализа динамических систем с 

характеристическим уравнением четвертой степени на основе пространственного аналога 

диаграммы Вышнеградского. Такой подход позволяет наглядно определять не только 

устойчивость системы, но и ключевые показатели качества переходных процессов без 

непосредственного вычисления корней. Предложен подход, использующий параметриза-

цию сложных поверхностей, для построения трехмерной диаграммы расположения корней 

характеристического уравнения четвертой степени. На этой диаграмме произведено разде-

ление решений на устойчивые и неустойчивые с помощью границы устойчивости. Для 

классификации характера корней используется поверхность нулевого дискриминанта, а 

также поверхность для анализа взаимного расположения корней относительно мнимой оси. 

Приведена методика вывода параметрически заданных поверхностей (границ). Получены 

выражения (в том числе параметрические) семейств поверхностей равной степени устой-

чивости, равной колебательности, равных наибольших значений модуля вещественной 

части корня. Результаты исследования могут найти практическое применение в качестве 

удобного инструмента для проектирования систем автоматического управления. Постро-

енные в среде MATLAB трехмерные диаграммы позволяют визуально определять области 

параметров, одновременно обеспечивающие желаемые характер переходного процесса, 

быстродействие и колебательность. 
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Разработка систем автоматического управления 

неизменно связана с решением задачи обеспечения 

требуемого качества переходных процессов. Важ-

нейшим свойством системы является устойчи-

вость, а такие показатели, как время регулирова-

ния, колебательность, перерегулирование, являют-

ся ключевыми критериями, определяющими каче-

ство системы. Исследование переходных процес-

сов на основе линеаризации дифференциальных 

уравнений позволило сформулировать требования 

к динамическим свойствам системы через наложе-

ние условий на корни соответствующих характе-

ристических уравнений. Устойчивость и перечис-

ленные показатели качества связаны с расположе-

нием корней характеристического уравнения на 

комплексной плоскости, что составляет основу 

корневых методов оценки качества. Этот подход 

применяется и исследуется, например, в работах 

[1, 2]. 

Для ограничения области расположения корней 

(рис. 1) обычно используются понятия степени 

устойчивости η, колебательности μ и абсолютного 

значения ξ вещественной части наиболее удален-

ного от мнимой оси корня [3]. 

Степень устойчивости η определяется как аб-

солютная величина вещественной части ближай-

шего к мнимой оси корня характеристического 

уравнения. Этот параметр связан с быстродействи-

ем системы: 

рег
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lnT
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где Tрег – время переходного процесса, а Δ – допу-

стимое относительное отклонение регулируемой 

величины. Таким образом, увеличение степени 

устойчивости ведет к сокращению времени пере-

ходного процесса. 

 

 

 
Рис. 1. Ограничение области расположения корней 

 
Колебательностью системы μ называют тангенс 

угла, образованного отрицательной вещественной 
полуосью и лучом из начала координат к корню, у 
которого отношение мнимой части к действитель-
ной максимально: 

tg max
 

     
 

, 

где α и β – значения действительной и мнимой ча-
сти корней соответственно. Колебательность свя-
зана с логарифмическим декрементом затухания:  

2
d





, 

т. е. колебательность μ пропорциональна числу 
колебаний 1/d, по истечении которых амплитуда 
колебаний уменьшается в е раз.  

Из теории автоматического управления извест-
на следующая взаимосвязь между перерегулиро-
ванием и колебательностью: 

max e



  . 

Системы четвертого порядка не могут содер-
жать регуляторов высоких порядков, а регуляторы 
низких порядков описываются небольшим набо-
ром параметров. К использованию регуляторов 
низкого порядка стремятся в первую очередь из-за 
простоты настройки, однако результаты работы [4] 

показывают, что зачастую можно получить луч-
шие показатели качества, используя довольно про-
стые регуляторы и менее сложные алгоритмы их 
синтеза.  

В вопросах синтеза и анализа динамических 
систем выгодно выделяются графические методы. 
Их важным преимуществом является возможность 
исследования ближайшей окрестности выбранной 
точки. Это позволяет судить о системе в случае 
наличия отклонений реальных значений парамет-
ров от заданных, а также оставляет инженеру сво-
боду выбора параметров системы в рамках допу-
стимой области. Конечно, малые изменения пара-
метров системы иногда могут существенным обра-
зом сказываться на ее работоспособности, однако 
графические методы обычно позволяют это пари-
ровать. Здесь стоит упомянуть классический метод 
D-разбиения, который (часто в модифицированном 
виде) до сих пор активно применяется на практике 
[4, 5]. В частности, в работе [5], чтобы обеспечить 
стабилизацию системы с интервальной неопреде-
ленностью параметров, применяют теорему Хари-
тонова, которая позволяет установить устойчи-
вость такой системы по устойчивости конечного 
набора характеристических полиномов. Также в 
статье [5] область допустимых решений ограничи-
вают в том числе и по величинам допустимых ко-
лебательности и степени устойчивости; отмечает-
ся, что полиномы Харитонова применимы к обес-
печению требуемых значений этих параметров при 
наличии интервальной неопределенности. 

Для систем третьего порядка классическим и 
наглядным инструментом анализа служит диа-
грамма Вышнеградского. Данный подход позволя-
ет исследовать динамические свойства системы 
через анализ параметров Вышнеградского A и B 
нормированного характеристического уравнения 
вида  

3 2 1 0x Ax Bx    ,  

не прибегая к непосредственному вычислению 
корней. Реализация такого подхода [6] довольно 
проста с использованием современных инструмен-
тов (например, в среде MATLAB). 

Диаграмма Вышнеградского (рис. 2) представ-
ляет собой плоскость параметров A и B, разделен-
ную на области, соответствующие различному ха-
рактеру переходных процессов. Область устойчи-
вости ограничена осями координат и гиперболой 
AB = 1. Внутри нее выделяются три характерные 
подобласти: область I, где ближе к мнимой оси 
расположены комплексные корни (колебательный 
процесс); область II, где все корни вещественные 
(апериодический процесс); область III, где ближе к 
мнимой оси находится вещественный корень (мо-
нотонный процесс). 
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Рис. 2. Диаграмма Вышнеградского с дополнительными 

линиями: а – линии равной степени устойчивости; б – линии равных 

наибольших значений модуля вещественной части корня; в – линии 

равной колебательности  

Для перехода от анализа к синтезу систем, удо-

влетворяющих заданным требованиям по быстро-

действию и колебательности, диаграмму Вышне-

градского дополняют сетками линий равных η, μ и 

ξ. На практике область допустимых параметров 

системы сужается до пересечения зон, ограничен-

ных линией требуемой степени устойчивости и 

линией допустимой колебательности, что позволя-

ет выбирать параметры регулятора, одновременно 

обеспечивающие желаемое быстродействие и ха-

рактер затухания. Примером такого подхода слу-

жит работа [7].  

Наиболее удачное идейное продолжение диа-

граммы Вышнеградского описано в монографии 

[8], где авторы используют параметры, отличные 

от параметров Вышнеградского. Выбор альтерна-

тивных параметров позволил составить некоторые 

точные и приближенные алгебраические условия 

получения желаемых значений параметров каче-

ства системы. Также авторы обобщают свой ори-

гинальный подход на системы любого порядка. 

Предлагаемые авторами графические зависимости 

(номограммы) для определения ряда показателей 

качества переходного процесса (времени нараста-

ния, перерегулирования, колебательности, полосы 

пропускания и частоты среза) систем четвертого 

порядка и выше построены в основном численны-

ми методами и с использованием аппроксимаций, 

что затрудняет первичное получение номограмм 

по сравнению с подходами, где используются 

лишь аналитические зависимости. Предлагаются 

как трехмерная объединенная номограмма каче-

ства в виде серии двумерных сечений, так и дву-

мерная универсальная номограмма качества. При-

менение ряда двумерных номограмм непосред-

ственно из монографии кажется не очень удобным 

в современных условиях, хотя идея «оцифровать» 

их выглядит весьма перспективной.  

Целью настоящей работы является развитие 

подхода Вышнеградского и построение его прямо-

го аналога для систем четвертого порядка, что 

представляет значительный практический интерес 

для проектирования более сложных динамических 

систем. Следует отметить, что до сих пор изуча-

ются и систематизируются методы решения [9] и 

анализа систем четвертого порядка. Например, в 

статье [10] подробно рассматривается классифика-

ция уравнений четвертой степени в зависимости от 

числа и кратности их действительных корней. Ра-

бота [11] в целом посвящена особенностям урав-

нений с кратными корнями, хотя некоторые из вы-

водов могут быть распространены на уравнения 

четвертой степени без кратных корней. Широко 

применяются для систем четвертого порядка и 
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матричные методы, например, техника линейных 

матричных неравенств [12], позволяющая вычис-

лить параметры системы, обеспечивающие распо-

ложение корней строго в заданной области ком-

плексной плоскости. Формула Аккермана, а также 

ее обобщения [13] и упрощения [14] позволяют 

получить заранее заданное расположение корней. 

В качестве таких наиболее удачных расположений 

корней часто используют стандартные полиномы 

[15] (полиномы Ньютона, Баттерворта, Бесселя и 

др.), хотя не всегда возможно получение характе-

ристического уравнения в виде стандартного по-

линома при учете всех требований к системе и 

ограничений, наложенных на коэффициенты. 

Некоторые попытки переосмысления диаграм-

мы Вышнеградского, включая расширение до чет-

вертого порядка, были предприняты в работах [16] 

и [17]. В статье [17], в частности, строится и ис-

следуется поверхность нулевого дискриминанта. 

Эта поверхность, а также характер корней в обла-

стях, разделяемых ей, рассматривается в работах 

[18] и [19]. Статья [20] посвящена непосредствен-

но дискриминантам и их связи с кратностью кор-

ней. Глубокое исследование корней уравнения 

четвертой степени с построением ряда диаграмм 

предпринято в работе [21]. 

В качестве основного допущения в настоящей 

работе принято то, что система описывается ли-

нейной стационарной моделью, динамические 

свойства которой полностью определяются распо-

ложением корней соответствующего характери-

стического уравнения четвертой степени. Также 

предполагается, что требования к качеству пере-

ходного процесса (время регулирования, перерегу-

лирование) могут быть описаны через ограничения 

на расположение корней на комплексной плоско-

сти с использованием параметров η, μ и ξ. Также 

следует отметить, что в рамках данной работы 

практически не рассматриваются случаи, соответ-

ствующие наличию кратных корней характеристи-

ческого уравнения.  

Построение и верификацию полученных в ходе 

работы поверхностей будем проводить в среде 

MATLAB. Работа с алгебраическими выражения-

ми в силу их громоздкости проводится с использо-

ванием библиотеки SymPy [22] для языка Python. 

 

Рассмотрим характеристическое уравнение си-

стемы четвертого порядка: 

4 3 2

0 1 2 3 4 0a a a a a        .            (1) 

Уравнение (1) приводится к нормированному 

виду путем преобразования: 

4
4

0

0

a
x x

a
     ;  

1

34
4 0

a
A

a a
 ; 2

2 24
4 0

a
B

a a
 ; 3

34
4 0

a
C

a a
 . 

Используемое масштабирование переменной обес-

печивает единичный среднегеометрический корень 

0 . Полученное нормированное уравнение имеет 

вид 
4 3 2 1 0x Ax Bx Cx     .                  (2) 

В работе [17] формулируется критерий устой-

чивости Гурвица в пространстве параметров A, B и 

C: 

A > 0; B > 0; C > 0; 2( ) 0C AB C A   ,      (3)  

а дискриминант уравнения (2) выражается следу-

ющим образом:  

2

2 4 2 2 2

2 3 4 3 2

4 3 3 3 2 3 2 2 2

( , , ) 256  192   128

144  27 144   6

 80 18 16   4

 27 18 4  4 .

– –

– – –

– – –

– – –

D A B C AC B

BC С A B A C

AB C ABC B B C

A A BC A C A B A B C

 

 

 

 

  (4) 

Следует отметить, что поверхность нулевого 

дискриминанта не только разделяет случаи с раз-

личным характером расположения корней, но и 

(по определению) указывает на наличие кратных 

корней. Поскольку в реальных задачах наличие в 

системе кратных корней обычно нежелательно, 

попадание на поверхность нулевого дискриминан-

та может служить сигналом о необходимости из-

менения параметров системы. 

Для случая двух действительных и пары ком-

плексно сопряженных корней следует разделить 

случаи разного взаимного расположения корней 

относительно мнимой оси. На диаграмме Вышне-

градского для решения схожей задачи служит ли-

ния CD. Для уравнения четвертой степени будем 

обозначать соответствующую поверхность 

G(A, B, C) = 0. Далее будем называть состоящую 

из поверхностей границы устойчивости  

D(A, B, C) = 0 и G(A, B, C) = 0 пространственную 

диаграмму V-4 (Vyschnegradsky-4). 

В работе [3] предлагается использовать сме-

щенное уравнение для построения линий равной 

степени устойчивости. Вводя уравнение, смещен-

ное относительно (2) вправо на величину степени 

устойчивости η, с использованием критерия 

Гурвица можно получить уравнения линий равной 
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степени устойчивости. Смещение уравнения (2) 

вправо на величину абсолютного значения ξ веще-

ственной части наиболее удаленного от мнимой 

оси корня с последующим отражением относи-

тельно мнимой оси позволяет аналогично полу-

чить линии равных ξ. Ввод смещенного уравнения 

также удобен для вывода в параметрическом виде 

уравнений кривых, разделяющих диаграмму Выш-

неградского на характерные области. Используя 

соотношения, вытекающие из теоремы Виета для 

нормированного уравнения (2) при наличии пары 

комплексных корней, получают линии равной ко-

лебательности. 

Запишем смещенное уравнение, полученное 

путем замены x z  : 

4 3 2

1 2 3 4 0z A z A z A z A     ,               (5) 

где  

1 4A A   ;  2

2 6 3A A B    ; 

3 2

3 4 3A A B C       ; 

4 3 2

4 1A A B C       .               (6) 

 

Применимость на практике громоздкого выра-

жения (4) ставится под вопрос, поэтому рассмот-

рим альтернативный подход к записи этого выра-

жения. Поверхность нулевого дискриминанта 

D(A, B, C) = 0 соответствует наличию кратных 

корней уравнения (2). Смещение уравнения не ме-

няет взаимного расположения корней, поэтому 

D(A, B, C) = 0 и при наличии кратных корней 

уравнения (5). Нетрудно заметить, что случай 

3 0A   и 4 0A   соответствует двукратному нуле-

вому корню в уравнении (5): 

4 3 2 2 2

1 2 1 2( ) 0z A z A z z z A z A      . 

Выпишем систему условий 3 0A   и 4 0A   в 

терминах A, B, C, η: 

3 2

4 3 2

4 3 0,

1 0.

A B C

A B C

      

       

 

Элементарными преобразованиями система может 

быть приведена к следующей форме: 

3

3

1 1
3 ,

2

1 3
.

2

B
A

C B

  
    

  


 
     

                    (7) 

Система (7) фактически является параметрической 

формой задания поверхности D(A, B, C) = 0, при-

чем координата B сама является параметром. Та-

кой формат задания поверхности чрезвычайно 

удобен для построения сечений плоскостями уров-

ня B = const.  

Следует отметить, что поверхность 

D(A, B, C) = 0 обладает симметрией относительно 

плоскости A = C. В уравнениях (6) эта симметрия 

выражается в виде 
1

( , ) ( , )A B C B 


. Симметрия 

поверхности может быть использована для упро-

щения построения: можно построить часть по-

верхности для значений max[1; ]  , а затем зер-

кально отразить ее относительно плоскости A=C. 

Система (7) может быть преобразована и дру-

гими способами, что удобно для построения сече-

ний другими плоскостями, например 

2

2

3 2

1
3 2 ,

2
2 .

B A

C A


     


      
 

                    (8) 

Можно заметить, что при const  решением 

систем (7) и (8) будут являться прямые линии (как 

пересечение двух плоскостей). Другими словами, 

поверхность нулевого дискриминанта образована 

пространственным движением прямой. 

 

Обозначим корни уравнения (2): 

1 2 3 4; ; ; .x i x i x x             

Запишем уравнение четвертой степени через его 

корни, учитывая, что     и два корня – ком-

плексно-сопряженные: 

2 2(( ) )( )( ) 0x x x      . 

Раскрыв скобки и собрав коэффициенты при сте-

пенях x, сопоставим коэффициенты полученного 

выражения с уравнением (2) и получим нелиней-

ную систему из четырех уравнений: 

2 2

3 2 2 2

2 2

3 ,

3 3 ,

3 ,

1 ( ).

A

B

C

    


    


       
    

               (9) 

Нетрудно заметить, что используя последнее урав-

нение системы (9), можно уменьшить число пере-

менных: 
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2

2

3 ,

1
2 3 ,

2 .

A

B

C

    


     
 


  
    

 

                   (10) 

Система (10) является одним из вариантов па-

раметрического задания поверхности 

G (A, B, C) = 0. Построение поверхности с исполь-

зованием системы (10) в среде MATLAB требует 

довольно тонкой настройки для получения каче-

ственного результата. Первое уравнение системы 

может быть использовано для избавления от пере-

менной α или γ. Следует попробовать также иной 

подход к параметризации. Покажем, что случай 

1 2 3 0A A A   и 4 0A   соответствует наличию ну-

левого и пары чисто мнимых корней смещенного 

уравнения (5): 

 4 3 2 3 2

1 2 1 2 1 2 1 2z A z A z A A z z z A z A z A A         

   2 2 2

2 1 2 2 1( ) ( ) ( )( ) ;z z z A A z A z z A z A        

1 2,3 2 4 10; ;z z i A z A     . 

Поскольку уравнение (5) смещено относитель-

но (2), выполнение условий 1 2 3 0A A A   и 4 0A   

соответствует границе различных взаимных рас-

положений корней G(A, B, C) = 0. Эти условия мо-

гут быть записаны в виде: 

3 2 2

4 3 2

20 15 (3 2 ) 0,

1 0.

A A B AB C

A B C

        

       

  (11) 

Элементарными преобразованиями система (11) 

может быть приведена к эквивалентному виду: 

2

2

3 2

2

1
7 3 ,

3

2
6 2 .

3

B A
A

A
C A

A


       


      

   

            (12) 

Наличие в первом уравнении системы (11) как 

первой, так и второй степени коэффициента A, де-

лает затруднительными для записи и малопригод-

ными для использования другие формы системы, 

использующие только один независимый параметр 

η. Применение системы (12) для построения по-

верхности затруднено для случаев, когда знамена-

тель стремится к нулю (при 3A  ). Построим 

рассмотренные поверхности пространственной 

диаграммы V-4, а также ее сечение поверхностью 

уровня A = const (рис. 3). 

 

На диаграмме (см. рис. 3) есть две области, где 

ближайшими к мнимой оси являются два ком-

плексно-сопряженных корня. Для этих областей 

смещенное уравнение (5) достигает колебательной 

границы устойчивости, т. е. имеет два корня  

 

 

 
 

а б 

 
Рис. 3. Диаграмма V-4 с указанием характерных расположений корней: а – трехмерная диаграмма, построенная с использованием формул (3), (7) 

и (10); б – сечение при A = 7, построенное с помощью формул (3), (8) и (12). Граница устойчивости – сиреневым, D(A, B, C) = 0 – красным,  

G(A, B, C) = 0 – синим
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в левой полуплоскости и пару чисто мнимых кор-

ней. В соответствии с критерием Гурвица эта гра-

ница будет достигаться при выполнении условий  

2 2

1 2 3 1 4 3

1 2 3 4

0,

0, 0, 0, 0.

A A A A A A

A A A A

  

   
              (13) 

Запишем равенство из выражения (13) в обозначе-

ниях A, B, C, η:  

6 5 2 4

2 3 2 2 2

2 2

64 96 16(3 2 )

8 ( 4 ) 4(2 4)

2 ( 4) 0.

A A B

A A B A B AC B

A AC B ABC A C

      

        

        

(14) 

В оставшихся трех областях диаграммы V-4 

ближайший к мнимой оси корень уравнения (5) 

действительный, что соответствует апериодиче-

ской границе устойчивости смещенного уравне-

ния. Эта граница достигается при 

4 1 2 3

2 2

1 2 3 1 4 3

0, 0, 0, 0,

0.

A A A A

A A A A A A

   

  
              (15) 

С учетом равенства из выражения (15) послед-

нее неравенство можно переписать в виде: 

1 2 3 0A A A  , 

или в параметрах A, B, C,  : 

3 2 220 15 (3 2 ) 0A A B AB C         . 

Первое условие (равенство) апериодической гра-

ницы устойчивости смещенного уравнения в па-

раметрах A, B, C, η: 

3 2 1
C A B     


.                   (16) 

При const  уравнение (16) задает плоскость.  

Для построения поверхностей равной степени 

устойчивости (рис. 4) требуется вывести поверх-

ности, задаваемые равенствами (14), (16) для инте-

ресующих значений η и ограниченные неравен-

ствами из выражений (13), (15) соответственно. 

Неявное задание поверхности (14) может быть 

неудобно для построения. Перейдем к ее парамет-

рическому заданию с помощью замены 

3

1

A
k

A
 . 

Выражение (12) примет вид: 

2 2 2 2 2 2

1 2 1 4 1 1 2 4( ) 0kA A A A k A A kA A k      . 

В рассматриваемой области 1 0A  . Таким обра-

зом, имеем систему 

3 1

2

2 4

0,

0.

A kA

kA A k

 


  

 

Преобразуя эту систему, получим:  

4 3 2 2

2

5 4 3 2 2 2

2

3 2 2 2 1
,

2 4 2 2( 1)
.

A k Ak k
B

k

A k Ak k Ak
C

k

         


 


          
  

(17) 

 

 
 

а б 

 
Рис. 4. Поверхности равной степени устойчивости η: а – на трехмерной диаграмме с верификацией; б – в сечении A = 5 
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Система (17) является удобным способом па-

раметрического задания семейства поверхностей. 

Совместное использование выражений (8), (12) и 

(17) хорошо подходит для построения сечений 

плоскостями A = const. 

Стоит отметить, что при 0  условие (14) 

совпадает с условием границы устойчивости для 

уравнения (2). Наибольшая степень устойчивости  

( 1)  достигается в точке A = 4, B = 6, C = 4, что 

легко проверить подстановкой в формулы (14) и 

(16). Данная точка соответствует полиному Нью-

тона с четырехкратным действительным корнем 

1,2,3,4 1x   . Можно сказать, что область действи-

тельных корней «начинается» из этой точки. 

Следует помнить и то, что на диаграмме стро-

ятся поверхности равной степени устойчивости 

нормированного уравнения и для перехода к сте-

пени устойчивости исходного уравнения требуется 

домножение на среднегеометрический корень: 

4
4

исх 0

0

.
a

a
       

 

Если сместить мнимую ось нормированного 

уравнения (2) на величину ξ наибольшего значения 

модуля вещественной части корня, то смещенное 

уравнение будет иметь вид 

4 3 2

1 2 3 4 0z A z A z A z A     ,            (18) 

где коэффициенты A1, A2, A3, A4 определяются 

формулами (6), в которые вместо η следует под-

ставить величину ξ. Корни уравнения (18), за ис-

ключением находящихся на мнимой оси, распола-

гаются в правой полуплоскости. Заменив в этом 

уравнении переменную z на –z, запишем уравнение 

4 3 2

1 2 3 4 0z A z A z A z A     ,            (19) 

в котором корни, бывшие правыми в уравнении 

(18), теперь располагаются слева от мнимой оси. 

Если на мнимой оси находится вещественный 

корень смещенного уравнения (19), а остальные 

корни уравнения находятся в левой полуплоско-

сти, то имеют место следующие соотношения: 

4 1 2

3 1 2 3

0, ( ) 0, 0,

( ) 0, 0.

A A A

A A A A

   

    
                (20) 

В случае, когда на мнимой оси находится пара 

мнимых корней уравнения (19), а остальные корни 

лежат в левой полуплоскости, выполняется  

2 2

1 2 3 1 4 3

1 2 3 4

0,

( ) 0, 0, ( ) 0, 0.

A A A A A A

A A A A

  

     
         (21) 

Условия (20) и (21) задают поверхности, соот-

ветствующие равным значениям абсолютной ве-

личины ξ вещественной части наиболее удаленно-

го от мнимой оси корня, в тех областях, где самым 

удаленным является действительный корень и пара 

комплексно-сопряженных соответственно.  

Равенства, содержащиеся в выражениях (20) и 

(21), совпадают с уравнениями (16) и (14) соответ-

ственно. Таким образом, построение поверхностей 

равных наибольших значений модуля веществен-

ной части корня (рис. 5) выполняется так же, как и 

построение поверхностей равной степени устойчи-

вости, с той лишь разницей, что поверхности визу-

ализируются в других областях. 

В целях верификации полученных соотноше-

ний для поверхностей равной степени устойчиво-

сти и равных наибольших значений модуля веще-

ственной части корня покажем на диаграммах (см. 

рис. 4 и 5) точки, соответствующие 0,1 3 %   и 

0,7 5 %   . Эти точки получены путем вычис-

ления корней уравнения четвертой степени с ко-

эффициентами A, B и C встроенным численным 

методом MATLAB в каждой точке (узле) равно-

мерной расчетной сетки и определения в этих точ-

ках наименьшей (η) и наибольшей (ξ) абсолютной 

величины вещественной части корней.  

 

Колебательный режим возможен только при 

наличии комплексно-сопряженных корней. Запи-

шем уравнение четвертой степени через его корни, 

учитывая, что два корня – комплексно-сопряжен-

ные: 
2 2(( ) )( )( ) 0x x x      .            (22) 

Раскрыв скобки и собрав коэффициенты при сте-

пенях x, сопоставим коэффициенты полученного 

выражения с уравнением (2) и получим систему 

2 2

2 2

2 2

2 ,

2 2 ,

( )( ) 2 ,

1 ( ).

A

B

C

      


        


        
    
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Рис. 5. Поверхности равных наибольших значений модуля ξ вещественной части корня: а – на трехмерной диаграмме с верификацией (слева 

направо: ξ = 3, ξ = 2, ξ = 0,7); б – в сечении A = 5 

 

Вводя величину колебательности 


 


 для ис-

ключения переменной  , а также исключая пере-

менные γ и δ, можно прийти к параметрическому 

заданию поверхностей в виде: 

2 2 2

2 2

2 2 3 2

2

1
2 3 ,

(1 )

2
(1 ) 2 (1 ) .

(1 )

B A

C A


           


         
   

   (24) 

Стоит отметить, что при использовании вместо 

выражения (22) уравнения 

2 2 2 2(( ) )(( ) )) 0x x       

тоже можно прийти к системе (24). Нетрудно за-

метить, что в отсутствие колебательности ( 0  ) 

система уравнений (22) эквивалентна системе (8), 

определяющей поверхность нулевого дискрими-

нанта. Это можно установить, заменив параметр: 

 . С ростом значения μ поверхность равной 

колебательности приближается к границе устойчи-

вости (рис. 6).  

На рис. 6 построено несколько поверхностей 

равной колебательности. Также на диаграмме от-

мечены точки, соответствующие величинам 

2 3 %   . Эти точки получены путем вычисле-

ния корней уравнения четвертой степени в каждой 

точке (узле) равномерной расчетной сетки и опре-

деления в этих точках колебательности μ непо-

средственно по корням уравнения. 

При верификации обнаружено, что нужно вы-

водить только части поверхностей по одну сторону 

от их самопересечения. Также форма поверхностей 

равной колебательности наводит на мысли о сим-

метрии относительно плоскости A = C. Заметим, 

что систему (24) можно привести и к виду:  

 

2 2

3 2

2 2
3 2

2

( 3) 1
,

2 (1 )

1 3
(1 ) .

2 2 (1 )

B
A

C B

    
 

   


   
         

  (25) 

Обратим внимание на то, что ( , , )A B   

2

1
, , .

(1 )
C B
 

  
   

 Это говорит о наличии сим-

метрии поверхностей равной колебательности 

const  относительно плоскости A = C. Наличие 

симметрии позволяет заключить, что линии само-

пересечения лежат в этой плоскости, а это значи-

тельно упрощает рассуждения. Полагая C = A, 

можно выразить A из второго уравнения системы 

(25). Подставляя полученное выражение для A в 

первое уравнение этой системы, получим парамет-

рически заданные кривые самопересечения: 

2

2
2 2

2 2

2
2 ,
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4 1
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A C
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Рис. 6. Поверхности равной колебательности μ: а – на трехмерной диаграмме с верификацией; б – в сечении A = 7 

 

 

Получив уравнения линий самопересечения, 

можно различить точки поверхностей, лежащие по 

разные стороны от этих линий. При построении-

поверхностей равной колебательности по форму-

лам (24) значения A и α задаются (варьируются). 

Можно рассчитывать по первому уравнению си-

стемы (26) величину line ( , )A    и выводить только 

те точки, которые удовлетворяют условию 

line .A A  

Также можно отметить, что любая поверхность 

колебательности μ, как и поверхность нулевого 

дискриминанта, образована пространственным 

движением прямой. Стоит добавить, что симмет-

рия поверхностей равной колебательности может 

быть использована для упрощения построения по 

формулам (25): можно строить только часть по-

верхности для значений min[ ; 1]   , а затем зер-

кально отражать ее относительно плоскости A = C. 

Также построим (рис. 7) поверхности равной 

колебательности в параметрах, предлагаемых в 

монографии [8]: 

2 2 22 2 2

3 2 1
1 2 3

2 4 1 3 0 2

; ; .
a a aС B A

a a B a a AC a a B
          

Нетрудно заметить, что эти поверхности легко ап-

проксимируются плоскостями уровня, что привело 

к формулированию в работе [8] достаточных и не-

обходимых условий получения требуемой колеба-

тельности. 

 

 
Рис. 7. Поверхности равной колебательности μ в параметрах δ1, 

δ2, δ3 (граница устойчивости (μ =  ∞) – сиреневым, μ = 0 – красным, 

μ = 1 – зеленым) 

 

На рис. 8 показаны точки, соответствующие 

стандартным полиномам Ньютона, Бесселя и Бат-

терворта. Нетрудно заметить, что последние две 

лежат в области, соответствующей устойчивым 

колебательным процессам, на достаточном удале-

нии от границы устойчивости. 
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Рис. 8. Диаграмма V-4 с точками, соответствующими 

стандартным полиномам: Ньютона (зеленым), Бесселя (черным) и 

Баттерворта (желтым) 

 

Разработан полный аналог диаграммы Вышне-

градского для характеристических уравнений чет-

вертой степени, реализованный в виде трехмерной 

диаграммы в пространстве параметров A, B и C, 

которые представляют собой коэффициенты нор-

мированного уравнения (2). На диаграмме выделе-

ны основные разделяющие поверхности: граница 

устойчивости, поверхность нулевого дискрими-

нанта и граница различных взаимных расположе-

ний корней, позволяющая определить доминиру-

ющий тип корней. Получены параметрические вы-

ражения для семейств поверхностей, соответству-

ющих заданным требованиям к качеству системы: 

равной степени устойчивости (быстродействию), 

равной колебательности (перерегулированию) и 

равных значений модуля вещественной части 

наиболее удаленного от мнимой оси корня. До-

полнительным преимуществом является парамет-

рическая форма заданных поверхностей, что 

упрощает их вычисление и отображение по срав-

нению с неявными формами. Также все получен-

ные поверхности могут быть заданы либо явно, 

либо удобным для построения сечений способом. 

На основе таких сечений можно создать удобный 

графический интерфейс выбора нормированных 

коэффициентов с возможностью просмотра пере-

ходного процесса, как, например, сделано в работе 

[4]. Проведена верификация всех поверхностей и 

приведен пример их визуализации в среде 

MATLAB.  

Разработанная диаграмма является средством 

предварительного проектирования. Ее применение 

также представляется целесообразным при созда-

нии самого объекта управления. В дальнейшем 

выбор коэффициентов по диаграмме может произ-

водиться с учетом некоторых наложенных ограни-

чений. Так, например, если коэффициенты исход-

ного характеристического уравнения фактически 

зависят от двух параметров, то на трехмерной диа-

грамме можно построить поверхность, вдоль кото-

рой и следует выбирать коэффициенты. На диа-

грамму могут быть нанесены точки, соответству-

ющие полиномам Харитонова, если требуется ис-

следовать робастную устойчивость системы или 

оценить разброс ее показателей качества. Наибо-

лее разумным представляется применение диа-

граммы совместно с ПО, осуществляющим чис-

ленное моделирование переходных процессов. Та-

кой программный комплекс может быть легко реа-

лизован, например, на основе MATLAB.  
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Abstract. This paper develops a root-based method for analyzing dynamic systems with fourth-

order characteristic equations based on a spatial analog of the Vyshnegradsky diagram. Such an 

approach allows visualizing system stability and, moreover, determining key performance indices 

of transients without directly computing the roots. Within the proposed methodology, a para-

metrization of complex surfaces is employed to construct a three-dimensional (3D) root location 

diagram for a fourth-order characteristic equation. On this diagram, the solutions are divided into 

stable and unstable ones by the stability boundary. The surface of zero discriminant is used to 

classify the roots into real and complex. An additional surface defines the boundary of different 

root locations relative to the imaginary axis. A method for deriving these parametrically defined 

surfaces is presented. Parametric expressions are obtained for families of surfaces corresponding 

to particular system performance requirements (level surfaces for the stability degree, the oscilla-

tory index, and the maximum absolute value among the real parts of all roots). The research re-

sults can be conveniently applied in practice to design automatic control systems. The 3D dia-

grams constructed in MATLAB visualize the parameter regions simultaneously ensuring the de-

sired values of transient characteristics, the response speed, and the oscillatory index.  

 
Keywords: Vyshnegradsky stability diagram, fourth-order system, characteristic equation, stability, discri-

minant, root location, parametrization, oscillation. 
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