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Возìущаþщее вëияние упруãих коëебаний не-
жестких эëеìентов конструкöии (панеëей соëне÷-
ных батарей, антенн и äруãих эëеìентов) на äви-
жение äефорìируеìых косìи÷еских аппаратов
(ДКА) привоäит к необхоäиìости у÷ета при раз-
работке систеì управëения их ориентаöией äоста-
то÷но боëüøоãо ÷исëа ìоä упруãих коëебаний, äа-
же есëи аìпëитуäы этих ìоä ìаëы по сравнениþ
с коорäинатаìи äвижения ДКА как абсоëþтно
жесткоãо теëа. Это вызвано теì, ÷то при äëитеëü-
ноì сроке функöионирования объекта и при оп-
реäеëенных усëовиях ìожет возникнутü явëение
резонанса отäеëüной ìоäы, выражаþщееся в не-
оãрани÷енноì возрастании ее аìпëитуäы, веäущиì
к захвату реãуëятора упруãиìи коëебанияìи, т. е.
к потере устой÷ивости систеìы [1]. Всëеäствие
этоãо аëãоритìы управëения ориентаöией ДКА,
поëу÷енные äëя абсоëþтно жесткоãо объекта, ока-
зываþтся неработоспособныìи. В связи с этиì
необхоäиìа разработка ìетоäов оöенки уровня
упруãих коëебаний и, в сëу÷ае необхоäиìости,
изìенения закона управëения, наприìер, путеì
аäаптаöии еãо параìетров в äопустиìых преäеëах
в öеëях ìиниìизаöии уровня упруãих коëебаний.

Существенная неëинейностü и высокая разìер-
ностü ìатеìати÷еской ìоäеëи ДКА привоäят к то-
ìу, ÷то при иссëеäовании äинаìики äвижения с
у÷етоì упруãости конструкöии важнейøиì инстру-
ìентоì сëужит öифровое ìоäеëирование. Боëüøие

затруäнения вызывает øирокий äиапазон собс-
твенных ÷астот упруãих ìоä, ÷то требует выбора
øаãа интеãрирования äифференöиаëüных уравне-
ний ìоä, исхоäя из ìаксиìаëüной ÷астоты ìоä.
Это привоäит к существенноìу увеëи÷ениþ вре-
ìени ìоäеëирования. В то же вреìя äëя оöенки
вëияния ìоä (в особенности высоко÷астотных) на
äвижение систеìы в öеëоì äостато÷но знатü не
ìãновенные зна÷ения коорäинат ìоä, а их теку-
щие аìпëитуäы (оãибаþщие), изìеняþщиеся во
вреìени относитеëüно ìеäëенно. Оãибаþщие ìож-
но ìоäеëироватü с существенно боëüøиì øаãоì,
÷то зна÷итеëüно сократит вреìя ìоäеëирования.
Поэтоìу преäставëяет интерес разработка ìетоäов
оöенки оãибаþщих упруãих ìоä.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Наибоëее уäобной форìой описания упруãих
ìоä сëужит ìоäаëüно-физи÷еская ìоäеëü [2] уãëо-
воãо äвижения ДКА:

 = m(u),

 + 2ξ
i

 +  = m(u),  i = , (1)

x =  + ,   = ,

ãäе  — коорäината äвижения ДКА как абсоëþтно

жесткоãо теëа;  — коорäината i-й ìоäы упруãих

коëебаний; , ξ
i
 и  — соответственно собствен-

ная öикëи÷еская ÷астота, коэффиöиент затухания
и коэффиöиент возбуäиìости i-й ìоäы; n — ÷исëо
у÷итываеìых ìоä; m(u) — привеäенный управëя-

þщий ìоìент; u = u(x, , t, λ) — базовый реëей-
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но-ëоãи÷еский закон управëения; x и  — изìеря-

еìые коорäинаты объекта;  — äопоëнитеëüная
составëяþщая коорäинаты x, обусëовëенная упру-
ãиìи коëебанияìи; λ — параìетр базовоãо закона
управëения, äоступный аäаптаöии. Обы÷но ìоäы
сëабоäеìпфированные, поэтоìу зна÷ения ξ

i
 ìаëы.

Дëя ДКА с äëитеëüныì срокоì существования
в ка÷естве базовоãо закона управëения ориентаöи-
ей нереäко испоëüзуþт реëейно-ëоãи÷еские зако-
ны, привоäящие к автокоëебанияì, которые обес-
пе÷иваþт требуеìуþ äинаìику проöессов управ-
ëения в заìкнутой систеìе.

Рассìотриì в ка÷естве базовоãо закона управ-
ëения ориентаöией ДКА аëãоритì на основе ре-
ëейно-ëоãи÷еской функöии u(x), зависящей тоëü-
ко от оäной изìеряеìой коорäинаты x. Есëи пре-

небре÷ü упруãиìи коëебанияìи (т. е. при x ≈ ), то
в окрестности коорäинат, бëизкой к обëасти су-
ществования преäеëüноãо öикëа, этот аëãоритì
ìожет бытü описан сëеäуþщиì образоì:

u(x) =

= (2)

Сиãнаëы (напряжения) +u
u
, –u

u
, +u

ε
 испоëüзу-

þтся äëя вкëþ÷ения испоëнитеëüноãо орãана, со-
зäаþщеãо управëяþщие возäействия +m

u
, –m

u
,

+m
ε
 соответственно. Дëя пояснения работы аëãо-

ритìа на рис. 1 преäставëена фазовая пëоскостü,
отображаþщая автокоëебания, вызываеìые äан-
ныì аëãоритìоì при некоторых зна÷ениях еãо
параìетров. Пустü 0 на рис. 1 — на÷аëüная то÷ка,
соответствуþщая ìоìенту t

0
 на÷аëа функöиони-

рования систеìы стабиëизаöии. Приìеì äëя оп-
реäеëенности x(t

0
) > ε. В соответствии с äанныì

аëãоритìоì к объекту прикëаäывается возäей-
ствие –m

u
, уìенüøаþщее на÷аëüное откëонение.

В некоторый ìоìент t = t
1
 изображаþщая то÷ка

попаäет на ëиниþ перекëþ÷ения L
2
 (x(t

1
) = ε – γ).

Вреìя äвижения по траектории 0—1, равное τ
1
 =

= t
1
 – t

0
, изìеряется и запоìинается. По сиãнаëу

äат÷ика уãëа x(t
1
) = ε – γ управëяþщее возäей-

ствие, приëоженное к объекту, ìеняет знак на
противопоëожный (+m

u
), поä вëияниеì котороãо

осуществëяется торìожение объекта в те÷ение
рас÷етноãо вреìени τ

2
 = k

t
τ
1
, ãäе k

t
 — коэффиöиент

возврата, äоступный аäаптаöии в опреäеëенных
преäеëах. Даëее поä вëияниеì «сëабоãо» управëе-

ния +m
ε
 по траектории пассивноãо äвижения 2—3

внутри зоны не÷увствитеëüности систеìа возвра-
щается на исхоäнуþ правуþ ãраниöу зоны не÷увс-
твитеëüности в то÷ке 3 (x(t

3
) ∈ L

1
), выхоäя в ко-

не÷ноì с÷ете на траекториþ преäеëüноãо öикëа Г.

Функöионирование реãуëятора в режиìе авто-
коëебаний (Г), преäставëенное периоäи÷еской
посëеäоватеëüностüþ иìпуëüсов управëяþщеãо
возäействия, отображено на рис. 2. Виä автокоëе-
баний, установивøихся в систеìе, зависит от со-
отноøения зна÷ений m

u
, m

ε
 и k

t
. Автокоëебания,

преäставëенные на рис. 1 и 2, соответствуþт сëу-
÷аþ ìиниìаëüноãо расхоäа энерãии и явëяþтся
оäносторонниìи, т. е. фазовая траектория äвиже-
ния систеìы никоãäа не пересекает ëевуþ ãрани-
öу зоны не÷увствитеëüности — ëиниþ перекëþ-
÷ения L

3
, на которой x(t) = –ε. Параìетры авто-

коëебаний τ
1
, τ

2
 и τ

3
, как и общий периоä öикëа

x·

x
∼

x

+u
ε

x∀ ε< t t0;<∨

uu– x ε≥∀ t t0 t1,[ ], x t1( )∈∨ ε γ,–=

t1 t0– τ1;=

+uu x∀ ε γ–≤ t t1 t2,[ ], t2 t1–∈∧ τ2 ktτ1,= =

0 kt 1;< <
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ε
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⎪
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Рис. 1. Движение системы на фазовой плоскости в окрестности
предельного цикла без учета упругих колебаний

Рис. 2. Приведенный управляющий момент в режиме автоколе-
баний
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T
0
 = τ

1
 + τ

2
 + τ

3
, опреäеëяþтся параìетраìи ба-

зовоãо аëãоритìа ε, γ, k
t
, m

u
 и m

ε
. В проöессе äви-

жения реëейный аëãоритì (2) возäействует на уп-
руãие ìоäы и при опреäеëенных усëовиях ìожет
вызватü резонанс отäеëüной ìоäы. При этоì оãи-
баþщая äанной ìоäы буäет неоãрани÷енно воз-
растатü.

Требуется разработатü:
— ìетоä оöенки оãибаþщих отäеëüных ìоä и

общей оãибаþщей äвижения , вызванноãо упру-
ãиìи коëебанияìи;

— аëãоритì аäаптаöии параìетра k
t
, позвоëяþ-

щий ìиниìизироватü общуþ оãибаþщуþ упруãих
коëебаний.

2. ÎÖÅÍÊÀ ÎÃÈÁÀÞÙÈÕ ÓÏÐÓÃÈÕ ÌÎÄ

Преäëаãаеìый зäесü ìетоä оöенки оãибаþщих
äеìпфированных упруãих ìоä основан на резуëü-
татах, поëу÷енных в работе [3] äëя неäеìпфиро-
ванных ìоä. Рассìотриì i-þ ìоäу, описываеìуþ
уравнениеì

 + 2ξ
i

 +  = f
i
(t), (3)

ãäе f
i
(t) = m(u).

Соãëасно ìетоäу Крыëова — Боãоëþбова [4]
прибëиженное реøение уравнения (3) иìеет виä

(t) = a
i
(t)cosθ

i
(t), ãäе θ

i
(t) = t + ϕ

i
(t), а a

i
(t) и

ϕ
i
(t) — относитеëüно ìеäëенно ìеняþщиеся фун-

кöии вреìени, a
i
(t) — оãибаþщая ìоäы. Выраже-

ния äëя  и  иìеþт виä [4]

 = –a
i
(t) sinθ

i
(t),   = (t)sinθ

i
(t) –

–
 

a
i
(t)cosθ

i
(t) – a

i
(t) cosθ

i
(t)

при усëовии

(t)cosθ
i
(t) – a

i
(t) (t)sinθ

i
(t) = 0. (4)

Посëе поäстановки выражений  и  уравне-
ние (3) приìет виä

– (t)sinθ
i
(t) – a

i
(t) (t)cosθ

i
(t) –

– 2ξ
i

a
i
(t)sinθ

i
(t) = f

i
(t). (5)

Преобразуеì уравнения (4) и (5) в öеëях поëу-

÷ения выражений äëя (t) и (t), уäобных äëя

реøения с поìощüþ ÷исëенных ìетоäов. Дëя

этоãо уìножиì уравнение (4) на sinθ
i
(t), урав-

нение (5) — на cosθ
i
(t) и сëожиì поëу÷енные урав-

нения. Затеì уìножиì уравнение (5) на sinθ
i
(t) и

вы÷теì из неãо уравнение (4), уìноженное на

cosθ
i
(t). В резуëüтате несëожных преобразова-

ний, опуская äëя простоты зависиìостü переìен-
ных от t, поëу÷иì

 = (–2ξ
i

a
i
sin2( t + ϕ

i
)cos( t + ϕ

i
) –

– f
i
cos( t + ϕ

i
))/( a

i
), (6)

 = (–2ξ
i

a
i
sin2( t + ϕ

i
) –

– f
i
sin( t + ϕ

i
))/( ). (7)

Уравнения (6) и (7) ìоãут бытü реøены ÷ис-
ëенныìи ìетоäаìи при на÷аëüных усëовиях a

i
(0),

ϕ
i
(0), опреäеëяеìых по заäанныì на÷аëüныì зна-

÷енияì коорäинат ìоäы (0), (0) из соотноøе-

ний (0) = a
i
(0)cosϕ

i
(0), (0) = – a

i
(0)sinϕ

i
(0).

Моäеëирование уравнения (6) ìожет преäстав-
ëятü труäности при ìаëых зна÷ениях a

i
. Поэтоìу

перейäеì к новыì переìенныì A
i
(t) = a

i
(t)cosϕ

i
(t),

B
i
(t) = a

i
(t)sinϕ

i
(t) способоì, описанныì в работе

[5]. Дëя этоãо уìножиì уравнение (7) на cosϕ
i
 и

вы÷теì из неãо уравнение (6), уìноженное на
a
i
sinϕ

i
. Затеì уìножиì уравнение (6) на a

i
cosϕ

i
,

уравнение (7) — на sinϕ
i
 и сëожиì. В резуëüтате по-

ëу÷иì уравнения относитеëüно новых переìенных:

 = –(2ξ
i

(A
i
sin t + B

i
cos t) +

+ m(u)/ )sin t, (8)

 = –(2ξ
i

(A
i
sin t + B

i
cos t) +

+ m(u)/ )cos t, (9)

при сëеäуþщих на÷аëüных усëовиях: A
i
(0) = (0),

B
i
(0) = – (0)/ .

Тоãäа оãибаþщая a
i
 i-й ìоäы опреäеëяется сëе-

äуþщиì образоì:

a
i
 = . (10)

Общая оãибаþщая n упруãих ìоä a вы÷исëяется

как суììа a
i
, i = . Тоãäа äвижение (t), вы-

званное упруãиìи коëебанияìи, буäет оãрани÷ено
обëастüþ [–a, a].

Нетруäно виäетü, ÷то уравнения, поëу÷енные в
работе [3] äëя оöенки оãибаþщих неäеìпфирован-
ных ìоä, явëяþтся ÷астныì сëу÷аеì уравнений (8)
и (9) при ξ

i
 = 0.

Дëя оöенки оãибаþщих ìоä требуется оäнократ-
ное (на всеì интерваëе вреìени функöионирова-
ния объекта) поëу÷ение инфорìаöии о на÷аëüных

зна÷ениях их коорäинат (0), (0), i = , ÷то
ìожет бытü реаëизовано с поìощüþ набëþäатеëя
состояния, работаþщеãо на короткоì отрезке вре-
ìени, необхоäиìоì äëя оöенки зна÷ений коорäи-
нат ìоä. В работе [6] äан приìер совìестноãо оöе-

x
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нивания коорäинат ìоä и их параìетров ,  с

поìощüþ расøиренноãо фиëüтра Каëìана.
Проäеìонстрируеì работоспособностü преäëо-

женноãо ìетоäа оöенки оãибаþщих äеìпфирован-
ных ìоä на приìере объекта, пëоское уãëовое
äвижение котороãо описывается систеìой урав-
нений (1) при сëеäуþщих зна÷ениях параìетров

ìоä:  = 0,44;  = 0,755;  = 2,2;  = 6,5;

= 10,6;  = 0,425;  = 2,16;  = 0,587;

= 0,82;  = 0,415; ξ
i
 = 0,003, i = , при за-

коне управëения (2) с параìетраìи m
ε
 = 10–6,

m
u

= 8•10–6, ε = 5•10–4, γ = 10–4, k
t
 = 0,31, нуëе-

вых на÷аëüных усëовиях на коорäинаты ìоä и

(0) = 4,5•10–4, (0) = 2,2•10–5.
Дëя всех пяти ìоä быëи поëу÷ены оãибаþщие

с поìощüþ уравнений (8)—(10). Резуëüтаты äëя
первой (низко÷астотной) и пятой (высоко÷астот-
ной) ìоä преäставëены на рис. 3. Дëя остаëüных
ìоä оãибаþщие так же то÷но соответствуþт коор-
äинатаì своих ìоä. Сëеäует отìетитü, ÷то зна÷е-

ния параìетров ìоä , , ξ
i
 не иãраþт сущест-

венной роëи äëя ìетоäа оöенки оãибаþщей: ìетоä
äает такие же то÷ные резуëüтаты и при äруãих зна-
÷ениях параìетров, ÷то быëо проверено в резуëü-
тате ìоäеëирования.

3. ÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÄÀÏÒÀÖÈÈ

Перейäеì к реøениþ заäа÷и ìиниìизаöии
уровня упруãих коëебаний, оöениваеìоãо зна÷е-
ниеì их общей оãибаþщей, с поìощüþ аäаптаöии

параìетра k
t
 базовоãо закона управëения. Резуëü-

таты ìоäеëирования äвижения ДКА при законе
управëения виäа (2) показываþт, ÷то общуþ оãи-
баþщуþ ìоä a(t) ìожно прибëиженно с÷итатü
по÷ти периоäи÷еской функöией вреìени, при÷еì
вëияние параìетра k

t
 на ее зна÷ение проявëяется

с опреäеëенной äинаìикой. В связи с этиì зави-
сиìостü a от k

t
 сëеäует оöениватü не по ìãновен-

ноìу зна÷ениþ a(t), а по осреäненноìу на отрезке
вреìени, äëитеëüностü T котороãо äоëжна превы-
øатü периоä функöии a(t), опреäеëяеìый ÷астота-
ìи ìоä и параìетраìи закона управëения. Рабо-
тоспособностü преäëаãаеìых аëãоритìов аäапта-
öии по критериþ ìиниìуìа среäнеãо зна÷ения

общей оãибаþщей  упруãих ìоä опреäеëяется ха-

рактероì зависиìости (k
t
), ãäе  = a(τ)dτ.

Иссëеäования, преäставëенные в статüе [7], по-
казаëи, ÷то при привеäенных в § 2 параìетрах ìоä
и закона управëения (2) периоä ìоäы a(t) прибëи-
зитеëüно равен 71 с, поэтоìу ìиниìаëüное зна÷е-
ние T äоëжно бытü боëüøе 71 с. Окон÷атеëüный
выбор зна÷ения T äоëжен поäтвержäатüся на ос-
новании ìоäеëирования по сëеäуþщеìу правиëу:
при оäних и тех же исхоäных äанных и постоянных

параìетрах зна÷ение  äоëжно бытü прибëизитеëü-
но постоянныì (с опреäеëенной то÷ностüþ).

На рис. 4 преäставëена зависиìостü (k
t
) äëя

объекта с äвуìя низко÷астотныìи ìоäаìи с пара-

ìетраìи  = 0,44 с–1,  = 0,755 с–1,  = 0,0107,

 = 0,0108, ξ
1
 = ξ

2
 = 0,003, при на÷аëüных ус-

ëовиях на коорäинаты ìоä (0) = 1,38•10–6,

(0) = (0) = (0) = 0 и жесткоãо теëа

(0) = 4,5•10–4, (0) = 2,2•10–5, прежних зна÷е-

ωi
∼ ki

∼

×10–4
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Рис. 3. Результаты оценки огибающих упругих мод:
а — äëя первой ìоäы; б — äëя пятой ìоäы
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ниях параìетров закона управëения (2) и при k
t
,

изìеняþщеìся на отрезке от 0,2 äо 0,45. Дëитеëü-
ностü T интерваëа осреäнения общей оãибаþщей
быëа взята равной 200 с. Из ãрафика виäно, ÷то за-

висиìостü (k
t
) носит пëавный характер и иìеет

небоëüøое ÷исëо ëокаëüных ìиниìуìов.

Саìыì простыì реøениеì быëо бы присвое-
ние параìетру k

t
 зна÷ения, при котороì äости-

ãаëся бы ìиниìуì функöии (k
t
). Но это, прежäе

всеãо, ìожет привести базовый закон управëения
к виäу, при котороì наруøается выпоëнение фун-
кöий, возëоженных на объект. Даëее, виä функöии

(k
t
) зависит от параìетров ìоä, которые в про-

öессе поëета ìоãут изìенятüся всëеäствие пере-
стройки конструкöии ДКА на орбите, изìенения
упруãих свойств эëеìентов конструкöии из-за теì-
пературных откëонений, старения ìатериаëов и
äруãих факторов. В этоì сëу÷ае необхоäиìа пери-
оäи÷еская иäентификаöия параìетров ìоä (сì.,
наприìер, статüи [6, 8]).

В связи с этиì наибоëее раöионаëüныì реøе-
ниеì поставëенной заäа÷и быë бы поäбор с поìо-
щüþ аäаптивной настройки зна÷ения параìетра k

t
,

при котороì äостиãаëся бы ëокаëüный (в ëу÷øеì
сëу÷ае, ãëобаëüный) ìиниìуì неëинейной функ-

öии (k
t
). Это заäа÷а неëинейноãо проãраììиро-

вания, которая ìожет бытü реøена известныìи
ìетоäаìи [9]. В работе [7] быëо преäëожено ее ре-
øение äëя неäеìпфированных ìоä на основе аë-
ãоритìа сëу÷айноãо поиска с обу÷ениеì. В äанной
работе, кроìе распространения уже разработанно-
ãо поисковоãо аëãоритìа на сëу÷ай äеìпфирован-
ных ìоä, преäëаãается ãраäиентный аëãоритì бес-
поисковой аäаптаöии.

С ростоì на÷аëüных усëовий на коорäинаты

ìоä и их коэффиöиентов возбуäиìости  харак-

тер зависиìости (k
t
) ìеняется. Так, на рис. 5

преäставëена зависиìостü (k
t
) при увеëи÷ении

коэффиöиентов  и на÷аëüных усëовий (0), (0)

по обеиì ìоäаì в 20 раз. Зависиìостü уже не иìеет
проäоëжитеëüных у÷астков ìонотонноãо изìене-
ния, и ìетоäы [9] реøения заäа÷и неëинейноãо
проãраììирования неприìениìы.

Есëи иссëеäоватü äвижение объекта в этих сëу-

÷аях ìетоäоì фазовой пëоскости (x, ), то ìожно
сäеëатü сëеäуþщий вывоä (сì. рис. 6, поëу÷енный
при k

t
 = 0,31): при ìаëых зна÷ениях на÷аëüных ус-

ëовий на коорäинаты ìоä и коэффиöиентов воз-
буäиìости (эти зна÷ения быëи привеäены ранее)
äвижение изображаþщей то÷ки систеìы на фазо-
вой пëоскости бëизко к устой÷ивоìу преäеëüноìу
öикëу (рис. 6, а); при увеëи÷ении на÷аëüных усëо-
вий и коэффиöиентов возбуäиìости преäеëüный
öикë сохраняется, но становится «разìытыì» (так,
рис. 6, б соответствует сëу÷аþ, коãäа зна÷ения на-

÷аëüных усëовий и коэффиöиентов  увеëи÷ены

в ÷етыре раза); при äаëüнейøеì росте зна÷ений

на÷аëüных усëовий и  преäеëüный öикë пропа-

äает. Такиì образоì, преäставëенные äаëее ìето-
äы параìетри÷еской аäаптаöии приìениìы при
такоì уровне упруãих коëебаний, при котороì ус-
той÷ивый преäеëüный öикë сохраняется (напри-
ìер, в сëу÷аях, соответствуþщих рис. 6).
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Дëя ìиниìизаöии среäнеãо зна÷ения общей

оãибаþщей ìоä  путеì настройки параìетра k
t

ìожет бытü приìенен ãраäиентный ìетоä наиско-
рейøеãо спуска [9], основанный на опреäеëении
зна÷ения арãуìента k

t
, при котороì äостиãается

ëокаëüный ìиниìуì функöии (k
t
). Граäиентные

ìетоäы явëяþтся итераöионныìи и основаны на
опреäеëении направëения и зна÷ения поøаãовоãо
зна÷ения арãуìента äëя äостижения экстреìуìа
функöии по ее ãраäиенту. Преäëаãаеìый зäесü аë-
ãоритì закëþ÷ается в сëеäуþщеì.

На на÷аëüноì такте (k = 1) в ìоìент вреìени
t = t

0
 заäается на÷аëüное зна÷ение параìетра

k
t
= , при котороì осуществëяþтся оöенка об-

щей оãибаþщей n у÷итываеìых ìоä и ее осреäне-
ние; в ìоìент t = t

0
 + T окон÷ания на÷аëüноãо так-

та вы÷исëяется среäнее зна÷ение общей оãибаþ-

щей ìоä на äанноì такте  = ( ).

На первоì такте (k = 0) приниìается новое зна-

÷ение параìетра  =  + Δ, ãäе Δ — заäанное

ìаëое по сравнениþ с  зна÷ение — пробный

øаã изìенения параìетра k
t
; в ìоìент t = t

0
 +

+ (k + 1)T окон÷ания k-ãо такта оöенивается ,
и вы÷исëяется прибëиженное зна÷ение ãраäиен-

та функöии (k
t
) по форìуëе ∇  = (  –

– )/(  – ), а также относитеëüное из-

ìенение этой функöии δ(k) = (  – / .

На сëеäуþщеì такте (k = k + 1) приниìается

новое зна÷ение параìетра  =  – Δk
t
∇ ,

ãäе Δk
t
 — øаã изìенения параìетра k

t
; в ìоìент

t = t
0
 + (k + 1)T окон÷ания k-ãо такта оöенивается

, вы÷исëяþтся ∇  и δ(k), проверяется усëо-

вие: есëи δ(k) < 0 и δ(k – 1) < 0 (т. е. функöия (k
t
)

убывает на текущеì и преäыäущеì тактах аëãорит-
ìа), то зна÷ение øаãа Δk

t
 сëеäует увеëи÷итü (на-

приìер, в äва раза: Δk
t
 := 2Δk

t
), есëи же δ(k) > 0 и

δ(k – j) < 0, j =  (т. е., по крайней ìере, на N пре-

äыäущих тактах аëãоритìа функöия (k
t
) убываëа,

а на текущеì на÷аëа возрастатü), то это озна÷ает,

÷то ëокаëüный ìиниìуì функöии (k
t
) пройäен,

øаã Δk
t
 необхоäиìо уìенüøитü äо некотороãо

зна÷ения Δ , которое äаëüøе буäет оставатüся
постоянныì, а зна÷ение k

t
 на сëеäуþщеì такте ус-

тановитü на проìежутке ìежäу посëеäниì и
преäпосëеäниì еãо зна÷енияìи, но бëиже к преä-

посëеäнеìу (при котороì δ(k – 1) < 0), с посëеäуþ-
щей еãо настройкой на äаëüнейøих тактах с øаãоì

Δ . В ÷астности, приìеì такое правиëо выбора

зна÷ения  на сëеäуþщеì (k + 1)-ì такте пос-

ëе перехоäа ÷ерез ëокаëüный ìиниìуì:  äе-

ëит проìежуток ìежäу äвуìя зна÷енияìи  и

 в отноøении 1/p, с÷итая от  (p — öеëое

поëожитеëüное ÷исëо, p = 3, 4). При прибëижении

 к окрестности зна÷ения, при котороì äости-

ãается ëокаëüный ìиниìуì функöии (k
t
), знак δ(k)

буäет постоянно ÷ереäоватüся, а зна÷ение ∇  су-
щественно уìенüøится (в сотни и тыся÷и раз).
При äруãих коìбинаöиях знаков текущеãо и пре-

äыäущих зна÷ений δ(k) настройка проäоëжается с
преäыäущиì зна÷ениеì Δk

t
.

Данный аëãоритì реаëизует прибëиженный
способ выбора оптиìаëüноãо зна÷ения øаãа изìе-
нения настраиваеìоãо параìетра k

t
 путеì еãо не-

прерывноãо увеëи÷ения (наприìер, уäвоения) äо

äостижения ëокаëüноãо ìиниìуìа функöии (k
t
),

÷то позвоëяет увеëи÷итü быстроäействие аëãорит-
ìа. Описанный аëãоритì преäставëяет собой раз-
витие аëãоритìа, преäëоженноãо в работе [10], ãäе
øаã Δk

t
 преäпоëаãаëся постоянныì.

Провеäено ìоäеëирование работы äанноãо аë-
ãоритìа äëя ДКА (1) с у÷етоì äвух упруãих ìоä при
базовоì законе управëения (2). Параìетры ìоä и
закона управëения быëи привеäены ранее. Дëи-
теëüностü такта аëãоритìа T быëа выбрана с по-
ìощüþ ìоäеëирования равной 200 с. На÷аëüное
зна÷ение параìетра k

t
 быëо принято равныì 0,31,

на÷аëüное зна÷ение øаãа изìенения параìетра k
t

Δk
t
 = 5; ÷исëо N тактов в правиëе обнаружения ìо-

ìента äостижения экстреìуìа функöии (k
t
) рав-

но 6; зна÷ение p, устанавëиваþщее веëи÷ину k
t
 пос-

ëе перехоäа ÷ерез оптиìаëüное зна÷ение, равно 3.
Посëе перехоäа ÷ерез ëокаëüный ìиниìуì функöии

(k
t
) устанавëивается постоянный øаã Δ  = 50. Ре-

зуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на рис. 7.

Среäнее зна÷ение общей оãибаþщей ìоä  в ре-
зуëüтате работы аëãоритìа снижается прибëизи-

теëüно в 7 раз по сравнениþ со зна÷ениеì , ко-
торое быëо бы при отсутствии аäаптаöии (при

k
t
= const = 0,31  ≈ 7•10–6); при этоì устанавëи-

вается зна÷ение k
t
, равное 0,234, бëизкое к опти-

ìаëüноìу, равноìу 0,230, поëу÷енноìу путеì пос-

троения зависиìости (k
t
) при äанных зна÷ениях

параìетров ìоä и закона управëения (2). Отìетиì,
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÷то у÷ет тоëüко äвух низко÷астотных ìоä не явëя-
ется принöипиаëüныì оãрани÷ениеì и принят в
öеëях сокращения вреìени ìоäеëирования.

Моäеëирование также показаëо, ÷то и при
äруãих зна÷ениях коэффиöиента затухания ìоä

(ξ
i
 = 10–2, 10–3) аëãоритì по-прежнеìу реøает

поставëеннуþ заäа÷у (с уìенüøениеì ξ
i
 зна÷ение

T сëеäует увеëи÷иватü) и ëиøü при ξ
i
 <10–4 не äает

поëожитеëüноãо резуëüтата. Это связано с теì, ÷то
при ìаëых зна÷ениях коэффиöиента ξ

i
 характер

изìенения функöии (k
t
) ìеняется (сì. резуëüта-

ты, преäставëенные в статüе [7]): на общуþ тен-

äенöиþ изìенения веëи÷ины  накëаäываþтся ее
коëебания, поэтоìу ãраäиент функöии ìожет не
переäаватü общуþ тенäенöиþ ее изìенения.

Сравниì работу преäëоженноãо в статüе [7] по-
исковоãо аëãоритìа аäаптаöии, основанноãо на
ìетоäе сëу÷айноãо поиска с эëеìентаìи обу÷ения
[9], äëя сëу÷аев неäеìпфированных и äеìпфиро-
ванных ìоä. Первый сëу÷ай рассìотрен в статüе
[7]. Приìениì аëãоритì äëя объекта с äвуìя äе-
ìпфированныìи ìоäаìи (параìетры базовоãо за-
кона управëения, на÷аëüные зна÷ения коорäинат

быëи привеäены ранее, параìетры ìоä  и 

прежние, а ξ
i
 = 0,01, i = 1, 2). Поскоëüку аëãоритì

быë поäробно преäставëен [7], в äанной работе
тоëüко кратко опиøеì еãо сутü и укажеì ввеäен-
ные отëи÷ия от изëоженноãо ранее.

Аëãоритì закëþ÷ается в ìоäеëировании общей
оãибаþщей ìоä, ее осреäнении на отрезке вреìе-
ни äëитеëüностüþ T, в резуëüтате ÷еãо поëу÷ается

среäнее зна÷ение общей оãибаþщей ; зна÷ение
параìетра k

t
 на кажäоì k-ì такте работы аëãорит-

ìа ( ) вы÷исëяется путеì прибавëения к зна÷е-

ниþ этоãо параìетра на преäыäущеì такте ( )

веëи÷ины rΔk
t
, ãäе Δk

t
 — заäанное ìаëое прираще-

ние параìетра, а r — сëу÷айное вещественное ÷ис-
ëо, равноìерно распреäеëенное на отрезке, ãрани-
öы котороãо сиììетри÷ны относитеëüно нуëя.
Чисëо r выбирается на кажäоì øаãе, еãо абсоëþт-
ное зна÷ение сëу÷айно, а знак опреäеëяется опы-
тоì, äостиãнутоì на преäыäущеì øаãе: есëи зна÷е-

ние  на текущеì øаãе ìенüøе, ÷еì на преäыäу-
щеì, то направëение поиска зна÷ения параìетра k

t

на преäыäущеì øаãе быëо выбрано правиëüно и
еãо сëеäует сохранитü и на текущеì øаãе (т. е. но-
вое зна÷ение r äоëжно бытü оäноãо знака с преäы-
äущиì), в противноì сëу÷ае знак r необхоäиìо
сìенитü на противопоëожный. Иìенно в этоì и
состоит эëеìент обу÷ения. В аëãоритìе преäус-
ìотрено также искëþ÷ение сëу÷аев неоправäан-
ных оäнократных сìен знака ÷исëа r, вызванных

сëу÷айныì ростоì зна÷ения  вразрез с устояв-
øейся тенäенöией еãо снижения. В связи с этиì
также сëеäует искëþ÷итü ìаëые по абсоëþтной ве-
ëи÷ине зна÷ения r, наприìер, принятü 0,1 m |r | m 1.

Дëя установëения ìоìента äостижения ëо-

каëüноãо ìиниìуìа функöии (k
t
) на кажäоì

такте вы÷исëяется относитеëüное изìенение :

δ = |(  – )/ |. Есëи δ < δ
0
, ãäе δ

0
 > 0 —

заäанное ìаëое ÷исëо, на протяжении нескоëüких
(наприìер, øести) тактов поäряä, то с÷итается,

÷то ëокаëüный ìиниìуì функöии (k
t
) äостиãнут,

и проöесс аäаптаöии ìожно заверøитü, зафикси-
ровав посëеäнее зна÷ение параìетра k

t
.

Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи, ÷то у÷ет
äеìпфирования ìоä обëеã÷ает работу аëãоритìа,
÷то позвоëиëо внести упрощения в исхоäный аë-
ãоритì, преäставëенный в статüе [7]. Так, есëи не
зафиксироватü зна÷ение параìетра k

t
 при прибëи-

жении к ëокаëüноìу ìиниìуìу функöии (k
t
), то

в сëу÷ае неäеìпфированных ìоä при перехоäе ÷е-
рез этот ìиниìуì на÷инаþтся коëебания веëи÷ин

 и k
t
 со зна÷итеëüной аìпëитуäой. Дëя äеìпфи-

рованных ìоä при зна÷ениях ξ
i
, превыøаþщих не-

которое преäеëüное зна÷ение, фиксироватü k
t
 не-

обязатеëüно, так как заìетных коëебаний не про-
исхоäит. Так же в аëãоритìе, преäëоженноì в
работе [7], по резуëüтатаì ìоäеëирования быëо
ввеäено ìиниìаëüно необхоäиìое вреìя T

min
 ра-

боты аëãоритìа, по äостижении котороãо ìожно
быëо проверятü усëовие окон÷ания проöесса аäап-

1,5
×10

–5

1

0,5

0

a

а

_
а

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 t, c

б
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 t, c

k
t

0,4

0,35

0,3

0,25

0,2

Рис. 7. Результаты работы градиентного алгоритма адаптации:
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таöии. Дëя äеìпфированных ìоä нет необхоäиìос-
ти во ввеäении этоãо äопоëнитеëüноãо усëовия.

На рис. 8 преäставëена работа аëãоритìа при
на÷аëüноì зна÷ении параìетра k

t
, равноì 0,31.

Дëитеëüностü такта аëãоритìа T (интерваëа осреä-
нения общей оãибаþщей) принята равной 100 с.
Фиксаöия зна÷ения k

t
 при прибëижении к ëокаëü-

ноìу ìиниìуìу функöии (k
t
) не преäусìотрена.

Ранее быëо указано, ÷то без приìенения аëãорит-

ìа аäаптаöии зна÷ение  устанавëивается на уров-

не прибëизитеëüно 7•10–6; с испоëüзованиеì

аäаптаöии зна÷ение  снижается в 5 раз, äостиãая

1,4•10–6. Зна÷ение параìетра k
t
 буäет коëебатüся в

узкоì äиапазоне окоëо зна÷ения 0,35, бëизкоãо к

äруãоìу ëокаëüноìу ìиниìуìу функöии (k
t
).

При этоì коëебания веëи÷ины  несущественны.
Из сравнения резуëüтатов, преäставëенных в ста-
тüе [7] и в äанной работе, виäно, ÷то наëи÷ие äе-
ìпфирования позвоëиëо снизитü äëитеëüностü
такта Т аëãоритìа с 500 äо 100 с, ÷то существенно
повысиëо быстроäействие проöесса аäаптаöии,
уëу÷øиëо äинаìику проöессов.

Моäеëирование показаëо, ÷то аëãоритì сохра-
няет работоспособностü и при äруãих зна÷ениях

коэффиöиента затухания ìоä, оäнако при ξ
i
 < 10–2

необхоäиìо фиксироватü зна÷ение k
t
 при прибëи-

жении к ëокаëüноìу ìиниìуìу функöии (k
t
),

как это осуществëяëосü в работе [7], ина÷е на÷и-

наþтся существенные коëебания веëи÷ин  и k
t
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷ена ìатеìати÷еская ìоäеëü äëя оöенки
оãибаþщих ìоä упруãих коëебаний ДКА при у÷ете
их собственноãо äеìпфирования. На ее основе
разработан ãраäиентный аëãоритì параìетри÷ес-
кой аäаптаöии базовоãо закона управëения ориен-
таöией ДКА, позвоëяþщий ìиниìизироватü среä-
нее зна÷ение общей оãибаþщей упруãих ìоä. По-
казана работоспособностü преäëоженноãо ранее
поисковоãо аëãоритìа äëя сëу÷ая äеìпфирован-
ных ìоä. На основании резуëüтатов ìоäеëирова-
ния провеäено сравнение обоих аëãоритìов при их
работе на оäноì и тоì же объекте.

Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны äëя
разработ÷иков систеì управëения ориентаöией
ДКА в сëу÷аях, коãäа базовые аëãоритìы управëе-
ния вызываþт высокий уровенü упруãих коëебаний.
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Рис. 8. Результаты работы поискового алгоритма адаптации:
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