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ВЫБОР СТРАТЕГИЙ ПРИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ И ДРУГИЕ ВОПРОСЫ1 
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Аннотация. Работающие в условиях рыночной экономики фирмы не могут не рассматри-

вать задачу увеличения доходов. Когда крупные фирмы своими действиями влияют на це-

ны, за этой задачей стоит совсем не простая математика – игровые модели олигополии. 

В обзоре в большей степени рассматривается конкуренция по Курно, чем конкуренция по 

Бертрану. Обсуждаются вопросы существования, единственности, устойчивости равнове-

сия Курно. Также рассматриваются: вопросы вступления новых фирм на рынок; барьеры, 

которые могут для этого ставиться; влияние такого вступления на материальное благосо-

стояние общества, на совокупный излишек, излишек потребителя. Затрагиваются пробле-

мы сговора между фирмами. Дается обзор публикаций, в которых сравниваются цены на 

товары, прибыли фирм, материальное благосостояние общества при конкуренции по Кур-

но и при конкуренции по Бертрану. Значительное внимание уделяется тем проблемам, с 

которыми сталкиваются фирмы из-за незнания некоторых текущих или будущих условий 

рынка, имеющейся неопределенности. Рассматриваются вопросы обмена информацией 

между фирмами. Один из подходов к снижению предельных затрат – покупка лицензий; 

равновесия Курно при продаже лицензий также приведены в обзоре. Представлены методы 

расчетов для равновесий Курно (для случая, когда каждая фирма производит несколько 

товаров) и публикации, в которых равновесия Курно используются при решении конкрет-

ных прикладных задач. 
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Цены на товары, когда в отрасли работают 

крупные фирмы, определяются не только спросом 

и затратами на производство, но и стратегиями 

производителей. Теория олигополии играет важ-

ную роль при выработке фирмами своих страте-

гий. В соответствии с классификацией, приведен-

ной в книге [1], взаимодействия, возникающие в 

отрасли с небольшим числом фирм, могут быть 

либо конкуренцией, когда фирмы определяют объ-

емы выпускаемой продукции, либо конкуренцией, 

когда фирмы определяют цены на свою продук-

цию, либо сговором. Если все фирмы одновремен-

но принимают решения, какой объем продукции 

выпустить, пытаясь предвидеть, какими будут вы-

пуски других фирм, такое взаимодействие называ-

ется  конкуренцией  по  Курно.  Если  все  фирмы  од- 

новременно принимают решения, какую цену 

установить на свою продукцию, пытаясь предви-

деть, какие цены установят другие фирмы, такое 

взаимодействие называется конкуренцией по Бер-

трану. Также конкуренция по Курно и конкурен-

ция по Бертрану рассматриваются в книге [2] (под 

названиями «олигополия Курно» и «олигополия 

Бертрана» соответственно). Подходы, основанные 

на конкуренции по Курно, могут быть предпочти-

тельными в тех случаях, когда объемы выпускае-

мой продукции должны быть определены задолго 

до того времени, когда произойдет выпуск. Обмен 

информацией между фирмами, например, о затра-

тах и рыночном спросе (или отсутствие такого об-

мена информацией) имеет существенное значение. 

В работе [3] указывается, что элементами страте-

гий фирм, кроме объемов выпускаемой продукции 

и цен, могут быть, например, расходы на рекламу 

и R&D; это делает используемую модель алгебра-

ически более сложной, но не меняет ее полностью. 

Математическое моделирование не одновременно-

го принятия фирмами решений, разумеется, также 
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представляет интерес, но такие модели в настоя-

щем обзоре не рассматриваются.  

Классическая модель конкуренции по Курно 

следующая. Предполагается, что n  фирм произво-

дят однородный товар, продаваемый по единой 

цене. Если iL  – это производственные возможно-

сти фирмы i , то стратегией фирмы i  является 

выпуск товара iq , где 0 i iq L  , 1,...,i n . Пред-

полагается также, что затраты iC  фирмы зависят 

только от выпуска iq , а цена товара P  зависит 

только от совокупного выпуска 
1

n

ii
Q q


 . Тогда 

прибыль фирмы i  

     ,i i i i iq Q P Q q C q   .                (1) 

Функция  P Q  является монотонно убываю-

щей, а каждая из функций  i iC q  – монотонно 

возрастающей (исключение составляют модели с 

постоянными затратами). Функция  P Q  называ-

ется обратной функцией спроса, а функции  i iC q  

– функциями затрат. Целью фирмы i  является 

максимизация прибыли i . Говоря современным 

языком (работа Курно, как и работа Бертрана, от-

носится к XIX в.), это задача теории некоопера-

тивных игр. Требуется найти профиль чистых 

стратегий 1,..., nq q , который был бы равновесием 

Нэша. Применительно к данной задаче равновесие 

Нэша называется равновесием Курно или равнове-

сием Курно – Нэша. Более общее понятие равнове-

сия, включающее сговор между фирмами относи-

тельно объемов выпускаемой продукции, рассмат-

ривается, например, в работе [3]. При этом равно-

весие Курно оказывается одним из частных случа-

ев этого равновесия. 

Сформулированная задача привела к появле-

нию большого числа интересных и важных мате-

матических работ. Однако целью Курно было дать 

описание экономических реалий, лежащих между 

монополией и совершенной конкуренцией, в част-

ности, ответить на вопрос, соответствует ли уве-

личение числа фирм общественным интересам. 

Достижением ученых XIX в. является признание 

того, что отвечать на подобные вопросы без при-

менения математических методов и решения оп-

тимизационных задач невозможно. Но каков необ-

ходимый для этого уровень математической слож-

ности? Некоторые авторы утверждают, что по за-

просу «равновесие Курно» поисковики выдают 

более 50 000 ссылок. В каких-то статьях дело 

ограничивается формулировкой и доказательством

математических теорем, в других делаются выво-

ды экономического характера или рассматривают-

ся конкретные экономические задачи. Разумеется, 

говорить, что какое-то звено цепочки «теоретиче-

ская математика» – «прикладная математика» – 

«конкретные приложения» более важное, чем дру-

гие, было бы неправильно. Разумеется, также, что 

при таком количестве публикаций отсутствие в 

обзоре упоминания о какой-то публикации не 

означает, что автор не считает ее важной. 

Бурное развитие математической дисциплины, 

которую можно назвать «олигополия Курно», 

началось в 60-е гг. XX в. (или в конце 1950-х гг.). 

Во-первых, изучались вопросы существования 

равновесия Курно и единственности такого равно-

весия. Во-вторых, рассматривались динамические 

модели, исследовалась устойчивость равновесий 

Курно. Эти задачи представлены в § 1 обзора. От-

метим также, что целью настоящей работы не яв-

ляется обзор динамических моделей конкуренции 

по Курно, основное внимание уделяется статиче-

ским моделям. Однако на начальном этапе созда-

ния математической дисциплины «олигополия 

Курно» вопросы существования, единственности и 

устойчивости рассматривались в тесной взаимо-

связи. 

Всегда ли вступление новой фирмы на рынок 

желательно с точки зрения интересов общества? 

Или может оказаться, что такое вступление приве-

дет к уменьшению выпусков у уже работающих 

фирм, повышению цены на товар, будет выгодно 

для вступающей на рынок фирмы, но приведет к 

снижению материального благосостояния обще-

ства? Должны ли власти устанавливать барьеры 

для вступления новых фирм на рынок, и какими 

должны быть эти барьеры? Как эти барьеры ска-

жутся на совокупном излишке и на излишке по-

требителя? Все перечисленные вопросы взаимо-

связаны. Обзор соответствующих публикаций да-

ется в § 2. В большом числе работ сравниваются 

конкуренция по Курно и конкуренция по Бертрану 

по равновесным ценам, выпускам, материальному 

благосостоянию общества и т. д. Эти исследования 

представлены в § 3. Во многом обзор направлен на 

применение методов теории вероятностей при 

изучении взаимодействия крупных фирм, в § 4 да-

ется обзор работ, в которых изучается выбор стра-

тегий при неопределенности и обмен информацией 

между фирмами. Также в этом разделе рассматри-

ваются работы, относящиеся к продаже лицензий. 

В § 5 дается обзор работ по формированию карте-

лей. В § 6 обсуждается практическое нахождение 

равновесий Курно и их использование при реше-

нии конкретных прикладных задач. 
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Оставив пока в стороне вопрос о существова-

нии и единственности равновесий Курно, начнем с 

работы [4], в которой изучается устойчивость этих 

равновесий. В этой работе рассматривается модель 

с дискретным временем, на каждом временно м 

шаге путем определения объема выпускаемой про-

дукции каждой фирмой решается задача максими-

зации прибыли при известной всем фирмам ли-

нейной обратной функции спроса  .P Q  Каждая 

фирма исходит из предположения, что выпуски 

других фирм останутся неизменными. Исследуется 

устойчивость получающейся системы разностных 

уравнений. Оказывается, что решение устойчиво 

только при числе фирм, равном 2-м; при числе 

фирм, большем 3-х, решение неустойчиво.  

Следует отметить, что к этому времени суще-

ствовала значительная литература по исследова-

нию устойчивости равновесий Вальраса, и было 

хорошо известно, что вывод об устойчивости или 

неустойчивости решения зависит от используемо-

го в модели процесса регулировки; (см., например, 

работу [5, с. 643]). Категоричность и несомненная 

практическая применимость выводов работы [4], а 

также то, что процесс регулировки в этой работе 

выбирается произвольно, повлекли за собой даль-

нейшие исследования устойчивости равновесий 

Курно. В работе [6] рассмотрен более широкий 

класс процессов регулировки, показано, что равно-

весие Курно может быть устойчивым при любом 

числе фирм.  

В работе [7] рассматриваются модели с непре-

рывным временем, с различными функциями за-

трат у фирм и с нелинейной обратной функцией 

спроса. Для доказательства устойчивости равнове-

сий Курно используются функции Ляпунова. В 

работе [8] объединяются подходы из работ [7] и 

[5], формулируются общие условия для процессов 

регулировки, при которых равновесия Курно 

устойчивы. В работе [9] ослабляется предположе-

ние, что все фирмы производят однородный товар, 

но каждая фирма производит только один товар 

(такие модели называются моделями с различными 

товарами, в отличие от моделей, где каждая фирма 

производит несколько товаров). При условии, что 

«связь между товарами достаточно слабая», дока-

зывается, что равновесие Курно устойчиво. Ре-

зультаты об устойчивости из работы [7] дополня-

ются в работе [10]; для анализа в этой работе ис-

пользуются предположительные вариации. (По-

дробнее о предположительных вариациях см., 

например, работу [11].) Обзор дальнейших резуль-

татов, относящихся к устойчивости равновесий 

Курно, можно найти в работах [12–14].  

Задача существования равновесий Курно (в 

случае фирм, производящих однородный товар) 

рассматривается в работе [15]. Функции ( )P Q  и 

( )i iC q  непрерывные, но дифференцируемость этих 

функций не требуется, функция ( , )i iq Q  как 

функция аргумента 
iq  предполагается вогнутой. 

При этих условиях доказывается существование 

равновесия Курно. Даются ссылки на предше-

ствующие работы, в которых содержатся частные 

случаи доказанной теоремы. Теорема о единствен-

ности равновесия Курно доказывается в работе 

[16]. Следует отметить также работу [17] о вогну-

тых некооперативных играх, результаты которой 

могут быть использованы для доказательства су-

ществования и единственности равновесий Курно, 

но в качестве примера олигополия Курно в данной 

работе не рассматривается. И в работе [15], и в ра-

боте [17] для доказательства существования рав-

новесий используется теорема Какутани о непо-

движной точке. Более простое доказательство су-

ществования и единственности равновесий Курно 

при дифференцируемых функциях ( )P Q  и ( )i iC q  

дается в работе [18]. В книге [19, с. 4, 5] приводят-

ся контрпримеры, показывающие, что равновесие 

Курно может не существовать и может существо-

вать, но быть не единственным. Задачи существо-

вания, единственности и устойчивости равновесий 

Курно могут быть рассмотрены и применительно к 

фирмам, производящим несколько товаров (см., 

например, работу [20]). Эти вопросы также осве-

щены в книге [19]. В работе [21] доказывается су-

ществование равновесий Курно для случая биво-

гнутых обратных функций спроса. 

В ряде работ изучение рассматриваемых эко-

номических процессов пошло по пути увеличения 

сложности используемого математического ин-

струментария. В работе [22] под обратной функци-

ей спроса понимается многозначное отображение. 

В работе [23] целью названо создание единого 

подхода к понятиям равновесия Вальраса и равно-

весия Курно. Изначально понятие экономики вво-

дится таким образом, как это принято при изуче-

нии равновесий Вальраса с производством. Произ-

водство Курно определяется затем как некоторая 

вероятностная мера, а под равновесием Курно по-

нимается равновесие не в чистых, а в смешанных 

стратегиях. Для изучения олигополии Курно при-

меняется и другой математический инструмента-

рий; так, в работе [24] в рамках моделей с дис-

кретным временем для сравнения равновесия 
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Вальраса и равновесия Курно используется теория 

аттракторов. 

В работе [25] рассматриваются фирмы, произ-

водящие однородный товар, но имеющие разные 

функции затрат. Исследуется существование рав-

новесий Курно. Основное внимание уделяется во-

просу, насколько можно ослабить условия, накла-

дываемые на обратную функцию спроса и функ-

ции затрат, принятые в предыдущих работах ([15, 

18] и др.), чтобы теорема о существовании равно-

весий Курно оставалась верной. Результаты этой 

работы частично пересекаются с результатами, 

полученными независимо в работе [26]. К этому 

же направлению относится работа [27]. Обзор ряда 

последующих публикаций можно найти в работе 

[28]. Отметим, что в ней обратная функция спроса 

имеет вид ( )P Q a bQ  , при этом   может быть 

как положительным, так и отрицательным числом; 

исследуются вопросы существования, единствен-

ности и устойчивости равновесий Курно. В работе 

[29] изучается, каким образом неприятие риска 

влияет на стратегии фирм. 

Во многих работах классическая модель конку-

ренции по Курно развивается применительно к тем 

или к другим экономическим проблемам. В работе 

[30] изучается добыча нефти и рассматривается 

задача максимизации прибыли фирм за длитель-

ный период времени с учетом дисконтирования. В 

работе [31] исследуется модель, в которой фирмы 

решают, какой труд (как фактор производства) ис-

пользовать; выпуски продукции определяются ис-

пользуемым трудом. В работе [32] авторы называ-

ют смешанной такую олигополию, где существует 

одна фирма, принадлежащая государству, и не-

сколько частных фирм. Фирма, принадлежащая 

государству, стремится максимизировать матери-

альное благосостояние общества, частные фирмы 

максимизируют прибыль (все фирмы производят 

однородный товар). Формулируются условия, при 

которых для такой смешанной олигополии суще-

ствует и единственно равновесие Курно. Влияние 

налогов на равновесные выпуски в олигополии 

Курно обсуждается в работах [33, 34]. В работе 

[35] доказывается существование равновесия Кур-

но для случая, когда устанавливаются фиксиро-

ванные верхние уровни цен. В работе [36] в рамках 

конкуренции по Курно используются модели со 

случайной выработкой, когда выпуск каждой фир-

мы 
i i iq q  , 1,...,i n , где 

iq  – намеченный вы-

пуск, 
i  – случайная величина. Рассматриваются 

совокупный выпуск, излишек потребителя, вступ-

ление новых фирм на рынок.  

Коррелированное равновесие (по определению 

это некоторая вероятностная мера) представляет 

собой обобщение равновесия Нэша в чистых стра-

тегиях. В работах [37, 38] приводятся условия, при 

которых справедлив следующий результат. Если 

существует единственное равновесие Курно, то 

оно является и единственным коррелированным 

равновесием. 

В ряде работ для изучения конкуренции по 

Курно применяются методы теории рефлексивных 

игр [39]. В работе [40] исследуются условия, при 

которых, когда каждая фирма дает наилучший от-

вет с точки зрения максимизации своей прибыли 

на объемы выпуска других фирм, это приводит к 

сходимости к равновесию Курно. Cходимость к 

равновесию Курно, когда одна из фирм является 

лидером, а другие – последователями, рассматри-

вается в работе [41]. Примеры неединственности 

равновесий Курно даются в работе [42]. Вопросы 

эффективности для статических и динамических 

игр при различных способах организации взаимо-

действия фирм изучаются в работе [43].  

 

Пусть обратная функция спроса имеет вид 

( )P Q a bQ  , где 0a  , 0b  ; функции затрат 

имеют вид  i i i iC q c q , где 0ic  ; производствен-

ные возможности каждой фирмы не ограничены. 

Величины ic , играющие ключевую роль в после-

дующем анализе, называются предельными за-

тратами или затратами на производство единицы 

продукции. Тогда в соответствии с формулой (1) 

 1

1

,...,
n

i n j i i i

j

q q a b q q c q


 
    

 
  

и 

 1,..., 2i
n i j i

j ii

q q a bq b q c
q 


   


 . 

Профиль стратегий * *

1 ,..., nq q  является равнове-

сием Нэша, если  

 

 

* * * * *

1 1 1

* * * *

1 1 1

,..., , , ,...,

max ,..., , , ,...,
i

i i i i n

i i i i n
q

q q q q q

q q q q q

 

 

 

 
 

при всех 1,...,i n . Необходимое условие макси-

мума – равенство нулю частных производных, т. е. 

 * * * * *

1 1 1,..., , , ,..., 0i
i i i n

i

q q q q q
q

 





 

или 

* *

1

n

i i j

j

bq a c b q


    , 1,...,i n . 
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Сложение последних n  уравнений дает  

 
 * ,

1

n
Q a c

b n
 


                     (2) 

где 
1

1 n

ii
c c

n 
   – средние предельные затраты. 

Предполагается, что a c . Тогда 

   *

1

n
P Q a a c

n
  


.                  (3) 

Расчет *

iq  и  * *

1 ,...,i nq q  не представляет тру-

да: 

 
   * 1

1
1

i iq a c n c c
b n

    


,         (4) 

 
 

   
2* *

1 2

1
,..., 1

1
i n iq q a c n c c

b n
     


. (5) 

Найденная точка *

iq  является точкой максиму-

ма функции прибыли  * * * *

1 1 1,..., , , ,...,i i i i nq q q q q  , 

поскольку функция i  как функция аргумента iq

вогнутая. В случае ic c  может возникнуть про-

блема отрицательных, точнее, нулевых выпусков 
*

iq . Данной проблеме уделяется значительное 

внимание в § 6. Но здесь мы не останавливаемся 

на этом, считая выполненным условие

( ) / ( 1)ic c a c n     при всех i. Отметим, что 

доля выпуска фирмы i от совокупного выпуска 

также легко рассчитывается: 
*

*

1i i iq a c c c

Q n a c a c

 
 

 
. 

Формулы (4) и (5) показывают, что при доста-

точно больших n  разность ic c  может играть 

бóльшую роль, чем разность a c . Для фирмы 

задача уменьшения предельных затрат ic  относит-

ся к числу наиболее важных. 

Выводы Курно состояли в том, что при увели-

чении числа фирм увеличивается совокупный вы-

пуск и уменьшается цена товара. В случае линей-

ной модели, как это следует из формул (2) и (3), 

эти выводы верны. В работе [44] исследуется не-

линейная модель и формулируются условия, при 

которых выводы Курно остаются верными. 

Из формулы (3) следует, что 

 * 0P Q c   при n , 

т. е. олигополия переходит в совершенную конку-

ренцию при неограниченном увеличении числа 

фирм. Олигополия (при выпуске фирмами одно-

родного товара) называется квазиконкуренцией, 

если при увеличении числа фирм совокупный вы-

пуск увеличивается и цена товара уменьшается. В 

работе [45] при одинаковых функциях затрат для 

всех фирм показано, что одной квазиконкурентно-

сти не достаточно для того, чтобы олигополия пе-

реходила в совершенную конкуренцию при не-

ограниченном увеличении числа фирм. В работе 

[46] исследуется случай различных функций затрат 

у фирм; в частности, показано, что при выполне-

нии условий, при которых в работе [16] доказана 

единственность равновесия Курно, олигополия 

является квазиконкурентной.  

Исследование зависимости цены товара и доли 

продукции, производимой одной фирмой, от числа 

фирм продолжается в работе [47]. В работе [48] 

также изучается переход конкуренции по Курно в 

совершенную конкуренцию при увеличении числа 

фирм, исследуется устойчивость равновесия Кур-

но. Показано, что система устойчива, если вместе с 

увеличением числа фирм уменьшаются их произ-

водственные возможности. В работе [49] те же во-

просы рассматриваются при наличии сговора меж-

ду фирмами; для анализа, как и в работе [10], ис-

пользуются предположительные вариации. В рабо-

те [50] автор дает строгое математическое доказа-

тельство того, что он называет «народной теоре-

мой»: если фирмы малы по отношению к рынку, то 

существует равновесие Курно, и это равновесие 

приближенно является совершенной конкуренци-

ей. При этом предполагается возможность свобод-

ного вступления фирм на рынок и свободного вы-

хода; при анализе используется средняя функция 

затрат для фирм. Исследования из работы [50] 

продолжаются в работе [51], изучаются асимпто-

тические свойства равновесий Курно. Для равно-

весия со свободным вступлением фирм на рынок 

зависимость числа фирм и совокупного выпуска от 

функции спроса и затрат изучается в работе [52].  

В работах [53–55] изучается материальное бла-

госостояние общества при конкуренции по Курно. 

Оказывается (в рамках рассматриваемых матема-

тических моделей), что свободное вступление 

фирм на рынок может не улучшать, а ухудшать 

материальное благосостояние общества. В работе 

[56] исследуются также излишек потребителя и 

безвозвратные потери. В работе [57] при опреде-

ленном упрощении математической модели дают-

ся явные выражения для некоторых показателей 

эффективности через элементарные функции. В 

работе [58] рассматриваются фирмы, производя-

щие несколько товаров, сравниваются конкурен-

ция по Курно и сговор по излишку потребителя, 

совокупному излишку, изучаются потери прибы-

лей фирм при конкуренции по Курно по сравне-

нию со сговором. Отметим, что неопределенность, 

которая может сделать сговор неэффективным, в 

этой работе не рассматривается. В работе [59] ис-
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следуется вопрос, каким образом для олигополии 

Курно со свободным вступлением новых фирм на 

рынок число фирм, выпуск отдельной фирмы и 

совокупный выпуск зависят от необходимых для 

вступления на рынок затрат и от размера рынка. В 

работе [60] анализируются действия властей, уста-

навливающих ограничения для вступления новых 

фирм на рынок; одной из целей властей является 

улучшение материального благосостояния обще-

ства.  

В работе [61] продолжается начатое в работах 

[54, 55] исследование того, что вступление новых 

фирм на рынок может быть избыточным. Изуча-

ются инвестиции, которые фирмы для уменьшения 

затрат производят в R&D, литература по равнове-

сиям Курно связывается с предшествующей лите-

ратурой по инвестициям в R&D. В работе [62] рас-

сматриваются модели, где фирмы могут выбирать 

одну из двух технологий производства (от этого 

выбора зависит вид функции затрат); показано, что 

в ряде случаев может не существовать равновесия 

Курно. 

 

При изучении олигополии Бертрана обычно 

предполагают, что фирмы производят не однород-

ный товар, а различные товары. При этом фирма i 

устанавливает на свой товар цену ip , 1,...,i n . 

Спрос iq  на товар фирмы i зависит от всех цен 

1,..., np p . Тогда прибыль фирмы i 

      1 1 1,..., ,..., ,...,i n i i n i i np p p q p p C q p p   . 

Целью фирмы i является максимизация прибыли 

.i  Требуется найти профиль чистых стратегий 

1,..., np p , который был бы равновесием Нэша.  

Причина, по которой при изучении олигополии 

Бертрана обычно рассматриваются фирмы, произ-

водящие различные товары, а не фирмы, произво-

дящие однородный товар, состоит в том, что при 

производстве однородного товара единственным 

равновесием Нэша может оказаться установление 

цен, равных предельным затратам, и получение 

каждой фирмой нулевой прибыли. (Разумеется, 

для получения такого результата должны быть 

сделаны некоторые предположения относительно 

функций iq  и iC , подробнее см., например, рабо-

ты [2, 63, 64].) Выводы, относящиеся к олигополии 

Бертрана, а также к сравнению олигополии Курно 

и олигополии Бертрана, существенно зависят от 

того, являются производимые товары субститута-

ми или комплементами. (Определение заменяю-

щих товаров (субститутов) и дополняющих това-

ров (комплементов) см., например, в работе [1].) 

Фирмы, которые производят различные товары, 

можно рассматривать и при изучении олигополии 

Курно. Тогда прибыль фирмы i вместо выражения 

(1) задается формулой 

     1 1,..., ,...,i n i n i i iq q P q q q C q   . 

Сравнение равновесных цен на товары при конку-

ренции по Курно и равновесных цен на товары при 

конкуренции по Бертрану проводится, например, в 

книге [65, с. 68–78]. В той задаче дуополии, кото-

рая в этой книге рассматривается, получается, что 

равновесные цены при конкуренции по Курно не 

ниже, чем равновесные цены при конкуренции по 

Бертрану. Этот результат подтверждается в работе 

[66], где подробно исследована линейная модель 

дуополии, сравниваются не только равновесные 

цены и выпуски, но и прибыли фирм, излишки по-

требителя и совокупные излишки. В работе [67] 

схожие результаты даются для нелинейных моде-

лей дуополии. Однако, как показано в работе [68], 

выводы из работы [66] могут не сохраняться, если 

рассматриваются не две фирмы, а произвольное 

число фирм.  

В работе [69] равновесия Курно и Бертрана 

сравниваются для случая, когда фирмы производят 

однородный товар. Олигополия Курно и олигопо-

лия Бертрана сравниваются по различным показа-

телям в работах [70–75] и др. Для линейного слу-

чая конкуренция по Курно и конкуренция по Бер-

трану детально сопоставляются в работе [76]. За-

интересованность в инновациях, которые могли бы 

уменьшить затраты, сравниваются для олигополии 

Курно и олигополии Бертрана в работе [77]. В ра-

боте [78] рассматривается дуополия с фирмами, 

производящими различные товары, где к умень-

шению предельных затрат на производство приво-

дят затраты на R&D и в своей фирме, и (с некото-

рым понижающим коэффициентом) в другой фир-

ме; исследуется материальное благосостояние об-

щества при конкуренции по Курно и при конку-

ренции по Бертрану в зависимости (в частности) от 

этого понижающего коэффициента. Конкуренция 

по Курно и конкуренция по Бертрану сравнивают-

ся также в работе [79], но без использования поня-

тия равновесия по Нэшу. 

В работе [80] представлен обзор моделей, в ко-

торых стратегиями одних фирм являются выпуски, 

а стратегиями других фирм – цены, так называе-

мой олигополии Курно – Бертрана; о такой олиго-

полии см. также [81]. В работе [82] рассматривает-

ся модель, позволяющая учесть, насколько при 

производстве загрязняется окружающая среда. 

Сравниваются размеры такого загрязнения для 
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дуополии Курно, дуополии Бертрана и дуополии 

Курно – Бертрана. 

 

Рассмотрим пример дуополии, когда 

   1 2P Q a Q a q q     , затраты у обеих фирм 

нулевые. Предположим, что а является случайной 

величиной, которая принимает с вероятностью 0,5 

значение 60 и с вероятностью 0,5 – значение 120. 

Первая из фирм является информированной, знает 

истинное значение а и определяет свой выпуск по 

формуле (4), исходя из текущего значения а. Вто-

рая фирма неинформированная, всегда исходит из 

значения 90a   и также определяет свой выпуск 

по формуле (4).  

Пусть, например, текущее значение 120a  . 

Тогда 

1 40q  , 
2 30q  , 70Q  . 

По формуле P a Q   получаем 50P  . При 

этом прибыли 
1 1 2 000Pq   , 

2 2 1500Pq   . 

Но если первая фирма предоставила второй фирме 

информацию о текущем значении a , то 2 40q  , 

80Q  , 40P  . В этом случае
1 2 1 600    . То 

есть прибыль первой фирмы уменьшается, а при-

быль второй фирмы увеличивается. 

Пусть текущее значение 60a  . Тогда 

1 20q  , 
2 30q  , 50Q  . 

По формулеP a Q   получаем 10P  . При 

этом прибыли 
1 1 200Pq   , 

2 2 300Pq   . Но 

если первая фирма предоставила второй фирме 

информацию о текущем значении а, то 
2 20q  , 

40,Q  20P  . В этом случае 
1 2 400    . 

Таким образом, средняя прибыль первой фир-

мы равна  0,5 2 000 200 1100   в случае, если 

она не предоставляет информацию второй фирме, 

и равна  0,5 1 600 400 1 000   в случае, если она 

предоставляет информацию второй фирме. То есть 

первой фирме невыгодно делиться информацией 

со второй фирмой. Аналогично для второй фирмы 

средняя прибыль составляет  0,5 1 500 300 900   

в случае, если она не получает информацию от 

первой фирмы, и составляет 

 0,5 1 600 400 1 000   в случае, если она получа-

ет информацию от первой фирмы. Таким образом, 

второй фирме выгодно получать информацию от 

первой фирмы. 

Этот пример можно несколько обобщить. 

Пусть у первой фирмы есть информация 1a    о 

значении параметра а, у второй фирмы есть ин-

формация 2a    о значении параметра а, где 1  и 

2  – случайные величины с нулевыми математи-

ческими ожиданиями. Выгодно ли фирмам обме-

няться этой информацией? Зависит ли ответ от 

корреляции между случайными величинами 1  и 

2 ? Информация может иметь более сложный вид, 

чем только информация об одном числовом пара-

метре. Выгодно ли тогда какую-то часть этой ин-

формации передавать другой фирме? Какую часть? 

Именно такая задача, но не с двумя фирмами, а 

с произвольным числом фирм, когда а является 

случайной величиной, рассматривается в работе 

[83]. Обратная функция спроса и функции затрат у 

всех фирм линейные. Основной вопрос, рассмат-

риваемый в работе, – выгодно ли для фирм прово-

дить совместное исследование рынка. Оказывает-

ся, что выгода от уменьшения затрат на исследо-

вания может быть меньше, чем потери, возникаю-

щие из-за того, что информация появляется у кон-

курентов. Кроме того, изучается влияние исследо-

ваний рынка на излишек потребителя. Это влияние 

оказывается положительным, т. е. исследования 

рынка увеличивают удовлетворенность потребите-

лей. Схожая модель для случая дуополии рассмат-

ривается в работе [84]. При этом авторы делают 

вывод, что обмен информацией между фирмами 

увеличивает корреляцию между выпусками, а это 

уменьшает ожидаемую прибыль. Отличие работы 

[85] от работы [84] состоит в том, что в ней ис-

пользуются нормальные случайные величины. Это 

позволяет в ряде случаев рассчитать точные значе-

ния математических ожиданий. Кроме того, в ра-

боте [85] обмен информацией между фирмами свя-

зывается с последующим сговором по уменьше-

нию выпусков.  

При изучении схожей задачи в работе [86] рас-

сматривается возможность частичного обмена ин-

формацией между фирмами, а в работе [87] срав-

ниваются конкуренция по Курно и конкуренция по 

Бертрану. Также обмен информацией при конку-

ренции по Курно и при конкуренции по Бертрану 

изучается в работе [88]. В этой работе рассматри-

вается дуополия с фирмами, производящими раз-

личные товары. Обратные функции спроса линей-

ные; случайным считается вектор, компонентами 

которого являются свободные члены в уравнениях 

для цен; этот случайный вектор имеет двумерное 

нормальное распределение. В работе [89] анало-

гичные задачи рассматриваются, когда в уравне-

нии P a bQ   случайной величиной является .b  
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В начале этого раздела приведен пример, показы-

вающий, что ожидаемая прибыль фирмы, облада-

ющей более точной информацией, выше. В работе 

[90] дается пример противоположного характера 

для дуополии с фирмами, производящими различ-

ные товары, однако неопределенность в этом при-

мере связана только с некоторыми кросс-

эффектами. 

Схожие задачи, но при обмене информацией о 

своих затратах, а не о рыночном спросе, рассмат-

риваются в работе [91]. В рамках линейной модели 

делается вывод, что такой обмен информацией 

увеличивает ожидаемые прибыли фирм, но 

уменьшает ожидаемый излишек потребителя. В 

работе [92] рассматриваются задачи, где фирмы 

могут передавать или не передавать другим фир-

мам и информацию о затратах, и информацию о 

рыночном спросе. Получены теоремы о существо-

вании равновесий Курно и о сходимости к совер-

шенной конкуренции при стремлении числа фирм 

к бесконечности. В работе [93] оспаривается вывод 

из работы [91] о том, что обмен информацией 

между фирмами уменьшает ожидаемый излишек 

потребителя. В работе [94] прибыли фирм зависят 

не только от выбранных стратегий (ими могут 

быть и выпуски, и цены), но и от неизвестного со-

стояния среды, когда каждая фирма получает не-

который сигнал об этом состоянии. Сравниваются 

равновесия, получающиеся при обмене и без об-

мена информацией об этих сигналах.  

Возможность того, что информация, которая 

передается другим фирмам, может быть дезориен-

тирующей, рассматривается в работе [95]. В работе 

[96] многие из предшествующих результатов, от-

носящихся к обмену информацией между фирма-

ми, представлены в рамках единой модели. В ра-

боте [97] схожие вопросы обсуждаются примени-

тельно к дуополии Курно – Бертрана, т. е. к слу-

чаю, когда стратегиями одной фирмы являются 

выпуски, а стратегиями другой фирмы – цены. В 

ряде работ рассматривается задача, где целью 

фирмы является не максимизация прибыли, а мак-

симизация дохода или некоторого взвешенного 

среднего прибыли и дохода. При этом разделяются 

интересы собственников и менеджеров, управля-

ющих фирмой. В работе [98] изучается целесооб-

разность обмена информацией между фирмами в 

рамках такой модели, а также то, каким образом 

распространение информации влияет на матери-

альное благосостояние общества. 

В работе [99] рассматривается задача, когда 

фирмы получают зашумленные сигналы о рыноч-

ном спросе и затратах и на основании этих зашум-

ленных сигналов определяют равновесные по 

Курно выпуски. С использованием усиленного за-

кона больших чисел доказывается, что при стрем-

лении числа фирм к бесконечности совокупные 

выпуски сходятся почти наверное к совокупному 

выпуску, соответствующему совершенной конку-

ренции. В работе рассматривается линейная мо-

дель с одинаковыми предельными затратами у 

всех фирм. В работе [100] развиваются результаты 

и подходы из работ [92], [99]. Рассматривается 

континуум фирм, для равновесий Байеса – Нэша 

получены результаты о сходимости.  

В работе [101] изучается дуополия с фирмами, 

производящими различные товары. К обратной 

функции спроса добавляются случайные возмуще-

ния, т. е. цены товаров при заданных выпусках 

оказываются случайными величинами. Стратегия 

каждой фирмы имеет следующий вид. Сначала 

фирма определяет, будет она принимать решение 

по объему выпуска или по цене товара, а затем уже 

решает, какими будут выпуск или цена соответ-

ственно. Все решения обеими фирмами принима-

ются одновременно. Приводятся результаты о су-

ществовании равновесий Байеса – Нэша и об ожи-

даемых прибылях фирм. Схожая задача рассмат-

ривается в работе [102], решение фирмы связыва-

ется со степенью замещаемости товаров.  

В работе [103] неопределенность относительно 

спроса и затрат описывается некоторым вероят-

ностным пространством  , ,F  . Информиро-

ванность фирмы i задается с помощью σ-

подалгебры Fi, входящей в σ-алгебру F. Обсужда-

ется, при каких условиях ожидаемая прибыль бо-

лее информированной фирмы (т. е. фирмы с боль-

шей σ-подалгеброй Fi) выше. В работе [104] при 

такой же постановке задачи исследуется вопрос о 

существовании равновесий Байеса – Нэша. 

В работе [105] рассматривается линейная мо-

дель, все параметры которой известны всем фир-

мам. Каждая фирма считает, что все остальные 

фирмы будут определять свои выпуски с вероят-

ностью p , исходя из равновесия Курно, и с веро-

ятностью 1 – p как-то иначе, 0 1p  . Фирма-

пессимист исходит из того, что «иначе» означает 

«наихудшим для нее способом». Фирма-оптимист 

исходит из того, что «иначе» означает «наилуч-

шим для нее способом». Изучаются наилучшие 

ответы фирм, возможные выпуски, цены и прибы-

ли. 

В работе [106] рассматривается обратная функ-

ция спроса ( ) max( , 0)P Q a Q  , где a является 

случайной величиной, которая принимает два зна-

чения, «большое» с вероятностью 0,5 и «малое» с 

вероятностью 0,5. Найдены диапазоны значений, 
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при которых существует единственное равновесие 

Курно, и диапазоны значений, при которых равно-

весий Курно ровно два. Сравниваются ожидаемые 

прибыли и ожидаемый совокупный излишек для 

такой модели с прибылями и совокупным излиш-

ком для модели без неопределенности (т. е. для 

модели, в которой «большое» значение совпадает с 

«малым»). В работе [107] подтверждается вывод из 

работы [106] о том, что при неопределенности, 

касающейся рыночного спроса, требование неот-

рицательности цен может приводить к неедин-

ственности равновесия Курно. Однако для моделей 

со свободной реализацией (фирмы могут выстав-

лять на продажу меньше товара, чем произведено) 

такой неединственности не возникает. В работе 

[108] неопределенность связана с производствен-

ными возможностями фирм. В работе [109] при 

неопределенности относительно спроса для олиго-

полии Курно изучаются равновесия Парето. 

В работе [110] при ограниченном спросе d  на 

товар вместо рассчитываемой по формуле (1) мак-

симизируется прибыль  

     , min , i
i i i i i

q d
q Q P Q q C q

Q

 
   

 
, 

где  i i i iC q c q . При такой функции прибыли (для 

случая дуополии) найдены равновесия Курно. За-

тем считается, что спрос 
td  является случайным 

процессом с непрерывным временем, который 

представляет собой решение некоторого стохасти-

ческого дифференциального уравнения, [0, ].t T  

Исследуется задача управления случайными про-

цессами 
1tq , 

2tq  с целью максимизации функцио-

налов, выражающих суммарные прибыли фирм за 

период времени от 0 до T с учетом дисконтирова-

ния. 

В работе [111] рассматривается дуополия, где 

каждая из фирм производит два товара, X и Y. По 

технологическим причинам выпуск каждого това-

ра составляет определенную долю от общего вы-

пуска фирмы: 
iX iq q  ,  1iY iq q   , где 0 1   , 

1, 2i  . Обратная функция спроса для каждого то-

вара своя: 

 1 2X X X X XP a b q q   ,  1 2Y Y Y Y YP a b q q   . 

Предполагается, что случайный вектор 

 ,X Ya a  имеет двумерное нормальное распреде-

ление. Рассматривается конкуренция по Курно, 

т. е. фирмы определяют значения 1q  и 
2q . Иссле-

дуется, каким образом обладание или необладание 

информацией об истинной обратной функции 

спроса влияет на ожидаемую прибыль фирмы. 

В работе [112] рассматривается нелинейная мо-

дель для дуополии, где одна из фирм (например, 

фирма 1) получает доход от продажи лицензии 

другой фирме (фирме 2). За счет этого фирма 2 

уменьшает затраты. Тогда вместо формулы (1) ис-

пользуются выражения 

       1 1 2 1 1 1 2,q q P Q q C q rq f     , 

       2 1 2 2 1 2 2,q q P Q q C q rq f     , 

где f – фиксированная выплата, r  – роялти. Изу-

чается, при каких условиях фирма 2 пойдет или не 

пойдет на покупку лицензии, обе фирмы останутся 

активными, или фирма 1 превратится в монополи-

ста. Отдельно рассматриваются случаи техноло-

гий, имеющих решающее значение, и технологий, 

не имеющих решающего значения.  

В работе [112] переносится на нелинейный 

случай анализ, который в работе [113] был прове-

ден для линейного случая (с выкладками, анало-

гичными тем, которые приводят к формулам (2)–

(5)). Для линейного случая в работе Wang (2002) 

представлены относительные преимущества и не-

достатки фиксированных выплат и роялти. Также 

анализ из работы Wang (2002) переносится на не-

линейный случай, но с квадратичной нелинейно-

стью в работе [114], и обсуждаются отличия от 

линейного случая.  

В работе [115] аналогичная задача исследуется 

в рамках линейной модели дуополии, рассматри-

ваются только технологии, не имеющие решающе-

го значения, при этом фирма 1 является иностран-

ной, а фирма 2 – отечественной. Для разных случа-

ев ( 0f  , 0r  ; 0f  , 0r  ; 0f  , 0r  ) изуча-

ется излишек потребителя и материальное благо-

состояние общества. В работе [116] исследуется, 

какое значение может иметь то, что производ-

ственные возможности фирмы, продающей лицен-

зию, ограничены. В работе [117] продажа лицен-

зии рассматривается для случая, когда фирмы 1 и 2 

производят различные товары. Сравниваются кон-

куренция по Курно и конкуренция по Бертрану. 

Также конкуренция по Курно и конкуренция по 

Бертрану при покупке лицензий и наличии затрат 

на R&D сравниваются в работе [118]; частично 

выводы оказываются противоположными выводам 

работы [66].  

 

В случае, если сформирован картель, меняется 

оптимизационная задача. Вошедшие в картель 

фирмы стремятся максимизировать общую при-

быль, а не каждая фирма максимизирует свою 

прибыль. При этом вопрос о том, каким образом 
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полученная прибыль делится между фирмами, мо-

жет включаться в анализ, а может и не включаться. 

Таким образом, с точки зрения рассматриваемой 

математической модели формирование картеля не 

отличается от слияния фирм, хотя в реальности это 

не одно и то же.  

Пусть рассматривается модель с линейной об-

ратной функцией спроса  P Q a bQ   и с одина-

ковой функцией затрат для всех фирм  i i iC q cq . 

Через ( )m  обозначается прибыль одной фирмы, 

когда на рынке действуют m  фирм. Пусть перво-

начально на рынке действовали n фирм, и k  фирм 

сформировали картель. Прибыль делится поровну 

между входящими в картель фирмами. Тогда фор-

мирование картеля выгодно для входящих в него 

фирм, если положительна разность 

2

2 2

( 1) ( )

( ) 1
,

( 2) ( 1)

n k k n

a c k

b n k n

     

 
  

   

 

при последнем переходе используется формула (5). 

В работе [119] получен результат, который во 

многих последующих работах называется пара-

доксальным. Данная разность положительна толь-

ко при k , достаточно близких к n , приблизитель-

но при 0,8k n .  

Недостатком рассмотренной модели можно 

назвать то, что в ней картель ничем не отличается 

от остальных фирм, никак не учитывается то, что 

вновь созданная фирма является «большой». Для 

преодоления этого недостатка в работах [120, 121] 

рассматривается та же задача с функцией затрат 

 
2

2

i
i i

i

q
C q

k
 , где 

ik  – капитал фирмы i . В работе 

[121] изучается также, как формирование картеля 

сказывается на материальном благосостоянии об-

щества.  

Задача формирования картеля при конкуренции 

по Бертрану рассмотрена в работе [122]. Получен-

ные в этой работе результаты радикально отлича-

ются от результатов работы [119]. Формирование 

картеля увеличивает прибыли всех фирм, при этом 

прибыли фирм, не входящих в картель, оказыва-

ются больше, чем прибыли фирм, входящих в кар-

тель. Кроме того, увеличение числа фирм, входя-

щих в картель, приводит к увеличению прибыли 

фирмы, входящей в картель.  

В работе [123] рассматриваются n  фирм, кото-

рые производят однородный товар. При этом k  

фирм являются лидерами, а остальные фирмы – 

последователями. Предполагается, что фирмы-

последователи участвуют в конкуренции по Кур-

но, принимая совокупный объем выпуска фирм-

лидеров как заданный. Фирмы-лидеры понимают 

это (т. е. знают, какими будут функции реакции 

фирм-последователей на их объемы выпуска) и, 

исходя из этого, также участвуют в конкуренции 

по Курно между собой, определяя свои объемы 

выпуска. Изначально все фирмы предполагаются 

одинаковыми. В работе [124] для такой модели 

изучается материальное благосостояние общества. 

Сходные задачи с квадратичными функциями за-

трат рассматриваются в работе [125].  

В работе [126] изучается понятие стабильности 

картеля. В этой работе рассматривается отрасль 

экономики, где действуют n одинаковых фирм, 

производящих однородный товар. Затем k  фирм 

формируют картель и устанавливают цену на то-

вар таким образом, чтобы максимизировать свою 

общую прибыль. Пусть через ( )c k  обозначается 

прибыль фирмы, входящей в картель, через ( )f k  

обозначается прибыль фирмы, не входящей в кар-

тель. Картель называется внутренне стабильным, 

если ( ) / ( 1)c fk k k    , т. е. фирма, входящая в 

картель, не увеличивает свою прибыль, если она 

выйдет из картеля. Картель называется внешне 

стабильным, если ( ) ( 1) / ( 1)f ck k k     , т. е. 

фирма, не входящая в картель, не увеличивает 

свою прибыль, если она войдет в картель. Картель 

называется стабильным, если он является и внут-

ренне стабильным, и внешне стабильным. В работе 

[127] исследуется процесс формирования стабиль-

ного картеля, объединяются идеи из работ [126, 

128]. В работе [126] не рассматриваются ни конку-

ренция по Курно, ни конкуренция по Бертрану. 

Понятие стабильности картеля применительно к 

конкуренции по Курно, конкуренции по Бертрану, 

играм типа «лидер – последователь» изучается во 

многих работах, см., например, работы [129–133].  

Задача выбора коалиционной структуры, в 

наибольшей степени соответствующей интересам 

игроков, является одной из центральных в коопе-

ративной теории игр. Применяются такие подходы 

и для игр олигополии. В работе [134] рассматрива-

ется очень общее понятие равновесия, включаю-

щее эндогенное нахождение наилучшей коалици-

онной структуры при заданном наборе допусти-

мых коалиционных структур. Частными случаями 

этого равновесия являются равновесие Нэша для 

некооперативной игры и ядро для кооперативной 

игры с нетрансферабельной полезностью. В обоих 

этих частных случаях заданный набор допустимых 

коалиционных структур состоит из единственной 

структуры. В первом случае допускаются только 

коалиции, состоящие из одного игрока. Во втором 
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случае допускается только коалиция, состоящая из 

всех игроков. В работе [135] отдельно рассматри-

ваются коалиции, внешний эффект от которых по-

ложителен (т. е. игроки, не вошедшие в коалицию, 

выигрывают от образования коалиции), и коали-

ции, внешний эффект от которых отрицателен (со-

ответственно, проигрывают). Для различных пра-

вил формирования коалиций (например, обяза-

тельно ли согласие всех членов коалиции для 

вхождения в нее новых участников, может ли коа-

лиция распадаться или объединяться с другими 

коалициями) изучается вопрос о стабильности. Об-

зор ряда исследований, в которых рассматривается 

кооперативная игра с функцией разбиения (а не с 

характеристической функцией), дается в работе 

[136]. 

 

Пусть n  фирм производят m товаров; iq , вы-

пуск фирмы i, является m-мерным вектором; iL , 

производственные возможности фирмы i, – также 

m-мерный вектор; ( )P Q  – m-мерный вектор цен; 

под произведением ( ) iP Q q  в формуле (1) понима-

ется скалярное произведение. Если  * * *

1 ,..., nq q q  

– точка равновесия, то *

iq  доставляет максимум 

функции  * * * *

1 1 1,..., , , ,...,i i i i nq q q q q   как функции 

аргумента iq при любом i. Распространенным под-

ходом является нахождение равновесия Курно пу-

тем решения задачи дополнительности.  

Пусть i  как функция аргумента iq  является 

вогнутой и непрерывно дифференцируемой. Тогда 

при любом 1,...,k m  частная производная 

 *i
i

ik

q
q




 неположительна, если 

* 0ikq  ; равна ну-

лю, если 
*0 ik ikq L  ; неотрицательна, если 

*

ik ikq L . Это означает, что существуют числа iku  и 

ikv  такие, что 

 * 0i
i ik ik

ik

q u v
q


  


,                    (6) 

где iku  – неотрицательное число, если 
* 0ikq  ; 

0iku  , если 
* 0ikq  ; 0ikv  , если 

*

ik ikq L ; ikv  – 

неотрицательное число, если 
*

ik ikq L . Из опреде-

ления чисел iku  и ikv  следует, что 

* 0ik iku q  ,  * 0ik ik ikv L q  .                (7) 

Если рассмотреть m -мерные векторы 

 1,...,i i imu u u  ,  1,...,i i imv v v   (штрих означает 

транспонирование), то соотношение (6) можно за-

писать в виде  

 *grad 0i i i iq u v    , 

а соотношения (7) – в виде равенства нулю ска-

лярных произведений 

* 0i iu q  ,  * 0i i iv L q  . 

При этом 0iu  , 0iv  , * 0iq  , * 0i iL q   (за-

пись 0  для векторов означает, что данное нера-

венство выполняется покомпонентно).  

Если рассмотреть 2m -мерные векторы 

i

i

i

q
w

v

 
  
 

, 1,...,i n , 

и функцию 

 
 gradi i i

i i

i i

v q
f w

L q

   
    

, 

переводящую 2m -мерные векторы в 2m -мерные 

векторы, то при *

i iq q  для скалярного произведе-

ния выполняется равенство 

  0i i iw f w  ,   1,...,i n .                  (8) 

Введем обозначения 

1

n

q

q

q

 
 

  
 
 

, 

1

n

v

v

v

 
 

  
 
 

, 

1

n

L

L

L

 
 

  
 
 

,  

 

 

 

1 1grad

grad

grad n n

q

q

q

  
 

   
  

, 
q

w
v

 
  
 

,  

grad ( )
( )

v q
f w

L q

  
  

 
. 

Таким образом, отыскание равновесий Курно 

сводится к решению задачи дополнительности: 

требуется найти векторы w  такие, что 0w , 

( ) 0,f w   

  0w f w  . 

Существование решений для задач дополни-

тельности изучается в работах [137, 138]. Из вы-

ражения (8) следует, что если *q  является равно-

весием Курно, то существует вектор 
*v  с неотри-

цательными компонентами такой, что вектор 
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является решением приведенной задачи дополни-

тельности. 

Ссылки на литературу по применению описан-

ного выше подхода для нахождения равновесий 

Курно можно найти, например, в работе [139]. Ос-

новываясь на тех же идеях, равновесия Курно 

можно находить и тогда, когда функции спроса не 

являются дифференцируемыми [140]. В работах 

[141, 142] равновесия Курно предлагается искать 

как решения некоторых задач математического 

программирования. В работе [143] предложен еще 

один алгоритм нахождения равновесий Курно, 

включающий в себя идеи из работ [137, 138, 142]. 

В работе [35], основываясь на задачах дополни-

тельности, изучаются вопросы существования и 

единственности равновесий Курно при наличии 

ценовых ограничений, а также алгоритмы для 

нахождения равновесий Курно.  

Отметим также, что если фирмы производят 

однородный товар, то в ряде случаев равновесия 

Курно могут быть найдены путем непосредствен-

ного анализа многозначного отображения, при ко-

тором каждому профилю стратегий остальных 

фирм ставятся в соответствие наилучшие ответы 

данной фирмы [144]. Для нахождения равновесий 

Курно может быть применена процедура нащупы-

вания, также основанная на использовании 

наилучших ответов [145, с. 84–97]. Процедура 

нащупывания при производстве фирмами различ-

ных продуктов рассматривается в работе [146]. 

В работе [147] решения задач дополнительно-

сти используются для изучения конкуренции по 

Курно при наличии неопределенности для рынков 

электроэнергии. Также равновесия Курно исполь-

зуются для анализа рынков электроэнергии в рабо-

тах [139, 140, 148].  

В работе [149] конкуренция по Курно и конку-

ренция по Бертрану сравниваются для индустрии 

программного обеспечения. Одна из фирм продает 

платформу (например, операционную систему), а 

две другие фирмы поставляют прикладное про-

граммное обеспечение. Результаты сравнения кон-

куренции по Курно и конкуренции по Бертрану 

для этой задачи существенно отличаются от обыч-

ных результатов такого сравнения. 

В работе [150] конкуренция между авиапере-

возчиками и железнодорожными компаниями, 

осуществляющими высокоскоростные перевозки, 

рассматривается как дуополия Курно. Применяет-

ся модель с линейными обратными функциями 

спроса и с нулевыми затратами. При этом авиапе-

ревозчики могут проводить ценовую дискримина-

цию (продавать билеты разным группам пассажи-

ров по разным ценам), а железнодорожные компа-

нии – нет. Оказывается, что ценовая дискримина-

ция увеличивает прибыль авиаперевозчиков. Ис-

следуются также излишек потребителя и матери-

альное благосостояние общества. 

В настоящем обзоре представлены основные 

разделы математической дисциплины, которую 

можно назвать «олигополия Курно»:  

– существование, единственность и устойчи-

вость равновесий; 

– вступление новых фирм на рынок и вопросы 

эффективности; 

– сравнение олигополии Курно, олигополии 

Бертрана и олигополии Курно – Бертрана; 

– учет неопределенности с помощью вероят-

ностных методов при задании параметров модели, 

при отличии реальных объемов выпусков от за-

планированных и т. д. (за рамками обзора остается 

использование теории нечетких множеств);  

– обмен информацией между фирмами и про-

дажа лицензий;  

– формирование картелей; 

– численные методы нахождения равновесий, в 

первую очередь, для многомерных задач.  

Затрагиваются вопросы применения данной 

математической теории при изучении различных 

отраслей экономики. 

Развитие теории олигополии пошло по пути 

включения в математическую модель все большего 

числа реальных процессов. Таким образом могут 

вырабатываться рекомендации для управления. 

Математическое моделирование обмена информа-

цией между фирмами, формирования картелей 

важно не только для определения того, какой об-

мен информацией или уровень взаимодействия 

между фирмами в наибольшей степени отвечают 

интересам фирм, но и с точки зрения обществен-

ных интересов, недопущения значительного роста 

цен на товары.  
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Abstract. Firms operating in a market economy naturally strive to increase revenues. When large 

firms affect prices by their actions, this task involves nontrivial mathematics, i.e., game-theoretic 

oligopoly models. The survey is more concerned with Cournot competition than with Bertrand 

competition. The existence, uniqueness, and stability of Cournot equilibrium are discussed. The 

other issues under consideration are as follows: the entry of new firms into the market; the barri-

ers that can be imposed for this; and the impact of such an entry on society’s welfare as well as on 

total surplus and consumer surplus. The problems of collusion between firms are touched upon. 

Publications comparing the prices of goods, the profits of firms, and society’s welfare under 

Cournot and Bertrand competition are overviewed. Much attention is paid to the problems faced 

by firms due to the ignorance of some current or future market conditions and the existing uncer-

tainty. The issues of information sharing among firms are considered. One approach to reducing 

marginal cost is the purchase of licenses; licensing in a Cournot duopoly is also described. Com-

putational methods for Cournot equilibria in the case of multi-product firms are presented. Final-

ly, publications with particular applications of Cournot equilibria are considered. 
 

Keywords: Cournot equilibrium, social efficiency, Bertrand equilibrium, information sharing, uncertainty, 

licensing, cartel formation, complementarity problem. 
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