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Робастные статисти÷еские ìетоäы в зна÷итеëü-
ной степени созäаны автораìи книã [1, 2] и иãраþт
важнуþ роëü в приëожениях. Совреìенные ìето-
äы робастной реãрессии преäставëены, наприìер,
в книãах [3—5].
К работаì по робастныì ìетоäаì приìыкаþт

работы по ìетоäаì выявëения резко выäеëяþщих-
ся набëþäений. Робастностü ìожно пониìатü как
уìенüøение (иëи снятие) вëияния резко выäеëя-
þщихся набëþäений. При этоì прироäа резко
выäеëяþщихся набëþäений ìожет бытü ëþбой,
от оøибок по небрежности äо преäставëения ка-
ких-то о÷енü важных эффектов. В äаëüнейøеì,
äëя опреäеëенности выражений, поä резко выäе-
ëяþщиìися набëþäенияìи буäеì пониìатü оøи-
бо÷ные äанные. Хотя äëя существа ìатеìати÷ес-
ких резуëüтатов это заìе÷ание зна÷ения не иìеет.
Оäниì из основных показатеëей робастности

статисти÷ескоãо ìетоäа явëяется пороãовая то÷-
ка, которая показывает, какуþ ÷астü статисти÷ес-
ких äанных ìожно испортитü скоëü уãоäно сиëü-
но, и при этоì поëу÷аþщийся ответ буäет все рав-
но «иìетü отноøение к äеëу».
Наприìер, ÷тобы оäниì показатеëеì преäста-

витü поëожение набора то÷ек на пряìой, ìожно
воспоëüзоватüся среäниì арифìети÷ескиì. Но

тоãäа, испортив всеãо оäну то÷ку из этоãо набора,
ìожно äобитüся тоãо, ÷тобы ответ изìениëся
скоëü уãоäно сиëüно. Это приìер статисти÷ескоãо
ìетоäа с низкой пороãовой то÷кой. Но есëи в
ка÷естве показатеëя взятü выборо÷нуþ ìеäиану,
ìожно испортитü äо поëовины то÷ек из набора, и
ответ буäет все равно не о÷енü сиëüно отëи÷атü-
ся от правиëüноãо (остается вопрос, ÷то называтü
правиëüныì ответоì). Это приìер робастноãо ста-
тисти÷ескоãо ìетоäа, статисти÷ескоãо ìетоäа с
высокой пороãовой то÷кой.
Метоä наиìенüøих кваäратов (МНК), наибо-

ëее распространенный ìетоä построения реãрес-
сионных зависиìостей, иìеет низкуþ пороãовуþ
то÷ку. Параìетр реãрессии ìожно изìенитü скоëü
уãоäно сиëüно, изìенив всеãо оäну то÷ку в наборе
набëþäений.
Отìетиì, ÷то с пробëеìой робастности тесно

связана пробëеìа наëи÷ия тяжеëых хвостов у рас-
преäеëения вероятностей äëя оøибок реãрессии.
Те боëüøие выбросы, которые ìаëовероятны при
норìаëüноì распреäеëении оøибок, становятся
вероятныìи при распреäеëениях с тяжеëыìи хвос-
таìи. По этиì вопросаì сì., наприìер, статüþ [6].
Оäниì из первых робастных ìетоäов построе-

ния реãрессионных зависиìостей явëяется МНК с
урезаниеì, поäробно преäставëенный в книãе [3].
Состоит этот ìетоä в сëеäуþщеì.

В кëасси÷еской ëинейной реãрессионной ìоäеëи остатки преäпоëаãаþтся распреäеëен-
ныìи норìаëüно. Но реаëüные äанные реäко в то÷ности соответствуþт преäпоëоженияì
кëасси÷еской ìоäеëи. При этоì äаже еäинственное резко отëи÷аþщееся набëþäение ìо-
жет о÷енü сиëüно повëиятü на оöенку параìетров реãрессии. Оäниì из ìетоäов робаст-
ной реãрессии с высокой пороãовой то÷кой явëяется ìетоä наиìенüøих кваäратов с уре-
заниеì. Дано новое äоказатеëüство теореìы о веëи÷ине пороãовой то÷ки äëя этоãо ìе-
тоäа, зна÷итеëüно боëее простое, ÷еì ориãинаëüное äоказатеëüство.
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Пустü y1, ..., yn — объясняеìые переìенные,
äействитеëüные ÷исëа; x1, ..., xn — реãрессоры,

p-ìерные вектора. При кажäоì θ ∈ Rp рассìатри-
ваþтся оøибки

ri(θ) = yi – 〈θ, xi〉,  i = 1, ..., n,

ãäе ÷ерез 〈•,•〉 обозна÷ено скаëярное произвеäе-
ние. Пустü эти оøибки упоряäо÷ены по возраста-
ниþ абсоëþтной веëи÷ины

|r(1)(θ)| ≤ |r(2)(θ)| ≤ ... ≤ |r(n)(θ)|.

(Поряäок, разуìеется, разный при разных θ.) Вы-
бирается натураëüное ÷исëо h, уäовëетворяþщее
усëовиþ

 < h < n

(÷ерез [•] обозна÷ена öеëая ÷астü äействитеëüноãо
÷исëа), и строится функöия

L(θ) = (θ).

Оöенка параìетров реãрессии, построенная
ìетоäоì наиìенüøих кваäратов с урезаниеì, иìе-
ет виä

 = L(θ).

Через Z обозна÷иì набор то÷ек (y1, x1), ...,
(yn, xn). Пустü m < n. Через Πm(Z ) обозна÷иì
ìножество таких наборов Z', состоящих из то÷ек
( , ), ..., ( , ), äëя которых, по крайней ìе-

ре, n – m то÷ек соäержатся в наборе Z.
Пустü функöия T кажäоìу набору то÷ек Z' ста-

вит в соответствие параìетр реãрессии θ. Пороãо-
вой то÷кой äëя функöии T при заäанноì наборе Z
называется веëи÷ина εn(T, Z) = m*/n, ãäе m* — ìи-
ниìаëüное из ÷исеë m, обëаäаþщих теì свойст-
воì, ÷то

||T(Z' )|| = ∞.

Зäесü и äаëее ||θ|| = 〈θ, θ〉1/2.
В ÷астности, äëя обы÷ноãо МНК εn(T, Z ) = 1/n.

В книãе [3, с. 112—134] при усëовии, ÷то то÷ки
x1, ..., xn нахоäятся в некотороì «общеì поëоже-
нии», äоказывается
Теорема. При

h =  + 

пороговая точка для МНК с урезанием

εn(T, Z ) = . ♦

Это озна÷ает, ÷то пороãовая то÷ка асиìптоти-
÷ески равна 0,5 при n → ∞ (т. е. явëяется ìакси-
ìаëüно высокой, ìожно испортитü äо поëовины
всех то÷ек из набора набëþäений).
Доказатеëüство этой теореìы распаäается на

äве ÷асти [3]. Отäеëüно äоказывается, ÷то

 явëяется оöенкой снизу äëя пороãо-

вой то÷ки, и ÷то эта же веëи÷ина явëяется оöен-
кой сверху äëя пороãовой то÷ки. Утвержäение, ÷то
äанная веëи÷ина преäставëяет собой оöенку свер-
ху äëя пороãовой то÷ки, äоказывается äостато÷но
коротко [3, с. 125] и, скорее всеãо, иìеет зна÷ение
ëиøü как красивый ìатеìати÷еский резуëüтат.
Зна÷итеëüно боëее труäныì в работе [3] явëяется
äоказатеëüство утвержäения, ÷то äанная веëи÷ина
преäставëяет собой оöенку снизу äëя пороãовой
то÷ки (иìенно это утвержäение и озна÷ает робаст-
ностü МНК с урезаниеì).
Отìетиì, ÷то МНК с урезаниеì ìожет бытü

приìенен äëя практи÷ескоãо построения реãрес-
сионных зависиìостей ëиøü в со÷етании с äру-
ãиìи аëãоритìаìи. (Либо в прикиäо÷ных рас÷е-
тах, коãäа нет высоких требований к то÷ности.)
Это связано с теì, ÷то есëи набор набëþäений
(y1, x1), ..., (yn, xn) соответствует «÷истой» норìаëü-
ной сëу÷айной выборке, то то÷ностü МНК с уре-
заниеì существенно ниже, ÷еì то÷ностü обы÷но-
ãо МНК.
Оäниì из распространенных ìетоäов построе-

ния робастных оöенок äëя параìетров реãрессии
явëяется ìетоä MM-оöенивания, преäëоженный в
работе [7] (сì. также книãу [4]). Построение оöен-
ки этиì ìетоäоì состоит из трех этапов. На пер-
воì этапе строится оöенка параìетров реãрессии
некоторыì ìетоäоì с высокой пороãовой то÷кой.
На второì этапе с испоëüзованиеì этих параìет-
ров строится M-оöенка äëя ìасøтаба. На третüеì
этапе с испоëüзованиеì найäенноãо зна÷ения ìас-
øтаба строится M-оöенка äëя параìетров реãрес-
сии (отсþäа испоëüзование äвух букв «M» в назва-
нии ìетоäа). Доказывается, ÷то пороãовая то÷ка
при MM-оöенивании параìетров реãрессии асиì-
птоти÷ески равна 0,5.
В настоящей работе äается зна÷итеëüно боëее

простое äоказатеëüство сфорìуëированноãо ре-
зуëüтата о пороãовой то÷ке äëя МНК с урезаниеì
äëя параìетров реãрессии, ÷еì äоказатеëüство из
[3]; ре÷ü иäет об оöенке снизу äëя εn(T, Z ), т. е. о
äоказатеëüстве робастности ìетоäа наиìенüøих
кваäратов с урезаниеì.
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1. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Во всей работе буäеì с÷итатü, ÷то n ≥ p и ÷то вы-
поëняется усëовие: ëþбые p из векторов x1, ..., xn
образуþт базис пространства R p.
Из этоãо усëовия сëеäует, ÷то есëи äëя p-ìер-

ноãо вектора θ, ||θ|| = 1, и äëя некотороãо набора
векторов , ...,  выпоëняется

〈θ, 〉 = 0, ..., 〈θ, 〉 = 0,

то äëя ëþбоãо вектора xj, не вхоäящеãо в этот на-
бор, 〈θ, xj〉 ≠ 0.

Некоторыì обобщениеì этоãо утвержäения яв-
ëяется
Лемма. Существует число δ > 0 такое, что если

для p-мерного вектора θ, ||θ|| = 1, и для некоторого
набора векторов , ...,  выполняется

|〈θ, 〉| < δ, ..., |〈θ, 〉| < δ,

то для любого вектора xj, не входящего в этот набор,
|〈θ, xj〉| l δ. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì в ка÷естве набора
векторов , ...,  набор x1, ..., xp – 1. Провеäя орто-

ãонаëизаöиþ Граìа — Шìиäта, построиì ортонорìи-
рованнуþ систеìу e1, ..., ep – 1,

ei = γikxk,  i = 1, ..., p – 1.

Проекöия вектора θ на ãиперпëоскостü, порожäеннуþ
вектораìи e1, ..., ep – 1, иìеет виä

〈θ, e1〉e1 + ... + 〈θ, ep – 1〉ep – 1 = ei.

Буäеì с÷итатü, ÷то все скаëярные произвеäения 〈θ, xk〉
настоëüко ìаëы по абсоëþтной веëи÷ине, ÷то äëина

этой проекöии не превосхоäит 1/ .
Выбереì вектор xj, j > p – 1. Поскоëüку этот вектор

не явëяется ëинейной коìбинаöией векторов x1, ..., xp – 1,
ìожно записатü

xj = αi xi + βt,

ãäе t — еäини÷ный вектор ортоãонаëüный ãиперпëос-
кости, порожäенной вектораìи e1, ..., ep – 1; β ≠ 0.

Дëина проекöии вектора θ на ãиперпëоскостü, по-

рожäеннуþ вектораìи e1, ..., ep – 1, не превосхоäит 1/ .
Поэтоìу äëина проекöии вектора θ на вектор t äоëжна

бытü не ìенüøе, ÷еì 1/ . Иìееì

〈θ, t〉 = 〈θ, xj〉 – αi〈θ, xi〉.

Буäеì с÷итатü, ÷то все скаëярные произвеäения 〈θ, xi〉
настоëüко ìаëы по абсоëþтной веëи÷ине, ÷то

 ≤  – .

Тоãäа

|〈θ, xj〉| ≥ |β|/2.

Допоëнитеëüно наëожиì усëовие δ < |β|/2.
Пока утвержäение ëеììы äоказано äëя оäноãо j. Та-

кое же рассìотрение ìожно провести äëя всех j = p, ..., n
и выбратü ìиниìаëüное требуеìое δ. Затеì нужно рас-
сìотретü все существуþщие наборы , ...,  (всеãо

таких наборов ) и вновü выбратü ìиниìаëüное тре-

буеìое δ. Леììа äоказана.

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒ Î ÏÎÐÎÃÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÅ

Выбереì ÷исëа m и h так, ÷то m + p ≤ h ≤ n – m,
и покажеì, ÷то тоãäа äëя МНК с урезаниеì

||T(Z' )|| < ∞.

Дëя набора Z' ∈ Πm(Z ) остатки обозна÷иì

ρi(θ) =  – 〈θ, 〉,  i = 1, ..., n.

Поëожиì θ = 0, и пустü наиìенüøиìи по абсо-
ëþтной веëи÷ине h остаткаìи явëяþтся

(0), ..., (0),

ãäе k1, ..., kh — разëи÷ные ÷исëа из набора 1, ..., n.
В сиëу усëовия m ≤ n – h в наборе Z' соäержатся
то÷ки ( , ), ..., ( , ). Тоãäа

L(0) = (0) ≤ (0) ≤ (0) = .

Поëожиì

C0 = |yj |

и выбереì ÷исëо C1 такое, ÷то

C1 > ,

ãäе δ > 0 опреäеëяется ëеììой.

Возüìеì θ ∈ Rp такое, ÷то ||θ|| ≥ C1. Пустü
наиìенüøиìи по абсоëþтной веëи÷ине h остат-
каìи явëяþтся (θ), ..., (θ). В сиëу усëовия
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m + p ≤ h среäи то÷ек ( , ), ..., ( , ) при-

сутствуþт то÷ки ( , ), ..., ( , ).

Воспоëüзовавøисü теì, ÷то äëя ëþбых äействи-
теëüных ÷исеë α и β выпоëняется неравенство

|α – β| ≥ ||α| – β||,

иìееì

L(θ) = (θ) ≥ (θ) ≥ (|〈θ, 〉| – | |)2.

Пустü θ0 = θ/|θ|. На основании ëеììы хотя бы
äëя оäноãо из инäексов, наприìер, äëя ip выпоë-

няется |〈θ0, 〉| ≥ δ. Тоãäа

L(θ) ≥ (||θ||•|〈θ0, 〉| – | |)2 ≥ (C1δ – C0)
2 > .

Теì саìыì установëено, ÷то äëя ëþбоãо набора
Z' ∈ Πm(Z ) выпоëняется ||T(Z' )|| m C1.

Нетруäно проверитü, ÷то при

m = ,  h =  + 

неравенства m + p ≤ h ≤ n – m иìеþт ìесто. Сëе-
äоватеëüно,

m* ≥  + 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Резуëüтат работы закëþ÷ается в новоì äоказа-
теëüстве известной теореìы о робастности ìетоäа
наиìенüøих кваäратов с урезаниеì äëя ëинейной
реãрессионной ìоäеëи; поä робастностüþ пони-
ìается высокая пороãовая то÷ка, асиìптоти÷ески
равная 0,5 при боëüøих разìерах выборки. Это äо-
казатеëüство существенно проще, ÷еì ориãинаëü-
ное äоказатеëüство, привоäиìое в книãе [3].
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