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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

С утвержäениеì, ÷то оптиìизаöионные заäа-
÷и, соäержащие в своей постановке неопреäеëен-
ностü, иìеþт боëüøое практи÷еское зна÷ение, со-
ãëасны все. Основные поäхоäы ввеäения неопре-
äеëенности в ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü связаны с
приìенениеì, прежäе всеãо, теории вероятностей
и теории не÷етких ìножеств. И зäесü ре÷ü иäет о
äвух разных виäах неопреäеëенности. В сëу÷ае те-
ории вероятностей неизвестная веëи÷ина ìожет
приниìатü разëи÷ные зна÷ения, и с кажäыì зна-
÷ениеì иëи с кажäой ãруппой зна÷ений связыва-
ется некоторая вероятностü. В сëу÷ае теории не-
÷етких ìножеств саìи зна÷ения явëяþтся рас-
пëыв÷атыìи, неопреäеëенныìи. Наприìер, äëя
конкретной заäа÷и ìожет бытü важно, как наиëу÷-
øиì образоì опреäеëитü «ìаëые», «уìеренные»,
«боëüøие» зна÷ения той иëи иной веëи÷ины и как
осуществитü пëавный (иëи не пëавный) перехоä от
оäноãо состояния к äруãоìу. Повеäение систеìы
ìожет заäаватüся разныìи правиëаìи äëя кажäо-
ãо из этих трех состояний. При этоì, разуìеется,
ìожно ãоворитü и о вероятности, наприìер, уìе-
ренных зна÷ений. Заäа÷и, вкëþ÷аþщие в себя и
эëеìенты не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо проãраììи-
рования, и эëеìенты стохасти÷ескоãо ìатеìати-
÷ескоãо проãраììирования, относятся к не÷етко-
сëу÷айноìу ìатеìати÷ескоìу проãраììированиþ.

При поäãотовке обзора тоãо иëи иноãо нау÷но-
ãо направëения ставятся заäа÷и отäеëитü важное
от существенноãо, существенное от ряäовоãо; сëе-
äитü за собëþäениеì равновесия ìежäу разëи÷-
ныìи ÷астяìи этоãо нау÷ноãо направëения при
преäставëении их в обзоре. Но стаëо уже обы÷ныì
äеëоì, коãäа ÷исëо пубëикаöий, относящихся к
äанноìу нау÷ноìу направëениþ, из трехзна÷ноãо
превратиëосü в ÷етырехзна÷ное и проäоëжает быс-
тро расти. Преäставитеëüный обзор äоëжен бытü
äаже не пятиäесятистрани÷ной статüей, а книãой.
Остаþтся ëи ëþäи, которые такие обзоры ìоãут и
хотят писатü? Ответоì на возникøий вызов ìожет
бытü увеëи÷ение ÷исëа относитеëüно небоëüøих
обзоров, поäãотовëенных разëи÷ныìи автораìи.
Сопоставëение то÷ек зрения на нау÷ное направ-
ëение разных спеöиаëистов ìожет äатü картину,
прибëижаþщуþся к объективной. При этоì при-
сутствуþщие в кажäоì такоì обзоре пропуски не-
обхоäиìо признаватü неизбежныìи. С äруãой сто-
роны, какие-то объяснения, боëее уìестные äëя
у÷ебника, ÷еì äëя обзора (при обы÷ноì пониìа-
нии этоãо жанра), в таких кратких обзорах äоëжны
äопускатüся. У÷ебников ìноãо, некоторые из них
труäноäоступны, и äаже еäиный взãëяä на терìи-
ноëоãиþ ÷асто отсутствует. Разуìеется, есëи ка-
кая-то работа в такоì краткоì обзоре не упоìя-
нута, то это не озна÷ает, ÷то автор не с÷итает ее
важной.

Дан обзор ряäа разäеëов не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирования. Отìе÷ено, ÷то
к не÷еткоìу ìатеìати÷ескоìу проãраììированиþ относятся заäа÷и ìатеìати÷ескоãо
проãраììирования, при постановке которых теì иëи иныì способоì приìеняется ап-
парат теории не÷етких ìножеств. Рассìотрены заäа÷и с распëыв÷атыìи неравенстваìи,
заäа÷и с не÷еткиìи параìетраìи, ранжируþщие функöии, ìеры возìожности. На при-
ìере выбора портфеëя öенных буìаã обсужäены заäа÷и не÷етко-сëу÷айноãо ìатеìати-
÷ескоãо проãраììирования.

Ключевые слова: не÷еткое ìатеìати÷еское проãраììирование, ìеры возìожности, не÷етко-сëу÷ай-
ные веëи÷ины.
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Кëасси÷еская заäа÷а ìатеìати÷ескоãо проãраì-
ìирования состоит в ìаксиìизаöии критерия

f(x) → max

при оãрани÷ениях

g1(x) ≤ b1, ..., gm(x) ≤ bm.

Зäесü x = (x1, ..., xn) ∈ n; функöии f, g1, ..., gm äейст-

вуþт из n в  и явëяþтся известныìи; b1, ..., bm —
заäанные äействитеëüные ÷исëа. В обëасти то÷ек x,
уäовëетворяþщих привеäенныì оãрани÷енияì,
требуется найти то÷ку (иëи то÷ки), в которой
функöия f äостиãает ìаксиìуìа. В äанной заäа÷е
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования ìаксиìизи-
руется оäин критерий. Оäнако ìожет присутство-
ватü и нескоëüко критериев.
Метоäы ìатеìати÷ескоãо проãраììирования

приìеняþтся во ìноãих прикëаäных обëастях.
В ряäе сëу÷аев оправäано вкëþ÷ение в ìоäеëü не-
÷еткости; при этоì существуþт разëи÷ные спосо-
бы, которыìи не÷еткостü вкëþ÷ается. Среäи книã,
в которых рассìатривается не÷еткое ìатеìати-
÷еское проãраììирование, назовеì работы [1—5].
Иìеется также боëüøое ÷исëо журнаëüных пубëи-
каöий. Среäи них ìожно назватü обзоры [6—11].
В работе [8] выäеëяется пятнаäöатü типов за-

äа÷ не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирова-
ния. Мы буäеì приäерживатüся äруãой кëассифи-
каöии и с÷итатü, ÷то заäа÷и не÷еткоãо ìатеìати-
÷ескоãо проãраììирования ìожно разäеëитü на
типы по сëеäуþщиì äевяти признакаì. Первые
äва признака относятся и к обы÷ныì заäа÷аì ìа-
теìати÷ескоãо проãраììирования.

1. Оäин иëи нескоëüко критериев в заäа÷е. Из
заäа÷ с нескоëüкиìи критерияìи ìожно выäеëитü
те, ãäе критерии иìеþт разëи÷нуþ важностü иëи
разëи÷ные приоритеты.

2. Все критерии и оãрани÷ения явëяþтся ëи-
нейныìи функöияìи арãуìентов x1, ..., xn (это за-
äа÷и ëинейноãо проãраììирования) ëибо среäи
критериев иëи оãрани÷ений присутствуþт неëи-
нейные функöии арãуìентов x1, ..., xn.

3. Сиììетри÷ная постановка заäа÷и, ãäе крите-
рии и оãрани÷ения выступаþт как равноправные,
иëи несиììетри÷ная (обы÷ная) постановка заäа-
÷и, ãäе критерии и оãрани÷ения иãраþт разëи÷ные
роëи.

4. Наëи÷ие иëи отсутствие жеëаеìых уровней
äëя критериев. Жеëаеìые уровни, в своþ о÷ереäü,
ìоãут бытü ÷еткиìи иëи не÷еткиìи.

5. Наëи÷ие иëи отсутствие распëыв÷атых нера-
венств äëя критериев и/иëи äëя оãрани÷ений.

6. Наëи÷ие иëи отсутствие не÷етких параìетров
в критериях и/иëи в оãрани÷ениях.

7. Наëи÷ие иëи отсутствие ранжирования не-
÷етких ÷исеë.

8. Наëи÷ие иëи отсутствие критериев и оãра-
ни÷ений, связанных с ìерой возìожности иëи с
ìерой необхоäиìости (иëи с äруãиìи схоäныìи
ìераìи).

9. Типы арãуìентов x1, ..., xn: äействитеëüные,
öеëые, бинарные, не÷еткие.
Есëи сëеäоватü такой кëассификаöии и с÷и-

татü, ÷то ëþбая заäа÷а ìожет относитüся к той иëи
иной ãруппе по кажäоìу из признаков, то ÷исëо
разëи÷ных типов заäа÷ не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо
проãраììирования равняется нескоëüкиì тыся÷аì.
Хотя некоторые признаки и не совсеì независи-
ìы. Наприìер, заäа÷и с распëыв÷атыìи нера-
венстваìи äëя оãрани÷ений и заäа÷и с оãрани÷е-
нияìи, заäаваеìыìи с поìощüþ ìеры возìожнос-
ти, äостато÷но похожи.
В привеäеннуþ кëассификаöиþ не вкëþ÷ены

некоторые кëассы заäа÷. Прежäе всеãо, это заäа÷и
интерактивноãо не÷еткоãо проãраììирования, ãäе
в проöессе реøения заäа÷и ìожно изìенятü функ-
öии принаäëежности и жеëаеìые уровни (сì. кни-
ãу [2] и посëеäуþщие работы). Не вкëþ÷ены за-
äа÷и, в которых испоëüзуþтся интуиöионистские

не÷еткие ìножества1. Не вкëþ÷ены ìноãокрите-
риаëüные заäа÷и, ãäе реøения приниìаþтся на
нескоëüких уровнях поä÷иненности (сì., напри-
ìер, [15]), а также заäа÷и не÷еткоãо ëинейноãо фи-
зи÷ескоãо проãраììирования (сì., наприìер, [16]).
Не вкëþ÷ены работы по робастноìу не÷еткоìу
ìатеìати÷ескоìу проãраììированиþ (сì., напри-
ìер, [17]). Отäеëüные ãруппы иссëеäований, также
не затраãиваþщиеся в настоящеì обзоре, это ра-
боты по сиìпëекс-ìетоäу äëя заäа÷ не÷еткоãо ëи-
нейноãо проãраììирования (сì., наприìер, [18]);
работы по анаëизу ÷увствитеëüности (сì., напри-
ìер, [19]); работы по усëовияì оптиìаëüности, та-
киì как теореìа Куна — Таккера (сì., наприìер,
[20]); работы по äвойственныì заäа÷аì не÷еткоãо
ëинейноãо проãраììирования [11].
Пубëикаöий по приìенениþ ìетоäов не÷етко-

ãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирования в разëи÷-
ных прикëаäных заäа÷ах о÷енü ìноãо. В ка÷естве
приìера назовеì работы [21—28].
В § 1 настоящей работы привоäятся необхоäи-

ìые опреäеëения. В § 2 рассìатриваþтся заäа÷и
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования с распëыв÷а-
тыìи неравенстваìи, описывается сиììетри÷ный
поäхоä к пробëеìе оптиìизаöии. В § 3 рассìатри-

1 Есëи обы÷ное не÷еткое ìножество опреäеëяется своей
функöией принаäëежности, то интуиöионистское не÷еткое
ìножество опреäеëяется äвуìя функöияìи — функöией при-
наäëежности и функöией непринаäëежности. Суììа этих
функöий во всех то÷ках не боëüøе 1. Сì. работу [12] и äруãуþ
ëитературу по интуиöионистскиì не÷еткиì ìножестваì. Из
неäавних работ по интуиöионистскоìу не÷еткоìу проãраììи-
рованиþ ìожно назватü статüи [13, 14].
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ваþтся заäа÷и с не÷еткиìи параìетраìи, обсужäа-
ется äефаззификаöия как способ свеäения заäа÷и
не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирования к
заäа÷е обы÷ноãо ìатеìати÷ескоãо проãраììирова-
ния. В § 4 äается описание ìер возìожности, не-
обхоäиìости, уверенности; форìуëируется заäа÷а
возìожностноãо проãраììирования. В § 5 на
приìере заäа÷и о составëении портфеëей из раз-
ëи÷ных активов затраãивается боëее øирокое на-
у÷ное направëение — не÷етко-сëу÷айное проãраì-
ìирование.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß 
Î ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ

Понятие не÷еткоãо ìножества ввеäено в работе
[29]. Впосëеäствии теория не÷етких ìножеств бы-
ëа существенно расøирена ìноãиìи автораìи.
Рассìотриì некоторое ìножество U, которое

буäеì называтü универсаëüныì ìножествоì.
Определение 1. Лþбая функöия μ:U → [0, 1] на-

зывается функöией принаäëежности.
Определение 2. График функöии принаäëеж-

ности μ, т. е. ìножество пар (u, μA(u)), u ∈ U, на-
зывается не÷еткиì ìножествоì. ♦
Есëи не÷еткое ìножество обозна÷итü ÷ерез A,

то функöия принаäëежности этоãо не÷еткоãо ìно-
жества обы÷но обозна÷ается μA(u). Иноãäа о ÷исëе
μA(u) ãоворят, как о степени принаäëежности эëе-
ìента u не÷еткоìу ìножеству A.
Определение 3. Пустü A — обы÷ное поäìножес-

тво ìножества U. Инäикатороì ìножества A на-
зывается функöия IA :U → [0, 1] такая, ÷то IA(u) = 1
при u ∈ A и IA(u) = 0 при u ∉ A. ♦

О÷евиäно, ÷то инäикатор явëяется функöией
принаäëежности и, сëеäоватеëüно, ãрафик инäи-
катора — это не÷еткое ìножество; есëи обы÷ное
ìножество обозна÷ено A, то и не÷еткое ìножест-
во в этоì сëу÷ае ÷асто обозна÷ается A. Такое
äвусìысëенное испоëüзование обозна÷ения тре-
бует опреäеëенноãо вниìания. Форìаëüно обы÷-
ные поäìножества ìножества U не явëяþтся ÷ас-
тныì виäоì не÷етких ìножеств. Не÷еткиì ìно-
жествоì явëяется ãрафик инäикатора обы÷ноãо
поäìножества ìножества U.
Определение 4. Носитеëеì не÷еткоãо ìножест-

ва A называется ìножество {u ∈ U : μA(u) > 0}.

Определение 5. Не÷еткое ìножество A называ-
ется норìаëизованныì, есëи существует эëеìент
u ∈ U такой, ÷то μA(u) = 1.

Определение 6. Пересе÷ениеì не÷етких ìно-
жеств A и B называется не÷еткое ìножество с
функöией принаäëежности

μA∩B(u) = min{μA(u), μB(u)},  u ∈ U.

Определение 7. Объеäинениеì не÷етких ìно-
жеств A и B называется не÷еткое ìножество с
функöией принаäëежности

μA∪B(u) = max{μA(u), μB(u)},  u ∈ U.

Определение 8. Допоëнениеì не÷еткоãо ìно-
жества A называется не÷еткое ìножество с функ-
öией принаäëежности

(u) = 1 – μA(u),  u ∈ U.

Определение 9. η-срезоì не÷еткоãо ìножества
A называется ìножество

Aη = {u ∈ U : μA(u) ≥ η},

0 < η ≤ 1. ♦
При U =  вìесто терìина «не÷еткое ìножес-

тво» в ряäе сëу÷аев уäобнее употребëятü терìин
«не÷еткая веëи÷ина». Тоãäа вìесто обозна÷ения A
испоëüзуется, наприìер, обозна÷ение ξ. Дëя каж-
äоãо ìножества B ⊆  опреäеëяется

μξ(u).

Об этоì зна÷ении ãоворят как о возìожности
тоãо, ÷то не÷еткая веëи÷ина ξ принаäëежит ìно-
жеству B.
Поä÷еркнеì, ÷то терìиноëоãия, употребëяеìая

при работе с не÷еткиìи ìножестваìи, äостато÷но
сиëüно разëи÷ается от пубëикаöии к пубëикаöии.
Разуìеется, ìы ãовориì ëиøü о тех опреäеëениях,
которые испоëüзуþтся в настоящей работе.
Определение 10. Пустü U = . Не÷еткое ìно-

жество A называется выпукëыì, есëи существует
то÷ка uA ∈  такая, ÷то функöия μA(u) явëяется ìо-
нотонно неубываþщей на поëупряìой (–∞, uA] и
явëяется ìонотонно невозрастаþщей на поëупря-
ìой [uA, ∞).
Определение 11. Пустü U = , A — выпукëое

норìаëизованное не÷еткое ìножество с оãрани-
÷енныì носитеëеì. Функöии

zL(η) = infAη,  zR(η) = supAη,  η ∈ (0, 1],

называþтся, соответственно, ëевыì и правыì ин-
äексаìи не÷еткоãо ìножества A. ♦
Можно быëо бы сказатü, ÷то есëи A — это вы-

пукëое норìаëизованное не÷еткое ìножество с оã-
рани÷енныì носитеëеì, то буäеì называтü A не-
÷еткиì ÷исëоì. Оäнако äëя опреäеëения не÷етко-
сëу÷айных веëи÷ин уäобнее с÷итатü, ÷то не÷еткое
÷исëо — это коìпактное поäìножество пëоскости,
ëежащее ìежäу такиì не÷еткиì ìножествоì A
(ãрафикоì функöии принаäëежности) и осüþ аб-
сöисс. Поäробнее о так опреäеëенных не÷етких
÷исëах и об операöиях наä ниìи сì. в работах
[30, 31].

μ
A

sup
u B∈
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2. ÇÀÄÀ×È Ñ ÐÀÑÏËÛÂ×ÀÒÛÌÈ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀÌÈ. 
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ

Сиììетри÷ный поäхоä к принятиþ реøений,
при котороì критерии и оãрани÷ения иãраþт по-
хожие роëи, преäëожен в работе [32]. Иäея этоãо
поäхоäа ìожет бытü выражена так. В ка÷естве ре-
øения нужно выбратü тот эëеìент универсаëüноãо
ìножества, степенü принаäëежности котороãо к
пересе÷ениþ не÷етких ìножеств, заäаþщих жеëа-
еìые уровни äëя всех критериев и äëя всех оãра-
ни÷ений, ìаксиìаëüна. Поäхоä, преäëоженный в
работе [32], быë развит в работе [33]. К заäа÷е ëи-
нейноãо проãраììирования сиììетри÷ный поä-
хоä приìенен в работе [34]. Бëизкие вопросы рас-
сìатриваþтся в работе [35].
Кëасси÷еская заäа÷а ëинейноãо проãраììиро-

вания иìеет виä cx → max при усëовиях ax ≥ b,
x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0. Зäесü c = (c1, ..., cn) — n-ìерный

вектор, b = (b1, ..., bm)T — m-ìерный вектор, a —
m × n ìатриöа. Эëеìенты ìатриöы и коорäинаты
векторов в кëасси÷еской заäа÷е ëинейноãо про-
ãраììирования с÷итаþтся äействитеëüныìи ÷ис-
ëаìи. Требуется найти n-ìерный вектор с äейст-

витеëüныìи коорäинатаìи x = (x1, ..., xn)
T, äëя

котороãо при выпоëнении привеäенных выøе не-
равенств äостиãает ìаксиìуìа функöия cx.
В не÷еткоì ìатеìати÷ескоì проãраììирова-

нии рассìатриваþтся заäа÷и с распëыв÷атыìи не-
равенстваìи. Пустü g0 — жеëаеìый уровенü äëя
рассìатриваеìоãо критерия. В äанноì сëу÷ае g0 —
äействитеëüное ÷исëо. Требуется найти n-ìерный

вектор x = (x1, ..., xn)
T такой, ÷то

cx  g0,  ax  b,

x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0. Матриöа a и векторы b, c те же,
÷то и выøе. Дëя обы÷ноãо неравенства «≥» иëи «≤»
степенü еãо выпоëнения ëибо 1 (неравенство вы-
поëняется), ëибо 0 (неравенство не выпоëняется).
Дëя распëыв÷атоãо неравенства « » иëи « » сте-
пенü еãо выпоëнения ìожет приниìатü ëþбое
äействитеëüное зна÷ение от 0 äо 1. В этоì схоäство
с функöией принаäëежности не÷еткоãо ìножест-
ва, которая также показывает степенü принаäëеж-
ности кажäоãо эëеìента некотороãо универсаëü-
ноãо ìножества к не÷еткоìу ìножеству. Строãо
ìатеìати÷ески сìысë распëыв÷атоãо неравенства
сëеäуþщий.
Преäпоëожиì, ÷то выбрано поëожитеëüное

äействитеëüное ÷исëо e0. Степенü выпоëнения
f0(cx  g0) распëыв÷атоãо неравенства cx  g0 оп-
реäеëяется сëеäуþщиì образоì: f0(cx  g0) = 1,

есëи cx > g0; f0(cx  g0) = 1 – (g0 – cx)/e0, есëи
g0 – e0 ≤ cx ≤ g0; f0(cx  g0) = 0, есëи cx < g0 – e0.
Преäпоëожиì, ÷то e1, ..., em — поëожитеëüные

äействитеëüные ÷исëа. Пустü ai — i-я строка ìатри-

öы a, aix = aijxj. Степенü выпоëнения fi(ax  b)

распëыв÷атоãо неравенства ax  b опреäеëяется
при i = 1, ..., m сëеäуþщиì образоì: fi(ax  b) = 1,
есëи aix < bi; fi(ax  b) = 1 – (aix – bi)/ei, есëи
bi ≤ aix ≤ bi + ei; fi(ax  b) = 0, есëи aix > bi + ei.
Требуется ìаксиìизироватü степенü выпоëне-

ния всех распëыв÷атых неравенств в сìысëе:

γ → max
при усëовиях

1 – (g0 – cx)/e0 ≥ γ,  1 – (aix – bi)/ei ≥ γ, 

i = 1, ..., m,  γ ≥ 0,  x1 ≥ 0, ...,  xn ≥ 0.

Теперü заäа÷а поставëена ìатеìати÷ески строãо
и явëяется обы÷ной заäа÷ей ëинейноãо проãраì-
ìирования, в которой требуется найти реøение γ,
x1, ..., xn.
О÷евиäно, ÷то äанный поäхоä ëеãко обобща-

ется на сëу÷ай нескоëüких критериев. Возìожно
обобщение и на сëу÷ай, коãäа степенü выпоëнения
кажäоãо распëыв÷атоãо неравенства опреäеëяется
при поìощи неëинейной функöии, и разëи÷ныì
критерияì äаþтся разëи÷ные веса; по этиì вопро-
саì сì., наприìер, работу [36]. Приìенение инту-
иöионистских не÷етких ìножеств в äанноì поä-
хоäе описывается в работе [37].
Схоäнуþ заäа÷у ìожно рассìатриватü и в раì-

ках несиììетри÷ноãо поäхоäа, коãäа критерий
ìаксиìизируется при заäанной степени выпоëне-
ния распëыв÷атых неравенств, заäаþщих оãрани-
÷ения [38]. В работе [38] также показана äвойст-
венностü заäа÷ ëинейноãо проãраììирования с
÷еткиì критериеì и с распëыв÷атыìи неравенст-
ваìи äëя оãрани÷ений и заäа÷ ëинейноãо проãраì-
ìирования с не÷еткиì критериеì и с обы÷ныìи
оãрани÷енияìи.

3. ÇÀÄÀ×È Ñ ÍÅ×ÅÒÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

Заäа÷и ëинейноãо проãраììирования с не÷ет-
киìи параìетраìи изу÷аþтся, наприìер, в рабо-
тах [39—41]. Даëее рассìатриваþтся ëиøü поäхо-
äы к упоряäо÷ениþ не÷етких ÷исеë, основанные
на ранжируþщих функöиях. Произвоëüная функ-
öия ℜ, äействуþщая из ìножества не÷етких ÷исеë
в ìножество äействитеëüных ÷исеë, ìожет бытü
выбрана в ка÷естве ранжируþщей функöии. Дëя

не÷етких ÷исеë  и  устанавëивается отноøе-

ние поряäка:  ≤ℜ  тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

j 1=

n

∑

x̃ ỹ

x̃ ỹ
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ℜ( ) ≤ ℜ( ). (Разуìеется, на практике испоëüзу-
þтся ëиøü те функöии ℜ, äëя которых отноøение
поряäка «≤ℜ» обëаäает некоторыìи разуìныìи
свойстваìи.)
Наприìер, в ка÷естве ранжируþщей функöии

ℜ ìожет бытü выбрана функöия

ℜ( ) = ,

ãäе xL(η) и xR(η), соответственно, ëевый инäекс и

правый инäекс не÷еткоãо ÷исëа . Испоëüзуþтся и
äруãие ранжируþщие функöии.
Пустü вìесто усëовия ax ≤ b, рассìотренноãо в

§ 2, требуется испоëüзоватü усëовие с ìатриöей

{ } и с вектороì ( , ..., ), ãäе ,  — не÷ет-
кие ÷исëа; коорäинаты вектора x — äействитеëüные
÷исëа. Тоãäа в ка÷естве усëовий ìожно принятü

xj ≤ℜ ,  i = 1, ..., m.

Дëя ìноãокритериаëüных заäа÷ остановиìся на
ìетоäе оãрани÷ений [42, 43, 44, с. 36—39]). Сна-
÷аëа рассìотриì заäа÷и обы÷ноãо (не не÷еткоãо)
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования. Привоäиìое
описание äает уäобнуþ форìу äëя перехоäа к не-
÷еткоìу сëу÷аþ.
Рассìотриì ìноãокритериаëüнуþ заäа÷у

c1(x) → max, ..., ck(x) → max,  x ∈ V, (1)

ãäе ìножество V ⊆ n ìожет опреäеëятüся систе-
ìой равенств и неравенств äëя зна÷ений некото-
рых функöий.

Определение 12. То÷ка x0 ∈ V называется эф-
фективныì реøениеì заäа÷и (1), есëи не сущест-

вует то÷ки x ∈ V такой, ÷то ci(x) ≥ ci(x
0) при всех

i = 1, ..., k, и cj(x) > cj(x
0) хотя бы при оäноì j,

1 ≤ j ≤ k.

Определение 13. То÷ка x0 ∈ V называется сëабо
эффективныì реøениеì заäа÷и (1), есëи не су-

ществует то÷ки x ∈ V такой, ÷то ci(x) > ci(x
0) при

всех i = 1, ..., k. ♦
Ясно, ÷то ëþбое эффективное реøение заäа-

÷и (1) буäет и сëабо эффективныì реøениеì за-
äа÷и (1).
В ìетоäе оãрани÷ений рассìатривается сëеäу-

þщее сеìейство оäнокритериаëüных заäа÷ ìате-
ìати÷ескоãо проãраììирования. При кажäоì j,
1 ≤ j ≤ k, и при кажäоì наборе äействитеëüных ÷и-
сеë ei, ãäе i = 1, ..., k, i ≠ j, рассìатривается заäа÷а

cj(x) → max,  ci(x) ≥ ei, 

i = 1, ..., k,  i ≠ j,  x ∈ V. (2)

Сеìейство заäа÷ (2) ìожно назватü äвухпараìет-
ри÷ескиì. Оäин параìетр — это ÷исëо j, äруãой па-

раìетр — это то÷ка (e1, ..., ej – 1, ej + 1, ..., ek) ∈ k – 1.

Дëя поëноты изëожения привеäеì три извест-
ные теореìы, äоказатеëüства которых ìожно най-
ти, наприìер, в книãе [2].
Теорема 1. Если существует задача из семейства

(2), имеющая единственное решение x0, то x0 явля-
ется эффективным решением многокритериальной
задачи (1).
Теорема 2. Если существует задача из семейс-

тва (2), имеющая решение x0, то x0 является слабо
эффективным решением многокритериальной зада-
чи (1).

Теорема 3. Пусть x0 является эффективным ре-
шением многокритериальной задачи (1). Тогда су-
ществует однокритериальная задача из семейства

(2), для которой x0 является решением. ♦
Рассìотриì заäа÷у не÷еткоãо ëинейноãо про-

ãраììирования

x → max, ..., x → max,  ax ≤ b,

x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0. Зäесü , ...,  — n-ìерные век-
торы, коорäинаты которых явëяþтся не÷еткиìи
÷исëаìи, вектора b и x иìеþт äействитеëüные ко-
орäинаты, a — ìатриöа с äействитеëüныìи эëе-
ìентаìи.
Испоëüзуя ранжируþщие функöии ℜ1, ..., ℜk и

приìеняя ìетоä оãрани÷ений, ìожно заìенитü
рассìатриваеìуþ ìноãокритериаëüнуþ заäа÷у не-
÷еткоãо ëинейноãо проãраììирования на сеìейст-
во оäнокритериаëüных заäа÷ ìатеìати÷ескоãо про-
ãраììирования:

ℜj( x) → max x  ,

i = 1, ..., k,  i ≠ j,  ax ≤ b,

x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0. Зäесü , i = 1, ..., k, i ≠ j — не÷еткие
÷исëа.
В работе [38] привоäится приìер, показываþ-

щий, ÷то эти оäнокритериаëüные заäа÷и ìатеìа-
ти÷ескоãо проãраììирования ìоãут не бытü заäа-
÷аìи ëинейноãо проãраììирования.

4. ÌÅÐÛ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ, ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÑÒÈ, 
ÓÂÅÐÅÍÍÎÑÒÈ. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 
ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Даëее äаþтся опреäеëения и некоторые свойст-
ва ìер возìожности, необхоäиìости, уверенности.
Привоäится оäна из постановок заäа÷и возìож-
ностноãо проãраììирования. Поäробнее о ìерах,

x̃ ỹ

x̃ 1
2
--- xL η( ) ηd

0

1

∫ xR η( ) ηd
0

1

∫+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x̃

ãij b̃1 b̃m ãij b̃i

j 1=

n

∑ ãij b̃i

c̃1 c̃k

c̃1 c̃k

c̃j c̃i ℜi
≥ ẽi

ẽi
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отëи÷ных от вероятностной сì., наприìер, в ра-
ботах [4, 45—47].
Пустü U — произвоëüное ìножество. Через A, B,

 буäеì обозна÷атü поäìножества ìножества U.
Определение 14. Систеìа R поäìножеств ìно-

жества U называется коëüöоì, есëи из усëовия
A ∈ R, B ∈ R сëеäует, ÷то A ∩ B ∈ R и А Δ В ∈ R. ♦
Напоìниì, ÷то сиììетри÷еская разностü ìно-

жеств A и B опреäеëяется как АΔВ = (A ∪ B)\(A ∩ B).
Из соотноøений A ∪ B = (АΔВ) Δ (A ∩ B) и А\В =
= АΔ(A ∩ B) вытекает, ÷то вìесте с ëþбыìи äвуìя
ìножестваìи A и B коëüöу принаäëежат также их
объеäинение A ∪ B и разностü A\B. Из соотноøе-
ния ∅ = A\A сëеäует, ÷то ∅ ∈ R.
Определение 15. Функöия Pos, опреäеëенная

на коëüöе R  и приниìаþщая зна÷ения в отрез-
ке [0, 1], называется ìерой возìожности, есëи
Pos(∅) = 0 и äëя ëþбых äвух ìножеств A ∈ R,
B ∈ R Pos(A ∪ B) = max(Pos(A), Pos(B)).
Пример 1. Пустü непустое ìножество C ∈ R и пустü äëя

ëþбоãо A ∈ R выпоëняется Pos(A) = 1, есëи A ∩ C ≠ ∅,
и Pos(A) = 0, есëи A ∩ C = ∅. Этот приìер объясняет и
название ìеры. Поäìножество A явëяется возìожныì,
есëи оно пересекается с поäìножествоì C, и явëяется
невозìожныì, есëи оно не пересекается с поäìножест-
воì C.
Определение 16. Коëüöо R называется аëãеброй,

есëи U ∈ R. ♦
В äаëüнейøеì, буäеì с÷итатü, ÷то все рассìат-

риваеìые коëüöа явëяþтся аëãебраìи и Pos(U) = 1.
Отìетиì äва свойства ìеры возìожности.
Есëи A ⊆ B, то Pos(A) ≤ Pos(B). Действитеëüно,
B = A ∪ (B\A), поэтоìу Pos(B) = max(Pos(A),
Pos(B\A)).

Дëя ëþбоãо A ∈ R выпоëняется Pos(A) + Pos( ) ≥

≥ 1. Действитеëüно, 1 = Pos(U) = Pos(A ∪ ) =

= max(Pos(A), Pos( )).
Пустü выбрана некоторая ìера возìожности.
Определение 17. Функöия Nec, опреäеëенная на

коëüöе R и приниìаþщая зна÷ения в отрезке [0, 1],

заäаваеìая форìуëой Nec(A) = 1 – Pos( ), назы-
вается ìерой необхоäиìости. ♦
Из опреäеëения (17) сëеäует, ÷то Nec(∅) = 0,

поскоëüку Pos(U ) = 1.
Отìетиì три свойства ìеры необхоäиìости.
Есëи A ⊆ B, то Nec(A) ≤ Nec(B). Действитеëüно,

 ⊆ , поэтоìу Pos( ) ≤ Pos( ).
Дëя ëþбых A ∈ R, B ∈ R выпоëняется
Nec(A ∩ B) = min(Nec(A), Nec(B)). Иìееì

Nec(A ∩ B) = 1 – Pos( ) =

= 1 – Pos(  ∪ ) = 1 – max(Pos( ), Pos( )) =

= min(1 – Pos( ), 1 – Pos( )) =
= min(Nec(A), Nec(B)).

Дëя ëþбоãо A ∈ R выпоëняется Nec(A) +

+ Nec( ) ≤ 1. Действитеëüно, 0 = Nec(∅) =

= Nec(A ∩ ) = min(Nec(A), Nec( )).
Покажеì, ÷то ëþбоãо A ∈ R иìеет ìесто со-

отноøение Nec(A) ≤ Pos(A). Неравенство о÷евиä-

но, есëи Pos(A) = 1. Есëи Pos( ) = 1, то Nec(A) =

= 1 – Pos( ) = 0, и неравенство также иìеет ìесто.
Определение 18. Функöия Cr, опреäеëенная на

коëüöе R и приниìаþщая зна÷ения в отрезке [0, 1],
заäаваеìая форìуëой Cr(A) = 0,5(Pos(A) + Nec(A)),
называется ìерой уверенности. ♦
Нетруäно увиäетü, ÷то äëя ëþбоãо A ∈ R выпоë-

няется Cr(A) + Cr( ) = 1. Действитеëüно,

Cr(A) + Cr( ) = 0,5(Pos(A) + 1 – Pos( ) +

+ Pos( ) + 1 – Pos(A)) = 1.

Из äоказанноãо неравенства Nec(A) ≤ Pos(A)
сëеäует, ÷то

Nec(A) ≤ Cr(A) ≤ Pos(A).

Пример 2. Пустü U — коне÷ное ìножество, и коëüöо
R состоит из всех поäìножеств ìножества U. Функöия
μ:U → [0, 1], и μ(u) = 1. Есëи при ëþбоì u ∈ U по-

ëожитü Pos({u}) = μ(u), то теì саìыì заäается ìера воз-
ìожности на коëüöе R. При этоì äëя ëþбоãо поäìно-
жества {u1, ..., un} ⊆ U выпоëняется Pos({u1, ..., un}) =
= max(μ(u1), ..., μ(un)). ♦
Анаëоãи÷но ìожно связатü ìеру возìожности с

функöией принаäëежности не÷еткоãо ìножества и
в сëу÷ае произвоëüноãо ìножества U.
Коãäа в раìках оäной заäа÷и ìатеìати÷ескоãо

проãраììирования разреøается испоëüзоватü и
ìеру возìожности, и ìеру необхоäиìости, свя-
занные с разëи÷ныìи функöияìи принаäëежнос-
ти, это открывает перспективы äëя тонкоãо у÷ета
ìноãих реаëüных требований. Достато÷но общая
ìера изу÷ается в работе [48]; при кажäоì λ ∈ [0, 1]

Mλ(A)  λPos(A) + (1 – λ)Nec(A).

Есëи в заäа÷е ìатеìати÷ескоãо проãраììирова-
ния, сфорìуëированной во Ввеäении, присутству-
þт не÷еткие параìетры, то вìесто нее ìожет бытü
рассìотрена заäа÷а возìожностноãо проãраììи-
рования:

γ → max
при усëовиях

( f(x) ≥ γ) ≥ α0,

(gj(x) ≤ bj) ≥ αj,  j = 1, ..., m;

зäесü α0, α1, ..., αm, λ0, λ1, ..., λm — заäанные ÷исëа.

A

A

A

A

B A B A

A B∩

A B A B

A B

A

A A

A

A

A

A A

A

max
u U∈

def
=

Mλ0

Mλj
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Отìетиì, ÷то среäи оãрани÷ений исхоäной за-
äа÷и ìатеìати÷ескоãо проãраììирования ìожет
бытü, наприìер, оãрани÷ение x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0, не
соäержащее никаких не÷етких параìетров. Такое
оãрани÷ение остается в заäа÷е возìожностноãо
проãраììирования в своеì первона÷аëüноì виäе.

5. ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ ÏÎÐÒÔÅËß 
Â ÍÅ×ÅÒÊÎ-ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ

Рассìатривается заäа÷а составëения портфеëя
из n активов; x1, ..., xn — параìетры портфеëя, т. е.
äействитеëüные ÷исëа, уäовëетворяþщие усëовиþ

xi = 1.

Пустü x1 ≥ 0, ..., xn ≥ 0. Тоãäа xi — это äоëя ка-
питаëа, вëоженная в i-й актив.
Пустü Si, t — стоиìостü еäиниöы i-ãо актива в

ìоìент вреìени t, Si, t + Δt — стоиìостü еäиниöы
i-ãо актива в ìоìент вреìени t + Δt, Δt > 0; di — äо-
хоä, поëу÷енный от вëаäения еäиниöей i-ãо актива
с ìоìента вреìени t äо ìоìента вреìени t + Δt.
Наприìер, есëи активоì явëяется акöия, то di —
это äивиäенäы, выпëа÷иваеìые на оäну акöиþ. Бу-
äеì преäпоëаãатü, ÷то Si,t > 0 при ëþбоì i = 1, ...,n.
Дохоäностüþ i-ãо актива называется ÷исëо

ri = .

Матеìати÷еской ìоäеëüþ äëя äохоäностей
r1, ..., rn ìоãут бытü сëу÷айные веëи÷ины R1, ..., Rn,

не÷еткие ÷исëа , ..., , не÷етко-сëу÷айные

веëи÷ины2 , ..., .
В работах [53, 54] рассìатривается вероятност-

ная ìоäеëü и преäëаãается опреäеëятü портфеëü-
ные параìетры x1, ..., xn путеì реøения äвухкри-
териаëüной заäа÷и

M  → max,  D  → min.

Есëи первый из критериев, ìаксиìизаöия ожи-
äаеìой äохоäности, не вызывает вопросов, то пра-
виëüностü второãо критерия, ìиниìизаöии äис-
персии, не так о÷евиäна. Теì не ìенее, это обос-
нованный критерий; поäробнее сì., наприìер,

работу [55], ãäе обсужäается также эконоìи÷еский
сìысë отриöатеëüных портфеëüных параìетров.
Работы Марковиöа в зна÷итеëüной степени

опреäеëиëи направëения развития портфеëüной
теории на посëеäуþщие äесятиëетия. Наприìер, в
ряäе посëеäуþщих работ испоëüзуþтся ìоìенты

сëу÷айной веëи÷ины xiRi боëее высоких поряä-

ков, ÷еì второй. Вìесто äисперсии ìоãут рас-
сìатриватüся и äруãие ìеры риска: сеìиäиспер-
сия, суììа поä рискоì.
Зна÷итеëüное вниìание в совреìенной порт-

феëüной теории уäеëяется ìоäеëяì, вкëþ÷аþщиì
в себя не÷еткостü.

Пустü  — не÷еткое ÷исëо, rL(η) и rR(η) — со-
ответственно, ëевый и правый инäексы не÷еткоãо

÷исëа , 0 < ν ≤ 1. В работе [56] преäëаãается ис-

поëüзоватü ν-среäнее не÷еткоãо ÷исëа :

((1 – ν)rL(η) + νrR(η))dη,

0 ≤ ν ≤ 1. Дëя не÷етко-сëу÷айной веëи÷ины  ÷ерез

Mν( ) обозна÷иì ν-среäнее не÷еткоãо ожиäания

этой не÷етко-сëу÷айной веëи÷ины3.
Буäеì с÷итатü, ÷то ìоäеëüþ äëя äохоäностей

r1, ..., rn сëужит набор не÷етко-сëу÷айных веëи÷ин

, ..., . Тоãäа äохоäностü портфеëя ìоäеëиру-
ется не÷етко-сëу÷айной веëи÷иной

 = xi .

Опреäеëения суììы не÷етко-сëу÷айных веëи-
÷ин и произвеäения äействитеëüноãо ÷исëа и не-
÷етко-сëу÷айной веëи÷ины äаþтся, наприìер, в
работе [30]. Резуëüтатоì в обоих сëу÷аях явëяется
не÷етко-сëу÷айная веëи÷ина. Ковариаöия äвух
не÷етко-сëу÷айных веëи÷ин — это äействитеëüное
÷исëо; опреäеëение äается в работах [30, 52]. Дëя
ìатеìати÷ескоãо ожиäания и äисперсии не÷етко-

сëу÷айной веëи÷ины  иìеþт ìесто форìуëы

Mν( ) = xiM
ν( ), 

D( ) = xixjCov( , ).

2 Говоря нестроãо, не÷етко-сëу÷айная веëи÷ина — это из-
ìериìая функöия, зна÷енияìи которой явëяþтся не÷еткие
÷исëа. Первые опреäеëения не÷етко-сëу÷айных веëи÷ин äаþт-
ся в работах [49—51]. Поäробнее сì. в работах [30, 31, 52].

i 1=

n

∑

Si t Δt+, Si t,– di+
Si t,

------------------------------------------

r̃1 r̃n

R̃1 R̃n

xiRi
i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xiRi
i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

3 Ожиäаниеì не÷етко-сëу÷айной веëи÷ины явëяется äейст-
витеëüное ÷исëо, не÷еткиì ожиäаниеì не÷етко-сëу÷айной ве-
ëи÷ины явëяется не÷еткое ÷исëо.

i 1=

n

∑

r̃

r̃

r̃

0

1

∫

R̃

R̃

R̃1 R̃n

R̃p
i 1=

n

∑ R̃i

R̃p

R̃p
i 1=

n

∑ R̃i

R̃p
i 1=

n

∑
j 1=

n

∑ R̃i R̃j

pb0317.fm  Page 8  Wednesday, May 24, 2017  9:52 AM



ÎÁÇÎÐÛ

9ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 • 2017

Двухкритериаëüная заäа÷а äëя нахожäения па-
раìетров портфеëя ставится сëеäуþщиì образоì:

xiM
ν( ) → max,

xixjCov( , ) → min.

Зна÷ение ν, 0 ≤ ν ≤ 1, с÷итается выбранныì; ν = 0
соответствует пессиìисти÷ноìу сöенариþ, ν = 1 —
оптиìисти÷ноìу.
В соответствии с опреäеëениеì 12 эффективно-

ãо реøения ìноãокритериаëüной заäа÷и портфеëü
называется эффективныì, есëи неëüзя изìенитü
параìетры портфеëя так, ÷тобы äисперсия äохоä-
ности портфеëя уìенüøиëасü, а ожиäание äохоä-
ности портфеëя не уìенüøиëосü, и неëüзя изìе-
нитü параìетры портфеëя так, ÷тобы ожиäание
äохоäности портфеëя увеëи÷иëосü, а äисперсия
äохоäности портфеëя не увеëи÷иëасü.
Заäа÷а портфеëüной теории в не÷етко-сëу÷ай-

ной постановке рассìатривается в ряäе работ,
при÷еì не тоëüко в виäе äвухкритериаëüной за-
äа÷и. Наприìер, в работе [57] в ка÷естве третüеãо
критерия ìаксиìизируется ëиквиäностü портфе-
ëя. В этой же работе привоäится äостато÷но поä-
робный список пубëикаöий, в которых заäа÷а пор-
тфеëüной теории рассìатривается в не÷еткой пос-
тановке. В работе [58] изу÷ается поäхоä, бëизкий
к ìаксиìизаöии ожиäаеìой поëезности. Моãут
рассìатриватüся и заäа÷и, ãäе параìетры портфе-
ëя явëяþтся не÷еткиìи ÷исëаìи [59]. Составëение
портфеëей с приìенениеì ìетоäов возìожност-
ноãо проãраììирования изу÷ается, наприìер, в
работах [60, 61].
Разуìеется, ìетоäы не÷етко-сëу÷айноãо ìате-

ìати÷ескоãо проãраììирования приìеняþтся не
тоëüко в портфеëüной теории. Наприìер, в работе
[62] обсужäается испоëüзование не÷етко-сëу÷ай-
ных веëи÷ин при обоëо÷е÷ноì анаëизе äанных.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

За непоëные пятüäесят ëет своеãо существова-
ния не÷еткое ìатеìати÷еское проãраììирование
превратиëосü в боëüøое и разветвëенное нау÷ное
направëение, стаëо оäниì из основных поäхоäов к
реøениþ заäа÷ оптиìизаöии. В настоящее вреìя
прикëаäные заäа÷и из саìых разных обëастей ре-
øаþтся с поìощüþ ìетоäов не÷еткоãо ìатеìати-
÷ескоãо проãраììирования.
В работе äана кëассификаöия заäа÷ не÷еткоãо

ìатеìати÷ескоãо проãраììирования. Оказывает-
ся, ÷то ÷исëо разëи÷ных типов заäа÷ не÷еткоãо
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования оöенивается
нескоëüкиìи тыся÷аìи. Рассìотрены заäа÷и с не-
÷еткиìи параìетраìи, заäа÷и возìожностноãо

проãраììирования. Преäставëен сиììетри÷ный
поäхоä, при котороì критерии и оãрани÷ения вы-
ступаþт как равноправные. Затронуты заäа÷и не-
÷етко-сëу÷айноãо проãраììирования.
Пряìыì обобщениеì не÷етких ìножеств яв-

ëяþтся не÷еткие ìножества типа 2. Окажутся ëи
не÷еткие ìножества типа 2 настоëüко же востре-
бованныìи в ìатеìати÷ескоì проãраììировании,
наскоëüко востребованныìи они оказаëисü в тео-
рии систеì? Ответ на этот вопрос принаäëежит бу-
äущеìу.
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