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К наäежности и безопасности техни÷еских
систеì ответственноãо назна÷ения преäъявëяþт-
ся жесткие требования, ÷то привоäит к необхоäи-
ìости разработки коìпëекса ìер по обеспе÷ениþ
их отказоустой÷ивости. Существуþщие поäхоäы
к обеспе÷ениþ отказоустой÷ивости преäпоëаãаþт
резервирование ëибо форìирование спеöиаëüноãо
управëения, которое позвоëяет сохранятü важней-
øие характеристики систеìы при наëи÷ии в ней
äефектов (возìожно, при ухуäøении второстепен-
ных характеристик). Посëеäний поäхоä принято
называтü аккоìоäаöией к äефектаì [1].

Разëи÷аþт пассивный и активный поäхоäы к ре-
øениþ заäа÷и аккоìоäаöии [1]. Пассивный поäхоä
преäпоëаãает, ÷то закон управëения изна÷аëüно
разработан так, ÷то обеспе÷ивает аäаптаöиþ к па-
раìетри÷ескиì возìущенияì, вызываеìыì äефек-
таìи. Возìожности пассивноãо поäхоäа оãрани-
÷иваþтся так называеìыìи «ìаëыìи» äефектаìи.
В основе активноãо поäхоäа ëежит форìирование
новоãо управëения, позвоëяþщеãо в той иëи иной
степени устранитü вëияние äефектов на систеìу.
Активный поäхоä преäоставëяет боëüøе возìож-
ностей, оäнако еãо реаëизаöия требует, как ìини-
ìуì, преäваритеëüноãо обнаружения äефектов.
Боëее тоãо, ìноãие существуþщие ìетоäы, разра-
ботанные в раìках активноãо поäхоäа, преäпоëа-
ãаþт преäваритеëüное оöенивание разìера äефекта
(÷то требует äопоëнитеëüных вреìенных и вы÷ис-

ëитеëüных затрат), посëе ÷еãо заäа÷а аккоìоäаöии
ìожет бытü реøена на основе ìетоäов оптиìаëü-
ноãо управëения [2], H

∞
-оптиìизаöии [3], сëеже-

ния за этаëонной ìоäеëüþ [4] и аäаптивноãо уп-
равëения [5].

Даëее реøение заäа÷и аккоìоäаöии связыва-
ется с форìированиеì управëения, при котороì
обеспе÷ивается поëная развязка от возäействий,
вызываеìых äефектаìи. Такой ìетоä преäпо÷ти-
теëен в тех сëу÷аях, коãäа оöенивание разìера äе-
фектов по теì иëи иныì при÷инаì не преäставëя-
ется возìожныì иëи неöеëесообразно; еãо приìе-
нение позвоëяет сократитü вреìенные затраты на
форìирование новоãо управëения и, как сëеäст-
вие, повыситü эффективностü аккоìоäаöии.

Поäобный ìетоä быë также рассìотрен в рабо-
те [6], ãäе реøение пробëеìы аккоìоäаöии äëя
неëинейных систеì с ãëаäкиìи функöияìи быëо
поëу÷ено на основе аëãебры функöий и äиффе-
ренöиаëüной ãеоìетрии. В настоящей работе äëя
реøения этой пробëеìы приìенен ëоãико-äина-
ìи÷еский поäхоä [7—9]. Еãо особенностü состоит
в тоì, ÷то он позвоëяет работатü с неäифференöи-
руеìыìи неëинейностяìи. Поäхоä не ãарантирует
поëу÷ения оптиìаëüноãо реøения заäа÷и в сìысëе
разìерности поëу÷аеìых систеì, но он оперирует
ìетоäаìи ëинейной аëãебры, ÷то существенно уп-
рощает реøение заäа÷и. Кроìе тоãо, поäхоä при-
ìениì к систеìаì с ëинейной функöией выхоäа и
äинаìикой, привоäиìой к виäу, описываеìоìу
сëеäуþщиìи уравненияìи:

(t) = Fx(t) + Gu(t) + Cϕ(Ax(t), u(t)) + Lϑ(t),
y(t) = Hx(t). (1)

На основе ëоãико-äинаìи÷ескоãо поäхоäа преäëожен ìетоä реøения заäа÷и управëения
неëинейныìи äинаìи÷ескиìи систеìаìи с äефектаìи.

Ключевые слова: неëинейная äинаìи÷еская систеìа, äефект, отказоустой÷ивое управëение, ëоãи-
ко-äинаìи÷еский поäхоä.

 1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ.
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Зäесü x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, y(t) ∈ R l — векторы
состояния, управëения и выхоäа; F, G, H и L —
известные ìатриöы соответствуþщих разìеров;

ϕ(Ax(t), u(t)) =  — векторная фун-

кöия, ϕ
i
 — неëинейная (возìожно, неäифферен-

öируеìая) функöия; A
i
 — ìатриöа-строка, 1 m i m r;

C — ìатриöа разìера nЅr: есëи в правуþ ÷астü урав-
нения äëя i-й коìпоненты вектора состояния ис-
хоäной систеìы вхоäит неëинейностü ϕ

j
(A

j
x(t), u(t)),

то C(i, j) ≠ 0, в противноì сëу÷ае C(i, j) = 0;

ϑ(t) ∈ R
v — вектор, описываþщий äефекты: при

отсутствии äефектов ϑ(t) = 0, при их возникнове-
нии ϑ(t) становится неизвестной функöией вреìе-
ни. Буäеì также обозна÷атü систеìу (1) без неëи-
нейности ϕ(Ax(t), u(t)) тройкой Σ = (F, G, H ).

Преäпоëаãается, ÷то заäа÷а обнаружения äефек-
тов реøается известныìи ìетоäаìи, наприìер,
описанныìи в работах [1, 8, 9]. Поскоëüку функ-
öия вреìени ϑ(t) неизвестна, реøение заäа÷и уп-
равëения на основе ìоäеëи (1) при наëи÷ии в сис-
теìе äефектов невозìожно. Дëя преоäоëения этой
труäности преäëаãается форìироватü вектор уп-
равëения u(t) в виäе

u(t) = g(y(t), x
0
(t), u

*
(t)) (2)

äëя некоторой функöии g, ãäе u*(t) ∈ Rm — новый

вектор управëения, x
0
(t) ∈ R s, s m n, — вектор со-

стояния вспоìоãатеëüной систеìы Σ
0
, поäëежа-

щей опреäеëениþ и описываеìой уравнениеì

(t) = F
0
x

0
(t) + G

0
u(t) + J

0
y(t) +

+ C0ϕ(A0x0(t), y(t), u(t)). (3)

Моäеëü (3) не зависит от неизвестноãо вектора
ϑ(t) и ìожет бытü испоëüзована äëя построения
набëþäатеëя, оöениваþщеãо некоторуþ ëинейнуþ
функöиþ от вектора состояния исхоäной систеìы
при наëи÷ии в ней äефектов; эта функöия опреäе-
ëяется äаëее.

По анаëоãии с работой [6] преäпоëаãается, ÷то
ìоäеëü, поëу÷енная поäстановкой уравнения (2) в
первое из уравнений (1), ìожет бытü преобразо-
вана к систеìе Σ*, описываеìой в общеì сëу÷ае

уравнениеì

(t) = F
*
x

*
(t) + G

*
u

*
(t) + C

*
ϕ(A

*
x

*
(t), u(t)) (4)

с вектороì состояния x*(t) ∈ Rp, p m s. Есëи äефект

возник и обнаружен, а управëение (2) существует,

то пробëеìа управëения исхоäной систеìой реøа-
ется на основе ìоäеëи (4), которая не соäержит не-
известный вектор ϑ(t), äëя ÷еãо нахоäится требуе-
ìое управëение u*(t) и затеì по форìуëе (2) опре-

äеëяется управëение u(t), поäаваеìое на систеìу с
äефектоì. В резуëüтате описанных äействий воз-
никает эффект аккоìоäаöии к äефектаì. Описан-
ная схеìа управëения преäставëена на рис. 1.

Отìетиì, ÷то испоëüзование управëения (2)
преäпоëаãает äвижение систеìы (1) тоëüко в неко-
тороì поäпространстве ее пространства состояний,
которое соответствует пространству состояний сис-
теìы (4). Отсþäа сëеäует, ÷то öеëü управëения äо-
стиãается соответствуþщиì выбороì траектории в
этоì поäпространстве. Необхоäиìостü существо-
вания соответствуþщей траектории (иëи необхо-
äиìостü корректировки öеëи управëения äëя на-
хожäения такой траектории) оãрани÷ивает обëастü
приëожения рассìатриваеìоãо поäхоäа.

Заäа÷а, реøаеìая в настоящей работе, состоит
в опреäеëении усëовий существования закона уп-
равëения (2) и всех ìатриö, описываþщих систе-
ìы (3) и (4), на основе ëоãико-äинаìи÷ескоãо поä-
хоäа, описанноãо в работах [7—9]. Дëя уäобства
äаëüнейøеãо изëожения привеäеì еãо краткое
описание.

1. ËÎÃÈÊÎ-ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ

Лоãико-äинаìи÷еский поäхоä преäпоëаãает выпоë-
нение сëеäуþщих трех øаãов [7—9].

1. Заìена неëинейной систеìы (1) так называеìой
ëоãико-äинаìи÷еской (ЛД) систеìой, соäержащей не-
скоëüко ëинейных поäсистеì и ëоãи÷еских усëовий
опреäеëенноãо виäа.

2. Реøение заäа÷и äëя ЛД систеìы и поëу÷ение ЛД
форìы систеìы (3).

3. Преобразование ЛД форìы в неëинейнуþ систеìу.

Дëя иëëþстраöии поäхоäа рассìотриì простой
сëу÷ай с еäинственной неëинейностüþ виäа Cϕ(Ax(t),
u(t)) = G'u(t)sign(Ax(t)) äëя некоторой ìатриöы G′ и
ìатриöы-строки A.

ϕ1 A1x t( ) u t( ),( )

...

ϕr Ar x t( ) u t( ),( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·0

x· *

Рис. 1. Схема управления системой
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На первоì øаãе исхоäная систеìа заìеняется ЛД
систеìой, которая состоит из трех ëинейных поäсистеì
Σ
1
 = (F, G – G', H), Σ

2
 = (F, G, H), Σ

3
 = (F, G + G', H )

и трех ëоãи÷еских усëовий Ax(t) < 0, Ax(t) = 0, Ax(t) > 0.
Есëи выпоëняется усëовие Ax(t) < 0, то (при отсутствии

äефектов) ìоäеëü (1) приниìает виä Σ
1
: (t) = Fx(t) +

+ (G – G')u(t), есëи Ax(t) = 0, то виä Σ
2
: (t) = Fx(t) +

+ Gu(t), есëи Ax(t) > 0, то виä Σ
3
: (t) = Fx(t) + (G +

+ G')u(t). Важно, ÷то все три ìоäеëи соäержат оäина-
ковуþ ìатриöу F. Буäеì называтü Σ

2
 ëинейной ÷астüþ

систеìы (1).

На второì øаãе строится ЛД форìа систеìы (3).
Преäпоëаãается, ÷то ее структура анаëоãи÷на ЛД струк-
туре исхоäной систеìы, т. е. существуþт три поäсисте-
ìы Σ

01
, Σ

02
, Σ

03
 и ìатриöа-строка A

0
 такие, ÷то выпоë-

няется сëеäуþщее: есëи A
0
z < 0, то систеìа (3) прини-

ìает виä Σ
01

: (t) = F
0
x
0
(t) + (G

0
 – )u(t) + J

0
y(t), ес-

ëи A
0
z = 0, то виä Σ

02
: (t) = F

0
x
0
(t) + G

0
u(t) + J

0
y(t),

есëи A
0
z > 0, то виä Σ

03
: (t) = F

0
x
0
(t) + (G

0
 + )u(t) +

+ J
0
y(t). Зäесü F

0
, G

0
, J

0
 и  — ìатриöы, поäëежащие

опреäеëениþ, z = .

Дëя построения ëинейной ÷асти систеìы (3) преä-
поëожиì, ÷то существует ìатриöа Φ с усëовиеì
Φx(t) = x

0
(t) ∀t при отсутствии äефектов. Известно [8],

÷то äëя этой ìатриöы выпоëняþтся сëеäуþщие соот-
ноøения:

ΦF = F
0
Φ + J

0
H,  G

0
 = ΦG. (5)

Известно также [8, 9], ÷то систеìа (3) буäет сво-
боäна от неизвестноãо вектора ϑ(t), коãäа выпоëняет-
ся равенство ΦL = 0. Дëя соãëасования ëоãи÷еских
усëовий исхоäной ЛД систеìы и ЛД систеìы (3) преä-
поëожиì, ÷то выпоëняþтся сëеäуþщие усëовия: есëи
Ax(t) < 0, то A

0
z < 0, есëи Ax(t) = 0, то A

0
z = 0, есëи

Ax(t) > 0, то A
0
z > 0. Поскоëüку x

0
(t) = Φx(t) и y(t) = Hx(t),

т. е. A
0
z = A

0
 = A

0
x, эти усëовия выпоëняþтся,

есëи A = A
0

. Посëеäнее равенство эквиваëентно

ранãовоìу равенству

rank  = rank . (6)

Это соотноøение преäставëяет собой äопоëнитеëü-
ное к соотноøенияì (5) оãрани÷ение на ìатриöу Φ.

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ S
0

Матриöа Φ ìожет бытü поëу÷ена сëеäуþщиì

образоì. Ввеäеì ìатриöу L0 ìаксиìаëüноãо ранãа

такуþ, ÷то L0
L = 0. Усëовие ΦL = 0 тоãäа экви-

ваëентно равенству Φ = NL0 äëя некоторой ìат-

риöы N. Заìена ìатриöы Φ в первоì из урав-

нений (5) на NL0 äает уравнение NL0
F = F

0
NL

0 +

+ J
0
H, которое ìожет бытü преобразовано к виäу

(N – F0N – J0)  = 0. Это выражение ìожно

рассìатриватü как оäнороäное аëãебраи÷еское

уравнение äëя неизвестных ìатриö N, F
0
 и J

0
.

Пустü ìатриöа (A B C) äает все ëинейно незави-

сиìые реøения этоãо уравнения, т. е.

(A B C)  = 0. (7)

Дëя тоãо ÷тобы ìатриöы A и B ìоãëи бытü ис-

поëüзованы äëя построения систеìы (3), äоëжно

выпоëнятüся соотноøение B = –F
0
A äëя некото-

рой ìатриöы F
0
, поскоëüку A = N и B = –F

0
N. Дëя

поëу÷ения ìатриö, уäовëетворяþщих этоìу требо-

ваниþ, найäеì строки ìатриöы B, ëинейно неза-

висиìые от строк ìатриöы A, и уäаëиì их из ìат-

риöы (A B C). Обозна÷иì поëу÷еннуþ ìатриöу ÷е-

рез (A0 B0 C0) и поëожиì N = A0, Φ = NL0. Есëи при

ΦG' ≠ 0 ìатриöа Φ уäовëетворяет усëовиþ (6), то

ЛД систеìа (3) ìожет бытü построена, в против-

ноì сëу÷ае — нет; при ΦG' = 0 усëовие (6) ìожно

не проверятü. При поëожитеëüноì исхоäе провер-

ки поëожиì G0 = ΦG и J0 = –C0; ìатриöа F0 явëя-

ется реøениеì уравнения F0N = –B0. В резуëüтате

поëу÷аеì ëинейнуþ ÷астü систеìы (3), описывае-

ìуþ уравнениеì (t) = F0x0(t) + G0u(t) + J0y(t).

На третüеì øаãе поëу÷енная ЛД систеìа преоб-

разуется в неëинейнуþ. Дëя этоãо соãëасно работе

[8] неëинейный ÷ëен u(t)sign(A
0
x(t)) с  = ΦG'

и ìатриöей A0, поëу÷енной из уравнения A = A0 ,

äобавëяется в правуþ ÷астü уравнения, описываþ-

щеãо ëинейнуþ ÷астü, ÷то äает окон÷атеëüное вы-

ражение äëя систеìы (3):

(t) = F0x0(t) + G0u(t) + J0y(t) +

+ u(t)sign(A
0
x(t)).

x·

x·

x·

x·0 G
0
'

x·0

x·0 G
0
'

G
0
'

x
0

y⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x
0

y⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ Φ

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Φ

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Φ

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Φ
H

A⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

L
0
F

L
0

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

L
0
F

L
0

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·0

G0' G0'

Φ

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x·0

G0'
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3. ÎÁÎÁÙÅÍÈß

Преäëоженный поäхоä ìожет бытü приìенен
äëя äруãих типов неëинейностей, вкëþ÷ая ãëаä-
кие (äифференöируеìые), наприìер, G'u(t)sin(Ax),
G'u(t)log(Ax) и äр. Действитеëüно, рассìотриì ÷ëе-

ны G'u(t)sign(Ax) и u(t)sign(A
0
z(t)) в систеìах (1)

и (3) соответственно. Ясно, ÷то посëеäний поëу-
÷ен в резуëüтате опреäеëенноãо преобразования
первоãо, и ëоãико-äинаìи÷еский поäхоä äает пра-
виëа такоãо преобразования. Поэтоìу неëиней-
ностü G'u(t)sin(Ax) в исхоäной систеìе äаст ÷ëен

u(t)sin(A0z(t)) в систеìе (3). В этоì сëу÷ае оãра-

ни÷ение (6) отражает уже не ëоãику, а усëовия со-
ãëасования неëинейностей в систеìах (1) и (3). Ло-
ãи÷еский сìысë этоãо оãрани÷ения сохраняется
äëя неëинейностей типа ëþфт, ãистерезис, насы-
щение, а также в сëу÷ае кусо÷но-ëинейной ап-
проксиìаöии функöий, вхоäящих в правуþ ÷астü
ìоäеëи исхоäной систеìы.

Есëи ìоäеëü (1) соäержит нескоëüко неëиней-
ностей, то ìатриöа A в усëовии (6) заìеняется на

ìатриöу A' = (   ... )T, ãäе j
1
, j

2
, ..., j

d
 — но-

ìера ненуëевых стоëбöов ìатриöы C
0
 = ΦC. На

третüеì øаãе неëинейный ÷ëен äобавëяется в пра-
вуþ ÷астü ëинейной ÷асти систеìы (3) в виäе

C0• , ãäе ìатриöы-строки ,

, ...,  опреäеëяþтся из ëинейных аëãебра-

и÷еских уравнений A
j
 = A0j , j = j1, j2, ..., jd.

Дëя тоãо ÷тобы ëинейная ÷астü систеìы отра-
жаëа структуру исхоäной неëинейной, необхоäиìо
соответствуþщиì образоì выбиратü ìатриöу F,
оäновреìенно преобразуя неëинейный ÷ëен. В об-
щеì сëу÷ае рекоìенäуется испоëüзоватü ìатриöу
äинаìики исхоäной систеìы в виäе F + CA, а не-
ëинейный ÷ëен — в виäе Cϕ(Ax(t), u(t)) – CAx(t).
Во ìноãих сëу÷аях к строкаì ìатриöы F äостато÷-
но äобавитü тоëüко отäеëüные ÷ëены виäа A

j
x(t).

Обобщая и нескоëüко упрощая, ìожно сказатü,
÷то ëоãико-äинаìи÷еский поäхоä состоит в реøе-
нии поставëенной заäа÷и äëя ëинейной ÷асти ис-
хоäной неëинейной систеìы и äобавëении в поëу-
÷енное ëинейное реøение опреäеëенныì образоì
преобразованнуþ неëинейнуþ составëяþщуþ ис-
хоäной систеìы.

4. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ S
*

Дëя построения систеìы (4) преäпоëожиì, ÷то

векторная функöия G
0
u(t) + C

0
ϕ(A

0
z(t), u(t)), иìе-

þщая s коìпонент, соäержит m', m' m m, коìпо-

нент вектора u и функöия ϕ äифференöируеìа по

этиì коìпонентаì. Без потери степени общности

преäпоëожиì, ÷то это буäут первые m' коìпо-

нент: u1, u2, ..., um'
. Преäпоëожиì также, ÷то äëя

всех x
0
 ∈ R s, y ∈ R l и u ∈ Rm справеäëиво равенство

rank (G
0
u(t) +

+ C
0
ϕ(A

0
z(t), u(t)))  = c (8)

äëя некотороãо c. Даëее ввеäеì ìатриöу Ψ такуþ,

÷то x
*
(t) = Ψx(t) ∀t. Дифференöируя обе ÷асти это-

ãо равенства по вреìени и у÷итывая ìоäеëü (1) при

ϑ(t) = 0, поëу÷аеì (t) = Ψ(Fx(t) + Gu(t) +

+ Cϕ(Ax(t), u(t))). Из резуëüтатов работы [6] сëе-

äует, ÷то ìатриöы Φ и Ψ связаны соотноøениеì

Ψ = MΦ äëя некоторой ìатриöы M. Опреäеëяя

ìатриöу Ψ, рассìотриì äва сëу÷ая.

1. Есëи s = c, поëожиì M = I
c Ѕ c

, ãäе I
c Ѕ c

 — еäи-

ни÷ная c Ѕ c ìатриöа, откуäа Ψ = Φ. Из равенства

x*(t) = Ψx(t) = Φx(t) = x0(t) и ìоäеëей (3) и (4) сëе-

äует соотноøение

F*x*(t) + G*u*(t) + C*ϕ(A*x*(t), u*(t)) =

= F0x0(t) + G0u(t) + J0y(t) +

+ C
0
ϕ(A

0
x

0
(t), y(t), u

*
(t)), (9)

которое явëяется основой äëя построения закона

управëения (2). Поскоëüку в выражение (2) по

преäпоëожениþ не вхоäит вектор состояния x
*
,

приìеì F* = 0 и C* = 0. Кроìе тоãо, äëя упроще-

ния проöесса управëения систеìой Σ
*
 поëожиì

C
*
= I

c Ѕ c
. В резуëüтате поëу÷аеì сëеäуþщуþ ìо-

äеëü систеìы Σ*:

(t) = u*i(t),  1 m i m c, (10)

т. е. äëя управëения систеìой (4) необхоäиìо

опреäеëитü первые c коìпонент вектора u*(t).

Остаëüные коìпоненты ìоãут бытü выбраны про-

извоëüно, наприìер, ìожно принятü u
*i
(t) = 0,

c + 1 m i m m. ♦

G0'

G0'

Aj
1

T
Aj

2

T
Aj

d

T

ϕj
1
A0j

1
x t( ) u t( ),( )

...

ϕj
d
A0j

d
x t( ) u t( ),( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

A0j
1

A0j
2

A0j
d

Φ

H⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝
⎛

u1 u2 ... um', , ,( )∂
∂

⎠
⎞

x· *

x· *i
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2. Есëи s > c, найäеì ìатриöу P, соäержащуþ c
строк, такуþ, ÷то

rank (PG
0
u(t) +

+ PC
0
ϕ(A

0
z(t), u(t)))  = c (11)

äëя всех x ∈ Rn и u ∈ Rm. Преäставиì ìатриöу Ψ

в виäе Ψx = x =  = x
*
, ãäе Ψ(1) = PΦ,

Ψ(2) = QΦ äëя некоторой ìатриöы Q, ÷то соответс-

твует M = . Из сказанноãо сëеäует, ÷то систеìа

Σ* ищется в виäе коìпозиöии äвух поäсистеì. Как

и ранее, поëожиì F
*
 = 0, C

*
 = 0 и C

*
 = I

c Ѕ c
, ÷то в

резуëüтате äает

(t) = u*i(t),  1 m i m c.

Остаëüные коìпоненты вектора u*(t), как и ра-

нее, ìоãут бытü выбраны произвоëüно. ♦

Преäпоëаãается, ÷то вектор  = Ψ(2)
x = QΦx

уäовëетворяет уравнениþ

(t) = F* (t) + J* (t) + C*ϕ , (12)

т. е. он не зависит от вектора управëения. Из этоãо

уравнения и уравнения  = QΦx поëу÷аеì

(t) = QΦ(Fx(t) + Gu(t) + Cϕ(Ax(t), u(t)) +
+ Lϑ(t)) = Q(F0x(t) + G0u(t) + C0ϕ(Ax(t), u(t))) =

= F
*

(t) + J
*

(t) + C
*
ϕ ,

откуäа сëеäует, ÷то ìатриöа Q äоëжна уäовëетво-

рятü усëовиþ Q G0 + C0 ϕ(Ax, u)  = 0. Такая

ìатриöа ìожет бытü поëу÷ена сëеäуþщиì обра-
зоì. Ввеäеì ìатриöу Q* ìаксиìаëüноãо ранãа та-
куþ, ÷то

Q* G0 + C0 ϕ(Ax, u)  = 0, (13)

тоãäа Q = N*Q* äëя некоторой ìатриöы N*. Из

ìоäеëи (12) и соотноøений (t) = PΦ(t) и

(t) = QΦ(t) сëеäует равенство QΦF = F
*
QΦ +

+ J
*
PΦ. Как и в сëу÷ае систеìы Σ

0
, оно эквиваëен-

тно равенству

(N* – F*N
* – J*)  = 0. (14)

По анаëоãии с ìатриöей (A0 B0 C0) поëу÷иì
ìатриöу (A* B* C*), ÷то в итоãе äает N* = A* и
J* = –C*; ìатриöы F* и A* — это реøения уравне-

ний F
*
N* = –B* и A = A

*
 соответственно;

приìеì Q = N*Q*, C* = QC0. Такиì образоì, по-

ëу÷ены все ìатриöы, вхоäящие в ìоäеëü (12).

5. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÇÀÊÎÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Конструируя закон управëения, рассìотриì
÷етыре сëу÷ая.

1. Пустü c = m' и s = c, то из равенств (9), F
*
 = 0,

C
*
 = 0 и G

*
 = I

c Ѕ c
 сëеäует уравнение

F0x0(t) + G0u(t) + J0y(t) + C0ϕ(A0z(t), u(t)) =

= u*(t) (15)

с вектороì u
*
 разìерности c. Поскоëüку c = m' и

s = c, оно разреøиìо относитеëüно переìенных
u1, u2, ..., uc и соãëасно выражениþ (2) переìенные

u1, u2, ..., uc ìоãут бытü опреäеëены с поìощüþ не-

которых функöий g
1
, g

2
, ..., g

c
 сëеäуþщиì образоì:

u
i
(t) = g

i
(y(t), x

0
(t), u

*1
(t), ..., u

*c
(t)),

1 m i m c = m'. (16)

Поëожиì u
i
(t) = u

*1
(t), m' + 1 m i m m, äëя ос-

таëüных m – m' коìпонент. Отìетиì, ÷то в неко-
торых сëу÷аях равенство (8) ìожет наруøатüся äëя

некоторых зна÷ений вектора u ∈ Rm, но уравнение
(15) остается разреøиìыì. В ÷астноì сëу÷ае, коã-

äа m' = m, rank(G0) = c и C0 = 0, выражение (16)

приниìает виä

u(t) = (u*(t) – F0x0(t) – J0y(t)). ♦

2. Есëи c = m' и c < s, то равенство (15) с у÷етоì
опреäеëения ìатриöы P соãëасно равенству (11)
перехоäит в уравнение

P(F0x0(t) + G0u(t) + J0y(t) + C0ϕ(A0z(t), u(t))) =

= u
*
(t),

⎝
⎛

u1 u2 ... um', , ,( )∂
∂

⎠
⎞

Ψ 1( )

Ψ 2( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ x

*

1( )

x
*

2( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

P

Q⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x· *i
1( )

x
*

2( )

x· *
2( )

x
*

2( )
x

*

1( )
A*

x*

1( )
t( )

x*

2( )
t( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝ ⎠
⎜ ⎟
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x
*

2( )

x· *
2( )

x
*

2( )
x

*

1( )
A*

x*

1( )
t( )

x*

2( )
t( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

⎝
⎛

u∂
∂

⎠
⎞

⎝
⎛

u∂
∂

⎠
⎞

x
*i
1( )

x
*
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которое разреøиìо относитеëüно переìенных u
1
,

u
2
, ..., u

m'
 в форìе (16). ♦

3. Есëи c < m' и s = c, выражение G0u(t) +

+ C0ϕ(A0z(t), u(t)) соäержит избыто÷ные коìпо-

ненты вектора u. В этоì сëу÷ае ìожно поëу÷итü не
отäеëüные коìпоненты вектора u(t) (как это äается
выражениеì (16)), а тоëüко их коìбинаöии в виäе

ψ
i
(u(t)) = g

i
(y(t), x0(t), u*1, ..., u*c(t)),  1 m i m c,

äëя некоторых функöий ψ
1
, ψ

2
,..., ψ

c
. В ÷астноì

сëу÷ае, коãäа G0 = (G* ), rank(G0) = rank(G*) = c

и C0 = 0, из уравнения (15) сëеäует простое

выражение

(I
c Ѕ c

)u(t) = (u
*
(t) – F

0
x

0
(t) – J

0
y(t)),

в явноì виäе заäаþщее отìе÷енные выøе коì-

бинаöии коìпонент вектора u(t); зäесü  — ëе-
вая обратная ìатриöа к ìатриöе G

*
. ♦

4. Есëи c < m' и c < s, все сказанное в п. 3 äоëжно
приìенятüся к выражениþ P(G

0
u(t) + C

0
ϕ(A

0
z(t),

u(t))) и ìатриöе PG
0
, ãäе ìатриöа P опреäеëяется

соãëасно выражениþ (11). ♦

6. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß Ê ÇÀÄÀ×Å ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Как уже ãовориëосü, эффект аккоìоäаöии
обеспе÷ивается теì, ÷то при наëи÷ии в систеìе
äефектов заäа÷а управëения реøается на основе
ìоäеëи (4). Пустü, наприìер, требуется найти уп-
равëение, перевоäящее систеìу (1) из состояния

x
1 = x(t

1
) в состояние x2 = x(t

2
). Дëя реøения этой

заäа÷и нахоäятся состояния систеìы (4)  = Ψx1 и

 = Ψx2 (äëя простоты рассìотриì сëу÷ай s = c).
Как сëеäует из ìоäеëи (10), систеìа Σ

*
 иìеет эëе-

ìентарное описание, ÷то позвоëяет поëу÷итü äëя
нее ис÷ерпываþщее реøение заäа÷и терìинаëüно-

ãо управëения. Поскоëüку составëяþщие в ìоäеëи
(10) независиìы äруã от äруãа, кажäуþ из них
ìожно рассìатриватü отäеëüно. Так как i-я коì-
понента вектора управëения совпаäает со скоро-
стüþ изìенения соответствуþщей коìпоненты
вектора состояния x*, то управëение, изìеняþщее

зна÷ение еãо i-й коìпоненты с  = x
*i
(t

1
) на

= x*i(t2) в сëу÷ае  = , иìеет о÷евиäный

виä, преäставëенный на рис. 2, ãäе  = (  –

– )/(t2 – t1). Анаëоãи÷ный виä иìеþт реøения

äëя остаëüных коìпонент, поäстановка которых
в уравнение (3) äает управëение äëя исхоäной
систеìы.

Как сëеäует из изëоженноãо, в общеì сëу÷ае
разìерностü вектора состояния x* ìенüøе разìер-

ности вектора x, в резуëüтате ÷еãо перевоä исхоä-

ной систеìы в состояние x2 ìожет осуществëятüся
тоëüко с опреäеëенной степенüþ то÷ности, которая
опреäеëяется ìатриöей Ψ. Это озна÷ает, ÷то пере-

воä ìожет бытü произвеäен в такое состояние x2*,

÷то Ψx2* = Ψx2. При этоì ìожно сказатü, ÷то ука-
занная степенü то÷ности, а также ка÷ество функöи-
онирования систеìы (4) буäут опреäеëятü ка÷ество
функöионирования исхоäной систеìы в присутс-
твии äефектов. Отìетиì, ÷то состояние, факти-
÷ески äостиãнутое в резуëüтате такоãо перевоäа,
ìожет бытü опреäеëено с поìощüþ систеìы Σ

0
;

то÷ностü такоãо опреäеëения äается ìатриöей .

О÷евиäно, ÷то описанная проöеäура построе-
ния закона управëения ìожет бытü приìенена и
тоãäа, коãäа äефекты в систеìе (1) не рассìатри-
ваþтся. В этоì сëу÷ае вìесто систеìы (3) ìожет
бытü взят кëасси÷еский набëþäатеëü Лþенберãера
(иëи фиëüтр Каëìана при необхоäиìости у÷ета
возìущений в äинаìике и изìерениях), форìиру-

þщий оöенку (t) поëноãо вектора состояния ис-
хоäной систеìы. Зäесü наибоëее простой по форìе
резуëüтат поëу÷ается в сëу÷ае, коãäа m' = m äëя

всех x ∈ Rn и u ∈ Rm, ãäе

m' = rank (Gu(t) + Cϕ(Ax(t), u(t))) .

Тоãäа уравнение F (t) + Gu(t) + Cϕ(A (t), u(t)) =
= u*(t) с вектороì u* разìерности m разреøиìо

относитеëüно переìенных u
1
, u

2
, ..., u

m
 и соãëасно

выражениþ (2) переìенные u
1
, u

2
, ..., u

m
 ìоãут

G*'

G
*

L–

G
*

L–
G*' G

*

L–

G
*

L–

Рис. 2. Вид закона управления
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бытü опреäеëены с поìощüþ некоторых функöий
g
1
, g

2
, ..., g

m
 сëеäуþщиì образоì:

u
i
(t) = g

i
( (t), u*1(t), ..., u*m(t)),  1 m i m m.

Простое анаëити÷еское реøение поëу÷ается в

÷астноì сëу÷ае, коãäа rankG = m и G–L
C = 0, пос-

коëüку тоãäа

u(t) = G–L(u*(t) – F (t)).

Есëи m′ < m, то, как и ранее, ìожно найти ìат-
риöу P, соäержащуþ m′ строк, уäовëетворяþщуþ

усëовиþ rank (PGu(t) + PCϕ(Ax(t),

u(t)))  = m′ äëя всех x ∈ Rn и u ∈ Rm, и выразитü

переìенные u1, u2, ..., um′
 из уравнения P(F (t) +

+ Gu(t) + Cϕ(A (t), u(t))) = u
*
(t). Систеìа (4) во

всех рассìотренных сëу÷аях иìеет виä

(t) = u
*i
(t),  1 m i m m'.

7. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì систеìу, описываеìуþ ìоäеëüþ

(t) =

= ,

y(t) = .

Выбереì сëеäуþщие ìатриöы äëя ЛД описания
систеìы:

F = , G = 0,

L = ,  C = ,

A
1
 = (1 0 0 0 0),  A

2
 = (0 1 0 0 0),

A
3
 = (0 0 0 1 0),  A

4
 = (0 –1 1 0 0).

В этоì сëу÷ае неëинейный ÷ëен ϕ(Ax(t), u(t)) при-
ниìает виä

ϕ(Ax(t), u(t)) =

= .

Найäеì ìатриöу L0: L0 = . Уравнение

(7) иìеет нескоëüко ëинейно независиìых реøений:

(A0 B
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0 = . Отсþäа Φ =

= , F
0
 = , J

0
 = ,
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0

= , G
0
 = 0, s = 4. Поскоëüку произвеäе-

ние C
0
ϕ не соäержит неëинейности с переìенной x

2
,

найäеì ìатриöы A
01

, A
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 и A
04

 из уравнения A
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 = A

i0
:
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=(0 0 0 0 0 1 0), A
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=(0 –1 1 0 0 0 0).

В резуëüтате систеìа (3) описывается сëеäуþщиì об-
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ãäе z(t) = . Из виäа правой ÷асти уравнения äëя

систеìы (3) сëеäует, ÷то m' = m = 3. Даëее найäеì ìат-

риöу (C
0
ϕ(A

0
z, u)):

(C
0
ϕ(A

0
z, u)) =

= .

Так как rank (C
0
ϕ(A

0
z, u))  = 3 äëя всех u (за ис-

кëþ÷ениеì некоторых еãо зна÷ений, наприìер, u
3
 = –1),

то c = m' = 3. Поскоëüку s = 4 > c = 3, необхоäиìо
найти ìатриöу P, уäовëетворяþщуþ усëовиþ (11).

Наибоëее простое реøение иìеет виä P = .

Леãко проверитü, ÷то уравнение

P(F
0
x
0
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0
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0
ϕ(A

0
z, u)) =

=  = 

разреøиìо äëя u
i
, 1 m i m 3, и

u
1
 = 0,5exp(u

*1
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1
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1
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3
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u
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3
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u
3
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 – y

2
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3
) –1.

Три первые коìпоненты систеìы (4) иìеþт стан-

äартный виä (10): (t) = u
*i
(t), 1 m i m 3. Поскоëüку

s = 4 > c = 3, необхоäиìо найти ìатриöу Q. Можно
показатü, ÷то усëовие (13) привоäит к ìатриöе Q* =
= (0 0 0 1). Реøение уравнения (14) äает N* = 1,
F
*
= –1, J

*
 = (0 –1 1). Сëеäоватеëüно, Q = (0 0 0 1) и

C
*
 = QC

0
 = (0 0 0 1 0). Поскоëüку произвеäение C

∗

ϕ
соäержит ÷етвертуþ строку функöии ϕ, из уравнения
A
i
= A

i*
Φ найäеì ìатриöы A

*3
 и A

*4
: A

*3
 = (0 0 0 1),

A
*4

= (0 –1 1 0). Описание ÷етвертой коìпоненты сис-

теìы (4) ìожет бытü поëу÷ено по анаëоãии с уравне-
ниеì (3) в сëеäуþщеì виäе:

(t) = (x
*3

(t) – x
*2

(t))exp(–x
*4

(t)).

Такиì образоì, построены систеìы Σ
0
 и Σ

*
, а также

закон управëения (2), на основе которых ìожет осу-
ществëятüся управëение исхоäной систеìой при наëи-
÷ии в ней опреäеëенных äефектов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В раìках реøения заäа÷и аккоìоäаöии äëя сис-
теìы, описанной ìоäеëüþ (1), приìенен ëоãико-
äинаìи÷еский поäхоä, ãарантируþщий нахожäе-
ние управëения, поëностüþ развязанноãо от воз-
äействий, вызываеìых äефектаìи. Особенностü
поäхоäа состоит в приìенении ëинейных ìетоäов
äëя неëинейных систеì с ëинейной функöией
выхоäа и äинаìикой опреäеëенноãо виäа, ÷то
позвоëяет избежатü сëожных анаëити÷еских вы-
÷исëений, характерных äëя аëãебры функöий и
äифференöиаëüной ãеоìетрии. Кроìе тоãо, ëоãи-
ко-äинаìи÷еский поäхоä äает возìожностü рабо-
татü с неëинейныìи систеìаìи, соäержащиìи не-
äифференöируеìые неëинейности.
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