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Иäентификаöия в теории управëения приìеня-
ется äëя реøения заäа÷ по опреäеëениþ ìоäеëей
объектов управëения (техноëоãи÷еских проöессов)
по экспериìентаëüныì äанныì (вхоäныì и вы-
хоäныì сиãнаëаì). В раìках теории иäентифика-
öии развиты и приìеняþтся разëи÷ные поäхоäы и
ìетоäы, реøаþщие схоäные заäа÷и, но иìеþщие
опреäеëенные отëи÷ия. Среäи них ìожно выäе-
ëитü: параìетри÷еские и непараìетри÷еские ìе-
тоäы, иäентификаöиþ в ÷астотной и вреìенной
обëасти, ìетоäы на основе оптиìизаöии, с ис-
поëüзованиеì нейронных сетей и äр. В теории
иäентификаöии поäхоäы разäеëяþтся по разëи÷-
ныì признакаì. В зависиìости от преäпоëаãаеìо-
ãо типа внеøнеãо возìущения, äва основных кëас-
са составëяþт стохасти÷еские ìетоäы, в которых
внеøнее возìущение — сëу÷айный проöесс, и äе-
терìинированные ìетоäы, коãäа внеøнее возìу-
щение — неизвестная äетерìинированная функ-
öия (в этоì сëу÷ае обы÷но поëüзуþтся преäпоëо-
женияìи о ее оãрани÷енности). Поäробнее теория
иäентификаöии и ее ìетоäы описаны, наприìер, в
работах [1—3].

Частотные ìетоäы иäентификаöии øироко
приìеняþтся в теории управëения, в них испоëü-
зуется ÷астотная характеристика объекта управëе-
ния äëя опреäеëения еãо ìоäеëи и нахожäения ее
параìетров [4—6]. В ка÷естве оäноãо из ÷астотных
ìетоäов отìетиì разработанный А.Г. Аëексанäро-
выì ìетоä коне÷но-÷астотной иäентификаöии [7],
который относится к активныì (испоëüзуется ãар-
ìони÷еский испытатеëüный сиãнаë). Моäеëи объ-
екта при этоì поëаãаþтся ëинейныìи, а внеøнее
возìущение — неизвестной оãрани÷енной функ-
öией. Проöесс иäентификаöии состоит из äвух эта-
пов: на первоì провоäится экспериìент, в те÷ение
котороãо опреäеëяþтся ÷астотные параìетры объ-
екта (зна÷ения еãо ÷астотной характеристики на
наборе ÷астот), а на второì этапе реøается систе-
ìа ëинейных уравнений, в резуëüтате ÷еãо поëу-
÷аþтся искоìые оöенки параìетров объекта уп-
равëения. Этот ìетоä развивается в разëи÷ных на-
правëениях: существует äискретный вариант [8],
вариант äëя ìноãоìерных систеì [9], äëя иссëеäо-
вания настраиваеìых параìетров аëãоритìа [10].
В настоящей работе иссëеäуется первый этап

иäентификаöии: экспериìентаëüное опреäеëение
оöенок ÷астотных параìетров с поìощüþ фиëü-
тров Фурüе (äаëее буäеì называтü еãо фиëüтраöи-
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ей). Этот проöесс о÷енü важен, так как от ка÷ества
опреäеëения ÷астотных параìетров во ìноãоì за-
висит итоãовая то÷ностü иäентификаöии. Оøибки
фиëüтраöии возникаþт в экспериìенте из-за не-
нуëевых на÷аëüных усëовий, перехоäных проöес-
сов от испытатеëüноãо сиãнаëа и внеøнеãо воз-
ìущения, а также äействия саìоãо возìущения.
В работе [11] äоказана схоäиìостü оöенок фиëüт-
ров Фурüе к истинныì зна÷енияì ÷астотных па-
раìетров при вреìени фиëüтраöии, стреìящеìся
к бесконе÷ности, и опреäеëенных преäпоëожени-
ях о внеøнеì возìущении; таì же поëу÷ены оöен-
ки äинаìики оøибок фиëüтраöии. Оäнако конст-
руктивноãо аëãоритìа иëи способа испоëüзоватü
эти оöенки äëя опреäеëения äëитеëüности фиëü-
траöии в статüе не привоäится. Настоящая статüя
проäоëжает и развивает резуëüтаты работы [11]:
преäëаãается ìетоä опреäеëения äëитеëüности
фиëüтраöии с поìощüþ анаëоãи÷ных оöенок оøи-
бок фиëüтраöии и привоäятся некоторые сообра-
жения об оöенке текущей то÷ности фиëüтраöии.

1. ÊÎÍÅ×ÍÎ-×ÀÑÒÎÒÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß. 
ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÔÈËÜÒÐÎÂ ÔÓÐÜÅ

Рассìатривается объект управëения виäа

d(s)y = b(s)u + c(s)f, (1)

ãäе y — изìеряеìый скаëярный выхоä объекта; u —
управëяþщее возäействие; f — внеøнее возìуще-
ние, которое преäставëяет собой оãрани÷еннуþ по
ìоäуëþ (| f | < ∞) разëожиìуþ в ряä Фурüе функ-
öиþ; поëиноìы объекта иìеþт виä:

d(s) = dis
i,  b(s) = bis

i,  c(s) = cis
i,

n > m, n > mf ,

поëиноì d(s) преäпоëаãается ãурвиöевыì, s — пе-
реìенная преобразования Лапëаса.
Внеøнее возìущение выãëяäит так:

f(t) = ρfksin(ωfkt + ϕk), (2)

ãäе ρfk, ωfk, ϕk — неизвестные аìпëитуäы, ÷астоты
и фазы внеøнеãо возìущения.
Коне÷но-÷астотная иäентификаöия реøает заäа-

÷у опреäеëения оöенок коэффиöиентов di, i = ,

и bj, j = , объекта управëения. Дëя произвоëü-
ной ÷астоты ω ÷астотныìи параìетраìи объекта
(1) буäеì называтü веëи÷ины:

α(ω) = Re{wyu( jω)},  β(ω) = Im{wyu( jω)}, (3)

ãäе wyu(s) = b(s)/d(s) — переäато÷ная функöия объ-
екта, связываþщая вхоä u с выхоäоì y. Анаëоãи÷но
параìетраì (3), ввеäеì обозна÷ения äëя ÷асто-

тных параìетров по внеøнеìу возìущениþ äëя
÷астоты ωf :

αf (ωf) = Re{wyf( jωf)}, βf(ωf) = Im{wyf ( jωf)},

ãäе wyf(s) = c(s)/d(s) — переäато÷ная функöия объ-
екта, связываþщая внеøнее возìущение f с выхо-
äоì y.
Метоä коне÷но-÷астотной иäентификаöии ос-

нован на экспериìентаëüноì опреäеëении оöенок

÷астотных параìетров (ωi) и (ωi), i = , äëя
набора из n ÷астот, которые выбираþтся извест-
ныì образоì [12]. Даëее реøается систеìа ëиней-
ных уравнений, которая составëяется в сиëу связи

b( jω) = [α(ω) + jβ(ω)]d( jω),

в резуëüтате поëу÷аþтся искоìые оöенки коэф-

фиöиентов поëиноìов объекта , i = , и ,

i = .

Оöенки ÷астотных параìетров (ω) и (ω) äëя
выбранной ÷астоты ω ищутся с поìощüþ фиëüт-
ров Фурüе, при этоì к объекту прикëаäывается ãар-
ìони÷еский испытатеëüный сиãнаë этой ÷астоты:

u(t) = ρsin(ωt), (4)

ãäе ρ — аìпëитуäа испытатеëüноãо сиãнаëа, выби-
раеìая из известных соображений [12].
Саìи фиëüтры Фурüе иìеþт виä:

(ω) = y(t)sin(ωt)dt,

(ω) = y(t)cos(ωt)dt, (5)

ãäе tf — ìоìент на÷аëа фиëüтраöии, а τ — äëитеëü-
ностü проöесса фиëüтраöии.
В статüе [11] иссëеäовано асиìптоти÷еское по-

веäение фиëüтров Фурüе. В ÷астности, äоказана

схоäиìостü (ω) → α(ω), (ω) → β(ω) при τ → ∞
при усëовии, ÷то внеøнее возìущение обëаäает
свойствоì ФФ-фиëüтруеìости (фиëüтруеìости с
поìощüþ фиëüтра Фурüе), которое закëþ÷ается в
тоì, ÷то спектр ÷астот внеøнеãо возìущения не
соäержит иссëеäуеìой испытатеëüной ÷астоты

ωfk ≠ ω, k = , и проверяется экспериìентаëüно.
В этой же работе поëу÷ена äинаìика оøибок оöе-

нок (ω) и (ω):

(6)

i 0=

n

∑
i 0=

m

∑
i 0=

mf

∑

k 0=

∞

∑

0 n,

0 m,

α̂ β̂ 1 n,

di
^ 0 n, bi

^

0 m,

α̂ β̂

α̂ 2
ρτ
------

tf

tf τ+

∫

β̂ 2
ρτ
------

tf

tf τ+

∫

α̂ β̂

0 ∞,

α̂ β̂

α ω( ) α ω( )– 2
τ
--- vae

στ– υa ξa cfa+ + +( ),<

β ω( ) β ω( )– 2
τ
--- vbe

στ– υb ξb cfb+ + +( ),<

^

^
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ãäе va, vb, υa, υb — константы, зависящие от на÷аëü-
ных усëовий; ξa = ξb — коìпоненты, порожäенные
äействиеì испытатеëüноãо сиãнаëа и обращаþщи-
еся в ноëü в ìоìенты вреìени, коãäа äëитеëüностü
фиëüтраöии τ кратна периоäу испытатеëüной ÷ас-
тоты (2π/ω); σ = –max{Re(λi)} — степенü устой÷и-

вости поëиноìа d(s), ãäе λi, i = , — еãо корни;
cfa, cfb — константы, зависящие от внеøнеãо воз-
ìущения (2). Эти неравенства поëу÷ены путеì ана-
ëиза фиëüтров Фурüе (5). Выхоäной сиãнаë объек-
та y(t) при этоì рассìатриваëся как суììа коìпо-
нент, вызванных вëияниеì ненуëевых на÷аëüных
усëовий и äействиеì испытатеëüноãо сиãнаëа u(t)
и внеøнеãо возìущения f(t). Из-за боëüøоãо ÷исëа
неизвестных параìетров, вхоäящих в правуþ ÷астü
неравенств (6), их конструктивное приìенение
äëя опреäеëения äëитеëüности иëи то÷ности поëу-
÷аеìых оöенок ÷астотных параìетров затруäни-
теëüно.
В работе [13] приìеняется ìетоä оöенки äëи-

теëüности фиëüтраöии, основанный на относитеëü-
ной скорости схоäиìости фиëüтров Фурüе, коãäа
проверяþтся öеëевые неравенства

1 –  < ε,  1 –  < ε,

i = 2, 3, ..., (7)

ãäе (i, ω), (i, ω), i = 2, 3, ..., — зна÷ения оöенок
÷астотных параìетров, поëу÷енные в äискретные
ìоìенты вреìени τi = Ti, i = 1, 2, 3, ..., кратные пе-
риоäу иссëеäуеìой ÷астоты

T = 2π/ω, (8)

а ε — выбираеìое небоëüøое ÷исëо. Выпоëнение
усëовий (7) посëе окон÷ания периоäа ifin озна÷ает
заверøение проöесса фиëüтраöии, а поëу÷енные

при этоì оöенки (ifin, ω), (ifin, ω) приниìаþтся
в ка÷естве зна÷ений ÷астотных параìетров объек-
та (1). Оöенка то÷ности поëу÷аеìых ÷астотных па-
раìетров при этоì не привоäится.

2. ÂËÈßÍÈÅ ÂÍÅØÍÅÃÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈß 
ÍÀ ÏÐÎÖÅÑÑ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

Буäеì, как в работе [13], рассìатриватü резуëü-
таты фиëüтраöии в äискретные ìоìенты вреìени
Ti, i = 1, 2, 3, ..., ãäе T с÷итается соãëасно фор-
ìуëе (8). Даëее преäпоëаãается, ÷то ìоìент на÷аëа
фиëüтраöии tf сäвинут от ìоìента поäа÷и на объ-
ект испытатеëüноãо сиãнаëа (4) на вреìя qT, ãäе
q ∈ N — ÷исëо, выбранное так, ÷то за вреìя qT пе-
рехоäные проöессы в объекте закон÷иëисü. Пустü

также внеøнее возìущение (2) äëя простоты со-
äержит оäну ãарìонику ÷астоты ωf с аìпëитуäой ρf

и фазой ϕ, äаëее ÷астоту ωf преäставиì как ωf = ηω,
которой соответствуþт ÷астотные параìетры αf(ηω)
и βf (ηω), тоãäа выхоäной сиãнаë объекта, обозна-

÷енный (t), с высокой то÷ностüþ описывается
суììой синусов и косинусов с ÷астотаìи ω и ωf

и аìпëитуäаìи, равныìи ÷астотныì параìетраì
объекта:

(t) = ρ(α(ω)sin(ωt) + β(ω)cos(ωt)) +
+ ρf (αf (ηω)sin(ηωt + ϕ) + βf(ηω)cos(ηωt + ϕ)). (9)

Поäставив суììу (9) в выражение äëя фиëüтров
Фурüе (5), приняв ìоìент на÷аëа фиëüтраöии tf = 0,
а äëитеëüностü фиëüтраöии τi = Ti, i = 1, 2, 3, ...,
посëе вы÷исëения интеãраëов поëу÷иì анаëити-
÷еские выражения äëя оøибок фиëüтраöии по коì-
поненте внеøнеãо возìущения с ÷астотой ωf:

(10)

Приìенение выражений (10) äëя практи÷еской
корректировки резуëüтатов фиëüтраöии невозìож-
но, оäнако ìожно сäеëатü ряä ка÷ественных за-
кëþ÷ений о проöессе фиëüтраöии:
с поìощüþ фиëüтраöии ìожно вëиятü на ско-
ростü схоäиìости оöенок к истинныì зна÷ени-
яì ÷ерез соотноøение ρf/ρ, увеëи÷ивая по воз-
ìожности аìпëитуäу испытатеëüноãо сиãнаëа.
оøибки, вызванные высоко÷астотныìи коìпо-
нентаìи внеøнеãо возìущения, буäут ис÷езатü
о÷енü быстро, в ÷астности, ìожно не у÷итыватü
высоко÷астотные поìехи (это справеäëиво, так
как испытатеëüная ÷астота выбирается спеöи-
аëüныì образоì [12] из äиапазона собственных
÷астот объекта, äëя которых поìехи изìерения
иìеþт η . 1). И наоборот, есëи η ≈ 1, то с по-

ìощüþ веëи÷ины (η2 – 1) в знаìенатеëе выра-
жения (10) поëу÷иì боëüøой коэффиöиент,
усиëиваþщий оøибку фиëüтраöии по äанной
коìпоненте, ÷то зна÷итеëüно увеëи÷ит äëитеëü-
ностü фиëüтраöии. Поэтоìу жеëатеëüно выби-
ратü испытатеëüные ÷астоты так, ÷тобы в неко-
торой их окрестности не соäержаëосü коìпо-
нент внеøнеãо возìущения.
есëи иссëеäуеìая ÷астота выбрана так, ÷то на-
руøается свойство ФФ-фиëüтруеìости внеø-

1 n,

α i ω,( )

α i 1– ω,( )
---------------------------
^

^ β i ω,( )

β i 1– ω,( )
---------------------------
^

^

α̂ β̂

α̂ β̂

y

y

Δα i ηω,( )
2ρf ηπi( )sin

ρπi η2 1–( )
-------------------------------- ×=

αf ηω( ) ηπi ϕ+( )cos βf ηϕ( ) ηπi ϕ+( )sin–( ),×

Δβ i ηω,( )
2ρf ηπi( )sin

ρπi η2 1–( )
-------------------------------- ×=

αf ηω( ) ηπi ϕ+( )sin βf ηϕ( ) ηπi ϕ+( )cos+( ),×

i 1 2 3 ..., , ,=
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неãо возìущения, т. е. есëи η = 1, то проöесс
фиëüтраöии сойäется к ÷астотныì параìетраì
с оøибкой, которая не отфиëüтровывается с те-
÷ениеì вреìени и соãëасно выраженияì (10)
преäставëяет собой:

Δα(i, ω) = ρf/ρ(αf(ω)cos(ϕ) – βf(ω)sin(ϕ)),

Δβ(i, ω) = ρf/ρ(αf(ω)sin(ϕ) + βf(ω)cos(ϕ)).

Дëя выражений (10) ìожно записатü верхние и
нижние оöенки оøибок:

(11)

ãäе |wyf(ηω)| =  — ìоäуëü переäа-

то÷ной функöии от внеøнеãо возìущения на ÷ас-
тоте ωf = ηω.
Перепиøеì верхние оöенки в выражениях (11),

свернув постоянные веëи÷ины в оäну константу:

Δ (i, ηω) = ,  Δ (i, ηω) = , 

i = 1, 2, 3, ...,

ãäе ca(ηω) = , cb(ηω) = ,

äëя нижних оöенок ìожно сäеëатü анаëоãи÷ные
операöии.
Перехоäя к общеìу виäу внеøнеãо возìущения

(2) и у÷итывая еãо оãрани÷енностü, ìожно запи-
сатü неравенства, схожие с выраженияìи (6), но с
преäпоëожениеì, ÷то перехоäные проöессы закон-
÷иëисü и соответствуþщиìи сëаãаеìыìи в правой

÷асти неравенств ìожно пренебре÷ü (vae
–στ = 0,

vbe
–στ = 0), а остаëüные постоянные сëаãаеìые

(2, υa, υb и cfa, cfb) объеäинены в константы caf и cbf :

(12)

В сëеäуþщеì разäеëе эти неравенства приìе-
няþтся äëя оöенивания äëитеëüности и то÷ности
проöесса фиëüтраöии; описывается способ анаëи-
за резуëüтатов проöесса фиëüтраöии, который поз-

воëяет по текущиì экспериìентаëüныì äанныì
найти оöенки ÷астотных параìетров и оöенитü
схоäиìостü проöесса фиëüтраöии, скоростü кото-
рой опреäеëяет äëитеëüностü фиëüтраöии. Даëее
рассужäения провоäятся äëя оöенки äëитеëüности
и äаны оöенки то÷ности фиëüтраöии по параìетру
α(ω); äëя параìетра β(ω) рассужäения буäут ана-
ëоãи÷ныìи.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ 
È ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ

3.1. Èäåÿ ïîäõîäà

Пустü в проöессе фиëüтраöии посëеäоватеëüно

поëу÷ено l оöенок ÷астотных параìетров (i, ω),

i = , тоãäа зна÷ения параìетров α(ω) и caf из не-
равенств (12) ìожно поëу÷итü с поìощüþ реøе-
ния заäа÷и ëинейноãо проãраììирования:
найти

caf . (13)

Оãрани÷ения в заäа÷е (13) форìируþтся из ус-
ëовия caf > 0 и неравенств (12), которые посëе рас-
крытия ìоäуëя иìеþт форìу, уäобнуþ äëя на-
ãëяäной ãеоìетри÷еской интерпретаöии реøения
заäа÷и:

(14)

Пустü в резуëüтате реøения заäа÷и (13) поëу÷е-
ны оöенки параìетров (ω, l) и (l). Их ãеоìет-

ри÷еский сìысë состоит в тоì, ÷то они опреäеëяþт
äве кривые, заäанные выраженияìи в правой ÷ас-

ти неравенств (14), а все зна÷ения оöенок (i, ω),

i = , ëежат ìежäу ниìи.

Реøение заäа÷и (13) обëаäает свойстваìи:
1) есëи внеøнее возìущение ФФ-фиëüтруеìо,

то при l → ∞ иìеет ìесто схоäиìостü (ω, l) → α(ω);

2) параìетр (l), l = 2, 3, ..., преäставëяет

собой неубываþщуþ ìонотоннуþ посëеäоватеëü-
ностü, преäеë которой сверху оãрани÷ен констан-
той caf .

Пустü при некотороì l иìееì реøение заäа÷и
(13) (ω, l) и (l), äëя котороãо справеäëивы не-

равенства (14). Коãäа в проöессе фиëüтраöии по-
ëу÷ено сëеäуþщее зна÷ение оöенки ÷астотноãо

параìетра (l + 1, ω), возìожны äва варианта еãо
распоëожения относитеëüно кривых, заäаваеìых

η 1→
lim

η 1→
lim

Δα i ηω,( )
2ρf wyf ηω( )

ρπi η2 1–
----------------------------------,=

Δα i ηω,( )
2ρf wyf ηω( )

ρπi η2 1–
----------------------------------– ,=

Δβ i ηω,( )
2ρf η wyf ηω( )

ρπi η2 1–
--------------------------------------,=

Δβ i ηω,( )
2ρf η wyf ηω( )

ρπi η2 1–
--------------------------------------– i, 1 2 3 ...,, , ,= =

αf
2 ηω( ) βf

2 ηω( )+

α
ca ηω( )

i
------------------ β

cb ηω( )
i

------------------

2ρf η wyf ηω( )

ρπ η2 1–
--------------------------------------

2ρf η wyf ηω( )

ρπ η2 1–
--------------------------------------

α i ω,( ) α ω( )–
caf

i
------,≤

β i ω,( ) β ω( )–
cbf

i
------≤ i, 1 2 3 ..., , ,=

^

^

α̂

1 l,

min
α ω( ) caf,

α i ω,( )
caf

i
------ α ω( ),+≤

α i ω,( )
caf

i
------ α ω( ),  i+–≥ 1 l, .=

^

^

α∼ caf
∼

α̂

1 l,

α∼

caf
∼

α∼ caf
∼

α̂
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реøениеì (ω, l) и (l) соãëасно неравенстваì

(14). Есëи выпоëняется усëовие

(l + 1, ω)∈ , (15)

т. е. оöенка (l + 1, ω) ëежит ìежäу äвуìя кривыìи

из неравенств (14), тоãäа реøение (ω, l) и (l)

явëяется оптиìаëüныì äëя l + 1 периоäов фиëüт-
раöии.
Есëи усëовие (15) не выпоëняется, то параìетры

(ω, l) и (l) не явëяþтся реøениеì заäа÷и (13)

äëя набора (i, ω), i = , и ее необхоäиìо ре-

øатü снова, при÷еì äëя новоãо реøения (ω, l + 1)
и (l + 1) ãарантировано буäет выпоëнятüся не-

равенство (l + 1) > (l).

Дëя опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии бу-
äеì поëüзоватüся свойствоì 2, соãëасно котороìу
параìетр (l) ìеняется ìонотонныì образоì.

У÷итывая этот факт, ìожно построитü разные аë-
ãоритìы опреäеëения ìоìента окон÷ания фиëüт-
раöии. В настоящей статüе преäëаãается провести
простуþ проверку относитеëüноãо изìенения зна-
÷ения (l) на некотороì вреìенноì интерваëе.

В проöессе фиëüтраöии буäеì поëüзоватüся скоëü-
зящиì окноì øириной D ∈ N, опреäеëяþщиì не-
которое ÷исëо периоäов иссëеäуеìой ÷астоты ω,
на которых буäеì вы÷исëятü изìенение веëи÷ины

(l) (и соответственно (l)). Цеëевыìи усëови-

яìи äëя опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии
явëяþтся неравенства, похожие на (7), но äëя со-
ответствуþщих параìетров (l) и (l):

1 –  < ε,  1 –  < ε,

i = D + 1, D + 2, D + 3, ...

При оäновреìенноì выпоëнении этих öеëе-
вых усëовий проöесс фиëüтраöии с÷итаеì завер-
øенныì.
Параìетр D выбирается пропорöионаëüно ис-

сëеäуеìой ÷астоте: D ∼ ω. Боëüøой ÷астоте ω со-
ответствует небоëüøой периоä (8), а так как оøиб-
ка фиëüтраöии факти÷ески схоäится ëинейно по
вреìени, то необхоäиìо выбиратü D äостато÷но
боëüøиì, ÷тобы аäекватно анаëизироватü повеäе-
ние (l) и (l). При ìаëоì ω ситуаöия проти-

вопоëожная, и сëеäует выбиратü D небоëüøиì.
Вообще при выборе D сëеäует у÷итыватü спеöифи-
ку конкретной реøаеìой заäа÷и, наприìер, воз-
ìожные оãрани÷ения на äëитеëüностü фиëüтраöии.

Анаëиз то÷ности поëу÷аеìых оöенок (ω, l) и
(ω, l) ввиäу отсутствия инфорìаöии о внеøнеì
возìущении и объекте в общеì сëу÷ае невозìожен
(в выражениях (10) у÷аствуþт неизвестные аìпëи-
туäы, фазы и ÷астоты внеøнеãо возìущения, а
также соответствуþщие иì зна÷ения ÷астотной ха-
рактеристики объекта по внеøнеìу возìущениþ).
Оäнако при выпоëнении неравенств

–  + (ω, l) ≤ α(ω) ≤  + (ω, l), (16)

ìожно выписатü верхнþþ оöенку оøибок фиëüт-
раöии äëя соответствуþщеãо l:

| (ω, l) – α(ω)| ≤ . (17)

Проверитü усëовие (16) на практике невозìож-
но, поэтоìу поëüзоватüся неравенствоì (17) нужно
с известной осторожностüþ. Дëя выпоëнения ус-
ëовий (16) необхоäиìо, ÷тобы посëеäоватеëüностü

оøибок оöенивания (i, ω) – α(ω), i = 1, 2, ...,
иìеëа хотя бы äва эëеìента разных знаков (естü хо-
тя бы äве такие экспериìентаëüные оöенки ÷асто-
тноãо параìетра, оäна из которых боëüøе истинно-
ãо зна÷ения α(ω), а äруãая ìенüøе), но это усëовие
ìожет не выпоëнятüся äëя ìноãих практи÷еских
сиãнаëов. Так, при постоянноì внеøнеì возìуще-

нии экспериìентаëüные оöенки (i, ω), i = 1, 2, ...,

веäут себя ìонотонныì образоì (i, ω) = α(ω)+c/i,
i = 1, 2, ..., ãäе c — некоторая константа, зависящая
от веëи÷ины f(t) = const. В этоì сëу÷ае реøение за-
äа÷и (13) иìеет виä:

(ω, l) = α(ω) + ,

(l) = c ,

откуäа сëеäует, ÷то усëовие (16) не выпоëняется
äëя всех l > 2. При этоì асиìптоти÷еская схоäи-
ìостü (ω, l) → α(ω), естественно, сохраняется, и
преäëоженный способ опреäеëения äëитеëüности
фиëüтраöии приìениì и в этоì сëу÷ае.
Даëее коротко обсужäаþтся ÷исëенные аспекты

реøения заäа÷и (13).

3.2. Ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Найти то÷ное реøение заäа÷и (13) ìожно, у÷и-
тывая тот факт, ÷то кривые, заäаваеìые реøениеì
заäа÷и (ω, l) и (l), касаþтся экспериìентаëü-

но поëу÷енных оöенок (ω), i = 1, l, тоëüко в äвух
то÷ках (зажиìаþт их «сверху» и «снизу»). Дëя этих
äвух оöенок ÷астотных параìетров неравенства (14)
буäут равенстваìи, из которых ìожно найти реøе-
ние заäа÷и (ω, l) и (l).

α∼ caf
∼

α̂
caf l( )
l 1+
-------------- α ω l,( ); 

caf l( )
l 1+
-------------- α ω l,( )++–

∼
∼

∼
∼

α̂
α∼ caf

∼

α∼ caf
∼

α̂ 1 l 1+,
α∼

caf
∼

caf
∼ caf

∼

caf
∼

caf
∼

caf
∼ cbf

∼

caf
∼ cbf

∼

caf i( )

caf i D–( )
------------------------

∼

∼
cbf i( )

cbf i D–( )
------------------------

∼

∼

caf
∼ cbf

∼

α∼

β
∼

caf l( )
l

--------------
∼

α∼
caf l( )

l
--------------
∼

α∼

α∼
caf l( )

l
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Аëãоритì поиска реøения заäа÷и ëинейноãо
проãраììирования форìуëируется сëеäуþщиì об-
разоì.

1. Дëя всех разëи÷ных попарных со÷етаний
оöенок ÷астотных параìетров вы÷исëяþтся кан-
äиäаты на реøение заäа÷и:

(l) = ( (i, ω) – ( j, ω)) ,

(ω, l) = (i, ω) + ( j, ω) – (l) ,

v = ,  i = ,  j = .

Форìуëы соответствуþт сëу÷аþ, коãäа (i, ω) ≥

≥ ( j, ω), ина÷е поëу÷иì (l) < 0. Чтобы этоãо

избежатü, в поäобных ситуаöиях буäеì ìенятü ìес-

таìи i и j и (i, ω) и ( j, ω).

2. Среäи расс÷итанных пар параìетров (l) и

(ω, l), v = , ищется пара, äëя кото-
рой выпоëняþтся усëовия (14) и у которой пара-

ìетр (l) иìеет ìиниìаëüное зна÷ение. Это и

буäет искоìое реøение заäа÷и (ω, l) и (l).

Аëãоритì реøения носит коìбинаторный ха-
рактер, ÷то в усëовиях оãрани÷енных вы÷исëитеëü-
ных ìощностей техноëоãи÷ескоãо проöесса ìожет
затруäнитü еãо приìенение äëя боëüøих разìер-
ностей l, особенно у÷итывая, ÷то саì ìетоä ко-
не÷но-÷астотной иäентификаöии поäразуìевает
оäновреìеннуþ фиëüтраöиþ сразу на нескоëüких
кратных ÷астотах [11], äëя кажäой из которых не-
обхоäиìо реøатü заäа÷у ëинейноãо проãраììиро-
вания.
Аëüтернативой изëоженноìу выøе анаëити-

÷ескоìу ìетоäу реøения заäа÷и ëинейноãо про-
ãраììирования ìожет сëужитü ÷исëенный ìетоä
оäноìерной ìиниìизаöии выпукëой функöии,
наприìер, ìетоä зоëотоãо се÷ения [14]. Покажеì,
как заäа÷а (13) своäится к оäноìерноìу поиску.
Пустü естü фиксированное зна÷ение (ω). Соот-
ветствуþщее еìу зна÷ение  ìожно найти как

( (ω)) = max[i | (ω) – (i, ω)|], i = , тоãäа за-

äа÷а своäится к min ( (ω)) при (ω)∈[αmin, αmax],

ãäе αmin = min( (ω)), αmax = max( (i, ω)), i = .
Чисëо итераöий N ìетоäа зоëотоãо се÷ения, необ-
хоäиìое äëя поëу÷ения реøения (по ) с то÷нос-
тüþ εзс, опреäеëяется форìуëой:

N = log /logϕзс – 1,

ãäе ϕзс = 1,618... — зоëотое се÷ение.

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì объект управëения (1) с заäанныìи па-
раìетраìи:

(18s2 + 8,6s + 1)y = (1,5s + 1)u + f.

Дëя экспериìентов выбереì тестовуþ ÷астоту рав-
ной ω = 1/8,6 = 0,116 с еäини÷ной аìпëитуäой. Ей со-
ответствуþт зна÷ения ÷астотных параìетров (3) и испы-
татеëüный сиãнаë (4) виäа α(ω) = 0,592, β(ω) = –0,552 и
u(t) = sin(0,116t). Этоìу сиãнаëу соответствует периоä
испытатеëüной ÷астоты (8) T = 54,04, на÷аëо фиëüтра-
öии сäвинуто на оäин периоä (q = 1).

Поëожиì, ÷то внеøнее возìущение

f(t) = sign[sin(0,1221t – 18°)] + sign[sin(0,1105t – 342°)]

преäставëяет собой суììу äвух ìеанäров, иìеþщих со-
ответственно η = [1,05 0,95] и ρf = [1 1]. Фазы выбраны
такиì образоì, ÷то в ìоìент на÷аëа фиëüтраöии tf = 54,04
внеøнее возìущение f(tf) = 0. В § 2 показано, ÷то при та-
ких η буäут набëþäатüся зна÷итеëüные оøибки в те÷е-
ние проöесса фиëüтраöии. Наприìер, опреäеëение äëи-
теëüности фиëüтраöии соãëасно форìуëаì (7) äает сëе-
äуþщие резуëüтаты.

Дëитеëüностü иäентификаöии составиëа L = 15 пе-
риоäов испытатеëüной ÷астоты (общая äëитеëüностü
τ = (q + L)T = 864,64 c), а саìи зна÷ения оöенок пара-

ìетров составиëи: (L, ω) = 0,327 (оøибка 44,8 %),

(L, ω) = –0,222 (оøибка 59,7 %).
Такой резуëüтат фиëüтраöии ìожно объяснитü, есëи

взãëянутü на ãрафики изìенения (i, ω) и (i, ω), изоб-
раженные на рис. 1, ãäе они выäеëены то÷каìи, äëя на-
ãëяäности соеäиненныìи ìежäу собой. По ниì виäно,

÷то при L = 15 оöенки (L, ω) и (L, ω) ìаëо ìеняþт
свои зна÷ения по сравнениþ с преäыäущиì периоäоì
фиëüтраöии, хотя саìи зна÷ения оöенок при этоì ëежат
äовоëüно äаëеко от истинных зна÷ений.

Теперü буäеì приìенятü преäëоженный в статüе спо-
соб опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии. Ширину

окна, на котороì буäеì анаëизироватü изìенение  и

, выбереì как D = 5. Дëитеëüностü экспериìента при

этоì составиëа L = 18 периоäов ÷астоты ω (соответст-
венно τ = 1026,76 c) и быëи поëу÷ены зна÷ения оöенок

÷астотных параìетров: (ω, L) = 0,586 (оøибка 1,12 %),

(ω, L) = –0,572 (оøибка 3,66 %), при этоì (L) = 3,88

и (L) = 5,25. На рис. 1 спëоøныìи ëинияìи изобра-

жены соответствуþщие кривые ± (L)/i + (ω, L) и

± (L)/i + (ω, L), также прерывистыìи пряìыìи от-

äеëüно показаны (ω, L), α(ω) и (ω, L), β(ω) (на обоих
рисунках они практи÷ески совпаäаþт).

На рис. 2 изображены ãрафики изìенения реøений

заäа÷и (13): (l), (ω, l) и (l), (ω, l) по ìере уве-

ëи÷ения ÷исëа периоäов фиëüтраöии. Спëоøныìи ëини-
яìи изображены то÷ные анаëити÷еские реøения заäа÷и
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(13), а прерывистыìи — прибëиженные, поëу÷енные
описанныì ìетоäоì зоëотоãо се÷ения. Также спëоøны-
ìи ëинияìи показаны истинные зна÷ения ÷астотных

параìетров. По ãрафикаì заìетно, ÷то  и  веäут

себя ìонотонно, а при прибëижении l к L = 18 они
практи÷ески перестаþт ìенятüся, ÷то соответствует за-
верøениþ проöесса фиëüтраöии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäуется проöесс фиëüтраöии, приìеняе-
ìый при коне÷но-÷астотной иäентификаöии, äëя
опреäеëения оöенок ÷астотных параìетров иäен-
тифиöируеìоãо объекта управëения. С поìощüþ
реøения спеöиаëüной заäа÷и ëинейноãо проãраì-

ìирования нахоäятся зна÷ения äвух параìетров:
оöенки ÷астотноãо параìетра и коэффиöиента, ха-
рактеризуþщеãо äинаìику оøибки фиëüтраöии.
Сфорìуëирован аëãоритì фиëüтраöии с опреäеëе-
ниеì ее äëитеëüности на основе изìенения вто-
роãо параìетра. Даны некоторые соображения по
оöенке то÷ности найäенных ÷астотных параìет-
ров. Привоäится ÷исëенный приìер, который äе-
ìонстрирует эффективностü преäëоженноãо аëãо-
ритìа по сравнениþ с испоëüзовавøиìся ранее
способоì опреäеëения äëитеëüности фиëüтраöии.
Основная иäея преäëоженноãо поäхоäа проста

и естественна, поэтоìу, хотя статüя и посвящена
еãо приìенениþ в коне÷но-÷астотной иäентифи-
каöии, описанный аëãоритì ìожет приìенятüся

caf
∼ cbf

∼

Рис. 1. Результаты фильтрации: а — параìетр α(ω), б — параìетр β(ω)

Рис. 2. Динамика изменения решений задачи (13): а — параìетр α(ω), б — параìетр β(ω)
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в ëþбой схожей заäа÷е, коãäа необхоäиìо оöенитü
äинаìику схоäиìости некотороãо неìонотонно
схоäящеãося проöесса.
Даëüнейøие перспективы развития äанноãо

поäхоäа закëþ÷аþтся в поëу÷ении ãарантирован-
ных оöенок то÷ности ÷астотных параìетров äëя
фиксированных кëассов возìущений и анаëизе
связи оøибок фиëüтраöии с итоãовыìи резуëüта-
таìи иäентификаöии.
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DURATION OF FILTRATION PROCESS DURING FINITE-FREQUENCY IDENTIFICATION
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Abstract. A linear control plant subjected to an external disturbance is considered. The disturbance
is assumed to be an unknown bounded function. The finite-frequency identification allows us to
find estimates of this control plant’s parameters. It uses special integral filters (Fourier filters), that
find estimates of the plant frequency response at a specific set of frequencies. A system of linear
equations is formed from the set of the plant frequency response points. The solution of this system
provides desired estimates of the plant parameters. Error dynamics of filtration process is studied.
The research is based on known results that describe asymptotic characteristic of the Fourier filters
errors in presence of unknown-but-bounded external disturbances. A new approach to determine
the filtration duration is proposed, estimation of the filtration accuracy is described. The proposed
approach is based on a special linear programming problem, the solution of which gives us an es-
timate of the filter value and a value of parameter that describes the rate of the filter error con-
vergence. The last one is used for duration determination. The appropriate filtration algorithm is
developed. Numerical experiments that prove efficiency of the proposed approach were carried out.

Keywords: finite-frequency identification, Fourier filter, linear programming, identification duration, estima-
tion accuracy.


