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Аннотация. Предложен подход, позволяющий существенно снизить вычислительную 

сложность составляемых оптимизационных задач синтеза механизмов комплексного 

оценивания (МКО). Введены необходимые для изложения понятия. Приведено доказа-

тельство представимости заданной дискретной функции в виде некоторого МКО. Рас-

смотрен случай декомпозиции для отдельного обучающего примера на некотором разби-

ении входных параметров. Приведено утверждение и его доказательство о представимо-

сти задачи синтеза матрицы МКО для отдельного примера входного набора данных как 

задачи максимизации некоторого полинома. Приведено следствие и его доказательство 

об условии реализуемости набора заданных примеров некоторой матрицей МКО. Приве-

дено утверждение и следствие с доказательствами о реализуемости МКО на основе обу-

чающего набора данных в некоторой структуре полного двоичного дерева с помощью 

метода декомпозиции. Показано, что некоторая дискретная функция реализуется на ос-

нове заданной структуры полного бинарного дерева в случае, когда реализуются дис-

кретные функции, представленные матрицами свертки в каждом из узлов рассматривае-

мой структуры. Приведен пример декомпозиции на основе полного бинарного дерева на 

трех листьях. Предложен метод поиска МКО, реализующих заданный обучающий набор 

в пространстве всех возможных структур полных бинарных деревьев, на основе таблицы 

ветвей. Изложена методика проведения декомпозиции в соответствии с таблицей ветвей 

для каждого отдельного разбиения входных параметров. Отмечены преимущества пред-

ложенного метода. 
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Обучение моделей на основе прецедентов  – 

широко известная практика [1–3], выходящая за 

пределы области машинного обучения. В послед-

нее время начал появляться интерес к разработке 

обучающих процедур для механизмов комплекс-

ного оценивания (МКО). 

Имеется широкая практика применения МКО в 

качестве многомерных систем оценки и ранжиро-

вания для управления и контроля в организацион-

ных и производственных системах [4–9]. Приме-

нение подхода комплексного оценивания (КО) к 

оценке сложных систем, таких как организацион-

ные и производственные, позволяет работать с 

трудностями, типичными для задач оценки слож-

ных объектов [10, 11]. Базовая сфера применения 

МКО – порядковое ранжирование или классифи-

кация с заранее определенным числом классов ко-

нечного набора многокритериальных альтернатив 

[12–14]. Основные компоненты МКО – бинарное 

дерево и матрицы свертки, которые позволяют по-

лучать комплексную оценку, основанную на зна-

чениях нескольких входных индикаторов. Недавно 

было предложено несколько подходов, позволяю-

щих синтезировать или, иначе говоря, идентифи-

цировать матрицы свертки по конкретному двоич-

ному дереву [15, 16]. В данной статье предлагается 

подход к синтезу, представляющий собой продол-

жение работы над методом, изложенным в докладе 

[15]. Рассматриваемый подход призван решить 

проблемы, возникающие со сложностью решения 

оптимизационной задачи в ходе синтеза матриц 

МКО; для этого предлагается применять метод 

декомпозиции дискретной функции. Актуальной 

также представляется задача поиска множества 

МКО, реализующих рассматриваемый набор дан-

ных. 
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Многие исследователи проявляли интерес к 

возможности декомпозиции функции. Например, 

А.Н. Колмогоров [17] и В.И. Арнольд [18] иссле-

довали разложимость непрерывных функций. Что 

касается дискретной функции, то В.С. Выхованец 

[19] исследовал построение декомпозиции алгеб-

раических функций, а также задачу идентифика-

ции дискретной системы с помощью спектрально-

го разложения (см., например, работу [20]). Слож-

ность представления булевых функций исследова-

лась С.В. Яблонским [21]. В статье [22] А.В. Куз-

нецовым рассмотрены бесповторные булевы 

функции. Важно отметить работу из области мно-

гокритериальной оценки В.А. Глотова и В.В. Па-

вельева [23] в которой освещается применение де-

композиции для построения критериально-целевой 

структуры. В.Н. Бурков и И.В. Буркова с коллега-

ми исследовали дихотомическое представление 

функции [24, 25] с точки зрения решения задач 

дискретной оптимизации, в том числе и примени-

тельно к задаче комплексного оценивания. 

 

Пусть задан конечный набор индикаторов 

L ⊂ ℕ, |L| = l, на основе их значений должна быть 

произведена порядковая оценка некоторого объек-

та или ранжирование нескольких объектов. Для 

задачи идентификации МКО будем считать, что 

для каждого индикатора i ∊ L задан конечный 

набор Ki ⊂ ℕ его возможных значений, ki ∊ Ki – 

оценка отдельного параметра. Вектор k = 

= (k1, …, kl)
T
 – совокупность оценок, описывает 

любое возможное состояние оцениваемых объек-

тов. Также есть конечный набор KL ⊂ ℕ возмож-

ных интегральных значений (рангов или классов) 

kL ∊ KL для любого k. Таким образом, можно гово-

рить о некоторой дискретной функции 

( ) : D Lf K K  . Здесь 1 2 ...D lK K K K     – об-

ласть определения, где  × – декартово произведе-

ние множеств, а LK  – область значений функции. 

В рамках данной статьи акцент сделан на работу 

именно с дискретными шкалами как индикаторов 

(показателей), так и значений, получаемых в узлах 

дерева свертки [12]. Функция f, заданная на мно-

жестве KD и принимающая значения на множестве 

KL, есть отображение KD в KL такое, что каждый 

элемент x области определения KD связан с не бо-

лее чем с одним элементом области значений KL.  

Определение 1.   МКО с бинарным деревом и 

свертками матриц – это функция ( ) : D Lf K K  , 

для которой индикаторы L являются листьями 

полного бинарного дерева – ориентированного 

графа G = (V, E): 

 ˆV L L  , ˆ { 1,...,2 1}L l l   . 

 { }ijE e V V   :  

– \{2 1}i V l    ˆ! \{ }j L i  : 1ije  , \t V j 

0ite  ; 

– j L  i V  0ije  ; 

– ˆj L    !{ , } \{ } \{ }r c V j V j   : 1rje  , 1cje  ; 

и ˆj L  (внутренняя вершина дерева, включая ко-

рень дерева):  

o конечный набор Kj ⊂ ℕ с возможными значе-

ниями kj ∊ Kj, K2l-1 = KL; 

o матрица свертки 

{0,..., 1}, {0,..., 1}
[ ]

l r
j jrc j r K c K

M m K
   

  , 

{ , } \{ } \{ }r c V j V j  : 1lje  , 1rje   определе-

ны. ♦  

Потенциально данное определение может быть 

расширено на нечеткие [26] или непрерывные 

шкалы. Имея некоторый  МКО, обозначим подоб-

но тому, как это сделано в работе [15], набор всех  

его матриц свертки как Mf = {Mj}j∊L. В этой работе 

ограничимся рассмотрением МКО с единой шка-

лой, таких что ∀j ∊ V Kj = KL. Для L ⊂ ℕ обозначим 

Г2(L) набор всех полных бинарных деревьев на 

именованных листьях из набора индикаторов L; 

IRML,2 – набор всех МКО для любого конкретного 

бинарного дерева G ∊ Г2(L); IRML,G ⊆ IRML,2 – 

набор всех МКО с таким деревом. Как формально 

показано в определении 1, в данной работе под 

определением полного бинарного дерева понима-

ется дерево, в котором каждый узел имеет либо ни 

одного, либо два дочерних элемента. 

На основе определений, приведенных в работе 

[15], обозначим q = (k, kL) отдельный обучающий 

пример, состоящий из значений оценок по каждо-

му из индикаторов и интегральной оценки для 

данной совокупности значений индикаторов, 

Q ⊂ KD   KL – обучающий набор (из предостав-

ленных примеров). Обучающий набор является 

согласованным, если { , }q q Q   k k . Обучаю-

щий набор является полным, если Dk K  :q Q 

( , )Lq k k . Обучающий набор задан в единой шка-

ле, если ∀i ∊ L Ki = KL.  Для произвольных 

{ , } Dk k K  обозначим k k , если i L   i ik k . 

Для некоторого произвольного набора 

Q ⊂ KD   KL можно определить следующие клю-

чевые обозначения, касающиеся проблемы иден-
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тификации. Прежде всего, можно формализовать 

задачу реализуемости обучающего набора. 

Определение 2.  Функция f(·) ∊ IRML,2 реализу-

ет набор Q тогда и только тогда, когда ∀q ∊ Q 

f(k) = kL. ♦  

Обозначим IRML,2(Q) множество всех МКО, ко-

торые реализуют набор Q, IRML,G(Q) – множество 

всех МКО, которые реализуют Q и построены на 

основе двоичного дерева G ∊ Г2(L). Тогда если 

IRML,2(Q) ≠ ∅, то набор Q реализуем на основе 

МКО, если IRML,G(Q) ≠ ∅; тогда набор Q является 

реализуемым на основе МКО со структурой G. 

Определение 2 также может быть сужено до одно-

го конкретного обучающего примера: функция 

f(·) ∊ IRML,2   реализует некоторый пример q  Q 

тогда и только тогда, когда f(k) = kL; так же опре-

деляются множества IRML,2(q) и IRML,G(q). 

Для некоторого конечного набора K ⊂ ℕ вво-

дится его нормализованное представление, 

{0,..., }K s , 1s K  . Тогда x K   введем уни-

тарное представление как T(0,...,0,1,0,...,0)
x s x

x


 . В 

этой работе ограничимся рассмотрением МКО с 

единой шкалой. Тогда для некоторой матрицы 

свертки 2{ , }
[ ]rc r c K

M m K


   результат свертки для 

любой пары 
2{ , } {0,..., }x y K , где x определяет вы-

бор столбца матрицы и y – строки, описывается 

матричным уравнением y Mx
. Далее мы также 

будем использовать так называемую квадратичную 

форму представления ( , )Mx y , упрощая её до Mxy . 

 

В работе [15] был предложен подход к иденти-

фикации МКО с применением механизма обучения 

на дискретных данных, в центре которого нахо-

дится механизм составления оптимизационного 

функционала на основе входных данных и пред-

ложенной структуры полного бинарного дерева. 

Такой подход к задаче идентификации сопряжен с 

трудностями в решении оптимизационной задачи в 

случае большой размерности входных данных. 

Степень оптимизационного полинома растет ли-

нейно в зависимости от количества входных пара-

метров, а число общих ограничений оптимизаци-

онной задачи растет экспоненциально: 
2κ _lCn ex num , где Cn – число общих ограниче-

ний; κ K  – шкала значений индикатора для па-

раметров в единой шкале kL; ex_num – количество 

примеров в наборе Q; l – число параметров. 

В качестве альтернативы было решено вос-

пользоваться возможностью решения задачи иден-

тификации по шагам с помощью разделительной 

декомпозиции функции 1 2( ) ( , ( ))f X X a X , где 

Σ,a  – некоторые функции, а 1X ∩    = ∅ – под-

множества, получающиеся  в результате разделе-

ния множества X (см. работу [19]). Возможность 

разложения любой непрерывной функции n пере-

менных в суперпозицию непрерывных функций 

меньшего числа переменных исследовалась 

А.Н. Колмогоровым и В.И. Арнольдом, в частно-

сти для двух переменных она доказана в работах 

[17, 18]. В статье [17] доказана теорема о том, что 

любая непрерывная функция n переменных, где 

3n  , представима в виде суперпозиции некото-

рых непрерывных функций. В.А. Глотовым и 

В.В. Павельевым в работе [23] доказывается тео-

рема о представимости дискретной функции n пе-

ременных в бинарном (разделительном) виде. Для 

случая МКО, т. е. с использованием полных би-

нарных деревьев, легко показать (см. приложение), 

что при условии отсутствия фиксирования шкал 

значений ki ∊ Ki декомпозиция заданной функции 

возможна в любой структуре полного бинарного 

дерева, так как в силу конечного kL  шкала значе-

ний функций, на которые раскладывается рассмат-

риваемая дискретная функция, тоже конечна,        

∀ i ∊{1,…, l – 1}. Таким образом, имеет место по-

следовательный подход к составлению и решению 

задач идентификации для декомпозиции в каждом 

из узлов рассматриваемого дерева из набора Г2(L). 

Для любого произвольного  дерева  2G L , 

подобно изложенному в работе [27], обозначим его 

структуру декомпозиции показателей как 

   1 1
Λ { }i i ,..,l

G L
 

 , так что  1 1i ,...,l    iL L  – 

набор листьев (индикаторов) поддерева с корнем в 

i . Тогда 1L L , и  1 1i ,...,l    2iL  . Пусть 

дан некоторый полный набор Q  и дерево 

 2G L . Тогда для любого набора  ΛiL G , 

такого что 2iL   и его подгруппы 

   Λ :ir ic ir ic iL ;L G L L L  . Для любых допу-

стимых значений индикаторов из набора irL  обо-

значим кортежи    ir irL L
k ,k  и из набора icL  – 

   ic icL L
k ,k . Для некоторого подмножества индика-

торов L L  обозначим     λ
L L\L

k ,k  разбиение 

кортежа индикаторов k  для некоторого обучаю-

щего примера  Lq k ,k  на два кортежа. Каждому 

дереву из G ∊ Г2(L), в силу структуры полного би-
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нарного дерева, можем сопоставить набор индика-

торов Li, тогда      
ir ic

i L L
k , k   – разбиение кор-

тежа индикаторов в i-м узле дерева G. В каждом из 
рассматриваемых узлов дерева будем обозначать 

функции компонент, на которые раскладывается 

дискретная функция ( )( )
ii Lk , в соответствии с 

разбиением и в соответствии с нумерацией матриц, 
расположенных в узлах структуры рассматривае-

мого дерева, на которых реализуются функции, 

составляющие ( )φ ( )
ii Lk . Например, для разбиения 

    1 2 3 4
λ

, ,
k ,k  названия компонент двух под-

функций будут записываться так: 1 1 2φi _k k  и 

2 3 4φi _k k . Также для удобства изложения можем 

именовать компоненты дискретной функции 

( )φ ( )
ii Lk  в соответствии с разбиением λi  как 

( )φ ( )
irr Lk  и ( )φ ( )

iсc Lk . В случае, если составляется 

разбиение, состоящее из отдельного листа и груп-

пы:     1 3 4
λ

,
k ,k , кодируем только компоненты 

1 3 4φ ,i _k k  где {1,..., 1}i l  . Рассмотрим пример в 

контексте предлагаемого подхода. 

Пример 1.  Рассмотрим случай |L| = 3 |KL| = 2 и обу-

чающий пример q = ((0, 0, 0), 0), унитарное представле-

ние: 
1 1 1 1

, , , .
0 0 0 0

q
         

          
         

  

Рассмотрим прежде всего реализуемость некоторой 

дискретной функции 1 1 2 3φ ( , , )k k k . Для именования 

функций декомпозиции используем разбиение 

    1 1 2,3
λ ,k k  

0 0

00 01

1 10
00 012 _ 00

1 0 0
2 _ 00 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 1

0 01 1

1 1

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

 

с унитарными условиями: 
2{ , } {0, 1}i j   

0 11 1 1ij ijm m   

1 {0,1}t

ijm  , 
0 1

2_ 00 2_ 00 1   , 2 _ 00φ {0, 1}t  , {0,1}t  . В 

результате несложных преобразований получим систе-

му 
0 0 1 0

2_ 00 00 2_ 00 101 1 1m m   ,                       (1) 

0 1 1 1

2_ 00 00 2_ 00 101 1 0m m   .                       (2) 

Решение системы (1), (2) легко найти, используя 

ограничения бинарности: например, 
0

2 _ 00φ 1 , 
0

001 1m  . 

Имеем часть оптимизационной задачи, соответствую-

щую примеру q = ((0, 0, 0), 0). ♦ 

Обозначим P( λi
, q) функцию, которая находит-

ся в левой части уравнения (1). Вследствие уни-

тарного подхода есть только одна такая функция 

для любого примера q. Qi – набор данных, полу-

ченный из исходного набора Q путем выделения 

только тех столбцов, на которых определена 

функция 
( )φ ( )

ii Lk . 

Утверждение 1.  Для любых наборов L ⊂ ℕ, 

K ⊂ ℕ и любого возможного примера q в единой 

шкале существует P( λi , q) –  однородный поли-

ном, степень которого меньше или равна трем и 

который может быть представлен как сумма 
φ_numk  уникальных компонент: 

_

1

λ( , )

num

i j
j

P q p


 


, _{1,..., }numj    , 

_

1

num

j j d

d

p m




  , {1,..., φ_ }d num  , 

где φd  – обозначение компонент функций, на ос-

нове которых декомпозируется функция ( )φ ( )
ii Lk ; 

mj – одна компонента кортежа в некоторой ячей-

ке унитарно закодированной матрицы iM ; q – 

пример из Qi; φ_ num = 1 при подсоединении к 

матрице ветви и листа; φ_ num = 2 при подсоеди-

нении к матрице пары ветвей; 

(λ , ) {0, 1}iP q  ; 

( )φ ( )
ii Lk  реализует q ⇔ P( λi , q) = 1. 

Доказательство утверждения 1 приведено в 

приложении. 

Для  функции ( )φ ( )
ii Lk  на каждом шаге деком-

позиции формируем из набора Q соответствующий 

ей набор Qi, основанный на листьях, соответству-

ющих разбиению λi . 

Пример 2.  Добавим к рассмотренному в примере 1 

еще один обучающий пример 
2q  = ((0, 1, 0), 1) на осно-

ве того же разбиения 
    1 1 2 3,

k ,k  , унитарное пред-

ставление которого: 2

1 1 1 1
, , ,

0 0 0 0
q

         
          

         
. Тогда 

имеем набор операций 

0 0

00 01

1 10
00 012 _ 00

1 0 0
2 _ 00 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 1

0 01 1

1 1

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

, 

0 0

00 01

1 10
00 012 _ 00

1 0 0
2 _ 00 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 0

0 11 1

1 1

m m

m m

m m

m m
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с унитарными условиями: 
2{ , } {0,1}i j   

0 11 1 1ij ijm m   

1 {0,1}t

ijm  , 
0 1

2_ 00 2_ 00 1   , Из сопоставления уравне-

ний, составленных для первого и второго обучающих 

примеров, следует необходимость согласования значе-

ний 2_ 00φ  и 2_ 01φ . Поэтому при составлении функции 

( )φ ( )
ii Lk , реализующей одновременно примеры 

1q  и 
2q

, требуем 
T

2_ 00 2_ 01 0   . ♦ 

Следствие 1.  Для любых наборов L ⊂ ℕ, K ⊂ ℕ 

и любого возможного Qi ⊂ K
l+1

 с единой шкалой 

дискретная функция ( )( )
ii Lk  реализует набор Qi, 

когда ( , )
i

i i

q Q

P q Q


   для любого возможного 

примера q в единой шкале с учетом ограничений 

согласования значений функций ( )φ ( )
irr Lk  и 

( )φ ( )
iсc Lk  для всех примеров из набора Qi.  

Доказательство следствия 1 приведено в при-

ложении. 

Если к рассматриваемой матрице присоединя-

ются две ветви, то φ_ num = 2 и следует рассмот-

реть согласованность функций ( )φ ( )
irr Lk  и ( )φ ( )

iсc Lk  

для каждой из ветвей. 

Утверждение 2.  Для любых наборов L ⊂ ℕ, 

K ⊂ ℕ ,2 ( )GIRM q  представлен как декомпозиция 

функции 1( ,..., )lf k k  и реализует набор Q ⊂ K
l+1

, 

если функция ( )φ ( )
ii Lk  для некоторой последова-

тельности разбиений  Λ G , соответствующей 

дереву G, реализует набор  Qi, для i ∊{1,…, l – 1}. 

Следствие 2.  Если (λ , )
i

i i

q Q

P q Q


 , ∀ i ∊{1,…, 

l – 1}, то IRMG,2(Q) = Ø. 

Доказательства утверждения 2 и следствия 2 

приведены в приложении. 

Таким образом, если для матрицы верхнего 

уровня удается найти решение оптимизационной 

задачи 
1

1
, ,

Argmax ( , )
rc r cm q Q

P q
  

 , такое что 

1

1 1(λ , )
q Q

P q Q


 , можно продолжить декомпози-

цию на следующий узел структуры, в качестве 

функции теперь используя найденные значения 

компонент дискретной функции 
11 ( )φ ( )Lk . При этом 

11 ( )φ ( )Lk  и найденные значения матрицы M1 можно 

использовать для декомпозиции на поддеревьях 

   1 1 Λr cL ;L G  на значениях индикаторов 

   1 1r cL L
k ,  k  соответственно. Применяя данный под-

ход, последовательно для структуры  Λ G  можно 

найти векторы ( )φ ( )
ii Lk  и матрицы Mi, ∀ i ∊{1,…,    

l – 1}. 
Пример 3. Рассмотрим данные, приведенные в 

табл. 1.  

 
Таблица 1 

Исходные данные для задачи декомпозиции 

q 1k  
2k  

3k  
4k  

Lk  

1 0 0 0 0 0 

2 0 1 0 0 1 

3 1 1 0 0 0 

4 0 0 1 0 1 

5 1 1 1 0 1 

6 0 1 0 1 1 

7 1 0 1 1 0 

8 1 1 1 1 0 

 
Рассмотрим сначала реализуемость функции 

1 1 2 2 3 4( , ( , , ))f k k k k    и в случае, если 
11 ( )( )Lk

доступна в заданной шкале 
Lk , то перейдем к поиску 

реализации дискретной функции 
22 ( )φ ( )Lk . Положим 

разбиение первого уровня 
    1 1 2 3 4

λ
, ,

k ,  k . Составим 

уравнения для первого примера первой ступени 

0 0

00 01

1 10
00 012 _ 000

1 0 0
2 _ 000 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 1

0 01 1

1 1

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

 

с унитарными условиями 
2{ , } {0,1}i j   

0 11 1 1,ij ijm m 

1 {0, 1}t

ijm  , 
0 1

2_ 000 2_ 000 1   , 2 000 {0 1}t

_ ,  , 

{0,1}:t   

0 0 1 0

2_ 000 00 2_ 000 101 1 1,m m    

0 1 1 1

2_ 000 00 2_ 000 101 1 0.m m    

Далее по схеме, описанной в примере 1, получаем 

набор уравнений для всех примеров: 

0 0 1 0

2_ 000 00 2_ 000 101 1 1m m   ; 
0 1 1 1

2_100 00 2_100 101 1 1m m   ; 

0 0 1 0

2_100 01 2_100 111 1 1m m   ; 
0 1 1 1

2_ 010 00 2_ 010 101 1 1m m   ; 

0 1 1 1

2_110 10 2_110 111 1 1m m   ; 
0 1 1 1

2_101 00 2_101 101 1 1m m   ; 

0 0 1 0

2_ 011 01 2_ 011 111 1 1m m   ; 
0 0 1 0

2_111 01 2_111 111 1 1.m m    



 

 
 

 

 
 

 ●

Из них составляем оптимизационную задачу: 

0 0 1 0 0 1

2 _ 000 00 2 _ 000 10 2 _100 00

1 1 0 0

2 _100 10 2 _100 01

1 0 0 1 1 1 0 1

2 _100 11 2 _ 010 00 2 _ 010 10 2 _110 10

1 1 0 1 1 1 0 0

2 _110 11 2 _101 00 2 _101 10 2 _ 011 01

1 0 0 0

2 _ 011 11 2 _111 01

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

m m m

m m

m m m m

m m m m

m m

    

   

       

       

    1 0

2 _111 111 max.m 

   (3) 

Кроме того, имеем ограничения, выписанные на ос-

нове анализа конфликтов между уравнениями, состав-

ленными для разных ступеней. Например, из выраже-

ния 

0 0

00 01

1 10
00 012 _ 000

1 0 0
2 _ 000 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 1

0 01 1

1 1

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

 

для первого примера и  

0 0

00 01

1 10
00 012 _100

1 0 0
2 _100 10 11

1 1

10 11

1 1

1 1 1 0

0 11 1

1 1

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

 

для второго выпишем 

0 0

2_ 000 2_100

1 1

2_ 000 2_100

1

0



      
              

 или 

2_ 000 2_100 0   ; 2_ 000 2_ 010 0   ; 2_110 2_100 0   ; 

2_ 000 2_101 0   ; 2_110 2_ 011 0   ; 2_110 2_111 0   . 

Решение задачи (3): 
1

1 0

0 1

0 1

1 0

M

    
    
    
    
    
     

 и вектор 

2

1 0 0 1 0 0 0
, , , , , , .

0 1 1 0 1 1 1

              
                

              
 На основе 

полученных значений дискретной функции 
22 ( )φ ( )Lk  

составляем таблицу данных для второй ступени деком-

позиции функции 2 3 3 1 2( , ( , ))f k k k   , в столбец Lk  

помещаем значения функции 
22 ( )φ ( )Lk , см. табл. 2. 

Используем разбиение второго шага в виде 

    2 4 2 3
λ

,
k ,k . Составим для него уравнение 

0 0

00 01

1 10
00 013_ 00

1 0 0
3_ 00 10 11

1 1

10 11

2 2

2 2 1 1

0 02 2

2 2

m m

m m

m m

m m



     
     
         

                   
         

 

Таблица 2 

Данные на второй ступени декомпозиции  

q 
2k  

3k  
4k  

Lk  

1 0 0 0 0 

2 1 0 0 1 

3 0 1 0 1 

4 1 1 0 0 

5 1 0 1 1 

6 0 1 1 1 

7 1 1 1 1 

 

с унитарными условиями 
2{ , } {0, 1}i j   

0 12 2 1ij ijm m   

2 {0,1}t

ijm  , 
0 1

3_ 00 3_ 00 1   , 3_ 00φ {0, 1}t  , {0, 1}t  : 

0 0 1 0

3_ 00 00 3_ 00 102 2 1m m   ,  

0 1 1 1

3_ 00 00 3_ 00 10 0b b   . 

Далее получаем набор уравнений 

0 0 1 0

3_ 00 00 3_ 00 102 2 1m m   ; 
0 1 1 1

3_10 00 3_10 102 2 1m m   ; 

0 1 1 1

3_ 01 00 3_ 01 102 2 1m m   ; 
0 0 1 0

3_11 00 3_11 102 2 1m m   ; 

0 1 1 1

3_10 10 3_10 112 2 1m m   ; 
0 1 1 1

3_ 01 10 3_ 01 112 2 1m m   ; 

0 1 1 1

3_11 01 3_11 112 2 1m m   .  

Из них составляем оптимизационную задачу:  

0 0 1 0 0 1

3_ 00 00 3_ 00 10 3_10 00

1 1 0 1 1 1

3_10 10 3_ 01 00 3_ 01 10

0 0 1 0 0 1

3_11 00 3_11 10 3_10 10

1 1 0 1 1 1

3_10 11 3_ 01 10 3_ 01 11

0 1 1 1

3_11 01 3_11 11

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 max.

m m m

m m m

m m m

m m m

m m

   

   

   

   

  

             (4) 

Кроме того, имеем ограничения, выписанные на ос-

нове анализа конфликтов между уравнениями, состав-

ленными для разных примеров: 

3_10 3_ 00 0   ; 3_ 01 3_ 00 0   ; 3_ 00 3_11   . 

Решение задачи (4): 
2

1 0

0 1

0 0

1 1

M

    
    
    
    
    
     

 и вектор 

3

1 0 0 1
, , , .

0 1 1 0

        
          

        
  

Очевидно, что дискретная функция 3 1 2( , )k k  в 

дальнейшей декомпозиции не нуждается, в результате 

чего получаем 
3

1 0

0 1

0 1

1 0

M

    
    
    
    
    
     

.♦ 



 

 
 

 

 
 

   ●

 

В случае, если стоит задача поиска всех струк-

тур на l листьях из набора Г2(L), следует восполь-

зоваться механизмом проверки групп эквивалент-

ности (см. работу [27]). На основе результатов 

анализа число разбиений на каждом уровне можно 

уменьшить, отсеяв комбинации листьев, заведомо 

не реализующиеся в заданной шкале kL. Получен-

ные результаты удобно свести в таблицу ветвей. 

Это компактная поуровневая запись комбинаций 

листьев для исследования на реализуемость в рам-

ках алгоритма декомпозиции.  

Если в результате анализа групп эквивалентно-

сти оказались допущенными некоторые комбина-

ции листьев, то сборку таблицы ветвей начинаем с 

групп, состоящих из двух листьев 2i| L | . Исполь-

зование только разрешенных комбинаций листьев 

сокращает количество рассматриваемых структур. 

Таким образом, мы составляем список проверен-

ных групп из трех листьев. Если групп, состоящих 

из двух листьев, нет среди разрешенных, то прово-

дить дальнейший синтез не имеет смысла, так как 

это означает, что в рамках заданной шкалы невоз-

можен синтез ни одной терминальной матрицы, 

т. е. матрицы, принимающей значения двух листь-

ев.  

Допущенные группы заносим в таблицу ветвей. 

На основе разрешенных групп, состоящих из двух 

и отдельных листьев, составляем комбинации из 

трех листьев 3i| L | , полученные ветви заносим в 

таблицу в колонку, соответствующую названию 

группы, которую составляют рассмотренные вет-

ви. На основе разрешенных групп, состоящих из 

трех, двух и отдельных листьев, составляем ком-

бинации с 4i| L | , так получаем синтезированные 

ветви, состоящие из четырех листьев 4i| L | . От-

метим, что начиная с 4i| L |  в рассмотрение попа-

дают те ветви, которые попали в результаты ана-

лиза групп эквивалентности и были внесены в таб-

лицу ветвей, т. е. говоря о ветвях 2i| L | , были 

синтезированы на основе допущенных ветвей с 

меньшим количеством листьев. Полученные ветви 

заносим в колонку таблицы, соответствующую 

названию группы, которую составляют рассмот-

ренные ветви. Процедура продолжается до дости-

жения корня дерева i| L | l . В результате любая 

структура дерева  2G L , такая что ее структу-

ра  Λ G  входит в список разрешенных групп ли-

стьев, должна рассматриваться в задаче идентифи-

кации МКО для этого обучающего множества Q.  

Рассмотрение некоторой структуры дерева 

 2G L , состоящей из допущенных подветвей, 

производится на основе таблицы ветвей следую-

щим образом. Из столбца таблицы с наибольшим 

номером последовательно берутся разбиения λi . 

На основе набора Q и каждого разбиения i  со-

ставляется оптимизационная задача 

1
, ,

Argmax ( , )
rc r c

i
m q Q

P q
  

 . В случае, если удается найти 

решение в рамках допустимой шкалы, матрица Мi 

сохраняется, а полученные значения функций 

( )φ ( )
irr Lk  и ( )φ ( )

iсc Lk  используются для поиска ре-

шения для ветвей, на которые разбиваются рас-

смотренные λi . После рассмотрения всех разбие-

ний λi  в столбце с наибольшим номером рассмот-

рение переходит в столбец с меньшим номером.  

Предложенный подход обладает тем преиму-

ществом, что в случае, когда не удалось найти ре-

шение задачи 
1

, ,

Argmax ( , )
rc r c

i
m q Q

P q
  

 , можно исклю-

чить из дальнейшего рассмотрение целое семей-

ство подветвей, порождаемых разбиением λi . 

Например, если нет решения в шкале kL для 

    1 1 2 3 4
 λ

. .
k ,  k  (см. табл. 3), это значит, что из 

рассмотрения можно удалить структуры 

M1l1M2l4M3l2l3 и M1l1M2l2M3l3l4 (см. работу 

[27]), т. е. не рассматривать декомпозиции 

    2 3 1 2
λ

,
  k ,  k  и 

    2 1 2 3
λ

,
  k , k .  

 
Таблица 3 

Пример таблицы ветвей 

# 0 1 2 3 4 5 

Li 1 2 2 3 3 4 1 2 4 2 3 4 1 2 3 4 

λi  1 2 2 3 3 4 4, 1 2 4, 2 3 3, 1 2 4 

  

    

2, 3 4 1, 2 3 4 

            1 2, 3 4 

 



 

 
 

 

 
 

 ●

Рассмотрен подход к синтезу механизмов ком-

плексного оценивания на основе разделительной 

декомпозиции МКО. В качестве схемы декомпози-

ции предлагается использовать таблицу ветвей. В 

отличие от подхода, рассмотренного в работе [15], 

предлагается последовательное составление и ре-

шение оптимизационных задач для каждого от-

дельного узла МКО, что, как видно из формулы, 

приведенной в утверждении 1,  позволяет избежать 

зависимости оптимизационного полинома от ко-

личества входных параметров. В каждом из рас-

сматриваемых узлов полного бинарного дерева 

степень полинома не превышает трех. Перечис-

ленные свойства позволяют быстро решать состав-

ляемые оптимизационные задачи средствами оп-

тимизатора. Например, модуль Gurobi 9.5.0 [28] 

решает оптимизационную задачу (8 квадратичных 

ограничений и 16 общих ограничений) первой 

ступени второго примера за 30 мс на компьютере с 

процессором AMD Ryzen 7 4800H и 16Гб опера-

тивной памяти. Еще одно преимущество предлага-

емого подхода состоит в том, что в случае отсут-

ствия решений на некотором шаге декомпозиции 

дискретной функции в заданной шкале нет необ-

ходимости рассматривать продолжение декомпо-

зиции ввиду отсутствия решения задачи в задан-

ной шкале. Для дальнейшего исследования остав-

лен вопрос сортировки наиболее перспективных 

решений из общего пула решений для рассматри-

ваемой функции. 

Д о к а з а т е л ь с т в о представимости некоторой 

дискретной функции n переменных в разделительном 

виде при условии отсутствия фиксирования шкал зна-

чений параметров. 

Как было сказано выше, в некоторой структуре пол-

ного бинарного дерева МКО определяется через набор 

матриц свертки Mf = {Mj}j∊L. В структуре МКО на осно-

ве каждой матрицы Mi выполняется операция свертки: 

i i jM x y . Каждая отдельная матрица Mi реализует неко-

торую дискретную функцию ( )φ ( )
ii Lk . Для любого про-

извольного дерева  2G L  структура декомпозиции 

его показателей состоит из     1 1
Λ { }i i ,..,l

G L
 

 , так что 

 1 1i ,...,l    
iL L  – набор листьев (индикаторов) 

поддерева с корнем в i . Набор 
iL  имеет некоторые 

подгруппы    Λir ic ir ic iL ;L G : L L L  . В общем 

случае неизвестно, какая размерность матрицы iM  по-

требуется для реализации дискретной функции ( )φ ( )
ii Lk  

на разбиении 
    

ir ic
i L L

k , k  . Основываясь на описа-

нии групп эквивалентности, изложенном в работе [27], 

число групп эквивалентности для разбиения
i , а зна-

чит, и соответствующая размерность матрицы iM  не 

может быть больше, чем число комбинаций, кодируе-

мое индикаторами подмножества 
 ir ir

jL j L
K K


 , 

 iс iс
jL j L

K K


  для подмножеств индикаторов строк и 

столбцов соответственно. Может потребоваться разме-

стить в матрице 
iM  по различным ячейкам примеры, 

каждый из которых соответствует отдельной группе 

эквивалентности данного шага декомпозиции. То есть в 

худшем случае для каждого из обучающих примеров 

необходимо предусмотреть отдельную ячейку матрицы. 

Иначе говоря, любое подмножество переменных для 

дискретной функции содержит конечное число комби-

наций значений переменных, это число является оцен-

кой максимального значения числа строк или столбцов 

матрицы. Учитывая сказанное, размерность некоторой  

дискретной функции ( )φ ( )
ii Lk  будет не больше, чем 

( )iLK , 
ir ic iL L L . Таким образом, на каждой из ступе-

ней декомпозиции функции f размерность матрицы iM , 

i ∈ {1,…,l – 1}, достаточна для реализации функции 

( )φ ( )
ii Lk  по построению. Такой подход к синтезу мат-

риц гарантирует, что МКО, построенная на основе лю-

бой из разрешенных структур полных двоичных дере-

вьев, будет реализовывать заданную функцию f. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 1.   

С учетом введенной унитарной записи операция в 

рамках МКО с отдельным набором значений индикато-

ров представляется как некоторая пошагово декомпози-

руемая в соответствии с некоторым набором разбиений 

 Λ G  функция 0 1( ,..., )lf k k  . На каждом шаге декомпо-

зиции, т. е. в каждом из узлов рассматриваемого дерева 

G, дискретная функция ( )φ ( )
ii Lk  определена на под-

множестве листьев 
iL , в соответствии с разбиением 

i , 

на основе набора примеров Qi, составленного из набора 

Q путем отбора листьев соответствующих подмножеств 

iL . Соответственно, размерность ( )iLk  определяется 

исходя из подмножества 
iL , на котором определена 

функция
 ( )φ ( )

ii Lk . Функция ( )φ ( )
ii Lk  представляет из 

себя матричную операцию на отдельно взятой матрице, 
Ty Mx , где векторы ,x y  имеют размерность  , матри-

ца M  – размерность κ κ . Очевидно, что каждая такая 

операция в качестве результата возвращает вектор ком-
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понент отдельной ячейки матрицы размерности κ  ∊ ℕ. 

Пример операции на матрице Mi: 
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1 1( ) ( )

( ) ( )1 1
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i i
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m my q x q
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.  

То есть итоговым значением операции Ty Mx  будет 

также вектор размерности κ . При этом каждая компо-

нента этого вектора будет представима однородным 

полиномом третьей степени, так как на каждом шаге 

рассматривается присоединение к матрице двух ветвей. 

Учитывая, что векторы ,x y  могут быть как некоторы-

ми функциями – компонентами ( )φ ( )
ii Lk  – так и листья-

ми, а значения всех листьев заданы унитарными векто-

рами, то итоговая степень полинома будет не больше 

трех – в нем сохранятся только те слагаемые, которые 

не умножаются на нулевые значения компонент векто-

ров листьев. Каждое слагаемое полинома будет иметь 

вид 
_

1

num

j d

d

m




 , где jm  – одна компонента кортежа в 

некоторой ячейке унитарно закодированной матрицы 

M . Уникальность каждого слагаемого также следует 

из сути описанной операции.  

Учитывая, что в ячейках всех матриц должны стоять 

унитарные векторы, получаем, что каждая компонента 

вектора, определяемого операцией 
Ty Mx , может при-

нимать значения либо 0, либо 1. На основе схемы 
Ty Mx  

и заданных значений функции f получаем уравнения 

0 0

00 01

1 10 0 0
00 01

1 1 10 0

10 11

1 1

10 11

1 1

1 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1 1

1 1

i i i

i i i

m m

m my q x q K q

y q x q K qm m

m m



    
    

         
      

         
   
    

. 

То, что функция ( )φ ( )
ii Lk  реализует отдельно взятый 

пример q из набора Qi, означает, что 
T φ ( ).i iy M x q  Так 

как вектор φ ( )i q  является унитарным, то у вектора ре-

зультата операции 
Ty Mx  только одна компонента 

должна быть равна единице – та же, что и у вектора 

φ ( )i q , все остальные должны быть равны нулю. То есть 

T Tφ ( ) 1i q y Mx  .  

Поэтому, обозначив через P( λi
, q)  полином, соот-

ветствующий компоненте вектора, которая определяет-

ся функцией φ ( )i q  и должна равняться единице, полу-

чаем всю совокупность пунктов данного утверждения. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1. 

Как показано в доказательстве утверждения 1, 

функция ( )φ ( )
ii Lk  реализует некоторый обучающий 

пример q ⇔ P( λi
, q) = 1. Следовательно, если реализу-

ются все iQ  примеров, то ( , )
i

i i

q Q

P q Q


  .♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 2. 

Для любых L ⊂ ℕ, K ⊂ ℕ любой набор Q ⊂ K
l+1

, в 

соответствии с некоторой последовательностью разбие-

ний  G  на дереве G из множества полных бинарных 

деревьев Г2(L), функция 
1( ,..., )lf k k  может быть пред-

ставлена как суперпозиция функций меньшего числа 

переменных ( )φ ( )
ii Lk , ∀ i ∊{1,…, l – 1}, определенных на 

наборах данных Qi, полученных из набора Q, так как все 

компоненты  функции ( )φ ( )
ii Lk : ( )φ ( )

irr Lk  и ( )φ ( )
icc Lk  

формируются на основе  функции ( )φ ( )
ii Lk , ∀ i ∊{1,…,   

l – 1} по построению, а значения функции 
11 ( )φ ( )Lk  за-

даются через набор Q. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2. 

Из утверждения 2 следует, что задача получения 

функции 1( ,..., )lf k k  как суперпозиции функций мень-

шего числа переменных ( )φ ( )
ii Lk , ∀ i ∊{1,…, l – 1}, мо-

жет быть выражена последовательностью шагов max

(λ , )
i

i

q Q

P q


  c нахождением функции ( )φ ( )
ii Lk ,               

∀ i ∊{1,…, l – 1}. Значения функции 
11 ( )φ ( )Lk  имеем из 

набора Q, а  функций ( )φ ( )
irr Lk  и ( )φ ( )

iсc Lk , ∀ i ∊{2,…,    

l – 1}, находим для каждой из декомпозируемых функ-

ций на основе функции ( )φ ( )
ii Lk .Соответственно, если 

задача не решается на каком-то шаге i для некоторых из 

iQ  примеров, это значит, что она не решается и для 

компонент функции ( )φ ( )
ii Lk . Следовательно, IRMG,2(Q) 

= Ø. ♦ 
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Abstract. This paper proposes an approach to reducing significantly the computational com-

plexity of optimization problems in the design of integrated rating mechanisms (IRMs). The 

background concepts are introduced. The representability of a given discrete function as some 

IRM is proved. The decomposition procedure for a particular training example on some parti-

tion of input parameters is considered, and the following results are established under some re-

strictive conditions. First, an IRM matrix for a particular example of an input data set can be 

designed by maximizing a certain polynomial. Second, a set of given examples can be imple-

mented by some IRM matrix. Third, an IRM can be implemented on a training data set in a cer-

tain complete binary tree based on the decomposition method. Fourth, some discrete function is 

implemented through a given complete binary tree if the discrete functions represented by con-

volution matrices are implemented in each node of this tree. All these results are rigorously 

formulated and proved. An illustrative example of the decomposition procedure based on a 

complete binary tree on three leaves is given. We propose a method for finding IRMs that im-

plement a given training set in the space of all possible complete binary trees based on the 

branch table. In addition, we describe the decomposition procedure according to the branch ta-

ble for each partition of input parameters. Finally, the advantages of the proposed method are 

outlined.  
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