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Оäна из заäа÷ проöесса стратеãи÷ескоãо пëани-
рования закëþ÷ается в разработке инвестиöион-
ной стратеãии, опреäеëяþщей äоëãосро÷ные ин-
вестиöионные öеëи äеятеëüности преäприятия и
ìеханизìы реаëизаöии öеëей с у÷етоì возìожных
изìенений внеøней и внутренней среäы. Инвес-
тиöионная стратеãия устанавëивает приоритеты
направëений и форìы инвестиöионной äеятеëü-
ности, характер форìирования инвестиöионных
ресурсов и посëеäоватеëüностü этапов реаëиза-
öии äоëãосро÷ных инвестиöионных öеëей, ãрани-
öы возìожной инвестиöионной активности орãа-
низаöии и форìаëизованнуþ систеìу критериев,
по которыì осуществëяþтся пëанирование, реаëи-
заöия и оöенка инвестиöионной äеятеëüности [1].
Эффективная реаëизаöия инвестиöионной страте-
ãии — оäин из кëþ÷евых факторов успеøноãо раз-
вития преäприятия, который в äоëãосро÷ной пер-
спективе обеспе÷ивает äостижение поставëенных
стратеãи÷еских öеëей. Инструìентоì реаëизаöии
инвестиöионной стратеãии сëужит форìирование
инвестиöионной проãраììы, которая состоит из
совокупности проектов, обëаäаþщих опреäеëен-
ныìи характеристикаìи: описание объектов инвес-
тирования, объеìы требуеìоãо финансирования
и необхоäиìых ресурсов, преäпоëаãаеìые резуëü-
таты реаëизаöии. В сиëу существования бþäжет-
ных и ресурсных оãрани÷ений появëяется необхо-
äиìостü реøатü заäа÷у преäваритеëüноãо выбора
проектов в öеëях форìирования оптиìаëüной ин-
вестиöионной проãраììы. Допоëнитеëüная сëож-
ностü äанной заäа÷и закëþ÷ается в тоì, ÷то на
практике инвестиöионные проекты не явëяþтся
независиìыìи, а оказываþт вëияние äруã на äру-
ãа. В зависиìости от характеристик проектов и
оказываеìоãо вëияния ìоãут бытü выäеëены сëе-
äуþщие типы взаиìозависиìости.

Зависимость по эффекту набëþäается при уве-
ëи÷ении иëи уìенüøении итоãовоãо резуëüтата
реаëизаöии нескоëüких проектов относитеëüно
суììы эффектов кажäоãо проекта в отäеëüности.
В öеëях иëëþстраöии рассìотриì äва проекта по
выпуску новоãо товара на рынок. Есëи товары
коìпëеìентарные, то объеì общих проäаж превы-
сит суììу инäивиäуаëüных проäаж кажäоãо това-
ра. Обратная ситуаöия набëþäается у взаиìоза-
ìеняеìых товаров, оäновреìенный выпуск кото-
рых уìенüøает суììарный объеì инäивиäуаëüных
проäаж.

Зависимость по ресурсам существует у проек-
тов, оäновреìенная реаëизаöия которых ìожет
уìенüøитü разìер требуеìых ресурсов. Приìероì
сëужит иссëеäоватеëüские проекты, выпоëняеìые
на оäноì ëабораторноì оборуäовании, расхоäы
на приобретение котороãо ìоãут бытü разäеëены
ìежäу проектаìи.

Технологическая зависимость набëþäается при
необхоäиìости оäновреìенноãо выпоëнения не-
скоëüких проектов иëи взаиìноãо искëþ÷ения
проектов по техноëоãи÷ескиì требованияì. Оä-
ниì из сëу÷аев техноëоãи÷еской зависиìости яв-
ëяþтся рекоìенäатеëüные зависиìости, при нару-
øении которых ìоãут изìенятüся первона÷аëüные
характеристики проектов (проäоëжитеëüностü ра-
бот, затраты, эффект).

Заäа÷а форìирования портфеëя взаиìозависи-
ìых проектов рассìотрена ряäоì зарубежных ав-
торов. В работе [2] проанаëизирована взаиìозави-
сиìостü ìежäу ИТ-проектаìи и разработана ìо-
äеëü оптиìизаöии распреäеëения ресурсов ìежäу
зависиìыìи проектаìи в раìках разработки ИТ
систеìы. Автораìи работы [3] рассìотрена заäа÷а
управëения иссëеäоватеëüскиìи проектаìи в про-
öессе трансфорìаöии нау÷ной иäеи в коне÷ный
проäукт и изëожен поäхоä к описаниþ зависиìос-
ти по ресурсаì, техноëоãи÷еской зависиìости и
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вëияния фактора бизнес-среäы, отражаþщеãо воз-
äействие изìенения рыно÷ных усëовий на распре-
äеëение ресурсов ìежäу проектаìи. Поäхоä осно-
ван на приìенении ìетоäа тест-кейсов в совокуп-
ности с ìетрикой DEA, оöениваþщей показатеëи
выпоëнения проекта. В работе [4] иссëеäован про-
öесс отбора проектов при созäании саìоëета. В öе-
ëях описания взаиìозависиìостей ìежäу проекта-
ìи ввеäена кваäрати÷ная ìатриöа зависиìостей,
эëеìенты которой отражаþт äохоä проекта, зави-
сящий от реаëизаöии äруãоãо проекта.

В российской ëитературе вопросы взаиìноãо
вëияния проектов также наøëи отражение в ряäе
пубëикаöий. В работах [5, 6] анаëизируþтся заäа÷и
каëенäарноãо пëанирования проекта, у÷итываþ-
щие поряäок выпоëнения работ проекта. Моäеëü
взаиìоäействия ìежäу инноваöионныìи проек-
таìи, основанная на у÷ете эконоìи÷еских связей
ìежäу проектаìи ÷ерез зависиìостü от общих ре-
сурсов, рассìотрена в пубëикаöии [7]. Заäа÷а оп-
тиìизаöии портфеëя проектов, взаиìозависиìых
по эффекту, и заäа÷а оптиìизаöии проектов с ре-
коìенäатеëüныìи зависиìостяìи — оãрани÷ени-
яìи на поряäок выпоëнения проектов, иссëеäова-
ëисü в работе [8].

В общеì виäе оптиìизаöия портфеëя взаиìо-
зависиìых проектов преäставëяет собой заäа÷у не-
выпукëоãо кваäрати÷ноãо проãраììирования, ко-
торая относится к кëассу NP-труäных [9]. Сущес-
твуþщие поäхоäы к реøениþ заäа÷ кваäрати÷ной
оптиìизаöии ìоãут бытü разäеëены на äве ãруппы:
основанные на ìоäификаöии аëãоритìов реøения
заäа÷ выпукëой оптиìизаöии и первона÷аëüно
разработанные äëя реøения äискретных заäа÷ оп-
тиìизаöии. К первой ãруппе относятся ìетоä вы-
äеëения активных оãрани÷ений [10] и ìетоä поис-
ка внутренней то÷ки [11]. Оба ìетоäа явëяþтся
итераöионныìи и состоят в построении посëеäо-
ватеëüности то÷ек x

k + 1
 = x

k
 + q

k
p
k
, которая схо-

äится к реøениþ исхоäной заäа÷и. Основной не-
äостаток äанных ìетоäов закëþ÷ается в тоì, ÷то
их приìенение ãарантирует нахожäение ëиøü ëо-
каëüноãо оптиìуìа. Дëя поиска ãëобаëüноãо опти-
ìаëüноãо реøения приìеняþтся поäхоäы второй
ãруппы, которые закëþ÷аþтся в построении оöен-
ки сверху äëя исхоäной заäа÷и и ее приìенении в
аäаптированных к непрерывноìу сëу÷аþ ìетоäах
äискретной оптиìизаöии: ìетоä ветвей и ãраниö,
ìетоä отсе÷ений. Среäи существуþщих поäхоäов
к поëу÷ениþ оöенки сверху ìоãут бытü выäеëены
ëинеаризаöия öеëевой функöии [12], ëаãранжева
[13] и поëуопреäеëенная реëаксаöия [14]. Труäно-
сти в приìенении äанных поäхоäов закëþ÷аþтся
в зна÷итеëüноì увеëи÷ении ÷исëа переìенных в
сëу÷ае ëинеаризаöии и необхоäиìости привëе÷е-

ния труäоеìких ìетоäов неäифференöируеìой
оптиìизаöии в сëу÷ае äвух остаëüных поäхоäов.

В настоящей статüе преäëожен аëãоритì на-
хожäения оöенки сверху äëя кваäрати÷ной опти-
ìизаöионной заäа÷и, основанный на приìенении
ìетоäа сетевоãо проãраììирования [15]. Данный
ìетоä первона÷аëüно разрабатываëся äëя реøе-
ния äискретных заäа÷ оптиìизаöии. Показана
возìожностü еãо приìенения äëя реøения непре-
рывной оптиìизаöионной заäа÷и и поëу÷ено äо-
стато÷ное усëовие существования оптиìаëüноãо
реøения оöено÷ной заäа÷и.

1. ÇÀÄÀ×À ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎÐÒÔÅËß 
ÂÇÀÈÌÎÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ

Рассìотриì n инвестиöионных проектов (вы-
пуск новых проäуктов). Преäпоëожиì, ÷то пара-
ìетры в заäа÷е норìаëизованы. Обозна÷иì x

i
 —

объеì финансирования i-ãо проекта. Заäаны оãра-
ни÷ения:

— ìаксиìаëüный объеì финансирования i-ãо
проекта, опреäеëяеìый возìожностяìи произвоäс-
тва и рыно÷ныì спросоì;

— разìер постоянных затрат на разработку и
освоение i-ãо проекта;

— суììарный объеì финансирования не пре-
выøает зна÷ения С.

Эффект (äохоä) от реаëизаöии i-ãо проекта ра-
вен b

i
x
i
, ãäе b

i
 — рентабеëüностü i-ãо проекта.

Дëя описания взаиìосвязей ìежäу проектаìи
ввеäеì n Ѕ n ìатриöу взаиìозависиìости [a

ij
]. Зна-

÷ение эëеìента a
ij
 ≥ 0 показывает äопоëнитеëüный

эффект, который поëу÷ает проект i от успеøной
реаëизаöии проекта j. Есëи a

ij
 = 0, то эффект от ре-

аëизаöии проекта i не зависит от проекта j. Диаãо-
наëüные эëеìенты ìатриöы a

ii
 равны 0. Такиì об-

разоì, суììарный эффект äëя i-ãо проекта равен

a
ij
, ãäе A — ìножество проектов, принятых к

реаëизаöии.
Заäа÷а форìирования инвестиöионноãо порт-

феëя взаиìозависиìых проектов ìожет бытü запи-
сана в виäе:

  max, (1)

c
i
x
i
 ≤ C, (2)

0 ≤ x
i
 ≤ 1,  i = , (3)

ãäе c
i
 — коэффиöиенты, поëу÷енные в резуëü-

тате норìаëизаöии веëи÷ин x
i
, i = .

j A∈
∑

i j, 1=

n

∑ aijxixj bixi
i 1=

n

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xi{ } i, 1 n,=

i 1=

n

∑

1 n,

1 n,
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Дëя приìенения ìетоäа сетевоãо проãраììи-
рования преäставиì эëеìенты a

ij
 в виäе суììы u

ij

и v
ij
:

a
ij
 = u

ij
 + v

ij
;  i, j = . (4)

Есëи выпоëняется усëовие (3), то относитеëüно
параìетров u

ij
 и v

ij
 справеäëиво неравенство:

a
ij
x
i
x
j
 ≤ u

ij
x
i
 + v

ij
x
j
;  i, j = , (5)

которое сëеäует из тоãо, ÷то

u
ij
x
i
x
j
 ≤ u

ij
x
i
, v

ij
x
i
x
j
 ≤ v

ij
x
j
 при 0 ≤ x

i
 ≤ 1, i, j = .

У÷итывая соотноøение (5), запиøеì заäа÷у ëи-
нейноãо проãраììирования, реøение которой яв-
ëяется оöенкой сверху äëя исхоäной заäа÷и:

x
i

, (6)

c
i
x
i
 ≤ C, (7)

0 ≤ x
i
 ≤ 1,  i = . (8)

Дëя нахожäения то÷ноãо оптиìаëüноãо реøе-
ния заäа÷и (6)—(8) ìожет бытü приìенен «жаäный
аëãоритì», закëþ÷аþщийся в выборе проектов c
ìаксиìаëüныì отноøениеì эффекта к затратаì
[5]. Дëя этоãо упоряäо÷иì x

i
 по убываниþ äанноãо

отноøения (относитеëüноãо эффекта):

[(u
ij
 + v

ji
) + b

i
]. (9)

Пустü первые k зна÷ений x
i
, уäовëетворяþщие

неравенству (7), равны 1, а остаëüные n — k зна-
÷ений — 0 (форìаëüно k-е зна÷ение ìожет поëу-
÷итüся ìенüøе 1, но поскоëüку реøается заäа÷а
поëу÷ения оöенки сверху, то оно окруãëяется äо 1).
Тоãäа в оптиìаëüноì реøении зна÷ение öеëевой
функöии (6) явëяется оöенкой сверху äëя исхоä-
ной заäа÷и (1)—(3) и равно

. (10)

Поставиì заäа÷у выбора параìетров u
ij
 и v

ij
, ìи-

ниìизируþт поëу÷еннуþ оöенку:

  min, (11)

a
ij
 = u

ij
 + v

ij
, i, j = . (12)

Заäа÷а (10) — (12) явëяется обобщенной äвойс-
твенной äëя исхоäной заäа÷и, и в работе [15] по-
казано, ÷то она выпукëая. Опреäеëиì äостато÷ное

усëовие существования оптиìаëüноãо реøения
äанной заäа÷и.

Утверждение. Если существуют значения u
ij
 и v

ij
,

i, j = , удовлетворяющие условию (12), при ко-

торых выполняются соотношения

 = ,

i, j = , (13)

то данные значения являются оптимальным решени-
ем задачи (10)—(12).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Ввеäеì обозна÷ение:

(u
ij
 + v

ji
) + b

i
 = s

i
.

Преäпоëожиì, ÷то в оптиìаëüноì реøении заäа÷и
(6)—(8) существует проект, относитеëüный эффект ко-
тороãо на δ превосхоäит эффект p от кажäоãо из остаëü-
ных n – 1 проектов. По резуëüтатаì упоряäо÷ения по от-
ноøениþ (9) äанный проект перейäет на первуþ пози-
öиþ, и в этоì сëу÷ае зна÷ение функöии (10) равно

s
i
 = δc

1
 + pC. (14)

Пустü рассìатриваеìый проект взаиìосвязан с m – 1
проектаìи портфеëя. Поскоëüку у всех проектов, за ис-
кëþ÷ениеì первоãо, оäинаковый относитеëüный эф-
фект p, то не наруøая общности преäпоëожиì, ÷то äан-
ные m – 1 проектов заниìаþт позиöии со второй по m.
Уìенüøиì на небоëüøуþ веëи÷ину относитеëüный эф-
фект (p + δ) первоãо проекта путеì изìенения s

i
 так,

÷тобы эффект первоãо проекта не снизиëся ниже p:

 = r
1
,   = r

i
,  i = ,

Δ
1
 – Δ

i
 = 0, (15)

ãäе r
i
 — относитеëüный эффект, поëу÷енный посëе из-

ìенения s
i
, i = .

Снова упоряäо÷иì проекты по убываниþ отноøения
(9), при этоì рассìатриваеìые m проектов останутся на
первых m позиöиях. Есëи m > k, то зна÷ение функöии
(10) в сиëу соотноøения (15) уìенüøится по сравнениþ
с веëи÷иной (14), ÷то противоре÷ит преäпоëожениþ об
оптиìаëüности исхоäноãо реøения:

s
i
 = δc

1
 – Δ

1
 + ΣΔ

j
 + pC < δc

1
 + pC.

При m ≤ k повториì описанный выøе поäхоä к пе-
рераспреäеëениþ относитеëüноãо эффекта, но уже с äру-
ãиì проектоì. Перераспреäеëение эффекта ìожно про-
воäитü äо тех пор, пока не выпоëнится усëовие (13). ♦

Реøение заäа÷и (6)—(8) ìожет сëужитü в ка÷ес-
тве оöенки сверху äëя поäìножества реøений при
приìенении ìетоäа ветвей и ãраниö. При нахож-
äении реøения заäа÷и (6)—(8), в котороì зна÷е-

1 n,

1 n,

1 n,

max
xi{ }

i 1=

n

∑ uij vji+( ) bi+
j 1=

n

∑

i 1=

n

∑

1 n,

1
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ния öеëевой функöии оöено÷ной и исхоäной заäа÷
совпаäаþт, поëу÷енное реøение явëяется опти-
ìаëüныì реøениеì заäа÷и (1)—(3). Даëее пока-
жеì на приìере работу преäëоженноãо аëãоритìа.

2. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì заäа÷у оптиìизаöии:

(7x
1
 + 3x

1
x
2
 + x

1
x
3
 + 4x

2
 + 2x

2
x
3
 + 4x

3
)  max, (16)

x
1
 + x

2
 + x

3
 ≤ 2, (17)

0 ≤ x
1,2,3

 ≤ 1. (18)

Преäставиì коэффиöиенты öеëевой функöии в ви-
äе (4):

u
12

 + v
12

 = 3;  u
13

 + v
13

 = 1;  u
23

 + v
23

 = 2. (19)

Прировняеì коэффиöиенты соãëасно усëовиþ (13):

7 + u
12

 + u
13

 = 4 + v
12

 + u
23

 = 4 + v
13

 + v
23

. (20)

Посëе поäстановки усëовий (19) в выражение (20)
поëу÷иì:

u
12

 = 0, v
12

 = 2, u
13

 = 0,  v
13

 = 1, u
23

 = 0, v
23

 = 2.

Заäа÷а поëу÷ения оöенки сверху (6)—(8) äëя исхоä-
ной заäа÷и:

(7x
1
 + 7x

2
 + 7x

3
)  max, (21)

x
1
 + x

2
 + x

3
 ≤ 1, 0 ≤ x

1,2,3
 ≤ 1. (22)

Оптиìаëüные реøения заäа÷и (21), (22) привеäены в
табëиöе, ãäе f(x) — зна÷ение öеëевой функöии заäа÷и
(21), (22) в оптиìаëüноì реøении, f

0
(x) — зна÷ение öе-

ëевой функöии исхоäной заäа÷и (16)—(18).

Поскоëüку äëя {x
1
 = 1; x

2
 = 1; x

3
 = 0} зна÷ение f(x)

совпаäает с f
0
(x), то äанное реøение явëяется оптиìаëü-

ныì реøениеì исхоäной заäа÷и (16)—(18).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен аëãоритì реøения заäа÷и оптиìи-
заöии портфеëя инвестиöионных проектов с у÷е-
тоì их взаиìноãо вëияния на итоãовый эффект,
поëу÷аеìый от реаëизаöии сфорìированноãо пор-
тфеëя проектов. Аëãоритì основан на приìенении
ìетоäа сетевоãо проãраììирования к реøениþ за-
äа÷и кваäрати÷ной оптиìизаöии. В ка÷естве пер-

спективных направëений äаëüнейøих иссëеäова-
ний преäставëяþтся:

— разработка аëãоритìа реøения обобщенной
äвойственной заäа÷и;

— приìенение сетевых ìетоäов äëя реøения
заäа÷и форìирования оптиìаëüноãо портфеëя
проектов с у÷етоì наëи÷ия нескоëüких типов вза-
иìозависиìостей.
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