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Преäпоëаãается, ÷то на тверäоì теëе закрепëе-
но нескоëüко приеìных навиãаöионных антенн.
Антенны распреäеëены по поверхности теëа та-
киì образоì, ÷то в ëþбой ìоìент вреìени, по
крайней ìере три антенны «виäят» не ìенее ÷е-
тырех спутников систеìы GPS иëи GLONASS,
иëи GALILEO. Необхоäиìо не ìенее трех антенн
äëя опреäеëения трех уãëовых переìенных ориен-
таöии в проöессе изìерения ìежантенных векто-
ров. Дëя опреäеëения ìежантенных векторов сов-
ìестно со сäвиãоì вреìенных øкаë ìежäу äвуìя
приеìникаìи необхоäиìы, по крайней ìере, ÷еты-
ре äаëüноìерных изìерения, обеспе÷иваеìых оä-
новреìенныì сëежениеì за ÷етырüìя спутникаìи.

Напоìниì кратко основные понятия, приня-
тые в спутниковой навиãаöии. Боëее äетаëüное
описание ìожно найти, наприìер, в книãе [1].

В ãеоöентри÷еской систеìе коорäинат опреäе-
ëяется поëожение спутников в ëþбой ìоìент вре-
ìени. Аëãоритìы вы÷исëения поëожения спут-
ников описаны в интерфейсных контроëüных äо-
куìентах соответствуþщих спутниковых систеì
[2—4]. Поëожение антенн навиãаöионных приеì-
ников вы÷исëяется на основе äаëüноìерных из-
ìерений. Необхоäиìы, по крайней ìере, ÷етыре
спутника äëя опреäеëения трех коìпонент поëо-

жения фазовоãо öентра антенны и сäвиãа вреìен-
ных øкаë систеìы GPS и ÷асов приеìника.

В основе опреäеëения ориентаöии тверäоãо те-
ëа в пространстве ëежит ìетоä äифференöиаëüноãо
относитеëüноãо позиöионирования [1], позвоëяþ-
щий опреäеëятü ìежантенные векторы с сантиìет-
ровой то÷ностüþ с поìощüþ фазовых изìерений
посëе разреøения фазовых неоäнозна÷ностей.
Пробëеìе разреøения фазовых неоäнозна÷ностей
посвящена обøирная ëитература. Известно ìноãо
вы÷исëитеëüных ìетоäов ее реøения. Боëüøинс-
тво из них своäятся к заäа÷е кваäрати÷ноãо öеëо-
÷исëенноãо проãраììирования. При практи÷ес-
кой реаëизаöии ìетоäа, преäëоженноãо в äанной
работе, äëя разреøения фазовых неоäнозна÷но-
стей приìеняëисü ìетоäы, описанные в работах
[5—7].

Посëе разреøения фазовых неоäнозна÷ностей
рассìатриваеìая заäа÷а своäится к заäа÷е опре-
äеëения ориентаöии по векторныì изìеренияì,
известной как заäа÷а Уэбба [8]. Ее реøениþ пос-
вящено ìножество работ. В обзорах [9, 10] рас-
сìотрены постановки заäа÷и оöенки ориентаöии
и построения ìетоäов рекуррентноãо оöенивания.
В настоящей работе не затраãиваþтся вопросы
фиëüтраöии и интеãраöии с инерöиаëüныìи сен-
сораìи. Ее öеëü состоит в описании новоãо вы-
÷исëитеëüно эффективноãо ìетоäа реøения заäа-
÷и Уэбба по оäнозна÷ныì фазовыì изìеренияì.
Особенностü преäëоженноãо ìетоäа закëþ÷ается в
приìенении ìетоäа параìетри÷ескоãо проäоëже-
ния äëя у÷ета ìатриöы весов фазовых изìерений,
которая в общеì сëу÷ае не явëяется äиаãонаëüной.

Описан ìетоä опреäеëения ориентаöии тверäоãо теëа относитеëüно ëокаëüноãо ãоризон-

та. Преäпоëожено, ÷то теëо нахоäятся вбëизи поверхности Зеìëи иëи в окоëозеìноì

пространстве на высоте, существенно ìенüøей высоты орбит спутниковых сетевых на-

виãаöионных систеì.

Ключевые слова: спутниковая навиãаöия, ориентаöия в пространстве, уравнения навиãаöии, äаëü-
ноìерные изìерения.
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Произвоëüный виä поëожитеëüно опреäеëенной
весовой ìатриöы не позвоëяет реøитü заäа÷у в яв-
ноì виäе с поìощüþ øироко распространенноãо
приеìа, основанноãо на синãуëярноì разëожении
ìатриö [9]. Преäëоженный в работе ìетоä проäоë-
жения по параìетру позвоëяет, на÷ав с весовой
ìатриöы спеöиаëüноãо виäа, äопускаþщей анаëи-
ти÷еское (то÷нее, практи÷ески анаëити÷еское) ре-
øение заäа÷и Уэбба, проäоëжитü реøение äо та-
коãо, которое отве÷ает реаëüныì оøибкаì фазо-
вых изìерений, характерных äëя навиãаöионноãо
приеìника. При праки÷еской реаëизаöии испоëü-
зоваëся приеìник JNSGyro-4 [11]. Экспериìенты
показаëи, ÷то корректный у÷ет ковариаöионной
ìатриöы фазовых изìерений позвоëяет уìенüøитü
поãреøностü опреäеëения ориентаöии приìерно
на 30 %, практи÷ески не увеëи÷ивая вы÷исëитеëü-
нуþ сëожностü проãраììы, работаþщей в реаëü-
ноì вреìени и позвоëяþщей ãарантированно оп-
реäеëятü ориентаöиþ 20 раз/с.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß
È ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÄÀËÜÍÎÌÅÐÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈÉ

Буäеì поëüзоватüся сëеäуþщиìи обозна÷ения-
ìи, принятыìи в спутниковой навиãаöии и вы÷ис-
ëитеëüных ìетоäах ëинейной аëãебры (боëüøая
÷астü употребëяеìых в статüе понятий и обозна÷е-
ний øироко известна и привоäится зäесü тоëüко
äëя уäобства ÷итатеëя):

верхний инäекс s испоëüзуется äëя обозна÷ения
ноìера спутника;

нижний инäекс r испоëüзуется äëя нуìераöии
антенн навиãаöионных приеìников, распоëожен-
ных на тверäоì теëе, r = 0, ..., m – 1; m l 3;

нижний инäекс k испоëüзуется äëя нуìераöии
ìоìентов вреìени, называеìых эпохаìи;

n
rk
 — ÷исëо спутников, нахоäящихся в захвате

приеìникоì r в ìоìент вреìени k;

верхний инäекс b испоëüзуется äëя обозна÷е-
ния ÷астотных äиапазонов, b = 1, 2 (L1, L2);

R
d — d-ìерное вещественное евкëиäово про-

странство с норìой ||x ||;

сиìвоë T озна÷ает ìатри÷ное транспонирова-
ние, векторы с÷итаþтся стоëбöаìи;

R
dЅm — пространство вещественнозна÷ных ìат-

риö разìера d Ѕ m;

||x ||
F
 =  =  — ìатри÷ная

норìа Фробениуса ìатриöы x ∈ RdЅm, tr(•)— сëеä

ìатриöы, ||x ||
F, W

 = , ãäе W — поëожи-

теëüно опреäеëенная весовая ìатриöа;

X
rk
, Y

rk
, Z

rk
 — äекартовы коорäинаты антенны

приеìника r в k-þ эпоху в ãеоöентри÷еской сис-
теìе коорäинат WGS-84;

, ,  — äекартовы коорäинаты спутника

s в ìоìент вреìени, преäøествуþщий k-й эпохе
на вреìя распространения сиãнаëа от спутника äо
приеìника (в систеìе WGS-84);

 = ||X
r
 – X s ||, ρ

rk
 = ( , ..., )T ∈ ;

c — скоростü света в вакууìе;

f
sb — ÷астота несущей в äиапазоне b, отве÷аþ-

щая спутнику s. Дëя систеì GPS и GALILEO ÷ас-
тота не зависит от ноìера спутника, äëя систеìы
GLONASS зависиìостü ÷астоты от ноìера ÷асто-
тной ëитеры спутника опреäеëена в äокуìенте [3];

λsb = c/f sb — äëина воëны несущей, отве÷аþщей
спутнику s в äиапазоне b;

τ
rk
 — сäвиã øкаë вреìени ìежäу систеìой GPS

и внутренней øкаëой приеìника r;

 — сäвиã øкаë вреìени ìежäу систеìой GPS

и внутренней øкаëой спутника s.

Расстояние äо спутников изìеряется в äвух
øкаëах — коäовой и фазовой. Коäовая øкаëа äает
поãреøностü поряäка нескоëüких ìетров в то вре-
ìя как фазовая øкаëа äает ìиëëиìетровуþ поã-
реøностü, но соäержит так называеìуþ фазовуþ
неоäнозна÷ностü, приниìаþщуþ постоянное и
öеëо÷исëенное зна÷ение, разëи÷ное äëя кажäоãо
спутника. Боëее то÷но, фазовые неоäнозна÷ности
постоянны äо возникновения ска÷ков фазы, кото-
рые связаны с возìожныì срывоì сëежения в пет-
ëях фазовой автопоäстройки, явëяþщихся ÷астüþ
проãраììноãо обеспе÷ения навиãаöионноãо при-
еìника. Боëее поäробно структура спутниковых
навиãаöионных изìерений и структура оøибок
описана, наприìер, в работе [1]. В äопоëнение к
ввеäенныì обозна÷енияì опреäеëиì сëеäуþщие
веëи÷ины:

 — коäовое изìерение расстояния ìежäу

приеìникоì r и спутникоì s, изìеренное в ìо-

ìент вреìени k в ÷астотноì äиапозоне b,  =

= ( , ..., )T ∈ ;

 — анаëоãи÷ныì образоì опреäеëенное из-

ìерение псевäоäаëüности в фазовой øкаëе изìе-

рений,  = ( , ..., )T ∈ .

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений уравнения,
связываþщие изìеренные псевäоäаëüности в кo-
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äовой и фазовой øкаëах с расстоянияìи äо спут-
ников, иìеþт виä:

 =  + c(τ
rk
 + ) +  + ,

 =  + c(τ
rk
 + ) + γ  + , (1)

λs1  =  + c(τ
rk
 + ) –  + λs1  + ,

λs2  =  + c(τ
rk
 + ) – γ  + λs2  + ,

ãäе γ = ( f
1s/f 2s)2,  — заäержка сиãнаëа спутника

s в ионосфере Зеìëи в первоì ÷астотноì äиапазо-

не,  — öеëо÷исëенные зна÷ения фазовых не-

оäнозна÷ностей,  = ( , ..., )T ∈ , ,

, ,  — оøибки коäовых и фазовых изìе-

рений, вкëþ÷аþщие в себя øуìовуþ составëяþ-
щуþ и оøибку ìноãоëу÷евости.

В систеìе уравнений (1), называеìой систеìой
уравнений спутниковой навиãаöии, не указана
оøибка поëожения спутника, связанная с оøибкой
эфеìериäных äанных. Оäнако эту оøибку ìожно
с÷итатü оäинаковой äëя бëизко распоëоженных
приеìников и, поэтоìу, ис÷езаþщей при взятии
разностей изìерений, относящихся к оäноìу и то-
ìу же спутнику и äвуì разëи÷ныì бëизко распо-
ëоженныì антеннаì.

2. ÑÂßÇÀÍÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ,
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÀß ÍÀÂÈÃÀÖÈß

È ÇÀÄÀ×À ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÐÈÅÍÒÀÖÈÈ

Обозна÷иì антенны, закрепëенные на теëе,
сиìвоëаìи A

0
, A

1
, ..., A

m – 1
. Пустü x, y, z — связан-

ная с теëоì äекартова пряìоуãоëüная систеìа ко-
орäинат. Пустü некоторый вектор преäставëен в

связанной систеìе коорäинат l = (x, y, z)T. Этот же
вектор в ãеоöентри÷еской систеìе коорäинат иìе-

ет преäставëение L = (X, Y, Z )T.

Буäеì искатü ортоãонаëüнуþ ìатриöу поворо-
та Q, перевоäящуþ коорäинаты оäноãо и тоãо же
вектора из оäной систеìы в äруãуþ. Боëее то÷но,
L = Ql. Поìестиì на÷аëо связанной систеìы ко-
орäинат в то÷ку распоëожения антенны A

0
. Ввеäеì

в рассìотрение ìежантенные векторы A
r
—A

0
, на-

зываеìые также вектораìи базовых ëиний. Пустü

l
r
 = (x

r
, y

r
, z

r
)T — вектор базовой ëинии A

r
—A

0
 в

связанной систеìе коорäинат, L
rk
 = (X

rk
 – X

0k
,

Y
rk

– Y
0k

, Z
rk
 – Z

0k
)T — тот же вектор в ãеоöентри-

÷еской систеìе коорäинат в ìоìент вреìени k, 

и  ∈ R3 Ѕ (m – 1) — ìатриöы, стоëбöаìи которых

явëяþтся векторы l
r
 и L

rk
.

Обозна÷иì ÷ерез Δ оператор взятия разности
ìежäу веëи÷инаìи, относящиìися к антенне A

r
,

r = 1, ..., m – 1, и веëи÷инаìи, относящиìися к ан-
тенне A

0
. Ионосферная заäержка оäинакова äëя

бëизко распоëоженных антенн, и поэтоìу инäекс

r при веëи÷инах  в уравнениях (1) ìожет бытü

опущен. Приìеняя оператор Δ к уравненияì (1) и
приниìая во вниìание, ÷то веëи÷ины, не соäер-
жащие инäекс r, при взятии разности ис÷езаþт,
поëу÷иì

Δ  = Δ  + cΔτ
rk
 + Δ ,

Δ  = Δ  + cΔτ
rk
 + Δ , (2)

Δ  = Δ  + f 1sΔτ
rk
 + Δ  + Δ ,

Δ  = Δ  + f 2sΔτ
rk
 + Δ  + Δ . (3)

Заäа÷а относитеëüной навиãаöии состоит в оп-
реäеëении поëожения антенны A

r
 относитеëüно

антенны A
0
, т. е. в опреäеëении вектора A

r
—A

0
 с ис-

поëüзованиеì уравнений (2) и (3), называеìых
уравненияìи относитеëüной навиãаöии. В ãруппе
уравнений (2) испоëüзуþтся оäнозна÷ные, но не-
то÷ные коäовые изìерения. В ãруппе уравнений
(3) испоëüзуþтся неоäнозна÷ные, но то÷ные фазо-
вые изìерения. Станäартные откëонения øуìов

фазовых изìерений иìеþт поряäок 10–3 ì в то
вреìя, как коäовые изìерения иìеþт станäартное

откëонение поряäка 10–1÷101 ì. Фазовые неоä-

нозна÷ности Δ  и Δ , присутствуþщие во

второй ãруппе уравнений (3), приниìаþт öеëо÷ис-
ëенные зна÷ения. Обы÷но проöеäуру разреøения
фазовых неоäнозна÷ностей разäеëяþт на оöенку
вещественных зна÷ений неоäнозна÷ностей, поиск
наиëу÷øей öеëо÷исëенной аппроксиìаöии и про-
верку правиëüности разреøения неоäнозна÷нос-
тей. При реаëизаöии ìетоäа, описанноãо в äанной
работе, испоëüзоваëасü вы÷исëитеëüная схеìа ре-
куррентноãо оöенивания вещественных оöенок фа-
зовых неоäнозна÷ностей, описанная в работе [12].
Цеëо÷исëенное разреøение фазовых неоäнозна÷-
ностей основано на öеëо÷исëенной кваäрати÷ной
оптиìизаöии с поìощüþ ìетоäов, описанных в
работах [6, 7]. В раìках äанной статüи с÷итаеì, ÷то
проöеäура разреøения фазовых неоäнозна÷ностей

уже выпоëнена и зна÷ения Δ  и Δ  известны.
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Пустü коорäинаты X
0k

, Y
0k

, Z
0k

 антенны A
0
 в ìо-

ìент вреìени k уже известны из реøения заäа÷и о
наиìенüøих кваäратах невязок äвух первых нави-
ãаöионных уравнений (1) при r = 0. Поставиì за-
äа÷у опреäеëения векторов L

rk
 с поìощüþ реøения

заäа÷и о наиìенüøих кваäратах невязок уравне-
ний (3). Оäна итераöия ìетоäа Гаусса — Нüþтона
[5] äëя систеìы неëинейных уравнений эквива-
ëентна реøениþ заäа÷и о наиìенüøих кваäратах
äëя ëинеаризованной систеìы. Выпиøеì уравне-
ния (3), ëинеаризованные в окрестности то÷ки X

0k
,

Y
0k

, Z
0k

 в ìоìент вреìени k. Обозна÷иì:

 = (Δ  – Δ )λsb,

 = ( , ..., )T ∈ ,

Φ
rk
 =  ∈ ,

Φ
k
 = (Φ

1k
, ..., Φ

(m – 1)k
) ∈  Ѕ (m – 1),

J
rk
 ∈  — ìатриöа Якоби вектор-функöии 

ρ
rk
∈ .

Строкаìи ìатриöы J
rk
 явëяþтся векторы на-

правëяþщих косинусов ëинии визирования спут-
ника s = 1, ..., n

rk
 из антенны A

r
. Дëя антенн, рас-

поëоженных на расстоянии нескоëüких ìетров
äруã от äруãа, ëинии визирования на спутники,
распоëоженные на расстоянии ∼20 000 кì от них,
практи÷ески коëëинеарны. Преäпоëожиì, ÷то
÷исëо и состав спутников, набëþäаеìых антенна-
ìи A

r
, r = 0, ..., m – 1, оäинаково. При этоì преä-

поëожении выпоëняþтся усëовия n
rk
 ≡ n

k
, J

rk
 ≡ J

k
,

ãäе n
k
 — общее äëя всех антенн ÷исëо набëþäае-

ìых спутников, а J
k
 — общая äëя всех антенн ìат-

риöа Якоби вектор-функöий ρ
rk
. Даëее, обозна-

÷иì: C = (c, ..., c)T ∈ , A
k
 =  ∈ ,

 =  =

= .

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений уравнения
относитеëüной навиãаöии, ëинеаризованные в ок-
рестности поëожения X

0k
, Y

0k
, Z

0k
 антенны A

0
, при-

ниìаþт виä

A
k

 = Φ
k
, (4)

ãäе опущены сëаãаеìые Δ , отве÷аþщие за

оøибки изìерений. Дëя весовой ìатриöы

W = diag(( )–2, ..., ( )–2), (5)

ãäе ( )2 — априорная äисперсия оøибок первых

разностей фазовых изìерений Δ , поставиì за-

äа÷у ìиниìизаöии взвеøенной суììы кваäратов
невязок уравнений относитеëüной навиãаöии (4)

||A
k

 – Φ
k
||   min,

V = diag(W, W) ∈ R2n. (6)

Ориентаöия связанной систеìы коорäинат от-
носитеëüно ãеоöентри÷еской систеìы коорäинат в
ìоìент вреìени k опреäеëяется ìатриöей Q

k
. Дëя

краткости äаëее опустиì инäекс зависиìости от
вреìени k в выражении (6). Вспоìнив опреäеëе-
ние L = Ql, перепиøеì заäа÷у (6) как заäа÷у оп-
реäеëения ортоãонаëüной ìатриöы Q, äоставëяþ-
щей ìиниìуì в заäа÷е о наиìенüøих кваäратах

||A  – Φ||   min,  = ,

Q
T
Q = I. (7)

Перепиøеì заäа÷у (7) в виäе

||A  – Φ||  =

= ||A  – Φ|| ,

Q
T
Q = I. (8)

Обозна÷иì H =  ∈ R2n Ѕ 3, D =  ∈ R2n.

Взяв «внутренний» ìиниìуì в выражении (8), по-
ëу÷иì

||HQ  – Φ||   min,  QT
Q = I. (9)

 = V – VDD
T
V.

Φrk
sb ϕrk
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L˜ k F V,
2
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→
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2
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Заìетиì, ÷то весовая ìатриöа  вырожäена и
иìеет äефект ранãа 1. Матриöа V опреäеëяется вы-
раженияìи (5) и (6) и отражает структуру øуìов
фазовых изìерений. Испоëüзуя опреäеëение нор-
ìы Фробениуса, перепиøеì заäа÷у (9) в виäе

||HQ  – Φ||  = tr(HQ  – Φ)T (HQ  – Φ) =

= (tr( Q
T
H

T
HQ ) – 2tr( Q

T
H

T Φ) +

+ tr(ΦT Φ) → min,  QT
Q = I. (10)

Пустü H + — взвеøенная псевäообратная ìат-
риöа

H
+ = (HT

H)–1
H

T .

Преäпоëаãается, ÷то n l 4 и ìатриöа HT
H ∈

∈ R
3 Ѕ 3 невырожäена, äаже приниìая во вниìание

вырожäенностü ìатриöы . Обозна÷иì l* = H +Φ
реøение заäа÷и о наиìенüøих кваäратах

||H  – Φ||  → .

Даëüнейøие преобразования выражения (10)
привоäят к сëеäуþщей заäа÷е:

||HQ  – Φ||  = tr( Q
T
H

T
HQ ) –

– 2tr( Q
T
H

T
Hl*) → min,  QT

Q = I. (11)

Заäа÷а кваäрати÷ной оптиìизаöии (11) при
кваäрати÷ных оãрани÷ениях реøается итеративны-
ìи ìетоäаìи, основанныìи на ìетоäе Нüþтона [5,
13]. Мы сëеäуеì äруãой схеìе. В ка÷естве первоãо
øаãа опреäеëиì äруãуþ вспоìоãатеëüнуþ весовуþ
ìатриöу, äопускаþщуþ анаëити÷еское реøение
заäа÷и (11). Ввеäение вспоìоãатеëüной весовой
ìатриöы позвоëяет избавитüся от кваäрати÷ноãо
сëаãаеìоãо и воспоëüзоватüся известныì вы÷ис-
ëитеëüныì приеìоì (сì., наприìер, работу [9]).
Затеì реøение параìетри÷ески проäоëжается äо
реøения заäа÷и (11) при исхоäной весовой ìат-

риöе .

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÎÉ
ÂÅÑÎÂÎÉ ÌÀÒÐÈÖÛ

Рассìотриì вспоìоãатеëüнуþ весовуþ ìатриöу

 = H +T
H

+. (12)

Приниìая во вниìание тожäество H +
H = I и

ортоãонаëüностü ìатриöы Q, перепиøеì заäа÷у
(11) в виäе

tr( Q
T
l*) → max,  QT

Q = I. (13)

Даëее, tr( Q
T
l*) = tr(l*TQT ) = tr( l*

T
Q

T). Обоз-

на÷иì B = l*
T и перепиøеì заäа÷у (13) в виäе

tr(BQ) → max,  QT
Q = I. (14)

Преäставив ìатриöу B в виäе синãуëярноãо

разëожения B = PΣT, PT
P = TT

T = I, Σ — äиаãо-
наëüная ìатриöа, поëу÷иì реøение заäа÷и (14) в

виäе Q = TT
P
T.

Такиì образоì, заìена весовой ìатриöы 

вспоìоãатеëüной весовой ìатриöей  виäа (12),
позвоëяет найти анаëити÷еское реøение заäа÷и (11).

4. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Ввеäеì в рассìотрение весовуþ ìатриöу, зави-
сящуþ от параìетра,

W(α) = α  + (1 – α)H +T
H

+, (15)

ãäе параìетр α приниìает зна÷ения из интерваëа
[0, 1]. На÷иная со зна÷ения α = 0, äëя котороãо ре-
øение заäа÷и (11) поëу÷ено, найäеì еãо параìет-
ри÷еское проäоëжение äо зна÷ения α = 1, äëя ко-

тороãо W(1) = . Поäставив ìатриöу (15) в выра-
жение (10), поëу÷иì

tr[ Q
T(αH

T
H + (1 – α)I )Q ] –

– 2tr[ Q
T(αH

T
H + (1 – α)I )l*] → min,

Q
T
Q = I.

Обозна÷иì M = HT  – I. Тоãäа посëеäняя за-
äа÷а ìиниìизаöии приниìает виä

α tr( Q
T
MQ ) – αtr(BMQ) – tr(BQ) → min,

Q
T
Q = I. (16)

Пустü Q(α) — реøение заäа÷и (16). Проäоëжиì
Q(α) по параìетру от α = 0 äо α = 1.

Пустü μ — ìатриöа ìножитеëей Лаãранжа, от-

ве÷аþщих оãрани÷енияì QT
Q = I в заäа÷е (16).

Она сиììетри÷на в сиëу спеöифики оãрани÷ений.
Функöия Лаãранжа приниìает виä

L(Q, μ, α) = α tr( Q
T
MQ ) – αtr(BMQ) –

– tr(BQ) + μ
ij

(q
ki
q
kj
 – δ

ij
), (17)

δ
ij
 = 

W

l
F W,

2
l W l

l
T

W l l
T

W

W

W W

W

W

l
F W,

2
min

l R
3 3×

∈

l
F W,

2
l
T

W l

l
T

W

W

W˜

l
T

l
T

l l

l

W

W˜

W

W

l
T

W l

l
T

W

W

1
2
--- l

T
l

1
2
--- l

T
l

i 1=

3

∑
j 1=

3

∑
k 1=

3

∑

1 i, j,=

0 i j. ≠,⎩
⎨
⎧
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Пустü μ(α) — ìатриöа ìножитеëей Лаãранжа,

отве÷аþщая реøениþ Q(α), а (α) и (α) — поë-
ные произвоäные ìатриö Q(α) и μ(α) по параìет-
ру α. Справеäëивы сëеäуþщие утвержäения.

Лемма 1. Матрица множителей Лагранжа, от-
вечающая решению Q(0), определяется формулой

μ(0) = PΣPT. ♦

Опустиì äëя краткости сиìвоë зависиìости от

параìетра (α) в выражениях Q(α), μ(α), (α) и

(α).

Лемма 2. (a) Полная производная

 = QS, (18)

где матрица S = –S' кососимметричная.
(b) Кососимметричная матрица S и симметричная

матрица  удовлетворяют линейному уравнению

αQ
T
MQSll

T + 2Sμ + 2  =

= Q
T
MB

T – QT
MQll

T. ♦ (19)

Доказатеëüства ëеìì привеäены в Приëожении.
Обозна÷иì

Π = QT
MQ, R = Y

0
,  Ψ = QT

MB
T – 

Q
T
MQY

0
.

Транспонирование выражения (19) и вы÷ита-
ние из неãо резуëüтата äает

αΠSR + αRSΠ + 2Sμ + 2μS = Ψ – ΨT
. (20)

Уравнение (20) относитеëüно кососиììетри÷-
ной ìатриöы S ëинейно и ìожет бытü переписано
как систеìа трех ëинейных уравнений относитеëü-
но трех внеäиаãонаëüных эëеìентов S. Посëе оп-
реäеëения ìатриöы S уравнение (18) опреäеëяет

ìатриöу . Наконеö, уравнение (19) реøается от-

носитеëüно ìатриöы .

Поëные произвоäные ìатриö  и , вы÷исëен-

ные при некотороì зна÷ении параìетра α, опреäеëя-
þт направëение изìенения Q(α) и соответствуþщей
ìатриöы ìножитеëей Лаãранжа μ(α). Дëя восстанов-
ëения всей траектории Q(α), μ(α) при изìенении па-
раìетра α от 0 äо 1 воспоëüзуеìся ìетоäоì ëоìаных
Эйëера. Пустü Δα — øаã изìенения параìетра. На-
÷иная со зна÷ения Q(0) и μ(0), вы÷исëяеì

Q((k + 1)Δα) = Q(kΔα) + (kΔα)Δα,

μ((k + 1)Δα) = μ(kΔα) + (kΔα)Δα

äëя k = 0, 1, 2, ... äо тех пор, пока kΔα äостиãает

зна÷ения 1. Матриöы (kΔα) и (kΔα) вы÷исëя-
þтся в соответствии с изëоженной схеìой.

Заìетиì, ÷то уравнение (П1) (сì. Приëожение),

опреäеëяþщее направëение изìенения  и ,
ìожет рассìатриватüся как уравнение нüþтоновс-
ких итераöий äëя вектор-функöии ∂L(Q, μ, α)/∂q

st

при оãрани÷ении QT
Q = 1.

Вы÷исëитеëüные экспериìенты показываþт,
÷то ìатриöа Q(0), вы÷исëенная в на÷аëüной то÷ке
a = 0, äает хороøее прибëижение к реøениþ Q(1).
Поэтоìу äвух-÷етырех итераöий обы÷но äостато÷но
äëя поëу÷ения то÷ноãо реøения (Δα = 0,25...0,5).

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÍÀÒÓÐÍÛÕ ÈÑÏÛÒÀÍÈÉ

Цеëü испытаний состояëа в проверке описанно-
ãо аëãоритìа в стати÷еских и кинеìати÷еских усëо-
виях и оöенке то÷ности опреäеëения ориентаöии.

То÷ностü опреäеëения ориентаöии зависит от
взаиìноãо поëожения антенн и расстояния ìежäу
ниìи. Четыре антенны «Marant» [11] быëи закреп-
ëены на крыøе автоìобиëя «Нива» (рис. 1). В сис-
теìе коорäинат, на÷аëо которой совпаäает с ан-
тенной A

0
, осü x направëена вäоëü öентраëüной

оси ìаøины и коëëинеарна вектору l
1
 = A

1
 – A

0
,

осü y ортоãонаëüна оси x и направëена направо в
пëоскости крыøи, осü z äопоëняет первые äве äо
правой тройки, коорäинаты антенн, совпаäаþ-
щие с коорäинатаìи базовых ëиний l

r
 = A

r
 – A

0
,

равны (0; 0,766; 0,030), (–0,491; 0,019; 0,001),
(0,488; –0,020; –0,007).

Испоëüзоваëся навиãаöионный приеìник
JNSGyro-4 [11]. Аëãоритì работаë в реаëüноì вре-
ìени на ÷астоте 10 Гö. Быëи провеäены стати÷ес-
кое и кинеìати÷еское испытания. Стати÷еское ис-
пытание äает преäставëение об оøибках опреäеëе-
ния ориентаöии. Дëитеëüностü теста составиëа
2400 отс÷етов. Сравниваëисü среäнекваäрати÷ес-
кие откëонения уãëов, вы÷исëенных с испоëüзова-
ниеì вспоìоãатеëüной весовой ìатриöы (12) и ве-
совой ìатриöы (5), отве÷аþщей реаëüныì оøиб-

каì фазовых øуìов. В форìуëе (5) зна÷ения 

изìеняëисü в äиапазоне от 0,02 äо 0,07 öикëа в за-

Q
·

μ·

1
2
---

Q
·

μ·

Q
·

μ·

μ·

Y0
T

Y0
T

Q
·

μ·

Q
· μ·

Q
·
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Q
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Q
·
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Рис. 1. Расположение антенн на крыше автомобиля

σϕ

s
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висиìости от уãëа возвыøения спутника. Среäне-
кваäрати÷еские откëонения оøибок танãажа, кре-
на и азиìута равны 0,22, 0,17 и 0,08° соответствен-
но. При испоëüзовании ìатриöы (12) оøибки
оказаëисü приìерно на 30 % боëüøе. Этот резуëü-
тат ожиäаеì и поäтвержäает öеëесообразностü
приìенения развитоãо в работе ìетоäа. Еãо вы÷ис-
ëитеëüная эффективностü поäтвержäается возìож-
ностüþ реаëизаöии в реаëüноì вреìени. Профи-
ëирование проãраììы показаëо, ÷то вы÷исëи-
теëüный ìетоä, основанный на проäоëжении по
параìетру и äаþщий 30 %-е уìенüøение поãреø-
ности, увеëи÷иваë вы÷исëитеëüнуþ труäоеìкостü
не боëее ÷еì на 40 %. Основныì исто÷никоì оøи-
бок при испытаниях быë беëый øуì и ìноãоëу÷е-
востü, вызванная отражениеì раäиосиãнаëа от
крыøи автоìобиëя и приеìоì отраженноãо сиã-
наëа обратной стороной антенны.

Траектория äвижения автоìобиëя в коорäина-
тах «äоëãота — øирота» в те÷ение кинеìати÷еско-
ãо теста преäставëена на рис. 2, на рис. 3 — ãра-
фики изìенения азиìута и крена. Изìенения тан-
ãажа носят øуìовой характер и не преäставëяþт
интереса. Азиìут изìеняется в äиапазоне от 0 äо
360°. Воëнообразное изìенение крена вызвано на-
кëоноì автоìобиëя при поворотах.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Описан ìетоä опреäеëения относитеëüной ори-
ентаöии тверäоãо теëа. Хотя, в äействитеëüности,
реøается заäа÷а ориентаöии тверäоãо теëа относи-
теëüно ëокаëüноãо ãоризонта, заäа÷а опреäеëения
относитеëüной ориентаöии ëеãко реøается äобав-
ëениеì раäиоканаëа, переäаþщеãо инфорìаöиþ
об ориентаöии ìежäу нескоëüкиìи теëаìи. Про-
веäенные натурные испытания поäтвержäаþт рабо-
тоспособностü преäëоженноãо ìетоäа. В отëи÷ие от
äруãих, ранее известных ìетоäов, преäëоженный
ìетоä позвоëяет правиëüно у÷естü реаëüнуþ струк-
туру ковариаöионных связей ìежäу оøибкаìи фа-
зовых изìерений при высокой вы÷исëитеëüной
эффективности.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  1. Усëовие стаöио-

нарности то÷ки (Q, μ) функöии (17)  = 0,

q
st
 — эëеìенты ìатриöы Q, приниìает виä

 = –b
ts
 + μ

it
(q

si
q
st
 – δ

it
) +

+ μ
it

(q
st
q
sj
 – δ

tj
) + μ

tt
(q

st
q
st
 – 1) =

= –b
ts
 + 2 μ

it
q
si
 = 0

Рис. 2. Траектория движения автомобиля в течение кинемати-
ческого теста (по осям отложены долгота и широта в формате
ГГММ, ММ — градусы, минуты и две десятичные цифры после
запятой)

Рис. 3. Графики изменения азимута (а) и крена (б) в течение кинематического теста
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иëи –B
T
 + 2Qμ(0) = 0. Приниìая во вниìание разëо-

жение B = PΣV и выражение (17), поëу÷аеì μ(0) =

= Q
T
B
T
 = PΣP

T
.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  2. Утвержäение (а)
сëеäует непосреäственно из ортоãонаëüности ìатриöы
Q(α) и свойств касатеëüноãо пространства к ãруппе ор-
тоãонаëüных ìатриö SO(3) в то÷ке I, состоящеãо из ко-
сосиììетри÷ных ìатриö.

Дифференöирование усëовий стаöионарности

 = 0 по параìетру α äает сëеäуþщие усëо-

вия (сëеäуþщие также из теореìы о неявной функöии)

 + (q
kg

q
kh

 – δ
gh
) +

+ tr(l
T
Q

T
MQl) – tr(BQ)  = 0. (П1)

Пустü {•}
st
 озна÷ает соответствуþщий эëеìент ìат-

риöы. Тоãäа поэëеìентное äифференöирование в вы-
ражении (П1) äает

 = αm
sg
{ll

T
}
th
 + 2μ

th
δ
sg
,

(q
kg
q
kh

 – δ
gh
) = 2{Q }

st
, (П2)

tr(l
T
Q

T
MQl) – tr(BQ)  = {MQll

T
 – B

T
}
st
. (П3)

Коìбинаöия усëовий (П1) с выраженияìи (П2) и
(П3) äает

αM ll
T
 + 2 μ + 2  = MB

T
 – MQll

T
.

Поäстановка  = QS в посëеäнее выражение и уì-

ножение сëева на ìатриöу Q
T
 äает выражение (19).
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Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íàãðàæä¸í Îðäåíîì Ïî÷¸òà.

Ñåðäå÷íî ïîçäðàâëÿåì Ñòàíèñëàâà Âàñèëüåâè÷à ñ âûñîêîé íàãðàäîé è

æåëàåì åìó äàëüíåéøèõ òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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