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Наибоëее ÷асто систеìы аäаптивноãо управëе-
ния поäвижныìи объектаìи строятся на основе
ìетоäов беспоисковой аäаптаöии [1, 2]. При этоì
приìеняþтся аëãоритìы оöенивания и иäентифи-
каöии [3, 4] иëи саìонастройка с этаëонной ìо-
äеëüþ [5—8]. Кажäый из ìетоäов аäаптаöии обëа-
äает известныìи преиìуществаìи и неäостаткаìи
[1, 2, 8, 9]. Совìещение преиìуществ иëи устра-
нение неäостатков тех иëи иных ìетоäов аäаптив-
ноãо управëения возìожно бëаãоäаря приìене-
ниþ коìбинированных систеì [10, 11].

В настоящей работе преäëаãаþтся аëãоритìы
коìбинированной систеìы управëения поäвиж-
ныì объектоì, строящейся на основе аäаптивных
систеì с этаëонной ìоäеëüþ [5—7]. Такие систеìы
позвоëяþт управëятü неëинейныìи нестаöионар-
ныìи объектаìи [12, 13], у÷итыватü оãрани÷ения

на фазовые переìенные и управëяþщие возäейст-
вия [14, 15], аäаптироватüся к структурной неоп-
реäеëенности [16, 17], а также приìенятü аëãорит-
ìы оöенивания неизìеряеìых переìенных иëи
возìущений [17].

В работах [18—20] преäëожена коìбинирован-
ная систеìа управëения, вкëþ÷аþщая в себя эта-
ëоннуþ ìоäеëü, контур обеспе÷ения астатизìа [21],
контур параìетри÷еской аäаптаöии и робастный
аëãоритì оöенки возìущений. Рассìотрена так-
же заäа÷а позиöионирования поäвижноãо объек-
та, описываеìоãо уравненияìи äвижения тверäоãо
теëа. В настоящей статüе рассìатривается заäа÷а
построения коìбинированной систеìы управëе-
ния при äвижении объекта вäоëü заäанной траек-
тории с требуеìой скоростüþ. Траекторные заäа÷и
управëения [22] отëи÷аþтся повыøенной сëож-
ностüþ и актуаëüны в совреìенной робототехни-
ке, требуþщей реаëизаöии высокото÷ноãо äвиже-
ния в среäах с препятствияìи. Кроìе тоãо, в этой
работе преäставëен сравнитеëüный анаëиз то÷нос-
ти заìкнутой систеìы при разëи÷ных со÷етаниях
контуров управëения.

Рассìотрены аëãоритìы параìетри÷еской аäаптаöии с этаëонныìи ìоäеëяìи, обеспе-
÷иваþщие астатизì и оöенивание возìущений. Преäëожена структура систеìы управëе-
ния, позвоëяþщая синтезироватü ìноãосвязные реãуëяторы, обеспе÷иваþщие äвижение
вäоëü заäанных траекторий объекта, описываеìоãо кинеìатикой и äинаìикой ìехани-
÷еских систеì в трехìерноì пространстве. С поìощüþ ìетоäа функöий Ляпунова äока-
зана асиìптоти÷еская устой÷ивостü заìкнутой аäаптивной систеìы с контуроì обеспе-
÷ения астатизìа. Провеäен анаëиз оøибок оöенивания возìущений асиìптоти÷ескиì
набëþäатеëеì. Показана оãрани÷енностü оøибки оöенивания и привеäены соотноøе-
ния äëя настройки параìетров набëþäатеëя. Привеäены резуëüтаты ÷исëенных иссëе-
äований.

Ключевые слова: аäаптивное управëение, этаëонная ìоäеëü, траекторное управëение, астатизì,
асиìптоти÷еский набëþäатеëü, ìноãоконтурная аäаптаöия, параìетри÷еская аäаптаöия.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Матеìати÷еская ìоäеëü поäвижноãо объекта
преäставëена в виäе [18—20]:

 = R(y)x, (1)

 = M –1(F
u
 + F

d
(y, x, t)), (2)

ãäе y — изìеряеìый вектор ëинейных и уãëовых
коорäинат в непоäвижной систеìе коорäинат раз-
ìерностüþ 6Ѕ1; x — изìеряеìый вектор ëинейных
и уãëовых скоростей в связанной систеìе коорäи-
нат разìерностüþ 6Ѕ1; R(y) — ìатриöа кинеìати-
ки разìерностüþ 6Ѕ6, зависящая от уãëов Эйëера
[23, с. 15—17]; F

u
 — вектор управëяþщих сиë и ìо-

ìентов разìерностüþ 6Ѕ1; F
d
(y, x, t) — вектор про-

÷их сиë и ìоìентов разìерностüþ 6Ѕ1; M — ìат-
риöа инерöионных параìетров разìерностüþ 6Ѕ6.

Относитеëüно ìоäеëи (1), (2) äеëаþтся сëеäуþ-
щие преäпоëожения:

— эëеìенты ìатриöы инерöионных параìетров
М — постоянные веëи÷ины на интерваëах:

M(i, j) ∈ [ , ],

ãäе , , i, j =  — постоянные веëи-

÷ины;
— вектор F

u
 = F

u
(u, k

δ
) явëяется функöией век-

тора управëяþщих возäействий u и вектора интер-

ваëüных параìетров  ∈ [ , ], ãäе ,

 — постоянные параìетры; вектор u иìеет

разìерностü m;
— вектор сиë и ìоìентов F

d
(y, x, t) неопреäе-

ëенный и преäставëяется в виäе:

F
d
(y, x, t) = F

d1
(y, x) + F

d2
(t),

||F
d1

(y, x)|| ≤ A
Fy

||y || + A
Fx

||x ||,

| (t)| ≤ ,  | (t)| ≤ ,  i = , (3)

ãäе A
Fx

, A
Fy

, ,  — постоянные веëи÷ины; ||•|| —

операöия вы÷исëения норìы; |•| — операöия вы-
÷исëения ìоäуëя.

Траекторная и скоростная оøибки заäаþтся в
виäе [18—20]:

ψ
tr
 = A

1
Yy + A

2
y + A

3
, (4)

ψ
ck
 = A

4
x + A

5
, (5)

ãäе A
1
, A

2
 — постоянные ìатриöы разìерностüþ

μЅ6, A
4
 — постоянная ìатриöа разìерностüþ νЅ6,

A
3
 — вектор заäаþщих возäействий разìерностüþ

μЅ1, A
5
 — вектор заäаþщих возäействий разìер-

ностüþ νЅ1.

Разìерностü вектора ψ
tr
 равна μ, а разìерностü

вектора ψ
ck
 равна ν. Матриöа Y — äиаãонаëüная

Y = diag([y
1
 y

2
 y

3
 y

4
 y

5
 y

6
]).

Форìирование траекторной оøибки в виäе вы-
ражения (4) позвоëяет сфорìироватü требования
к жеëаеìой траектории äвижения в пространстве
внеøних коорäинат в виäе пряìых иëи кривых
второãо поряäка. Заäание скоростной оøибки в
форìе (5) позвоëяет сфорìироватü постоянные
требования к скоростяì äвижения объекта.

Ставится заäа÷а: найти вектор управëяþщих
возäействий в виäе функöии F

u
(x, y) переìенных

состояния объекта (1), (2), обеспе÷иваþщий асиì-
птоти÷ескуþ устой÷ивостü оøибок (4), (5) относи-
теëüно нуëевоãо состояния.

2. ÑÈÍÒÅÇ ÝÒÀËÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Проöеäура синтеза коìбинированной аäаптив-
ной систеìы управëения состоит из этапов синте-
за этаëонной ìоäеëи, синтеза основноãо контура с
обеспе÷ениеì астатизìа и параìетри÷еской аäап-
таöией и синтеза набëþäатеëя аääитивных возìу-
щений. В äанноì параãрафе рассìатривается этап
синтеза этаëонной ìоäеëи, которая состоит из
совокупности ноìинаëüной ìоäеëи и ноìинаëü-
ноãо управëения. Такая этаëонная ìоäеëü позвоëя-
ет у÷естü особенности объекта управëения, напри-
ìер, оãрани÷ения на уãëы танãажа и крена, связан-
ные с усëовияìи управëяеìости. Иныìи сëоваìи,
наëи÷ие этаëонной ìоäеëи в виäе совокупности
«ноìинаëüная ìоäеëü + ноìинаëüное управëение»
позвоëяет настроитü эту этаëоннуþ ìоäеëü такиì
образоì, ÷тобы она не ãенерироваëа нереаëизуе-
ìых äвижений.

Рассìотриì ноìинаëüнуþ ìоäеëü поäвижноãо
объекта

 = R(y
m
)x

m
, (6)

 = (F
um

 + F
dm

), (7)

ãäе y
m
 — вектор коорäинат ноìинаëüной ìоäеëи;

x
m
 — вектор скоростей ноìинаëüной ìоäеëи;

R(y
m
) — ìатриöа кинеìатики ноìинаëüной ìоäе-

ëи; F
um

 — вектор управëяþщих сиë и ìоìентов

ноìинаëüной ìоäеëи; F
dm

 — вектор про÷их сиë и

ìоìентов, приëоженных к ноìинаëüной ìоäеëи;
M

m
 — ìатриöа инерöионных параìетров ноìи-

наëüной ìоäеëи. Все векторы и ìатриöы в уравне-
ниях (6), (7) иìеþт те же разìерности, ÷то и соот-
ветствуþщие векторы и ìатриöы в ìоäеëи (1), (2).

y·

x·

Mij
min

Mij
max

Mij
min

Mij
max

1 6,

kδ

i
kδmin

i
kδmax

i
kδmin

i

kδmax
i

Fd2
i

Fd2
i0

F
·
d2

i
F
·
d2

i0
1 6,

Fd2
i0

F
·
d2

i

y·m

x·m Mm
1–
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Матриöа R(y
m
) иìеет ту же структуру, ÷то и ìат-

риöа R(y).
В отëи÷ие от ìоäеëи объекта (1), (2) ноìинаëü-

ная ìоäеëü известна, т. е.:
— эëеìенты ìатриöы M

m
 — постоянные извес-

тные параìетры;
— вектор F

um
 = F

um
(u

m
, k

δm
) явëяется функöией

вектора управëяþщих возäействий u и вектора пос-
тоянных известных параìетров k

δm
;

— вектор про÷их сиë и ìоìентов F
dm

(y
m
, x

m
, t)

известен.
Векторы оøибок ноìинаëüной ìоäеëи (6), (7)

поäвижноãо объекта сфорìируеì, в соответствии с
выраженияìи (4), (5), в виäе

ψ
trm

 = A
1
Y
m
y
m
 + A

2
y
m
 + A

3
, (8)

ψ
ckm

 = A
4
x
m
 + A

5
, (9)

Y
m
 = diag([y

1m
 y

2m
 y

3m
 y

4m
 y

5m
 y

6m
]).

Потребуеì, ÷тобы векторы (8), (9) уäовëетворя-
ëи уравненияì виäа

 + T
2

 + T
1
ψ
trm

 = 0, (10)

 + T
3
ψ
ckm

 = 0, (11)

ãäе T
1
, T

2
 и T

3
 — äиаãонаëüные поëожитеëüно оп-

реäеëенные постоянные ìатриöы.
Вы÷исëив первуþ и вторуþ произвоäные по

вреìени от векторов ψ
trm

 (8) и ψ
ckm

 (9) в сиëу урав-

нений (6), (7) и поäставив их в форìуëы (10), (11),
поëу÷иì

 =

= – ,(12)

ãäе (y
m
) — произвоäная ìатриöы R(y

m
), вы÷ис-

ëяеìая в соответствии с работой [16, с. 538],

 = (2A
1
Y
m
 + A

2
)  = (2A

1
Y
m
 + A

2
)R(y

m
)x

m
,

 = 2A
1

R(y
m
)x

m
 + (2A

1
Y
m
 + A

2
) (y

m
)x

m
 +

+ (2A
1
Y
m
 + A

2
)R(y

m
) ,

 = diag([      ]).

Дëя нахожäения управëения преäставиì вектор
управëяþщих сиë и ìоìентов в виäе

F
um

 = K
δm

u
m
, (13)

ãäе K
δm

 — ìатриöа разìерности 6 Ѕ (μ + ν).

Выражение (13) — это ëинейное преобразова-
ние ãëавноãо вектора управëяþщих сиë и ìоìен-
тов F

um
 к сиëаì и ìоìентаì u

m
, созäаваеìыì ис-

поëнитеëüныìи ìеханизìаìи. Даëее вектор u
m
 пе-

рес÷итывается в уãëы поворотов и тяãи äвиãатеëей
в соответствии с проöеäурой, преäставëенной в
работах [19, 24]. В статüе [19] такой поäхоä успеøно
приìенен в систеìе управëения автоноìноãо не-
обитаеìоãо поäвоäноãо аппарата, а в статüе [24] —
в систеìе управëения роботизированной возäу-
хопëаватеëüной пëатфорìы. Также приìеì ÷исëо
канаëов управëения m = μ + ν. Сëу÷ай m ≠ μ + ν
рассìотрен в работе [24].

Из выражения (12), с у÷етоì выражений (7) и
(13), нахоäиì

u
m
 = –  Ѕ

Ѕ F
dm

 +

+ .(14)

Уравнения (6)—(9), (13), (14) преäставëяþт со-
бой этаëоннуþ ìоäеëü поäвижноãо объекта. Про-
веäеì анаëиз устой÷ивости, ввеäя кваäрати÷нуþ
функöиþ

V
1
 = ψ

ckm
 + T

1
ψ
trm

 +  +

+ (  + T
2
ψ
trm

)
T
(  + T

2
ψ
trm

). (15)

Произвоäная по вреìени от выражения (15),
вы÷исëенная в сиëу уравнений заìкнутой систеìы,

 = – T
3
ψ
ckm

 + 2 T
1

 +

+ (–T
1
ψ
trm

 – T
2

) + (  + T
2
ψ
trm

)
T
 Ѕ

Ѕ (–T
1
ψ
trm

 – T
2

 + T
2

) = – T
3
ψ
ckm

 –

– T
1
T
2
ψ
trm

 – T
2

. (16)

Синтез управëения ноìинаëüной ìоäеëüþ (6),
(7) позвоëяет корректно сфорìироватü ìатриöы T

1

и T
2
 уравнений (10), (11), а также оöенитü разниöу

ìежäу ноìинаëüной ìоäеëüþ и поäвижныì объек-
тоì, основываясü на разниöе ìежäу ноìинаëüныì

ψ··
trm

ψ·
trm

ψ·
ckm

2A1Ym A2+( )R ym( )

A4

x·
m

2A1Y
·

mR ym( )xm 2A1Ym A2+( )R· ym( )xm+ +

T2ψ· trm T1ψtrm+ +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T3ψckm

R
·

ψ·
trm

y·
m

ψ··
trm

Y
·

m R
·

x·
m

Y
·

m y·
1m

y·
2m

y·
3m

y·
4m

y·
5m

y·
6m

2A1Ym A2+( )R ym( )

A4

Mm

1–
K

δm
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1–

⎝
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

2A1Ym A2+( )R ym( )

A4

Mm

1–

2A1Y
·

mR ym( )xm 2A1Ym A2+( )R· ym( )xm+ +

T2ψ· trm T1ψtrm+ +⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T3ψckm ⎠
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

1
2
--- ψckm

T ψtrm

T 1
2
--- ψ· trm

T ψ· trm

1
2
--- ψ· trm ψ·

trm

V
·

1 ψckm

T ψtrm

T ψ· trm

ψ· trm
T ψ· trm ψ· trm

ψ· trm ψ· trm ψckm

T

ψtrm

T ψ· trm
T ψ· trm
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управëениеì (14) и реаëüныìи зна÷енияìи сиë и
ìоìентов, поäаваеìых на поäвижный объект.

Даëее описанная проöеäура синтеза управëения
ноìинаëüныì объектоì буäет приìенена с неко-
торыìи изìененияìи, äëя нахожäения управëе-
ния реаëüныì поäвижныì объектоì (1), (2).

3. ÀÄÀÏÒÈÂÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈÅÌ ÀÑÒÀÒÈÇÌÀ

Оøибки систеìы управëения заäаны в виäе (4),
(5). Дëя повыøения то÷ности сëеäящей систеìы
ввоäятся öепо÷ки интеãраторов

 = z
2
,  = z

3
, ...,  = ψ

tr
 – ψ

trm
 =

= A
1
Yy + A

2
y – A

1
Y

m
y
m
 – A

2
y
m
, (17)

 = χ
2
,  = χ

3
, ...,  = ψ

ck
 – ψ

ckm
 =

= A
4
x – A

4
x
m
, (18)

ãäе n
tr
 — ÷исëо интеãраторов, обеспе÷иваþщих ас-

татизì поряäка n
tr
 – 1 по траекторной оøибке; n

ck
 —

÷исëо интеãраторов, обеспе÷иваþщих астатизì по-

ряäка n
ck
 – 1 по скоростной оøибке; z

j
, j = ,

χ
k
, k =  — äопоëнитеëüные переìенные.

Тоãäа траекторная и скоростная оøибки поä-
вижноãо объекта заäаþтся в виäе

e
tr
 = A

1
Yy + A

2
y – A

1
Y

m
y
m
 – A

2
y
m
 +

+ B
1
z
1
 + ... + , (19)

e
ck
 = A

4
x – A

4
x
m
 + C

1
χ

1
 + ... + , (20)

ãäе B
j
, C

k
, j = , k =  — ìатриöы коэф-

фиöиентов реãуëятора.
Потребуеì, ÷тобы траекторная и скоростная

оøибки уäовëетворяëи уравненияì

 + T
2

 + T
1
e
tr
 = 0, (21)

 + T
3
e
ck
 = 0. (22)

Первая и вторая произвоäные по вреìени от
выражения (19), вы÷исëенные в сиëу уравнений
(1), (2), (6), (7), (17), равны

 = (2A
1
Y + A

2
)R(y)x – (2A

1
Y

m
 + A

2
)R(y

m
)x

m
 +

+ B
1
z
2
 + ... +  + (A

1
Yy + A

2
y –

– A
1
Y

m
y
m
 – A

2
y
m
), (23)

 = 2A
1

R(y)x + (2A
1
Y + A

2
)( (y)x + R(y) ) –

– 2A
1

R(y
m
)x

m
 – (2A

1
Y

m
 + A

2
)( (y

m
)x

m
 +

+ R(y
m
) ) + B

1
z
3
 + ... +  +

+ (A
1
Yy + A

2
y – A

1
Y

m
y
m
 – A

2
y
m
) +

+ ((2A
1
Y + A

2
)R(y)x–(2A

1
Y

m
+A

2
)R(y

m
)x

m
). (24)

Первая произвоäная по вреìени от выражения
(20), вы÷исëенная в сиëу уравнений (1), (2), (6),
(7), (17),

 = A
4

 – A
4

 + C
1
χ

2
 + ...

... +  + (A
4
x – A

4
x
m
). (25)

Поäставив выражения (16), (19), (20), (23)—(25)
в уравнения (21), (22), поëу÷иì

z·1 z·2 z·ntr

χ·
1

χ·
2

χ·
nck

1 ntr,

1 nck,

Bntr
zntr

Cnck
χnck

1 ntr, 1 nck,

e··tr e· tr

e·ck

e· tr

Bntr 1– zntr
Bntr

e··tr Y
·

R
·

x·

Y
·
m R

·

x·m Bntr 2– zntr

Bntr 1–

Bntr

e·ck x· x·m

Cnk 1–

χnck
Cnck

 = – , (26)

f
2
 = 2A

1
R(y)x + (2A

1
Y + A

2
) (y)x + B

1
z
3
 + ... +  + (ψ

tr
 – ψ

trm
) + (  – ).

Как и äëя этаëонной ìоäеëи, приìеì

F
u
 = K

δ
u, (27)

ãäе K
δ
 — ìатриöа разìерности 6 Ѕ (μ + ν).

Из уравнения (26), с у÷етоì уравнений (2), (27), нахоäиì выражение äëя вектора управëяþщих воз-
äействий:

M
–1

K
δ
u = – M

–1
F

d
 –

– . (28)

2A1Y A2+( )R y( )

A4

x·
T2 ψ· tr B1z2 ... Bntr 1–

zntr
Bntr

ψtr ψtrm–( )+ + + +( ) T1 ψtr B1z1 ... Bntr
zntr

+ + +( ) f2+ +

T3 ψck C1χ1 ... Cnck
χnck

+ + +( ) C1χ2 ... Cnck 1–
χnck

Cnck
A4x A4xm–( )+ + + +

Y
·

R
·

Bntr 2– zntr
Bntr 1– Bntr

ψ· tr ψ· trm

2A1Y A2+( )R y( )

A4

2A1Y A2+( )R y( )

A4

T2 ψ· tr B1z2 ... Bntr 1–

zntr
Bntr

ψtr ψtrm–( )+ + + +( ) T1 ψtr B1z1 ... Bntr
zntr

+ + +( ) f2+ +

T3 ψck C1χ1 ... Cnck
χnck

+ + +( ) C1χ2 ... Cnck 1–

χnck
Cnck

A4x A4xm–( )+ + + +
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Выражение (28) описывает векторный позиöи-
онно-траекторный реãуëятор, обеспе÷иваþщий уп-
равëение поäвижныì объектоì (1), (2).

Анаëиз устой÷ивости жеëаеìоãо поëожения
равновесия (4), (5), (8), (9) осуществëяется с по-
ìощüþ кваäрати÷ной функöии

V
2
 = V

1
 + e

ck
 + T

1
e
tr
 +  +

+ (  + T
2
e
tr
)T(  + T

2
e
tr
), (29)

ãäе V
1
 описывается выражениеì (15).

Произвоäная по вреìени от функöии (29), вы-
÷исëенная в сиëу уравнений заìкнутой систеìы,

 =  – T
3
e
ck
 – T

1
T

2
e
tr
 – T

2
,

ãäе  опреäеëяется выражениеì (16).

Из провеäенноãо анаëиза сëеäует, ÷то асиìпто-
ти÷ески устой÷ивое поëожение равновесия систе-
ìы опреäеëяется выраженияìи

e
ck
 = 0

νЅ1
, e

tr
 = 0

μЅ1
,   = 0

μЅ1
,  ψ

ckm
 = 0

νЅ1
,

ψ
trm

 = 0
μЅ1

,   = 0
μЅ1

, (30)

ãäе 0
νЅ1

, 0
μЅ1

 — нуëевые векторы разìерностüþ,

указанной их инäексаìи.
Из выражений (19), (30) сëеäует, ÷то в поëоже-

нии равновесия (30)

ψ
tr
 = –B

1
z
1
 – ... – . (31)

Поäставив выражение (31) в систеìу (17), по-
ëу÷иì

 = z
2
,  = z

3
, ...,  =

= –B
1
z
1
 – ... – . (32)

Матриöы B
j
, j = , выбираþтся так, ÷тобы

систеìа (32) быëа асиìптоти÷ески устой÷ивой.

В ÷астности, есëи ìатриöы B
j
, j = , äиаãонаëü-

ные, то систеìа (32) распаäается на μ поäсистеì,
кажäая из которых иìеет виä

 = z
2i
,  = z

3i
, ...,  =

= –B
1(i, i)

z
1i
 – ... – ,

ãäе z
ji
, j = , i =  — эëеìенты векторов z

j
;

B
j(i, i)

 — äиаãонаëüные эëеìенты ìатриö B
j
.

В этой связи из систеìы (32) сëеäует, ÷то ее
асиìптоти÷ески устой÷ивое поëожение равновесия

опреäеëяется выражениеì z
1
 = z

2
 = z

3
 = ... =  =

= 0
μЅ1

, с у÷етоì котороãо из выражения (31) сëе-

äует ψ
tr
 = 0

μЅ1
.

Анаëоãи÷ныì образоì, с у÷етоì форìуë (18) и
(20) показывается, ÷то из выражения (30) сëеäует
ψ

ck
 = 0

νЅ1
.

Из уравнений заìкнутой систеìы (10), (11),
(17), (18), (21) и (22) поëу÷аеì собственнуþ ìат-
риöу бëо÷ноãо виäа

A
z
 = ,

A
z1
 = ,

A
z2
 = ,

A
z3
 = ,

ãäе p — переìенная преобразования Лапëаса, I —
еäини÷ная ìатриöа.

Отсþäа сëеäует, ÷то характеристи÷еское урав-
нение заìкнутой систеìы преäставëяется в виäе
произвеäения поëиноìов

D = (Ip2 + T
2
p + T

1
)(Ip + T

3
)(Ip2 + T

2
p + T

1
) Ѕ

Ѕ (Ip + T
3
)(I  +  + ... + B

1
p + B

0
) Ѕ

Ѕ (I  +  + ... + C
1
p + C

0
). (33)

Такиì образоì, характеристи÷еское уравнение
заìкнутой систеìы преäставëяет собой произвеäе-
ние характеристи÷еских уравнений этаëонной сис-
теìы по канаëаì управëения траекторией и скоро-
стüþ, уравнения основноãо контура и уравнений
обеспе÷ения астатизìа. Это позвоëяет провоäитü

1
2
--- eck

T
etr
T 1

2
--- e· tr

T
e· tr

1
2
--- e· tr e· tr

V
·
2 V

·
1 eck

T
etr
T

e· tr
T

e· tr

V
·
1

e· tr

ψ·
trm

Bntr
zntr

z·1 z·2 z·ntr

Bntr
zntr

1 ntr,

1 ntr,

z·1i z·2i z·ntri

Bntr i i,( ) zntri

1 ntr, 1 μ,

zntr

Az1 0 0

0 Az2 0

0 0 Az3

Ip I– 0

T1 Ip T2+ 0

0 0 Ip T3+

Ip I– 0 0 0 0

T1 Ip T2+ 0 0 0 0

0 0 Ip I– 0 0

0 0 0 Ip I– 0

... ... ... ... ... ...

I– 0 B1 B2 ... Ip Bntr
+

Ip T3+ 0 0 0 0

0 Ip I– 0 0

0 0 Ip I– 0

... ... ... ... ...

I– C1 C2 ... Ip Cnck
+

p
ntr

Bntr
p

ntr 1–

p
nck

Cnck
p

nck 1–
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независиìуþ настройку канаëов управëения ско-
ростüþ и траекторией поäвижноãо объекта, эта-
ëонной ìоäеëи и контура обеспе÷ения астатизìа.

С öеëüþ проверки астатизìа систеìы по канаëу
скорости äобавиì в уравнения (11), (18), (20) и (22)
вектор заäаþщих возäействий g

ck
:

(Ip + T
3
)(ψ

ck
 – ψ

ckm
 + C

1
χ

1
 + ... + ) =

= –(Ip + T
3
)g

ck
,

(Ip + T
3
)ψ

ckm
 = (Ip + T

3
)g

ck
,

pχ
1
 = χ

2
,  pχ

2
 = χ

3
,  p  = ψ

ck
 – ψ

ckm
.

Посëе преобразований поëу÷иì

(I  +  + ... + C
1
p

1
 + C

0
)ψ

ck
 =

= (  + ... + C
1
p

1
 + C

0
)ψ

ckm
,

откуäа сëеäует, ÷то заìкнутая систеìа обëаäает
поряäкоì астатизìа n

ck – 1
 по отноøениþ к сиãна-

ëу этаëонной ìоäеëи ψ
ckm

.

Анаëоãи÷ныì образоì поëу÷аеì уравнение
«вхоä — выхоä» заìкнутой систеìы по канаëу уп-
равëения траекторией 

(I  +  + ... + B
1
p

1
 + B

0
)ψ

tr
 =

= (  + ... + B
1
p

1
 + B

0
)ψ

trm
,

из котороãо сëеäует, ÷то заìкнутая систеìа обëа-
äает поряäкоì астатизìа n

tr – 1
 по отноøениþ к

сиãнаëу этаëонной ìоäеëи ψ
trm

.

Аäаптаöия аëãоритìа управëения (28) осуществ-
ëяется посреäствоì параìетри÷еской настройки

ìатриö B
j
 и C

k
, j = , k = . Есëи выбратü

ìатриöы B
j
 и C

k
, äиаãонаëüныìи, то их на÷аëüные

зна÷ения ìожно поëу÷итü ìетоäоì станäартных
перехоäных функöий [25]. В этоì сëу÷ае посëеä-
ние äва поëиноìа в выражении (33) ìожно запи-
сатü в виäе:

D
1
 = I  + Ω

0tr
 + ...

... + p + ,

D
2
 = I  + Ω

0ck
 + ...

... + p  + ,

ãäе  и , j = , k =  — äиаãонаëüные

ìатриöы разìерности n
tr
Ѕn

tr
 и n

ck
Ѕn

ck
, эëеìенты

которых опреäеëяþтся выбранныì распреäеëени-
еì корней (биноìиаëüныì, оптиìаëüныì); Ω

0tr
 и

Ω
0ck

 — äиаãонаëüные ìатриöы разìерности n
tr
Ѕn

tr

и n
ck

Ѕn
ck
, эëеìенты которых явëяþтся среäнеãео-

ìетри÷ескиìи корняìи.
В äанной статüе преäëаãается осуществëятü па-

раìетри÷ескуþ аäаптаöиþ ìатриö ãеоìетри÷еских
корней Ω

0tr
 и Ω

0ck
. Это позвоëяет свести настройку

коэффиöиентов поëиноìа высокоãо поряäка к на-
стройке оäноãо коэффиöиента. Наприìер, приìе-
няя известные аëãоритìы настройки [26], поëу÷аеì

 = G
tr

e
tr
,   = G

ck
e
ck
, (34)

ãäе G
tr
 и G

ck
 — ìатриöы постоянных коэффиöиен-

тов настройки разìерности μЅ1 и νЅ1.
Пустü, наприìер, n

tr 
= n

ck 
= 2, распреäеëение

корней станäартноãо поëиноìа биноìиаëüное,
тоãäа коэффиöиенты нахоäятся из соотноøений

B
1
 = , C

1
 = , B

2
 = 2Ω

0tr
, C

2
 = 2Ω

0ck
.

Структурная схеìа систеìы управëения поä-
вижноãо объекта с этаëонной ìоäеëüþ преäстав-
ëена на рис. 1. Как виäно, этаëонная ìоäеëü не
вхоäит в основной контур управëения. В ней ìат-
риöы T

1
, T

2
 и T

3
 постоянные. В работе [27] преä-

ëожен вариант настройки ìатриö T
1
, T

2
 и T

3
 такиì

образоì, ÷тобы управëяþщие возäействия u не вы-
хоäиëи в насыщение.

4. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

Выражение (28) äëя вы÷исëения управëяþщеãо
возäействия соäержит неопреäеëенный вектор F

d
 и

ìатриöы интерваëüных параìетров M и K
δ
. Дëя

оöенки аääитивных возìущений преäставиì урав-
нение (2) äинаìики поäвижноãо объекта в виäе

 = (M
m
 + ΔM)–1((ΔK

δm
 + ΔK

δ
)u + F

dm
 + ΔF

d
) =

= F
xm

 + ΔF
x
, (35)

ãäе ΔM, ΔK
δ
, ΔF

d
 — неопреäеëенные ìатриöы и

вектор, F
xm

 = (M
m
)–1(K

δm
u + F

dm
) — известный век-

тор, ΔF
x
 = (ΔK

δ
u + ΔF

d
) + ΔM

–1((K
δm

 + ΔK
δ
)u +

+ F
dm

 + ΔF
d
) — неизвестный вектор.

Дëя синтеза набëþäатеëя вектора ΔF
x
 воспоëü-

зуеìся поäхоäоì, преäëоженныì в работах [24, 28].
В этоì поäхоäе реаëизован реäуöированный
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набëþäатеëü Луенберãера [29], робастностü кото-
роãо обеспе÷ивается аппроксиìаöией возìущений
вреìенныìи ряäаìи [30]. В соответствии с ìето-
äикой синтеза [28] оøибка набëþäатеëя форìи-
руется в виäе

e
n
 = ΔF

x
 – s(x) – λ, (36)

ãäе λ — вектор переìенных набëþäатеëя, s(x) —
векторная функöия, опреäеëяеìая äаëее.

Потребуеì, ÷тобы оøибка (36) уäовëетворяëа

äифференöиаëüноìу уравнениþ  + T
n
e
n
 = 0, ãäе

T
n
 — ìатриöа, выбираеìая из усëовий устой÷и-

вости и быстроäействия. Дëя простоты изëожения
приìеì ìатриöу T

n
 скаëярной, т. е. äиаãонаëüной

с оäинаковыìи эëеìентаìи [31].
Дифференöируя оøибку (36) по вреìени в сиëу

уравнения (35), из посëеäнеãо уравнения поëу÷иì

–  – (F
xm

 + ΔF
x
) + T

n
(ΔF

x
 – s(x) – λ) = 0.

Приравняв к нуëþ все сëаãаеìые, соäержащие
неизвестный вектор ΔF

x
, поëу÷иì

 = –T
n
λ – T

n
T

n
x – T

n
F

xm
,  Δ  = T

n
x + λ. (37)

Перехоäя в уравнениях (35) и (37) к изображе-
нияì по Лапëасу, нахоäиì

 ⇒

⇒  ⇒ Δ  =

= T
n

 –  –  ⇒

⇒ Δ  = Δ .

Приìенив ìетоä коэффиöиентов оøибок [32],
поëу÷иì

E
0
 = 0, E

1
 = , E

2
 = , ..., E

i
 = .

e·n

Рис. 1. Схема адаптивной системы управления с астатизмом
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Тоãäа оøибка оöенивания

ε
n
(t) = Δ  + Δ  + ... + Δ  + ...

Пустü ΔF
x
 преäставëяет собой ëинейный сиãнаë,

уäовëетворяþщий оãрани÷енияì (3). Тоãäа коìпо-
ненты вектора оøибки оöенивания оãрани÷ены
выражениеì

| (t)| ≤ Δ /T
n
,  i = , (38)

которое позвоëяет выбратü поëожитеëüно опреäе-
ëеннуþ ìатриöу T

n
 так, ÷тобы оøибка оöенивания

не превыøаëа заäаннуþ веëи÷ину.

Преäставиì оöениваеìуþ функöиþ ãарìони-
÷ескиì сиãнаëоì ΔF

x
 = Asinω

max
t, тоãäа

| (t)| ≤  +  + ... +  + ...

Отсþäа сëеäует, ÷то äëя оãрани÷енности оøиб-
ки оöенивания требуется выбиратü эëеìенты ìат-
риöы T

n
 с у÷етоì усëовия ω

max
/T

n
 < 1.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Рассìотриì поäвижный объект с такиìи харак-
теристикаìи:

A(ψ, ϑ, ω) =

= ,

A
ω
 = ,  R = ,

F
d
 =  + F

d
(t),

K
δm

 = ,

F
u
 = [P N

p
]T,  P = [P

x
 0 0]T,  N

P
 = [N

x
 N

y
 N

z
]T,

M
m
 = diag([m, m, m, J

x
, J

y
, J

z
]),  m = 5 кã, 

J
x
 = 10,0 кã•ì2,  J

y
 = J

z
 = 100,0 кã•ì2,

ãäе Р и N
P
 — соответственно ãëавный вектор и

ãëавный ìоìент сиëы тяãи äвиãатеëей.
Данные уравнения описываþт äвижение поä-

вижноãо объекта на ìаëых скоростях с äвижитеëü-
но-руëевыì коìпëексоì, обеспе÷иваþщиì созäа-
ние тяãи вäоëü проäоëüной оси и управëяþщих
ìоìентов относитеëüно трех осей связанной сис-
теìы коорäинат, наприìер, кваäрокоптер, авто-
ноìный необитаеìый поäвоäный аппарат, беспи-
ëотный ëетатеëüный аппарат с неизìеняеìыì век-
тороì тяãи äвиãатеëей.

В ка÷естве параìетри÷еских возìущаþщих воз-
äействий приняты откëонения эëеìентов ноìи-
наëüной ìатриöы M

m
 от эëеìентов реаëüной ìат-

риöы М и откëонения эëеìентов ìатриöы K
δm

 от

эëеìентов ìатриöы K
δ
. При ìоäеëировании при-

нято:

M = 0,7M
m
 – ,

K
δ
 =  – 0,03 .

Изìенения в ìатриöе M обусëовëены расхоäоì
топëива и äействиеì неу÷тенных в ìоäеëи присо-
еäиненных ìасс [33], а в ìатриöе K

δ
 — зависиìос-

тüþ тяã äвижитеëей от ãëубины (высоты) äвижения
и нето÷ностяìи в характеристиках, опреäеëяþщих
зависиìостü тяã от управëяеìых переìенных äви-
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житеëей. В выражении äëя управëения (28) при-
няты ноìинаëüные зна÷ения параìетров и вектор

оöенок возìущений M
m
, K

δm
, . Вектор внеøних

возìущений принят в виäе

F
d
(t) = .

Параìетры систеìы управëения

T
1
 = 1,  T

2
 = 2, T

3
 = 1,  B

1
 = ,

B
2
 = 2Ω

0tr
,  C

1
 = ,  C

2
 = 2Ω

0ck
,

Ω
0ck

(0) = Ω
0tr

(0) = 10,  T
n
 = 10,

A
1
 = 0,  A

2
 = ,  A

3
 = , 

A
4
 = [1 0 0 0 0 0],  A

5
 = – ,

Ψ0 = 

ãäе r0 — расстояние äо заäанной траектории в пëос-
кости OY

1
Y

3
, описываеìой уравнениеì a

g
y(1) +

+ b
g
y(3) + c

g
 = 0; r

r
 — расстояние, при превыøении

котороãо вектор скорости поäвижноãо объекта на-
правëен на бëижайøуþ то÷ку на заäанной траек-
тории. Есëи расстояние äо траектории ìенüøе r

r
, то

поäвижный объект на÷инает развора÷иватüся вäоëü
траектории. При ìоäеëировании заäано r

r
 = 5,

a
g
= 1, b

g
 = –1, c

g
 = 0, ϑ0 = –k

ϑ
(y

2
 – ), γ0 и  —

жеëаеìые зна÷ения уãëа рысканüя и скорости:

γ0 = 0,  = 1, k
ϑ
 = 0,2.

На рис. 2 и 3 преäставëены резуëüтаты ìоäеëи-
рования аäаптивной систеìы управëения (1), (2),
(6), (7), (14), (28), (34), (37) при G

tr
 = G

ck
 = 3.

На рис. 2, а преäставëена траектория в трехìер-
ноì пространстве, из которой виäно, ÷то поäвиж-
ный объект соверøает ìаневр, äвиãаясü оäновре-
ìенно на заäаннуþ ãëубину и к заäанной пряìой,
посëе ÷еãо выхоäит на требуеìуþ траекториþ и
äвижется с жеëаеìой скоростüþ.

Резуëüтаты ÷исëенных иссëеäований разëи÷-
ных вариантов аäаптаöии свеäены в табëиöе, в ко-
торой преäставëены стати÷еские оøибки по ско-
рости и ãëубине äвижения. Из табëиöы сëеäует,
÷то параìетри÷еские возìущения успеøно поäав-
ëяþтся всеìи преäставëенныìи аëãоритìаìи. От-
ìетиì, ÷то параìетры объекта нестаöионарные и
изìеняþтся в øироких преäеëах. Внеøние возìу-
щения поäавëяþтся с коне÷ныìи оøибкаìи. Так-
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Рис. 2. Траектория движения в трехмерном пространстве (a) и в проекции на плоскость Oy
1
y
3
 (б)
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же виäно, ÷то оäновреìенное приìенение всех
способов аäаптаöии обеспе÷ивает наибоëüøуþ то÷-
ностü заìкнутой систеìы.

Наибоëüøуþ поãреøностü при поäавëении
внеøних возìущений и совокупности внеøних и
параìетри÷еских возìущений показывает аëãо-
ритì, приìеняþщий тоëüко оöенивание возìуще-
ний. Это связано с теì, ÷то астатизì по кажäоìу
канаëу обеспе÷ивается äинаìи÷еской систеìой
второãо поряäка, а оöенивание возìущений —
набëþäатеëеì первоãо поряäка. Вìесте с теì от-
ìетиì, ÷то приìенение набëþäатеëя как äопоë-
нитеëüноãо контура аäаптаöии позвоëяет сущест-
венно (от 50 äо 1000 %) уìенüøитü стати÷ескуþ
оøибку.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäставëены аëãоритìы коìбинированной
систеìы управëения, соäержащей контуры обес-
пе÷ения астатизìа, оöенивания возìущений и па-
раìетри÷еской аäаптаöии. Преäëоженная систеìа
управëения отëи÷ается структурой, обеспе÷иваþ-
щей автоноìное функöионирование кажäоãо кон-
тура, ÷то позвоëяет настраиватü их независиìо.
При этоì параìетри÷еская аäаптаöия и астатизì
заìкнутой систеìы обеспе÷иваþтся оäниìи и те-
ìи же коэффиöиентаìи реãуëятора. Еще оäно от-
ëи÷ие разработанных аëãоритìов состоит в тоì,
÷то бëаãоäаря настройке тоëüко среäнеãеоìетри-

Рис. 3. Глубина (а) и скорость (б) подвижного объекта

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âàðèàíòîâ àäàïòàöèè

Виä аäаптаöии

Возìущения

параìетри÷еские внеøние
параìетри÷еские 

и внеøние

Стати÷еская оøибка, %

по 
скорости

по 
траектории

по 
скорости

по 
траектории

по 
скорости

по 
траектории

Управëение с набëþäатеëеì (37) 0 0 0,25 0,02 0,25 0,02

Управëение (31) 0 0 0,02 0,001 0,0203 0,0012

Управëение (31) с набëþäатеëеì (38) 0 0 0,0016 0,00011 0,0016 0,00011

Управëение (31) с настройкой
коэффиöиентов (34)

0,0 0,0 0,0023 0,0004 0,003 0,0002

Управëение (31) с настройкой коэф-
фиöиентов (34) и набëþäатеëеì (37)

0,0 0,0 0,0016 0,00011 0,0016 0,00011
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÷ескоãо корня преäëоженный аëãоритì параìет-
ри÷еской аäаптаöии позвоëяет свести векторнуþ
заäа÷у к скаëярноìу сëу÷аþ и не изìеняет заäан-
ноãо соотноøения ìежäу корняìи характеристи-
÷ескоãо поëиноìа заìкнутой систеìы. Оäновре-
ìенное приìенение аëãоритìов оöенивания возìу-
щений, обеспе÷ения астатизìа и параìетри÷еской
аäаптаöии привоäит к уìенüøениþ оøибки заìк-
нутой систеìы.
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