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 УДК 519.862.6 DOI: http://doi.org/10.25728/pu.2022.4.1 
 

МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ ЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИЙ  

НА ОСНОВЕ АППАРАТА МАТЕМАТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ  
 

М.П. Базилевский 
 

 

Аннотация. Рассматривается проблема построения неэлементарных линейных регрес-
сий, состоящих из объясняющих переменных и всевозможных комбинаций их пар, пре-
образованных с помощью бинарных операций минимум и максимум. Задача построения 
таких моделей формализована в виде задачи частично-булевого линейного программиро-
вания. Регулируя в ней ограничения на бинарные переменные, можно контролировать 
структурную спецификацию неэлементарной линейной регрессии, а именно количество 
входящих в нее регрессоров, их типы и состав объясняющих переменных. При этом 
оценки параметров модели находятся приближенно с помощью метода наименьших 
квадратов. К достоинствам сформулированной задачи относится то, что число ее ограни-
чений не зависит от объема выборки, а знаки оценок при объясняющих переменных со-
гласуются со знаками коэффициентов их корреляции с зависимой переменной. Показано, 
как на начальном этапе отсекать регрессоры, чтобы сократить время решения задачи и 
сделать модель вполне интерпретируемой. Построена неэлементарная линейная регрес-
сия для моделирования железнодорожных грузоперевозок в Иркутской области и дана ее 

интерпретация. 
  

Ключевые слова: неэлементарная линейная регрессия, метод наименьших квадратов, задача ча-
стично-булевого линейного программирования, отбор информативных регрессоров, коэффициент 
детерминации, интерпретация, железнодорожные грузоперевозки. 
 

 

 

ВВЕДЕНИЕ  

При проведении регрессионного анализа [1, 2] 

на основе экономических данных особое внимание 
уделяется построению производственных функций 
(ПФ), представляющих собой математические за-
висимости между объемами выпуска продукции и 
факторами производства. Теории, методам и при-
менению ПФ целиком посвящена монография [3], 
выпущенная еще в 1986 г. В ней рассмотрены сле-
дующие ПФ: линейная, многорежимная, Кобба – 

Дугласа, Леонтьева, Аллена, CES (Constant Elastic-

ity of Substitution – с постоянной эластичностью 
замены факторов), LES (Linear Elasticity of Substi-

tution – с линейной эластичностью замены факто-
ров), Солоу. В настоящее время появляются и ис-
следуются новые модификации ПФ, которые ак-
тивно применяются в эконометрических исследо-
ваниях [4–6]. В данной статье речь пойдет о по-
строении неэлементарных регрессионных моделей, 
специфицированных на основе известной ПФ 
Леонтьева: 

 

 1 1 2 2min , ,...,i i i l il iy x x x      ,  1,i n ,   (1) 

где n  – объем выборки; l  – количество объясня-
ющих переменных; 

iy , 1, ,i n  – значения объяс-
няемой переменной y ; ijx , 1,i n , 1, ,j l  – зна-
чения объясняющих переменных 

1x , 
2x , ..., 

lx ; j

, 1, ,j l  – неизвестные параметры; 
i , 1, ,i n  – 

ошибки аппроксимации. С позиции теории ПФ 
переменная y  в уравнении (1) трактуется как объ-
ем выпуска продукции, а 

1x , ..., 
nx  – как показате-

ли факторов производства. 
Отметим, что в монографии [3] выделена еще и 

«параллельная» функция Леонтьева 

 

 
11 1 12 2 1

1 1 2 2

min , ,...,

min , ,..., , 1, ,

i i i l il

k i k i kl il i

y x x x

x x x i n

    

      
 

отражающая процесс, в котором объем выпуска 
складывается из выпусков k  параллельных произ-
водственных процессов с фиксированными про-
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порциями факторов, использующих общие ресур-
сы. Для двух факторов производства 

1x  и 
2x  «па-

раллельная» функция Леонтьева называется функ-
цией линейного программирования. 

В монографии [7] отмечается, что для нахож-
дения оценок параметров ПФ Леонтьева (1) можно 
применять методы негладкой оптимизации [8–10], 

которые, как правило, являются труднореализуе-
мыми. Поэтому в работе [7] задача точного оцени-
вания ПФ (1) с помощью метода наименьших мо-
дулей (МНМ) сведена к задаче частично-булевого 
линейного программирования (ЧБЛП). Вместе с 
тем в монографии [7] предложен способ прибли-
женного оценивания ПФ Леонтьева, основанный 
на переборе оценок из предварительно сформиро-
ванной области определения. 

В статье [11] предложена функция, противопо-
ложная по смыслу ПФ (1): 

 1 1 2 2max , ,...,i i i l il iy x x x      ,  1,i n ,   (2) 

а в статье [12] рассмотрен симбиоз функций (1) и 
(2): 

 
 

1 1 2 2

1 1 2 2

min , ,...,

max , ,..., , 1,

i i i l il

i i l il i

y x x x

x x x i n.

    

               
(3) 

Задачи точного оценивания параметров регрес-
сий (2) и (3) с помощью МНМ сведены в статьях 
[11] и [12] к соответствующим задачам ЧБЛП. По-
вышенное внимание к построению регрессионных 
моделей с использованием аппарата математиче-
ского программирования в современной научной 
литературе (см., например, работы [13–15]) объяс-
няется тем, что за последние годы была суще-
ственно развита технология решения задач ЧБЛП. 

Данная статья посвящена оцениванию специ-
фицированных на основе ПФ Леонтьева регресси-
онных моделей с помощью метода наименьших 
квадратов (МНК) [1, 2]. Впервые такая задача была 
сформулирована автором в работе [16] для регрес-
сии (1) с двумя объясняющими переменными. А в 
статье [17] была предложена неэлементарная ли-
нейная регрессия (НЛР) вида 

2

1 2

0

1

, ,

1

min{ , } , 1, ,
l

j j

l

i j ij

j

C

j l i j i i

j

y x

x x i n



  


    

     



         

(4) 

где 1μ j  и 2μ j , 
21, lj C  – элементы первого и вто-

рого столбца индексной матрицы 2 2lC 
Μ , содержа-

щей по строкам всевозможные комбинации пар 

индексов переменных; α j , 20, lj l C  , λ j , 

21, lj C ,  – неизвестные параметры. Считается, 
что значения всех переменных в уравнении (4) 

строго положительны. 
Как видно, НЛР относится к классу нелиней-

ных по параметрам моделей. Но если придать всем 
параметрам λ j , 21, ,lj C  определенные значения, 
то регрессия становится линейной и нахождение 
оценок ее параметров α j , 20, ,lj l C   с помощью 
МНК не вызывает трудностей. В статье [17] уста-
новлено, что оптимальные с точки зрения МНК 
оценки параметров λ j , 21, ,lj C  для НЛР принад-
лежат промежуткам 

 ( ) ( )

min max,j j

j    ,  1,j l ,                (5) 

где 1 1 1

2 2 2

1 2( )

min

1 2

min ,...,
j j j

j j j

, , n,j

, , n,

x x x
,

x x x

  

  

     
  

, 
( )

max

j   

1 1 1

2 2 2

1 2

1 2

max , ,...,
j j j

j j j

, , n ,

, , n ,

x x x

x x x

  

  

    
  

. Точки ( )

min

j

j    и 

( )

max

j

j    нельзя использовать из-за возникновения 
совершенной мультиколлинеарности переменных. 

Благодаря этим свойствам, в работе  [17] был 
предложен способ приближенного МНК-

оценивания НЛР (4), основанный на переборе зна-
чений параметров λ j , 

21 ,lj , C  из промежутков 
(5). 

К сожалению, при построении НЛР (4) с ро-
стом числа объясняющих переменных l  суще-
ственно возрастает общее количество ее регрессо-
ров. Поэтому появляется необходимость в реше-
нии задачи отбора некоторого числа наиболее 
«информативных» регрессоров (ОИР) [7]. Специ-
ально для этого в работе [18] были разработаны 
две стратегии. Каждая из них предполагает фор-
мирование по указанному алгоритму множества 
альтернативных вариантов регрессий, для каждой 
из которых реализуется описанный в статье [17] 

способ приближенного МНК-оценивания, а затем 
выбирается модель с наименьшей величиной сум-
мы квадратов остатков. Главным недостатком 
предложенного в работе [18] подхода к построе-
нию НЛР является то, что он основан на методе 
полного перебора всех возможных альтернатив, 
поэтому на решение задачи ОИР может уходить 

слишком много времени. Более перспективным 
выглядит следующий подход с использованием 
аппарата ЧБЛП. 
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В статье [19] задача ОИР при оценивании ли-
нейной регрессии с помощью МНК была сведена к 
задаче ЧБЛП. При этом нерешенной оставалась 
проблема выбора большого положительного числа 
M, влияющего как на скорость, так и на само ре-
шение задачи, пока не появилась работа [20]. В ней 
сформулирована задача ЧБЛП, которая приводит к 
построению линейной регрессии с заданным чис-
лом объясняющих переменных, в которой знаки 
МНК-оценок согласованы со знаками коэффици-
ентов корреляции между переменными y  и jx , 

1,j l . В ходе вычислительных экспериментов 
был подтвержден сделанный в статье [21] вывод, 
что такая задача с ограничениями на знаки коэф-
фициентов решается на порядок быстрее, чем без 
них. Главной целью данной работы является све-
дение задачи построения НЛР к эффективно реша-
емой задаче ЧБЛП, рассмотренной в статье [20]. 

 

1. МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ НЕЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
ЛИНЕЙНЫХ РЕГРЕССИЙ 

Уравнение НЛР (4) содержит только одну би-
нарную операцию – минимум. Здесь и далее под 
бинарной операцией минимум (максимум) пони-
мается математическая операция, принимающая 
два аргумента и возвращающая их минимум (мак-
симум). Дополним эту регрессионную модель ре-
грессорами с бинарной операцией максимум: 

2

1 2

2

2
1 2

0 , ,

1 1

, ,

1

min{ , }

max{ , } , 1, ,

l

j j

l

j jl

Cl

i j ij j l i j i

j j

C

i j i ij l С
j

y x x x

x x i n

  
 

  


       

     

 


 (6) 

Общее число регрессоров в уравнении (6) стало 
гораздо больше, чем в уравнении (4), и составляет 

22 ll C . 

Уравнение НЛР вида (6) вводится впервые, по-
этому ставится задача формализовать процесс по-
строения этой модели в виде задачи ЧБЛП. Это 
можно сделать следующим образом. 

Для каждого параметра λ j , 
21, ,lj C  из урав-

нения (6) определим промежутки значений по 
формулам (5). Затем равномерно разобьем каждый 
из этих промежутков p  точками и сформируем 

матрицу  λ*

jk  , 
21, lj C , 1,k p , элемент λ*

jk  

которой показывает k -е значение параметра λ j  

для j -й пары переменных. Заменив в уравнении 

(6) неизвестные параметры λ j  на известные эле-
менты матрицы  , получим: 
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1 2

2

1 2

*

0 , ,

1 1 1

*

, ,

1 1

min ,

max , , 1, ,

l
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l

j j

C pl

i j ij jk i jk i

j j k

C p
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j k
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(7) 

где α jk


, 21, lj C , 1,k p , – неизвестные пара-

метры для регрессоров с бинарной операцией ми-
нимум, а α jk


, 21, lj C , 1,k p , – неизвестные 

параметры для регрессоров с бинарной операцией 
максимум. В модели (7) общее число регрессоров 
еще больше, чем в модели (6), и равно 22 ll pC . 

Например, если общее число переменных 100l  , 

а число разбиений 10p  , то регрессия (7) будет 
иметь 99 100 регрессоров. 

Сделаем в уравнении (7) замену 
 

1 2

*

, ,min ,
j jijk i jk iz x x


   ,  

1 2

*

, ,max ,
j jijk i jk iz x x


   , 

1,i n , 21, lj C , 1,k p . Получим модель мно-
жественной линейной регрессии: 

2

2

0

1 1 1

1 1

, 1, ,

l

l

C pl

i j ij jk ijk
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           (8) 

Далее, как это сделано в статье [19], сведем за-
дачу ОИР для линейной регрессии (8), оценивае-
мой с помощью МНК, к задаче ЧБЛП. Для этого 
предварительно проведем нормирование всех пе-
ременных из уравнения (8) по известному правилу, 
вычитая из каждого значения переменной ее сред-
нее арифметическое и деля результат на стандарт-
ное отклонение. 

Составим для модели (8) уравнение стандарти-
зованной регрессии 

2
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1 1

, 1, ,

l
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i j ij jk ijk
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jk ijk i
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w q h
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(9) 

где w  – нормированная переменная y ; jq , 1, ,j l  

– нормированные переменные jx , 1j , l ; jkh


, jkh ,


 

21, lj C , 1, ,k p  – нормированные переменные 

jkz


, jkz


, 
21, lj C , 1,k p ; β j , 1, ,j l  и β jk


, β jk


, 

21, lj С , 1, ,k p  – неизвестные стандартизован-
ные коэффициенты; ξ i

, 1, ,i n  – новые ошибки 
аппроксимации. 



 

 
 

 

 
 

 ●

Для модели (9) МНК-оценки находятся по 
формуле 

1β XX YXR R
  ,                          (10) 

где 
xx xz xz

XX z x z z z z

z x z z z z

R R R

R R R R

R R R

 

    

    

 
 

  
 
 

 – корреляционная 

блочная матрица размера 2 2( 2 )×( 2 )l ll pC l pC  , 

составленная из блоков  

 
j kxx x xR r , 1,j l , 1,k l ; 

 
s jkxz x z

R r  , 1,s l , 21, lj C , 1,k p ; 

 
s jkxz x z

R r  , 1,s l , 21, lj C , 1,k p ; 

 
jk sz x z x

R r  , 21, lj C , 1,k p , 1,s l ; 

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ,ls C  2 1, ,s p  21, ,lj C  1 ;k , p  

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ls C ,  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 
jk sz x z x

R r  , 21, lj C , 1,k p , 1,s l ; 

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ,ls C  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 
1 2

,
s s kjz z z z

R r     
2

1 ,ls C  2 1, ,s p  21, ,lj C  1, ;k p  

 T

YX yx yz yz
R R R R   – корреляционный блоч-

ный вектор размера  22 1ll pC  , составленный 

из блоков  
jyx yxR r , 1,j l ;  

jkyz yz
R r  , 

21, lj C , 1, ;k p   
jkyz yz

R r  , 
21, lj C , 1,k p . 

Коэффициент детерминации модели (9) нахо-
дится по формуле 

2 2

2

1 1 1 1 1

.
l l

j jk jk

C Cp pl

yx j jk jkyz yz
j j k j k

R r r r 
 

    

            (11) 

Тогда с использованием формул (10) и (11) 
сформулируем задачу ОИР для линейной регрес-
сии (8): 

2 max,R                              (12) 
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21, ,lj C  1, ,k p  

j j jM M     , 1,j l ,             (16) 

jk jk jkM M
       , 

21, lj C , 1, ,k p    (17) 

jk jk jkM M
       , 

21, lj C , 1,k p ,   (18) 

δ {0, 1}j  , 1,j l ,                  (19) 

δ {0,1}jk

  , 
21, lj C , 1,k p ,        (20) 

δ {0, 1}jk

  , 
21, lj C , 1,k p ,        (21) 

2 2

1 1 1 1 1

,
l lC Cp pl

j jk jk

j j k j k

m
 

    

               (22) 

где m  – заданное число регрессоров; δ j , 1, ,j l  – 

булевы переменные, заданные по правилу 

1,  если -я переменная входит в регрессию,
δ

0,  в противном случае;j

j
 
  

δ jk


, 

21, lj C , 1, ,k p  – булевы переменные, за-
данные по правилу 

1,  если -я бинарная операция минимум 
δ с -м преобразованием входит в регрессию,

0,  в противном случае;
jk

j

k



 

  

δ jk


, 

21, lj C , 1, ,k p  – булевы переменные, за-
данные по правилу

 



 

 
 

 

 

 

   ●

1,  если  -м бинарная операция 
максимум с -м преобразованием 

δ
входит в регрессию,
0,  в противном случае;

jk

j

k



 

  

M  – большое положительное число. 
Достоинством задачи ЧБЛП (12)–(22) является 

то, что число ее ограничений не зависит от объема 
выборки n . 

В задаче ЧБЛП (12)–(22) стратегия построения 
НЛР регулируется ограничениями на бинарные 
переменные. Рассмотрим следующие стратегии. 

Стратегия 1. Отбор m  регрессоров в линей-
ной регрессии (7). 

Для этого просто нужно решить задачу (12)–
(22). В этом случае итоговая модель может содер-
жать несколько регрессоров с одинаковой бинар-
ной операцией и с одинаковой парой переменных, 
но с разными значениями параметра λ j . 

Стратегия 2. Приближенное оценивание НЛР 
(6) с помощью МНК (без отбора регрессоров). 

Для этого нужно решить задачу с целевой 
функцией (12), ограничениями (13)–(21) и 

1

δ 1
p

jk

k





 , 
1

δ 1
p

jk

k





 , 21, lj C , 

которые отвечают за вхождение в модель каждой 
бинарной операции только с одним значением па-
раметра λ j  для каждой пары переменных. 

Стратегия 3. Отбор m  регрессоров в НЛР (6). 
Для этого нужно решить задачу с целевой 

функцией (12), ограничениями (13)–(22) и 

1

δ 1
p

jk

k





 , 
1

δ 1
p

jk

k





 , 
21, lj C .           (23) 

Заметим, что регулируя ограничения на бинар-
ные переменные, можно контролировать тип вхо-
дящих в НЛР (6) регрессоров. Так, например, если 
добавить в задачу (12)–(22) ограничения 

2
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j k



 

 , 

2

1 1

δ 0
lC p
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 , то получим задачу ОИР 

для линейной регрессии. Если добавить ограниче-

ния 
1

δ 0
l

j

j

 , 

2

1 1

δ 0
lC p
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j k



 

 , то получим задачу 

ОИР для регрессии только с бинарными операция-

ми минимум, а если ограничения 
1

δ 0
l

j

j

 , 

2

1 1

δ 0
lC p

jk

j k



 

  – то задачу ОИР для регрессии только 

с бинарными операциями максимум. 

Помимо этого можно контролировать состав 
входящих в модель переменных. Для этого введем 
бинарную матрицу  ijV v , 21, 2 li l pC  , 

1, ,j l  в которой 

1,  если -я переменная входит 
в -й регрессор модели (7),
0,  в противном случае.

ij

j

v i


 



 

Тогда интеграция в задачу (12)–(22) линейных 

ограничений 
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        (24) 

позволяет строить НЛР с m  регрессорами, в кото-
рую каждая объясняющая переменная входит не 
более одного раза. В этом случае автоматически 
выполняются условия (23). 

К сожалению, для задачи (12)–(22) не до конца 
ясно, как задавать большие числа M . Для решения 
этой проблемы поступим так, как предложено в 
работе [20]. Заменим ограничения (13)–(18) на 
следующие: 
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21, lj C ,  1,k p , 

 
2

1 2
1 2

1 21 1 1

1
l

jk s jk s s jk

C pl

jk s s su x z z z
s s s

M r r   
  

  

          

2

1 2
1 2

1 21 1

(1 )
l

s s jk jk jk

C p

s s jkz z yz u
s s

r r M   
  

 

      ,     (27) 

21, lj C , 1,k p , 

0
jj j M    , βj J

 ,                  (28) 

0
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 ,                   29) 
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,j k J 
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jk jkM 
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β
,j k J 

 ,              (33) 

где βJ
  и J


  – индексные множества, построенные 

из множества  1, 2,..., l , элементы которых удо-
влетворяют условиям 0

jyxr   и 0
jyxr   соответ-

ственно; 
β

J 
  и 

β
J 
  – индексные множества, по-

строенные из множества     1, 2 ,..., 1, ,p

  2 22, 1 ,..., {2, },..., { , 1},..., { , }l lp C C p , элементы 

которых удовлетворяют условиям 0
jkyz

r    и 

0
jkyz

r   ; 
β

J 
  и 

β
J 
  – индексные множества, по-

строенные из множества     1, 2 ,..., 1, ,p

  2 22, 1 ,..., {2, },..., { , 1},...,{ , }l lp C C p , элементы 

которых удовлетворяют условиям 0
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r    и 

0
jkyz

r   ; β 1
j jyxM / r , 1,j l ; 

β
1

jk jkyz
M / r  , 

β
1

jk jkyz
M / r  , 21, lj C , 1,k p . 

Для нахождения чисел 
juM
  в ограничениях (25) 

нужно решить серию из l  задач линейного про-
граммирования с целевыми функциями minju   

при ограничениях 
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Для нахождения чисел 
juM
  нужно решить се-

рию из l  задач линейного программирования с 
целевыми функциями maxju   при ограничениях 
(34)–(43). Аналогично находятся числа 

jku
M 

 , 
jku

M 
 , 

jku
M 

 , 
jku

M 
  решением серии из 2

lpC  задач линей-

ного программирования с целевыми функциями 
minjku

  , maxjku
  , minjku

  , maxjku
    

соответственно при ограничениях (34)–(43). 

Таким образом, решение задачи ЧБЛП с целе-
вой функцией (12) и ограничениями (19)–(22), 

(25)–(33) приводит к построению линейной ре-
грессии (7) с m  регрессорами, в которой знаки 
оценок β-параметров согласованы со знаками со-
ответствующих коэффициентов корреляции ре-
грессоров с переменной y , т. е. справедливы нера-
венства β 0

jj yxr  , 1,j l ; β 0
jk

jk yz
r 

  , β 0
jk

jk yz
r 

  , 

21, lj C , 1,k p . Стратегия построения НЛР в 
этой задаче по-прежнему регулируется, например, 
ограничениями (23) и (24) на бинарные перемен-
ные. 

В работах [20, 21] экспериментально установ-
лено, что задача ЧБЛП (12), (19)–(22), (25)–(33) 

решается на порядок быстрее, чем задача (12)–(22). 

Кроме того, из-за согласованности знаков оценок 
β-параметров и знаков соответствующих коэффи-
циентов корреляции для полученной регрессии 
становятся справедливыми формулы для абсолют-
ных вкладов переменных в общую детерминацию 

2
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x yx j jkz yz
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       (44) 

по которым можно судить о степени влияния каж-
дого регрессора на переменную y . 

Сделаем два важных замечания относительно 
решения задачи (12), (19)–(22), (25)–(33). 

Замечание 1. Поскольку в результате решения 
задачи знаки оценок β-параметров согласуются со 
знаками соответствующих коэффициентов корре-



 

 
 

 

 

 

   ●

ляции, то предварительно необходимо позаботить-
ся о том, чтобы все знаки коэффициентов корреля-
ции 

jyxr  были согласованы с физическим смыслом 
переменных. Для этого можно привлекать экспер-
тов из соответствующей предметной области. Не-
согласованные переменные следует исключать из 
рассмотрения. В противном случае полученную 
регрессию будет проблематично интерпретиро-
вать. 

Замечание 2. Пусть, например, модель (8) име-
ет при параметре 11α

 регрессор 11 1 2min{ , 8 }z x x
  . 

Тогда при переходе к кусочно-заданному пред-
ставлению при параметре 11α

 будет либо перемен-
ная 

1x , либо 
28x . Если окажется, что 

11

0
yz

r   , то 

оценка параметра 11α
 гарантированно будет поло-

жительной и переменные 
1x  и 

28x  будут влиять на 
y  со знаком «плюс». В этом случае оба коэффи-

циента корреляции 
1yxr  и 

2yxr  должны быть поло-
жительны, иначе возникает проблема с интерпре-
тацией модели. А если окажется, что 

11

0
yz

r   , то 

оценка параметра 11α
 гарантированно будет отри-

цательной и переменные 
1x  и 

28x  будут влиять на 
y  со знаком «минус». В таком случае оба коэффи-

циента корреляции 
1yxr  и 

2yxr  должны быть отри-
цательны. Из всего этого следует, что после согла-
сования с экспертами знаков коэффициентов кор-
реляции 

jyxr , 1,j l , необходимо сформировать 

переменные jkz


, jkz


, 
21, lj C , 1,k p , найти их 

коэффициенты корреляции с переменной y  и ис-
ключить те из них, для которых не выполняются 
условия 

( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  )  

или ( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  ),       (45) 

 
21, lj C , 1,k p ,            

( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
2

0
j

yxr

 )  

или ( 0
jkyz

r    и 
μ 1

0
j

yxr   и 
μ 2

0
j

yxr  ),    (46) 

21, lj C , 1,k p .         

Исключение противоречивых переменных 
естественным образом уменьшит время решения 
задачи построения НЛР. Это время можно еще 
значительно уменьшить, если дополнить выраже-
ния (45) и (46) условиями 

jkyz
r r  , 

jkyz
r r  , 21, lj C , 1,k p ,       (47) 

где r  – выбранное из промежутка [0, 1) число. Чем 
больше число r , тем меньше становится количе-
ство переменных и время решения задачи. 

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Для построения НЛР были собраны ежегодные 
статистические данные за период с 2000 по 2020 г. 

для зависимой переменной y  – отправление гру-
зов железнодорожным транспортом общего поль-
зования в Иркутской области (млн руб.), и шести-
десяти двух переменных 

1x , 
2x , ..., 

62x , предполо-
жительно влияющих на y . Сначала из этого спис-
ка было исключено шесть переменных, у которых 
значение коэффициента корреляции с y  по абсо-
лютной величине не превышало 0,2. Затем значе-
ния коэффициентов корреляции для оставшихся 
пятидесяти шести переменных были переданы 
двум экспертам, представляющим Управление Во-
сточно-Сибирской железной дороги. Их задачей 
было исключить те переменные, для которых зна-
ки коэффициентов корреляции с y  не соответ-
ствуют экономическому смыслу решаемой задачи. 
В результате работы экспертов осталось восемь 

факторов: 
2x  – процент трудоспособного населения от 

общей численности; 
3x  – численность рабочей силы (тыс. чел.); 

5x  – численность пенсионеров (тыс. чел.); 

8x  – число собственных легковых автомобилей 
на 1000 человек населения (шт.); 

18x  – число предприятий и организаций; 

20x  – кредиторская задолженность организаций 
(млн руб.); 

22x  – производство электроэнергии (млрд 
кВт·ч); 

58x  – тарифы на грузовые перевозки (железно-
дорожный транспорт), усл.ед. 

Значение переменной 
58x  за 2001 г. было 

назначено равным 1000 усл. ед. С его помощью по 
известным индексам тарифов были найдены 
оставшиеся значения переменной 

58x . 

Значения коэффициентов корреляции с пере-
менной y  для отобранных переменных составля-
ют соответственно 

2
0,785yxr  , 

3
0,543yxr  , 

5
0,483yxr   , 

8
0,446yxr   , 

18
0,538yxr  , 

20
0,204yxr   , 

22
0,476yxr  , 

58
0,465yxr   . 
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Влияние выбранных переменных на перемен-
ную y  можно обосновать следующим образом:  

 рост численнсти рабочей силы 
2x  и 

3x , а так-
же числа предприятий 

18x  и количества произво-
димой электроэнергии 

22x , приводит к увеличе-
нию объемов производимой регионом продукции, 
что влечет за собой повышение спроса на грузовые 
перевозки ж/д транспортом, в то время как рост 

значения переменной 
5x  тормозит развитие эко-

номики, снижая спрос на перевозки;  
 избыток собственных автомобилей 

8x  у насе-
ления снижает спрос как на пассажирские, так и на 
грузовые перевозки ж/д транспортом;  

 рост суммарного объема кредиторской задол-
женности организаций 

20x  негативно сказывается 
на экономике региона, поскольку, например, мо-
жет повлечь за собой наложение различных 
штрафных санкций;  

 увеличение тарифов на грузовые перевозки 
58x  естественно снижает спрос на перевозки грузов 

по железной дороге. 
Затем для каждой пары отобранных перемен-

ных по формулам (5) были определены промежут-
ки для значений параметров λ j . После этого для 
формирования матрицы   каждый промежуток 
был равномерно разбит четырьмя точками. В ре-
зультате удалось сформировать 2

84 112С   пере-
менных jkz


, 1, 28j  , 1, 4k  , преобразованных с 

помощью бинарной операции минимум, и столько 
же переменных jkz


, 1, 28j  , 1, 4k  , преобразо-

ванных с помощью операции максимум. Далее из 
этих 224 переменных были исключены те, для ко-
торых не выполняются условия (45)–(47) при 

0,2r  . Таких переменных оказалось 140. В итоге 
к построению НЛР мы подошли, имея в наличии 
92 переменных, из которых 8 объясняющих и 84 
преобразованных с помощью функций min и max. 

Построение НЛР осуществлялось на основе 
решения задачи ЧБЛП с целевой функцией (12) и 

ограничениями  (19)–(21), (25)–(33). Подчеркнем, 
что ограничение (22) на число входящих в модель 
регрессоров не ставилось. Для того чтобы в итого-
вую модель каждая объясняющая переменная вхо-
дила не более одного раза, были учтены ограниче-
ния (24). Для решения задач ЧБЛП использовался 
решатель LPSolve IDE, а для формирования мате-
матических моделей задач для этого решателя бы-
ла разработана специальная программа в среде 
программирования Delphi. Сначала с помощью

этой программы были найдены неизвестные числа 
в ограничениях (25)–(27). Для этого было решено 
184 задачи линейного программирования с соот-
ветствующими целевыми функциями и линейными 
ограничениями (34)–(43). Затем с использованием 
найденных чисел и разработанной программы для 
решателя LPSolve была сформулирована задача 
ЧБЛП (12), (19)–(21), (24)–(33), содержащая 284 
ограничения, 92 вещественных и 92 бинарных пе-
ременных. Решение осуществлялось на персональ-
ном компьютере с процессором Intel Core i5 (3.40 

ГГц, 4 ядра) и объемом оперативной памяти 8 ГБ. 
В результате примерно за 30 секунд была построе-
на следующая НЛР: 
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 (48) 

где в скобках под коэффициентами указаны значе-
ния t-критерия Стьюдента, а над коэффициентами 
– абсолютные вклады регрессоров в общую детер-
минацию, найденные по формулам (44). Оказа-
лось, что все регрессоры значимы по критерию 
Стьюдента для уровня значимости α 0,05 . 

Предложенный в данной статье математиче-
ский аппарат пока не позволяет контролировать в 
процессе построения НЛР значимость ее коэффи-
циентов ни по критерию Стьюдента, ни по абсо-
лютным вкладам переменных. Для этого в даль-
нейшем планируется интеграция в сформулиро-
ванную задачу ЧБЛП специальных линейных 
ограничений. 

Коэффициент детерминации НЛР (48) 
2 0,946183R  , что говорит о высоком качестве 

построенной модели. 
Значения коэффициентов вздутия дисперсии 

для регрессоров модели (48) не превышают 10, что 
говорит об отсутствии в ней мультиколлинеарно-
сти. Стоит отметить, что контролировать мульти-
коллинеарность в сформулированной задаче ЧБЛП 
пока тоже нельзя. 

Таким образом, выполняются все условия, что-
бы отнести построенную модель (48) к вполне ин-
терпретируемым. 

Модель (48) в кусочно-заданном виде пред-
ставлена в таблице. 
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Уравнения модели (48) для различных диапазонов значений переменных 

Уравнение НЛР Диапазоны значений переменных 

18 20 58 324,527 0,0011 0,00013 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 58 2224,527 0,0011 0,00013 0,0038 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 8 324,527 0,0011 0,00013 0,0323 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 20 8 2224,527 0,0011 0,00013 0,0323 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 58 324,527 0,0011 0,0196 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 58 2224,527 0,0011 0,0196 0,0038 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 8 324,527 0,0011 0,0196 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

18 5 8 2224,527 0,0011 0,0196 0,0323 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 58 324,527 1,1895 0,00013 0,0038 0,0254y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 58 2224,527 1,1895 0,00013 0,0038 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 8 324,527 1,1895 0,00013 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 20 8 2224,527 1,1895 0,00013 0,0323 0,5857y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 58 324,527 1,1895 0,0196 0,0038 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 58 2224,527 1,1895 0,0196 0,0038 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 8 324,527 1,1895 0,0196 0,0323 0,0254y x x x x       5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

2 5 8 2224,527 1,1895 0,0196 0,0323 0,5857y x x x x       
5 8 32

18 20 58 22

0,000933, 0,00675, 0,117, 23,08
x x xx

x x x x
     

 

 

Из таблицы видно, что в зависимости от вы-
полненных условий меняется состав влияющих на 
y  переменных, а оценки параметров 

4 1λ 0,000933,

  , 16 2λ 0,00675,

  , 22 2λ 0,117,

  , 

12 3λ 23,08,

   играют роль точек переключения для 
следующих четырех автоматически сформирован-
ных показателей: 
– отношение процента трудоспособного населения 
(

2x ) к числу предприятий и организаций (
18x ); 

– отношение численности пенсионеров (
5x ) к кре-

диторской задолженности (
20x ); 

– отношение числа собственных легковых автомо-
билей (

8x ) к тарифам на грузовые ж/д перевозки 
( 

58x ); 

– отношение численности рабочей силы (
3x ) к 

объему производства электроэнергии (
22x ). 

Тогда справедлива следующая интерпретация. 
 Если значение показателя x2/x18 не меньше, 

чем 0,000933, то на отправление грузов ж/д транс-
портом влияет число предприятий и организаций 
x18, а процент трудоспособного населения x2 не 
влияет. При этом с увеличением числа предприя-
тий и организаций x18 на одну единицу (при неиз-
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менных значениях остальных переменных) от-
правление грузов y возрастает в среднем на 0,0011 
млн руб. А если значение показателя x2/x18 меньше, 
чем 0,000933, то на отправление грузов влияет 
процент трудоспособного населения x2, а число 
предприятий и организаций x18 не влияет. При 
этом с увеличением процента трудоспособного 
населения x2 на одну  единицу (при неизменных 
значениях остальных переменных) отправление 
грузов y возрастает в среднем на 1,1895 млн руб. 

 Если значение показателя x5/x20 не меньше, 
чем 0,00675, то на отправление грузов ж/д транс-
портом влияет кредиторская задолженность x20, а 
численность пенсионеров x5 не влияет. При этом с 
увеличением кредиторской задолженности x20 на 1 
млн руб. (при неизменных значениях остальных 
переменных) отправление грузов y убывает в сред-
нем на 0,00013 млн руб. А если значение показате-
ля x5/x20 меньше, чем 0,00675, то на отправление 
грузов влияет численность пенсионеров x5, а кре-
диторская задолженность x20 не влияет. При этом с 
увеличением численности пенсионеров x5 на 1 тыс. 
человек (при неизменных значениях остальных 
переменных) отправление грузов y убывает в сред-
нем на 0,0196 млн руб. 

 Если значение показателя x8/x58 не меньше, 
чем 0,117, то на отправление грузов ж/д транспор-
том влияют тарифы на грузовые ж/д перевозки x58, 

а число собственных легковых автомобилей x8 не 
влияет. При этом с увеличением тарифов на грузо-
вые ж/д перевозки x58 на одну условную единицу 

(при неизменных значениях остальных перемен-
ных) отправление грузов y убывает в среднем на 
0,0038 млн руб. А если значение показателя x8/x58 

меньше, чем 0,117, то на отправление грузов влия-
ет число собственных легковых автомобилей x8, а 
тарифы на грузовые ж/д перевозки x58 не влияют. 
При этом с увеличением числа собственных легко-
вых автомобилей на 1000 человек населения x8 на 
1 шт. (при неизменных значениях остальных пере-
менных) отправление грузов y убывает в среднем 
на 0,0323 млн руб. 

 Если значение показателя x3/x22 не меньше, 
чем 23,08, то на отправление грузов ж/д транспор-
том влияет численность рабочей силы x3, а объемы 
производства электроэнергии x22 не влияют. При 
этом с увеличением численности рабочей силы x3 

на 1 тыс. человек (при неизменных значениях 
остальных переменных) отправление грузов y воз-
растает в среднем на 0,0254 млн руб. А если зна-
чение показателя x3/x22 меньше, чем 23,08, то на 
отправление грузов влияют объемы производства 
электроэнергии x22, а численность рабочей силы x3 

не влияет. При этом с увеличением объемов про-

изводства электроэнергии x22 на 1 млрд кВт·ч (при 
неизменных значениях остальных переменных) 
отправление грузов y возрастает в среднем на 
0,5857 млн руб. 

Таким образом, интерпретационные характери-
стики НЛР представляются богаче и разнообразнее 
тех же характеристик традиционной линейной ре-
грессионной модели. При этом аппроксимацион-
ные характеристики НЛР в зависимости от вы-
бранной стратегии построения должны в большин-
стве случаев превосходить те же характеристики 
линейных регрессий, являющихся лишь частным 
случаем НЛР. Ценность предложенных НЛР за-
ключается в том, что их можно использовать не 
только для прогнозирования, но и для извлечения 
новых интерпретируемых математических законо-
мерностей, призванных повысить эффективность 
управленческих решений в различных отраслях 
экономики. 

Также отметим, что сама по себе НЛР лучше 
подходит для моделирования в условиях мульти-
коллинеарности, чем традиционная линейная ре-
грессия. Дело в том, что чем больше в НЛР бинар-
ных операций, тем выше число ее степеней свобо-
ды по сравнению с линейной регрессией. Это 
означает, что НЛР позволяет «вместить» в себя 
больше переменных при меньшем числе регрессо-
ров, чем линейная регрессия.  Например, НЛР (48) 
содержит только четыре регрессора, но при этом 
восемь переменных, поэтому шанс на то, что в ней 
будет присутствовать мультиколлинеарность, 

априори ниже, чем шанс столкнуться с мультикол-
линеарностью в линейной регрессии со всеми во-
семью переменными. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе рассмотрена НЛР, в которой помимо 
бинарной операции минимум используется еще и 
бинарная операция максимум. Предложен метод 
построения НЛР, в основе которого лежит реше-
ние задачи ЧБЛП. В результате решения этой за-
дачи определяется структурная спецификация НЛР 
и ее приближенные МНК-оценки. Показано, как с 
помощью регулирования ограничений на бинар-
ные переменные можно контролировать структур-
ную спецификацию НЛР. Продемонстрировано, 
каким образом нужно исключать на начальном 
этапе противоречивые переменные, чтобы умень-
шить время решения задачи и гарантировать ин-
терпретируемость НЛР. С помощью предложенно-
го метода построена модель, позволившая выявить 
новые закономерности функционирования желез-
нодорожного транспорта в Иркутской области, 



 

 
 

 

 

 

   ●

недоступные при использовании классической ли-
нейной регрессии. 

Предложенный в работе метод является уни-
версальным и может применяться для построения 
НЛР в любой предметной области при наличии 
статистических данных, состоящих только из по-
ложительных переменных. Проводимое в его рам-
ках разбиение параметров приводит к формирова-
нию задачи ЧБЛП, оптимальное решение которой 
при достаточно большом числе разбиений дает 
оценки, практически не отличающиеся от опти-
мальных МНК-оценок рассматриваемой НЛР. 
Естественно, что с ростом числа разбиений будет 
расти и время решения задачи. Тем не менее, как 
продемонстрировано в работах [20, 21] на примере 
линейной регрессии, такая задача ЧБЛП решается 
на порядок быстрее, чем при использовании стан-
дартных переборных процедур. Тестирование ско-
рости построения НЛР по выборкам разных объе-
мов с помощью предложенного метода будет про-
ведено в последующих работах автора. 
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Abstract. This paper is devoted to constructing nonelementary linear regressions consisting of 

explanatory variables and all possible combinations of their pairs transformed using binary min-

imum and maximum operations. Such models are formalized through a 0-1 mixed integer linear 

programming problem. By adjusting the constraints on binary variables, we control the structur-

al specification of a nonelementary linear regression, namely, the number of regressors, their 

types, and the composition of explanatory variables. In this case, the model parameters are ap-

proximately estimated using the ordinary least squares method. The formulated problem has 

advantages: the number of constraints does not depend on the sample size, and the signs of the 

estimates for the explanatory variables are consistent with the signs of their correlation coeffi-

cients with the dependent variable. Regressors are eliminated at the initial stage to reduce the 

time for solving the problem and make the model quite interpretable. A nonelementary linear 

regression of rail freight in Irkutsk oblast is constructed, and its interpretation is given. 
 

Keywords: nonelementary linear regression, ordinary least squares method, 0-1 mixed integer linear pro-

gramming problem, subset selection, coefficient of determination, interpretation, rail freight.  
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ВЕРХНИЕ ГРАНИЦЫ ОТКЛОНЕНИЯ ТРАЕКТОРИЙ  
АФФИННОГО СЕМЕЙСТВА ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ  

ПРИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЯХ
 

М.В. Хлебников, Я.И. Квинто 
 

 

Аннотация. Предложена простая верхняя оценка величины отклонения траектории для 
аффинного семейства систем в дискретном времени, подверженного воздействию огра-
ниченных внешних возмущений при ненулевых начальных условиях. Предлагаемый под-
ход предполагает построение параметрической квадратичной функции Ляпунова для рас-
сматриваемой системы, а в качестве технического средства используется аппарат линей-
ных матричных неравенств и метод инвариантных эллипсоидов. Исходная задача сводит-
ся к параметрической задаче полуопределенного программирования, которая легко реша-
ется численно. Результаты численного моделирования демонстрируют сравнительно не-
высокий консерватизм полученной оценки. Работа продолжает цикл ранее опубликован-
ных исследований авторов, связанных с оцениванием отклонений в линейных непрерыв-
ных и дискретных системах, подверженных воздействию системных неопределенностей 
и внешних возмущений. Полученные результаты могут быть распространены на различ-
ные робастные постановки задачи, а также на задачу минимизации отклонений аффинно-
го семейства систем управления в дискретном времени при наличии внешних возмуще-
ний с помощью линейной обратной связи. 
 
Ключевые слова: линейная дискретная система, всплеск, параметрическая функция Ляпунова, 
ограниченные внешние возмущения, линейные матричные неравенства, инвариантные эллипсоиды.  
 

 

 

При исследовании переходных режимов в 
линейных системах большой интерес представляет 
поведение всей траектории системы. При этом 
одной из наиболее важных характеристик 
переходного режима является величина 
максимального отклонения траектории от нуля. 

Существуют различные методы оценивания 
отклонений траекторий динамической системы 
(см., например, обзор в статье [1]). В частности, в 
этой работе был предложен регулярный подход 
к оцениванию величины максимального 
отклонения для линейной системы в непрерывном 
времени, а также развит подход к минимизации 
отклонений при помощи статической линейной 
обратной связи по состоянию на основе техники 
линейных матричных неравенств. Развитый 
подход был распространен [2] и на системы в 
дискретном времени, содержащие 
структурированную матричную неопределенность. 

Еще одно важное и перспективное направление 
исследований в данной области связано с методом 
локализации инвариантных компактов; отметим 

здесь работы отечественных ученых 
А.П. Крищенко, А.Н. Канатникова, С.К. Коровина 
(см., например, статьи [3–6]). 

Ситуация, когда неопределенными 
параметрами являются сами элементы матрицы, 
достаточно редкая, так как обычно коэффициенты 
матрицы сами по себе не имеют 
непосредственного физического смысла и зависят 
от параметров более сложным образом. Аффинная 
неопределенность является простейшей моделью 
такой зависимой структуры неопределенности; 
подробнее см. монографию [7]. 

Исследованию дискретных систем с 
параметрической неопределенностью посвящены 
работы [8–10]. С технической точки зрения в них 
применяется подход, предложенный в статье [11] и 
позволяющий обособить матрицу системы и 
матрицу функции Ляпунова в матричном 
неравенстве, представляющем собой достаточное 
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условие устойчивости рассматриваемого 
семейства. При этом получение менее 
консервативных оценок осуществляется путем 
построения параметрической квадратичной 
функции Ляпунова. Отметим также публикации 
[12, 13], посвященные близкой тематике. 

В настоящей статье авторы продолжают 
развитие этой линии исследований с целью 
получения верхних оценок отклонений траекторий 
аффинного семейства дискретных систем с 
ненулевыми начальными условиями при 
воздействии ограниченных внешних возмущений. 
При этом основным техническим средством 
является аппарат линейных матричных неравенств 
[14, 15]. 

В статье используются следующие 
обозначения:   – спектральная норма матрицы и 
евклидова норма вектора, T

 – символ 
транспонирования, I – единичная матрица 
соответствующей размерности, а все матричные 
неравенства понимаются в смысле 
знакоопределенности матриц. 

 

Рассмотрим линейную динамическую систему 
в дискретном времени  
 1 (α)k k kx A x Dw  

                        
(1) 

с состоянием xk  ℝn
, ненулевым начальным 

условием x0 и внешним возмущением wk  ℝm
, 

удовлетворяющим ограничению  
 1, 1, 2, ...kw k 

                     
(2) 

Здесь D  ℝnm, а шуровские матрицы A() ℝnn
 

принадлежат выпуклому семейству  

 1 1
(α) : (α) α , α 1, α 0 .N N

i i i ii i
A A A

 
    

 
(3) 

Как хорошо известно, достаточное условие 
робастной квадратичной устойчивости линейной 
системы состоит в существовании общей 

квадратичной функции Ляпунова  
T 1( ) , 0.V x x P x P   

Как показано в работах [8–10], существенно менее 
консервативные оценки дает подход, основанный 
на построении параметрической квадратичной 
функции Ляпунова  

T 1( ) (α) , (α) 0.V x x P x P   

При этом в работе [8] была установлена 
справедливость следующего утверждения. 

Теорема 1.  Пусть существуют матрицы 

0 < Pi = Pi
T
  ℝnn

 и G  ℝnn
 такие, что для 

матриц ,  iA D , определяемых соотношениями (1), 

(3), выполняются условия  

T T T

T

μ( ) 0 0, 1, ..., ,
0 (1 μ)

i i

i i

P AG D

G A G G P i N

D I

 
     
  

 

при некотором 0 <  < 1. 
Тогда система (1) обладает параметрической 

квадратичной функцией Ляпунова с матрицей  

1
(α) α .N

i ii
P P


  

Основной целью настоящей статьи является 
оценивание верхних границ отклонений 
траекторий для семейства (1) при внешнем 
возмущении (2). 

Для дискретной системы величина 
максимального отклонения траектории от нуля в 
переходном режиме представляется выражением  

01 2 1
max max*

k
k , , x

x .
  

    

Оценивание величины *
 весьма затруднено (см. 

работу [1]), однако применение метода 
инвариантных эллипсоидов на основе техники 
линейных матричных неравенств позволяет 
получать ее простые верхние оценки. 

Напомним следующий хорошо известный 
результат. Матрица P > 0 квадратичной функции 
Ляпунова для некоторой динамической системы 
определяет т.н. инвариантный эллипсоид  

  T 1: 1 , 0.nx x P x P  =  

Иными словами, траектория системы, начинаясь в 
любой его точке, будет оставаться в этом 
эллипсоиде. Отсюда следует, что для любого 

начального условия из шара     1{ : }nx x   , 

содержащегося в эллипсоиде , в каждый момент 
времени будет верна оценка  

 maxλkx P P  . 

Ввиду этого, зададимся целью поиска 
минимального инвариантного эллипсоида, 
ассоциированного с матрицей P = P() 

параметрической квадратичной функции Ляпунова 
рассматриваемого семейства. 

Поскольку  

1 1

1

(α) α α

α max max ,

N N

i i i ii i

N

i i ii i i

P P P

P P
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в рамках предлагаемого подхода будем 
минимизировать верхнюю оценку наибольшей 
полуоси инвариантного эллипсоида с матрицей 
P() – величину  

max i
i

P . 

Далее, условие     эквивалентно требованию  

(α)P I  

и гарантируется выполнением условий Pi  I, 
i = 1, …, N. Действительно,  

1 1
(α) α α .N N

i i ii i
P P I I

 
     

Наконец, заметив, что матричному неравенству 

 
 

T T T

T

0 0

0 1

i i

i i

P AG D

G A G G P

D I

 
 

    
    

 

по лемме Шура можно придать эквивалентный вид 

 

T

T T T

1

1 0
i i

i i

P DD AG

G A G G P

    
    

, 

с учетом оценки 

 
1

maxk i
i .,N

x P P
 

    

окончательно приходим к следующему 
утверждению. 

Теорема 2.  Пусть *
iP , i = 1, …, N, — решение 

задачи выпуклой оптимизации  

1,...,
min max i

i N
P


 

при ограничениях  

 

T

T T T

1

1 0
i i

i i

P DD AG

G A G G P

    
    

, 

Pi  I,    i = 1,…,N, 

относительно матричных переменных 
Pi = Pi

T
  ℝnn

, G  ℝnn
 и скалярного параметра 

0 <  < 1, где матрицы ,iA   D  определяются 
соотношениями (1), (3). 

Тогда для решений системы (1) при всех 
допустимых внешних возмущениях (2) справедлива 
оценка  

1
max *

k i
i , ,N

x P
 

 . 

Оптимизационная задача, сформулированная в 
теореме 2, представляет собой параметрическую 
задачу полуопределенного программирования. Она 
легко решается численно путем одномерной 
оптимизации по параметру , варьируемому на 
интервале (0, 1). В частности, для этого может 
быть эффективно использован пакет cvx [16] в 
среде Matlab. 

 

Рассмотрим (в несколько измененном виде) 
систему вида (1) из работы [8]: 

1

0,0061 0,2630 0,2748

0,1266 0,1242 0,3029 ,

0,5100 0,4678 0,9712

A

 
   
   

 

2

0,1330 0,2009 0,1672

0,1224 0,5987 0,3100 ,

0,5235 0,0297 0,4784

A

 
   
   

 

3

0,2733 0,1868 0,0077

0,0253 0,2828 0,6112 ,

0,2412 0,0844 0,8024

A

   
    
    

 

0,4

0,5 .

0,2

D

 
   
 
 

 

Решение задачи одномерной оптимизации, 
сформулированной в теореме 2, доставляет (при 
 = 0,873) матрицы  

*

1

4,0127 0,4418 2,1495

0,4418 4,3296 0,6922 ,

2,1495 0,6922 2,8445

P

 
   
  

 

*

2

2,7515 0,7640 1,2374

0,7640 4,8052 0,1782 ,

1,2374 0,1782 2,2964

P

 
   
   

 

*

3

2,2435 1,9108 0,7729

1,9108 3,9362 1,1877

0,7729 1,1877 1,4804

P

 
   
   

 

параметрической функции Ляпунова и матрицу  

*

2,7991 0,0704 1,4510

2,2860 5,1487 0,6981 .

1,0359 0,2141 1,9738

G

  
   
  

 



 

 
 

 

 
 

 ●

Отсюда  

*

1 2,3791,P  *

2 2,2774,P   3 2 3791*P ,  

и окончательно имеем оценку  

 1 2 3 1max 2 3791* * * *
kx P , P , P P ,   . 

Для сравнения: общая квадратичная функция 
Ляпунова для этой системы, найденная согласно 
работе [5], обладает матрицей 

*

27,1113 9,3697 23,8293

9,3697 76,0285 6,4098

23,8293 6,4098 47,9982
comm

P

  
   
  

 

и доставляет более чем втрое грубую оценку:  

9 0666*
k commx P ,  . 

На рис. 1 показаны проекции на плоскость 
(x2, x3) эллипсоидов с матрицами P1

*
, P2

*
, P3

*
 

(тонкие сплошные линии) и инвариантного 
эллипсоида с матрицей Pcomm (жирная 
штрихпунктирная линия); точечной линией 
показана проекция единичного шара.  

 
          

 

 
Рис. 1. Проекции эллипсоидов на плоскость (x2, x3) 

 
На рис. 2 показана центральная часть рис. 1, а 

также проекция траектории системы при 
начальном условии  

0

0

0 1391

0 9903

x ,

.

 
   
  

,   0 1,x    

и допустимом внешнем возмущении  

sign(sin( /4)cos( /7)), 1, 2, ...kw k k k   

(пунктирная линия).  
 

       

 

 
Рис. 2. Проекции эллипсоидов и траектории системы на 
плоскость (x2, x3) 

 

На рис. 3 показана динамика величины kx  

(сплошная линия) и найденная оценка величины 
всплеска (пунктир).  

 
     

 

 

Рис. 3. Динамика величины 
k

x  и ее оценка 

 

 

В статье предложена простая верхняя оценка 
одной из наиболее важных характеристик 
переходного режима – величины максимального 
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отклонения траектории от нуля – для аффинного 
семейства систем в дискретном времени, 
подверженного воздействию ограниченных 
внешних возмущений при ненулевых начальных 
условиях. Предлагаемый подход, развивая 
предыдущие работы авторов, предполагает 
построение параметрической квадратичной 
функция Ляпунова для рассматриваемой системы, 

а в качестве технического средства используется 
аппарат линейных матричных неравенств и метод 
инвариантных эллипсоидов. При этом исходную 

задачу удалось свести к параметрической задаче 
полуопределенного программирования, которая 
легко решается численным образом, в частности – 

в среде Matlab с помощью пакета cvx. 
Авторы предполагают распространить 

полученные результаты на различные робастные 
постановки исходной задачи, а также на задачу 
минимизации отклонений аффинного семейства 
систем управления в дискретном времени при 
наличии внешних возмущений с помощью 
линейной обратной связи. 
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UPPER BOUNDS ON TRAJECTORY DEVIATIONS  

FOR AN AFFINE FAMILY OF DISCRETE-TIME SYSTEMS UNDER EXOGENOUS DISTURBANCES   
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Abstract. We propose a simple upper bound on trajectory deviations for an affine family of 

discrete-time systems under nonzero initial conditions subjected to bounded exogenous disturb-

ances. It involves the design of a parametric quadratic Lyapunov function for the system. The 

apparatus of linear matrix inequalities and the method of invariant ellipsoids are used as tech-

nical tools. The original problem is reduced to a parametric semidefinite programming problem, 

which is easily solved numerically. Numerical simulation results demonstrate the relatively low 

conservatism of the upper bound. This paper continues the series of our previous publications 

on estimating trajectory deviations for linear continuous- and discrete-time systems with para-

metric uncertainty and exogenous disturbances. The results presented below can be extended to 

various robust formulations of the original problem and also the problem of minimizing trajec-

tory deviations for an affine family of discrete-time control systems under exogenous disturb-

ances via linear feedback. 
 

Keywords: linear discrete-time system, trajectory deviations, parametric Lyapunov function, bounded 

exogenous disturbances, linear matrix inequalities, invariant ellipsoids.  
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
МЕХАНИЧЕСКОЙ СКОРОСТИ ПРОХОДКИ С ТРЕМЯ ПАРАМЕТРАМИ  

ДЛЯ ОПТИМИЗАЦИИ БУРЕНИЯ НЕФТЕГАЗОВЫХ СКВАЖИН
 

А.А. Цуприков 
 

 

Аннотация. Рассмотрены виды разрушения породы на забое при различных значениях 
нагрузки на долото, проанализированы известные отечественные и зарубежные модели 
скорости проходки. Выявлено, что как функции степенного вида они экстремумов не 
имеют, поэтому для оптимизации бурения непригодны. Кроме того, с их помощью мож-
но оперативно управлять регулированием только одного параметра – нагрузки на долото. 
Построена математическая модель на базе кривой синусоиды, позволяющая одновремен-
но управлять тремя параметрами режима бурения – осевой нагрузкой на долото, частотой 
его вращения и расходом бурового раствора для промывки скважины. Проверена адек-
ватность модели процессу бурения, выполнена её программная реализация. Модель поз-
воляет автоматически в ходе бурения распознавать породу на забое, адаптироваться под 
неё и вычислять параметры управления, оптимальные для разрушения проходимой поро-
ды.  Модель предназначена для применения в интеллектуальной системе оптимального 
адаптивного управления бурением нефтегазовых скважин. 
 
Ключевые слова: анализ математических моделей скорости бурения, экстремум функции, модель 
с тремя параметрами управления, оптимальное адаптивное управление, адекватность модели. 
 

 

 

Основным буровым процессом при строитель-
стве скважин является механическое разрушение 
породы долотом на забое, которое описывается 
уравнением механической скорости проходки υм. 

На величину скорости бурения оказывают влияние 
многочисленные факторы – нагрузка на долото, 
крутящий момент на долоте, частота его вращения, 
расход и давление бурового раствора, реологиче-
ские свойства раствора, литологические характе-
ристики породы на забое и др.  

На большом массиве промысловых и экспери-
ментальных данных бурения М.Г. Бингхэм (США) 
подробно изучил функцию υм = f(G ), где G  – 

удельная (т. е. приведённая к площади забоя 
Sз = πDд

2
/4, Dд – диаметр долота) осевая нагрузка 

на долото [1, 2]. Он пришёл к выводу, что эта 
функция является степенной и унимодальной, а 
также имеет форму S-образной кривой, приведён-
ной на рис. 1. Качественная связь функции с физи-
ко-механическими свойствами проходимого пла-
ста породы и параметрами промывочной жидкости 

также определена Бингхэмом. Отечественная и 
зарубежная практика бурения подтверждает эти 
выводы, см. работы [2 – 9] и др.  

 
                 

 
 

Рис. 1. S-образная кривая Бингхэма 
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Согласно М.Г. Бингхэму, функция скорости υм  

имеет несколько зон: 
 зона I – осевые нагрузки малы, разрушение 

породы несущественное, в виде поверхностно-
го истирания, давление зубьев долота на поро-
ду меньше предела её прочности;  

 зона II – контактное давление зубьев долота на 
забой возрастает, от породы откалываются не-
большие кусочки, что приводит к заметному 
росту скорости υм  по нелинейному закону сте-
пенного вида;  

 зона III – значение нагрузки G становится 
больше, чем предел прочности породы, это 
приводит к значительному объёмному разру-
шению породы по закону, близкому к линей-
ному, но с наклоном, существенно большим, 
чем в зоне I;  

 зона IV характеризуется тем, что промывочная 
жидкость не успевает выносить выбуренную

породу на поверхность, шлам оседает на забой 
и повторно перемалывается. При этом значе-
ние скорости υм становится максимальным при 
осевой нагрузке Gm и затем уменьшается. 
Математическая модель скорости бурения 

должна достоверно отражать описанные зоны раз-
рушения породы и иметь экстремум для расчёта 
оптимальных значений режимных параметров. 
Важным также является определение состава 
управляющих параметров модели.  

 

Для описания процесса разрушения породы 
разработано множество математических моделей 
скорости проходки, как в России, так и за рубежом 
[1–3, 5–8, 10–12]. Основные и наиболее характер-
ные модели и формы кривых для механической 
скорости проходки приведены в табл. 1. 

 

Таблица 1 

Математические модели и графики изменения механической скорости бурения 

Модели Графики функций 

 

 

Модель ВНИИБТ [6, 7]   

 

υм = kб G
δ
n

α
, 

где kб – коэффициент буримости породы, зависит от типа долота, свойств 
породы и раствора; n  – частота вращения долота, об/мин; δ, α – показате-

ли, задающие крутизну кривой  

        

 

 

 

Модель А.А. Погарского [5–7]   

υм = 

2α

441

а n G

b G
,   

где а – коэффициент буримости; α  – показатель, влияющий на крутизну 
кривой; b – коэффициент, зависящий от расхода раствора   

         

 
 

См. окончание табл. 1 
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Окончание табл. 1 

 

 

Модель фирмы “Tenneco Oil Company”(США) [2, 7] 
α

б 0
м 

( )

( )

k G G n

f h


 , 

где G0  – критическая нагрузка на долото, обеспечивающая внедрение 
зубьев в породу; f(h) – функция, характеризующая состояние долота   

            

 
 

 

 

Модель Галле – Вудса – Лубинского (США) [2, 7] 

б б
3[ ( )]


dh G r

k
dt a D

β

, 

где β – показатель степени при осевой нагрузке;
 
r – функция, зависящая от 

оборотов n и рассчитываемая отдельно для пород разной твёрдости;  
а(D3) – функции износа вооружения долота; D3  – степень относительного 

износа вооружения долота; б – показатель степени для функции а(D3);  

                

 

 

Анализ показывает, что приведённые модели с 
различной степенью точности описывают работу 
долота преимущественно на линейном участке III 

кривой М.Г. Бингхэма, максимума не имеют, по-
этому для оптимизации непригодны. Кроме того, в 
практике бурения управление скоростью проходки 
по этим моделям производится в основном путём 

регулирование только осевой нагрузки на долото 
G, а параметры n и Q принимаются в ходе рейса 
неизменными, что также не обеспечивает опти-
мальность режимов бурения. 

Вклад осевой нагрузки на долото G в скорость 
проходки количественно составляет до 43 %, ча-
стоты вращения долота n – до 14 %, расхода буро-
вого раствора Q – до 7 % [13], поэтому их обяза-
тельно следует учитывать при расчёте оптималь-
ных параметров режимов бурения.  

 

Как уравнение регрессии, кривая М.Г. Бингхэ-
ма в виде функции υм = f(G) может быть представ-
лена фрагментом синусоиды, сдвинутой в первый 
квадрант координатной плоскости (рис. 2), для че-

го нужно поднять график на единицу по оси у и 
сдвинуть его вправо на 1,57 рад по оси х.  

 
            

 
 

 

Рис. 2. График фрагмента синусоиды sin(x – π/2) + 1, смещённой   

в I квадрант 
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Поскольку при рабочих режимах бурения, в за-
висимости от мощности бурового станка и глуби-
ны скважины осевая нагрузка на долото G изменя-
ется в диапазоне от 0 до 40 Н, а величина скорости 
бурения может достигать 10–14 м/ч и выше [4–8, 

10–12, 14], то для соответствия аргумента х вели-
чинам нагрузки на долото G, а функции у – реаль-
ной скорости бурения υм их нужно перемасштаби-
ровать, для чего ввести в уравнение соответству-
ющие коэффициенты:  

– константу СG, предназначенную для преобра-
зования радианной меры измерения аргумента х в 
единицы измерения нагрузки на долото G, Н; 

– коэффициент пропорциональности kυ, предна-
значенный для масштабирования функции у по 
вертикали.  

В результате зависимость υм = f(G) примет вид 

υм = kG  sin(СG  G – 1,57) + 1.  

Согласно работам [3, 10–12] и др. функции 
υм = f(n) при G = const, Q = const и υм = f(Q) при 
G = const, n = const тоже являются унимодальны-
ми, их графики представлены на рис. 3 и также 
могут быть аппроксимированы фрагментами сину-
соиды.  

Кривая υм = f(n) описывается уравнением 
υм = kn sin(Сn n), а кривая υм = f(Q) – уравнением 

υм = kQ (sin(СQ Q – 0,7) + 0,645), где величины kn, 

kQ, Сn и СQ имеют тот же смысл, что и kG , СG для 
кривой нагрузки на долото. Рабочий диапазон из-

менения частоты вращения долота для скважин 
находится в пределах от 10 до 120 об/мин, а расхо-
да бурового раствора – от 20 до 80 л/сек [4 – 8, 10–
12, 14]. 

Полная математическая модель скорости буре-
ния υм = f(G, n, Q) как функция трёх параметров 
для оптимального управления  процессом бурения 
содержит их произведение и имеет вид 

υм = kυ (sin(СG  G – 1,57) + 1) × 

× sin(Сn  n)×(sin(СQ  Q – 0,7) + 0,645),         (1)  

где kυ = kG kn kQ  – общий коэффициент формы кри-
вой, эквивалентный коэффициенту буримости 
проходимой долотом породы на забое.  

Проверка достоверности полученной модели и 
её адекватности реальным условиям бурения про-
ведена с использованием данных, содержащихся в 
буровых рапортах по законченным в Краснодар-
ском крае скважинам Восточно-Прибрежная № 9, 

Песчаная № 7 и Крупская №1 (на рис. 4 – скв. № 1, 

скв. № 2 и скв. № 3 соответственно). Средние от-
клонения экспериментальных данных от данных, 
определённых по модели (1), составили 12%, 13% 
и 23% соответственно, что является хорошим по-
казателем, так как скважины бурились согласно 

проекту на бурение, а не на оптимальных режимах. 
Самые близкие к оптимальным результаты были 
получены на скважине Восточно-Прибрежная № 9 

(скв № 1). 
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Рис. 3. Графики функций: а – υм = f(n); б – υм = f(Q)  
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График функции (1), её составляющих и буро-
вые данные трёх скважин приведены на рис. 4.  
 

                

 

 
Рис. 4. Графики функций υм = f(G), υм = f(n), υм = f(Q), υм = f(n, G, Q) 

 
Для изображения четырёхмерной функции υм = 

= f(G, n, Q) на двумерной плоскости координат 
аргумент функций х на рис. 4 представлен в отно-
сительных единицах, при этом х = G для функции 
υм = f(G), x = n/6 для функции υм = f(n) и x = Q/4 

для функции υм = f(Q). 

В итоге можно сделать следующие выводы. 

 Данные, полученные с пробуренных скважин, 

подтверждают, что модель бурения (1) достаточ-
но точно, со средними погрешностями 12 – 23 % 

описывает процесс механического разрушения 
породы. При этом стоит учитывать, что бурение 
скважин проводилось на значениях параметров, 

рекомендованных проектами, которые составля-
ются по результатам проводки соседних скважин, 
но для данной скважины они практически не яв-
ляются оптимальными. 

 В ходе бурения были достигнуты оптимальные 
режимы только на отдельных интервалах глуби-
ны, в основном, для скважины № 1.   

 Опытные и модельные данные подтверждают, 
что кривая М.Г. Бингхэма имеет S-образную 
форму. 

 

Рекомендуется [15] использовать общеприня-
тые статистические критерии для оценки адекват-
ности и качества созданных математических моде-
лей, которые позволяют быстро оценивать их ос-
новные параметры. Указанные рекомендации раз-
работаны применительно к транспортным сетям, 

но так как статистические критерии являются уни-
версальными, то они могут быть применены к мо-
делям любых процессов и объектов. 

Согласно рекомендациям [15], для оценки мо-
делей используются пять показателей:  

– абсолютная средняя ошибка δa; 

– относительная средняя ошибка δp;  

– отклонение среднеквадратическое ϑa; 

– относительное отклонение среднеквадратиче-
ское ϑp; 

– коэффициент корреляции r. 

В настоящее время пока не выработаны четкие 
значения этих критериев, при которых модель счи-
тается достоверной, но для практического приме-
нения рекомендовано, что относительные показа-
тели не должны быть более 10 %, а коэффициент 
корреляции не должен быть менее 0,9 [15].  

Значения критериев для модели (1) представле-
ны в табл. 2. 

 

Таблица 2 

Значения критериев адекватности модели 

Критерий Скв. № 1 Скв. № 7 Скв. № 9 

δa 0,33 0,16 0,38 

δp 10,01 % 9,08 % 18,40 % 

ϑa 2,02 0,93 1,21 

ϑp 6,13 % 5,59 % 5,85 % 

r 0,98 0,74 0,89 

 

Результаты показывают, что модель хорошо 
коррелирует с буровыми процессами и пригодна 
для управления оптимальной проводкой скважин, 
коэффициент корреляции модели с буровыми дан-
ными близок к единице.  

 

Работа модели проверялась с помощью метода 

«брянских партизан» [16] – интеллектуального ме-
тода поиска глобальных экстремумов функции не-
скольких переменных. Суть метода такова: на пер-
вом этапе («разведка») область определения функ-
ции делится пополам по каждому аргументу, в 
каждой полученной зоне посредством генератора 
случайных чисел инициализируется до 30 агентов, 
находится экстремум каждой зоны и выбирается 
зона с наилучшим оптимумом. На втором этапе 
(«диверсия») в выделенной зоне инициализируется 
до 500 агентов, рассчитываются их экстремумы и 

выбирается наилучший оптимум всей функции. 
Программа поиска экстремумов разработана на 
языке Python, запускалась при числе разбиений 

1      3       5      7       9     11     13    15    17    х, отн. ед. 

vм, м/ч  

5 

4 

3 

2 

1 

0 

f(n) 
f(Q) 

vm = (nGQ) 

f(G) 
скв. № 1 
скв. № 2 
скв. № 3 



 

 
 

 

 
 

 ●

зоны первого этапа от одной до четырёх, числе 
агентов этапа «разведки» от 10 до 50 и числе аген-
тов этапа «диверсии» от 200 до 500, полученные 
результаты совпадают, один из вариантов расчёта 
максимума скорости бурения представлен на 
рис. 5.  

 

 

 

Рис. 5. Интерфейс программы поиска экстремумов  

 

Результат расчёта – максимум механической 
скорости υм max = 5,58 м/ч – достигается при значе-
ниях параметров Gопт = 16 Н, nопт = 31 об/м, 

Qопт = 23 л/с, что соответствует реальным парамет-
рам управления буровым процессам.  

 

Модель (1) предназначена для адаптивного 
способа оптимального управления бурением.  

В статье [17] описана методика адаптации ком-
пьютерных систем к внешним воздействиям 
(вторжениям) через их классификацию, которая 
состоит из пяти модулей – этапов: обработка воз-
действия – входящих данных, их преобразование 
(автокодирование), поиск аналогов в базе данных 
(БД), классификация и обратная связь – выработка 
реакции системы на входные воздействия. Для 
процесса бурения данный принцип адаптации мо-
дифицирован и заключается в следующем: 

 – через выбранный шаг интервала проходки, 
например, через каждые 0,3 м проходки в модель 
вводятся текущие значения параметров бурения G, 

n, Q и полученная на них скорость проходки υм;  

– пересчитываются величины коэффициентов 
модели k и С при введённых значениях G, n, Q и υм 

тем самым модель адаптируется к породе на забое. 
При этом автоматически распознаётся тип прохо-
димой долотом породы; 

– по адаптированной модели рассчитываются 
оптимальные значения параметров Gопт, nопт, Qопт 

(согласно критерию «максимум механической 
скорости υм = max»); 

– значения параметров Gопт, nопт, Qопт устанав-
ливаются на буровой и проводка следующего ин-
тервала в 0,3 м выполняется в оптимальном режи-
ме. 

Далее цикл ввода новых значений G, n, Q и υм, 

распознавания породы и адаптации к ней модели, 
расчёта оптимальных параметров и бурения на них 
повторяется до достижения заданной проектом 
глубины скважины или износа долота. Преимуще-
ство данной методики заключается в том, что не 
требуется этап идентификации разбуриваемой на 
забое породы с имеющейся в литологической базе 
данных скважины и её классификация, тем более 
что порода может отсутствовать в БД.  

 

Анализ основных известных моделей бурения 
показал, что они используют в основном линейный 
участок кривой М.Г. Бингхэма, регулируют только 
один параметр управления, экстремума не имеют, 
поэтому для оптимизации непригодны. 

Новая модель бурения, построенная на базе 
кривой синусоиды, позволяет одновременно и оп-
тимально управлять тремя буровыми параметрами 
– нагрузкой на долото, частотой его вращения и 
расходом бурового раствора, имеет общий для них 
экстремум, её достоверность подтверждена ре-
зультатами, полученными на пробуренных сква-
жинах, коэффициент корреляции модели с буро-
выми данными близок к единице. 

Результаты расчёта оптимальных параметров с 
помощью компьютерной программы поиска экс-
тремумов подтвердили пригодность модели для 
оптимального управления процессом бурения 
нефтегазовых скважин. 
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A MATHEMATICAL MODEL OF MECHANICAL PENETRATION RATE  

WITH THREE CONTROL PARAMETERS TO OPTIMIZE OIL AND GAS WELL DRILLING 

 
A.A. Tsouprikov 

 

Kuban State Technological University, Krasnodar, Russia 
 

 tsouprikov@mail.ru 
 

 

Abstract. The types of rock destruction at the bottom hole under different loads on the drilling 

bit are considered, and well-known domestic and foreign models of the penetration rate are ana-

lyzed. As shown, they have no optima as power-type functions, being unsuitable for drilling 

optimization. In addition, they can be used for quick drilling control by adjusting only one pa-

rameter (the load on the bit). A mathematical model based on a sinusoid curve is constructed. 

This model allows the simultaneous control of three drilling mode parameters, namely, the axial 

load on the bit, its rotation frequency, and the mud flow rate for flushing the well. The adequacy 

of the model to the drilling process is verified, and its software implementation is performed. 

This model automatically recognizes the rock at the bottom hole during drilling, adapts to it, 

and calculates the optimal control parameters for destructing the traversed rock. The model is 

intended for an intelligent optimal adaptive control system for oil and gas well drilling.  
 
Keywords: analysis of mathematical models of drilling rate, the optimum of a function, a model with 

three control parameters, optimal adaptive control, adequacy of the model.  
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ЛОГИКО-ЛИНГВИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД ВЫБОРА  
МАРШРУТА ДВИЖЕНИЯ БТС С МИНИМАЛЬНОЙ ВЕРОЯТНОСТЬЮ  

ВОЗНИКНОВЕНИЯ АВАРИЙНЫХ СИТУАЦИЙ1   
 

А.Е. Городецкий, И.Л. Тарасова, В.Г. Курбанов 
 

 

Аннотация. Формирование оптимальных законов управления движением беспилотных 
транспортных средств (БТС) на основе анализа сенсорных данных об окружении выбора, 
т. е. о параметрах окружающей среды и БТС, является неотъемлемой частью процесса 
формирования систем их ситуационного управления. Плохо предсказуемая изменчивость 
среды функционирования БТС и несовершенство средств измерений снижает возмож-
ность получения исчерпывающей информации о состоянии окружающей среды, что при-
водит к ситуации, когда принятие решения о маршруте движения с минимальными вре-
менем движения и вероятностью аварии производится в условиях неполной определен-
ности. Одним из эффективных путей решения данной проблемы является использование 
логико-вероятностных и логико-лингвистических моделей и алгоритмов. Цель исследо-
вания заключается в разработке новых методов оптимизации маршрута движения БТС с 
учетом оценки вероятности аварии на основе логико-лингвистической классификации 
участков движения. Для достижения поставленной цели применяются следующие мето-
ды: создание строк параметров и характеристик эталонных участков движения и сопо-
ставление их с логико-вероятностными и логико-лингвистическими параметрами и ха-
рактеристиками классифицируемых участков маршрутов движения с учетом их значимо-
сти при принятии решения. На базе предложенных логико-вероятностных и логико-
лингвистических методов после обработки сенсорных и статистических данных получе-
ны оценки вероятностей аварий, сформированы функционал и метод его минимизации, 
позволяющие повысить точность и скорость выбора оптимального маршрута движения 
БТС. Результаты исследований могут быть использованы в центральной нервной системе 
интеллектуальных роботов для классификации участков маршрутов движения, получен-
ных на основе анализа сенсорных и статистических данных, что обеспечит повышение 
качества управления движением в условиях неполной определенности окружающей сре-
ды.  
 
Ключевые слова: оптимизация, законы управления, вероятность аварии, сенсорные и статистиче-
ские данные, атрибуты эталонов, логико-вероятностный и логико-лингвистический анализ и клас-
сификация.  
 

 
 

ВВЕДЕНИЕ  

В последнее время крайне востребованными 
становятся разработки беспилотных транспортных 
средств (БТС), в том числе беспилотных летатель-
ных аппаратов (БПЛА) [1, 2]. Направления разви-
тия разработок БТС определяются следующими 
ключевыми проблемами: 

 

________________________________ 
1 Работа выполнена при поддержке Министерства науки и 
высшего образования РФ в рамках Государственного задания 
по контракту № FFNF-2021-0008121112500304-4.  

1) увеличение длительности автономной рабо-
ты; 

2) улучшение систем навигации;  
3) увеличение полезной нагрузки; 
4) повышение автономности на основе приме-

нения искусственного интеллекта.  
Четвертая проблема в последнее время связы-

вается в основном с использованием нейросетевых 
технологий [3–7], существенными недостатками 
которых являются противоречивые проблемы вы-
бора достаточной обучающей выборки, не приво-
дящей к переобучению нейронной сети, и пробле-
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ма охвата наибольшего числа возможных ситуаций 
выбора при принятии решений [8]. Кроме того, 
при формировании принципов и алгоритмов 
управления учитываются проблемы информаци-
онной безопасности БТС [9], но не учитываются 
вопросы безопасности движения при выборе оп-
тимальных маршрутов [10, 11]. Однако предот-
вращение аварийных ситуаций – это главный 
принцип работы систем управления движением 
БТС и других робототехнических устройств, спо-
собных передвигаться в автоматическом режиме 
[12]. Для реализации этого принципа необходимо 
разработать алгоритмы оценки вероятности аварии 
на маршруте движения и выбора наиболее без-
опасного маршрута с учетом имеющихся ограни-
чений. Кроме того, при решении задачи управле-
ния движением нужно учитывать дополнительные 
сложности, связанные с необходимостью обеспе-
чения координации между участниками движения, 
каждый из которых должен удовлетворять своим 
кинематическим уравнениям, а также существую-
щим фазовым ограничениям, включая динамиче-
ские ограничения [13, 14], обеспечивающие мини-
мизацию вероятности столкновения и связанных с 
ним рисков.  

Оценки рисков носят прогнозный характер, так 
как их неопределенность связана с влиянием мно-
жества факторов, которые не поддаются точной 
оценке. Неопределенность прогнозируемых рисков 
вызывает возникновение ситуаций, снижающих 
вероятность безаварийного движения БТС по 
маршруту.  

При оценке рисков в условиях неопределенно-
сти используют качественные и количественные 
методы [15–17]. Причем при качественном подхо-
де определяются возможные виды рисков аварий 
на рассматриваемом маршруте, а также определя-
ются области возникновения и источники возмож-
ных рисков [18]. Далее такой подход может слу-
жить основой для получения количественных оце-
нок рисков. При количественном подходе опреде-
ляется численное значение как отдельных рисков 
на отрезках маршрута, так и на маршруте в целом 
[19, 20].  При этом обычно используются методы, 
основанные на теории вероятностей и математиче-
ской статистики. В этом случае необходим анализ 
сценариев, в рамках которых моделируется и ана-
лизируется одновременное непротиворечивое из-
менение всех факторов на участках маршрута с 
учетом их взаимозависимости. При этом множе-
ство условий реализации алгоритмов управления 
БТС предполагает экспертное описание условий 
реализации управления либо в форме сценариев 
(например, пессимистический, оптимистический и 

наиболее вероятный), либо в виде системы огра-
ничений на значения основных параметров реали-
зуемого маршрута и отвечающих им показателей, 
характеризующих вероятность аварии. 

Реализация такого подхода требует использо-
вания экспертных оценок, получаемых путем при-
менения сложных процедур [21], начиная с выбора 
количества и квалификации экспертов. Результаты 
многоэтапной процедуры обрабатываются мето-
дами статистики и качественного анализа. Для бо-
лее полного анализа рисков применяются инстру-
менты регрессионного и корреляционного анализа, 
а для детализации и анализа структурно сложных 
маршрутов – методы в рамках логико-
вероятностного подхода [22]. 

При прогнозировании рисков с учетом ограни-
ченности статистических данных целесообразно 
создание базы эталонных участков маршрута дви-
жения, содержащей качественные атрибуты участ-
ков и их экспертные количественные оценки в ви-
де значений функций принадлежности указанных 
атрибутов и значений коэффициентов их значимо-
сти, как это предлагается при логико-
лингвистической классификации [23]. Тогда при 
сценарном подходе, использующем методы теории 
нечетких множеств для вычисления значений 
функций принадлежности, возможно ранжирова-
ние совокупности сценариев реализации маршрута 
путем сопоставления его с эталонными маршрута-
ми из базы данных [24]. При этом для оценки ве-
роятности аварии на эталонных участках маршру-
та движения можно использовать имитационное 
компьютерное моделирование движения БТС в 
условиях неопределенности [25], генерирующее 
сотни возможных комбинаций аварийных ситуа-
ций, и имеющиеся статистические данные. Тогда 
после анализа результатов моделирования и дан-
ных статистики можно получить распределения 
вероятностей аварий на эталонных участках дви-
жения и дать интегральную оценку эффективности 
управления и уровня интеллекта БТС [26] после 
выбора оптимального маршрута движения. В част-
ности, такой подход был применен для определе-
ния вероятностей аварий на эталонных участках 
движения при формировании базы данных этало-
нов в предлагаемом логико-лингвистическом ме-
тоде. При этом ставится задача разработки метода 
выбора системой автоматического управления 
(САУ) оптимального маршрута движения БТС в 
процессе его движения в условиях неопределенно-
сти с применением логико-лингвистических мето-
дов отнесения участков движения к тем или иным 
эталонным моделям, для которых ранее были 
определены оценки рисков или вероятностей воз-
никновения аварийных ситуаций. 
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1. ЗАДАЧА РАНЖИРОВАНИЯ МАРШРУТОВ ДВИЖЕНИЯ 

Обычно при решении задачи поиска наилуч-
ших сочетаний законов управления движением 
БТС требуется найти такое управление, которое 
обеспечивало бы минимизацию функционала  

Ji = kTTi + kRPi, 

где Тi = tif – ti0 – время перевода i-го ( i=1,2,…) БТС, 
находящегося в момент времени t0 в точке si окру-
жающего ограниченного пространства L

3 E
3,    

(E3 – трехмерное евклидово пространство), в целе-
вую точку fi этого пространства к моменту време-
ни tf; kT – коэффициент значимости скорости до-
стижения цели, значение которого устанавливается 
экспертом или группой экспертов; Pi  – оценка ве-
роятности аварии с участием i-го БТС при движе-
нии по маршруту за время Тi; kР – коэффициент 
значимости оценки вероятности аварии, значение 
которого устанавливается экспертом или группой 
экспертов. 

В предлагаемом методе САУ БТС вначале 
необходимо определить время движения БТС на 
всех возможных маршрутах движения. Поэтому с 
учетом имеющихся логико-вероятностных, логи-
ко-лингвистических и других ограничений для вы-
числения произведения J(R) = kTTi на каждом 

маршруте движения Rv  САУ БТС необходимо вы-
числить значение функционала [3] 

  ,

, , ,

τij ij

v T i j

i j i j i jij ij

L
J R k a b c

V W

 
    

 
   ,      (1) 

где a, b, c – коэффициенты предпочтения; Vij – ли-
нейная и Wij – угловая скорости движения, связан-
ные с окружающей средой, – например, влажно-
стью воздуха и температурой; ij – время задержки 
на перекрестке, зависящее от типа и загрузки пе-
рекрестка, Ψij – углы поворота на перекрестках;   
Lij – длины участков между перекрестками. 

Как показано в работе [23], значения (i,j) – это 
элемент упорядоченного множества, характеризу-
ющий рассматриваемый маршрут движения от 
начальной точки к конечной.  

После вычисления значений  функционала (1) 
для всех возможных маршрутов движения БТС из 
точки  si  в точку fi  они могут быть ранжированы 
по времени прибытия в точку  fi . Однако наиболее 
быстрый маршрут может оказаться и наиболее 
аварийно опасным. Поэтому следующим шагом в 
поиске оптимального маршрута движения должно 
быть ранжирование маршрутов Rv по вероятности 
аварии Pi (Rv). 

2.  БАЗА ДАННЫХ ЭТАЛОНОВ УЧАСТКОВ ДВИЖЕНИЯ 

В предлагаемом методе при определении веро-
ятности аварии на маршрутах движения БТС и, 
соответственно, произведения kRPi  применяется 
алгоритм логико-лингвистической классификации 
участков маршрутов движения, т. е. отнесения 
анализируемого участка движения БТС к одному 
из эталонов. Этот алгоритм, как показано в работе 
[23], обладает высокой скоростью и эффективно-
стью работы. Для его реализации в процессе раз-
работки САУ БТС создается база данных эталонов 
участков движения, содержащая строки их пара-
метров (атрибутов) и значения вероятности аварии 
на участке движения, определенные заранее на 
основе имитационного моделирования и статисти-
ческих данных. При этом в строках атрибутов 
наличию какого-либо атрибута соответствует еди-
ница, а отсутствию – нуль.  

Каждый маршрут содержит некоторое количе-
ство участков движения на перекрестке и участков 
движения между перекрестками. Поэтому в базе 
данных будут строки, характеризующие движение 
на перекрестке, и строки, характеризующие дви-
жение между перекрестками. Приведем пример 
эталонных строк из базы данных (табл. 1–8). 

 

2.1. База данных эталонных строк для перекрестков 

Таблица 1 

Варианты проезда перекрестков 

Строка  
базы данных 

Вид перекрестка,  
направление 

движения 

Вероятность  
аварии 

С1 = /10000000000/ ┤ с проездом  
направо 

РС1 = 0,12 

С2 = / 01000000000/ ┤ с проездом  
налево 

РС2 = 0,15 

С3 = /00100000000/ ┬ с проездом  
прямо 

РС3 = 0,13 

С4 = /00010000000/ ┬ с проездом  
направо 

РС4 = 0,11 

С5 = /00001000000/ ┴ с проездом  
прямо 

РС5 = 0,14 

С6 = /00000100000/ ┴ с проездом  
налево 

РС6 = 0,17 

С7 = /00000010000/ ┼ с проездом  
прямо 

РС7 = 0,18 

С8 = /00000001000/ ┼  с проездом  
направо 

РС8 = 0,16 

С9 = /00000000100/  ┼  с проездом  
налево 

РС9 = 0,20 

С10 = /00000000010/ L с проездом  
налево 

РС10 = 0,10 

С11 = /00000000001/ Г с проездом  
направо 

РС11 = 0,09 
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Таблица 2 

Углы поворота 

Строка  
базы данных 

Угол и направление  
поворота 

Вероятность 
аварии 

Ψ1 = /100000000/ –180º (налево) РΨ1 = 0,11 

Ψ2 = /010000000/ –135º (налево) РΨ2 = 0,12 

Ψ3 = /001000000/ –90º (налево) РΨ3 = 0,13 

Ψ4 = /000100000/ –45º  (налево) РΨ4 = 0,14 

Ψ5 = /000010000/ 0º (прямо) РΨ5 = 0,06 

Ψ6 = /000001000/ +45º (направо) РΨ6 = 0,10 

Ψ7 = /000000100/ +90º (направо) РΨ7 = 0,09 

Ψ8 = /000000010/ +135º (направо) РΨ8 = 0,08 

Ψ9 = /000000001/ +180º (направо) РΨ9 = 0,07 

 
Таблица 3 

Угловые скорости 

Строка  
базы данных 

Угловая  
скорость, град./с 

Вероятность 
аварии 

W1 = /1000/ 2  РW1 = 0,10 

W2 = /0100/ 4  РW2 = 0,11 

W3 = /0010/ 6  РW3 = 0,12 

W4 = /0001/ 8  РW4 = 0,13 

       
Таблица 4 

Число полос движения 

Строка  
базы данных 

Число полос 
движения 

Вероятность 
аварии 

S1 = /1000/ 1 РS1 = 0,10 

S2 = /0100/ 2 РS2 = 0,12 

S3 = /0010/ 3 РS3 = 0,13 

S4 = /0001/ 4 РS4 = 0,14 

 

2.2. База данных эталонных строк для участков 
движения между перекрестками 

Таблица 5 

Скорость движения 

Строка  
базы данных 

Скорость  
движения, м/с 

Вероятность 
аварии 

V1 = /1000/ 5 РV1 = 0,10 

V2 = /0100/ 10 РV2 = 0,11 

V3 = /0010/ 15 РV3 = 0,12 

V4 = /0001/ 20 РV4 = 0,13 

 
Таблица 6 

Число полос движения     
Строка базы 

данных 
Число полос 

движения 
Вероятность 

аварии 

S1 = /1000/ 1 РS1 = 0,10 

S2 = /0100/ 2 РS2 = 0,12 

S3 = /0010/ 3 РS3 = 0,13 

S4 = /0001/ 4 РS4 = 0,14 

 

Таблица 7 

Время суток     
Строка базы 

данных 
Время суток Вероятность 

аварии 

Т1 = /10000/ от 0 до 6 часов РТ1 = 0,10 

Т2 = /01000/ от 6 до 10 часов РТ2 = 0,13 

Т3 = /00100/ от 10 до 15 часов РТ3 = 0,15 

Т4 = /00010/ от 15 до 20 часов РТ4 = 0,14 

Т5 = /00001/ от 20 до 24 часов РТ5 = 0,20 

 
Таблица 8 

Длина участка движения      

Строка базы 
данных 

Длина участка 
движения 

Вероятность 
аварии 

L1 = /10000/ очень короткая, 
200 м 

РL1 = 0,10 

L2 = /01000/ короткая, 400 м РL2 = 0,12 

L3 = /00100/ средняя, 600 м РL3 = 0,13 

L4 = /00010/ большая, 800 м РL4 = 0,14 

L5 = /00001/ очень большая, 
1000 м 

РL5 = 0,15 

 

3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ АВАРИИ                  
НА МАРШРУТЕ ДВИЖЕНИЯ 

 
Для ранжирования маршрутов Rv по вероятно-

сти аварии Pi (Rv) САУ БТС для каждого анализи-
руемого маршрута движения создает список вхо-
дящих в них перекрестков. Затем для каждого из 
списка перекрестков сенсорная система САУ БТС 
определяет примерные значения их параметров, 
соответствующих атрибутам эталонных строк, и 
путем фаззификации этих значений определяет 
значения функций принадлежности к атрибутам 
соответствующих эталонных строк. После этого 
САУ БТС проводит классификацию анализируе-
мых строк для перекрестков путем сопоставления 
их с эталонными строками из базы банных по ал-
горитму, описанному в работе [23], и присваивает 
значения вероятностей аварий, соответствующие 
выявленным эталонам, и далее вычисляет вероят-
ности аварий на всех перекрестках и суммарную 
вероятность аварии на перекрестках по всему 
маршруту. 

Например, некоторый анализируемый перекре-
сток характеризуется следующими значениями 
параметров (атрибутов): вид ┴ с проездом прямо; 
число полос движения 1; угол поворота 30º; угло-
вая скорость 5,6 град./с. 

В этом случае характеризующая вид проезда 
перекрестка строка будет иметь вид /00001000000/ 
и в результате классификации с применением ло-
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гико-лингвистического алгоритма [23] она будет 
отнесена к эталону С5, для которого вероятность 
аварии РС5 = 0,14. Характеризующая число полос 
движения строка /1000/ будет классифицирована 
как эталон  S1 с вероятностью аварии РS1 = 0,10. 
Характеризующая угол поворота строка после фаз-
зификации примет вид /0 0 0 0 0,3 0,7 0 0 0/ и будет 
классифицирована как эталон Ψ6  c вероятностью 
аварии РΨ6 = 0,10. Характеризующая угловую ско-
рость строка после фаззификации примет вид       
/0 0,3 0,7 0 / и будет классифицирована как эталон 
W3 с вероятностью аварии РW3 = 0,12. 

При проезде перекрестка возможны аварии ли-
бо при событии Сi (i=1,2,…), либо при Ψj                         

(j =1,2,…), либо при  Wq (q= 1,2,…), либо при Sg 
(g=1,2,…), которым соответствуют  вероятности 
аварий PCi , PΨi ,  PWq  и PSg. Тогда в соответствии с 
правилами вычисления вероятности логической 
функции, логическая функция F1,2,…,n в алгебре 
Жегалкина [27] имеет вид:  

F1,2,…,n ↔ f1 ♀ f2 ♀ f3 ♀… ♀ fn, 

где f1, f2 , f3 , …, fn – логические функции или пере-
менные (события); символ ♀ обозначает сложение 
по модулю 2, а символ ↔ – эквивалентность. 
В соответствии с изложенным в работе [24] веро-
ятность аварии при проезде такого перекрестка    

(n = 4) будет равна 

Р = (–2)0(PСi  + PΨ j + PWq  + PSg) + 

+ (–2)1( PСi PΨ j + PСi PWq +PСi PSg  + PΨ j PWq +  

+ PΨ j PSg  + PWq PSg) + (–2)2( PСi PΨ j  PWq  +  

+ PСi PΨ j  PSg + PСi PWqPSg + PΨ j PWqPSg ) + 

+ (–2)3(PСi  PΨ j PWqPSg). 

 
 

(2) 

При большом количестве логических функций 
(n>8) можно, согласно изложенному в работе [24], 
воспользоваться приближенным вычислением ве-
роятности, ограничившись 8–10 членами ряда. Ес-
ли на маршруте движения будет N перекрестков, 
то для каждого из них аналогично с использовани-
ем фаззификации, классификации и формулы вида 
(2) вычисляются значения вероятностей аварии, а 
затем по формуле вида (2) вычисляется вероят-
ность аварии на всех перекрестках маршрута PN. 

После этого для каждого анализируемого 
маршрута движения САУ БТС создает список вхо-
дящих в них участков между перекрестками. Для 
каждого из списка участков между перекрестками 
сенсорная система САУ БТС определяет пример-
ные значения их параметров, соответствующих 
атрибутам эталонных строк, и путем фаззифика-
ции этих значений определяет значения функций 
принадлежности к атрибутам соответствующих 

эталонных строк. После этого САУ БТС проводит 
классификацию анализируемых строк для участ-
ков между перекрестками путем сопоставления их 
с эталонными строками из базы банных по алго-
ритму, описанному в работе [24], присваивает зна-
чения вероятностей аварий, соответствующие вы-
явленным эталонам и далее вычисляет значения 
вероятностей аварий на всех участках между пере-
крестками и суммарную вероятность аварии на 
участках между перекрестками по всему маршру-
ту. 

Например, некоторый анализируемый участок 
между перекрестками характеризуется следующи-
ми значениями параметров (атрибутов): число по-
лос движения 1; время проезда 8 часов; линейная 
скорость 12,7 м/с; протяженность 500 м. 

В этом случае характеризующая число полос 
движения строка будет иметь вид /1000/ и будет 
классифицирована как эталон S1 с вероятностью 
аварии РS1 = 0,10. Характеризующая время проезда 
строка будет иметь вид /01000/ и будет классифи-
цирована как эталон  Т2 с вероятностью аварии    
РТ2 = 0,13. Характеризующая линейную скорость 
строка после фаззификации примет вид                  
/0 0,45 0,55 0/ и будет классифицирована как эта-
лон V3  с вероятностью аварии РV3 = 0,12. Характе-
ризующая протяженность участка строка после 
фаззификации примет вид /0 0,5 0,5 0 / и в резуль-
тате классификации может быть отнесена в равной 
степени к эталону L2 с вероятностью аварии        
РL2 = 0,12 или к эталону  L3  с вероятностью аварии 
РL3 = 0,13. Поэтому вероятность аварии, связанной 
с протяженностью участка между перекрестками, 
будем оценивать по среднему значению               
(РL2 + РL3)/2 = 0,125.  

При проезде участка между перекрестками 
возможны аварии либо при событии Тi (i=1,2,…) 
либо при Vj (j =1,2,…), либо при  Lq (q= 1,2,…), ли-
бо при Sg (g=1,2,…), которым соответствуют  веро-
ятности аварий PTi , PVi, PLq и PSg. Тогда в соответ-
ствии с изложенным в работе [12] вероятность 
аварии при проезде такого перекрестка (n = 4) бу-
дет равна 

Р = (–2)0(PTi  + PVj  +  PLq  + PSg) +  

+ (–2)1( PTi PVj  + PTi PLq + PTi PSg  + PVj PLq + 

+ PVj PSg  + + PLq PSg) + (–2)2( PTi PVj PLq  + 

+PTi PVj PSg + PTiPLqPSg + PVjPLqPSg ) + 

+(–2)3(PTiPVjPLqPSg). 

 
 

(3) 

Если на маршруте движения будет M участков 
между перекрестками, то для каждого из них ана-
логично с использованием фаззификации, класси-
фикации и формулы вида (3) вычисляются значе-
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ния вероятностей аварии, а затем по формуле вида 
(3) вычисляется вероятность аварии РМ на всех 
участках между перекрестками маршрута. 

Далее производится вычисление вероятности 
аварии на всех анализируемых маршрутах Rv по 
формуле 

P (Rv) = PN(Rv) + PM(Rv) – 2 PN(Rv) PM(Rv). 

4. РАНЖИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ        
МАРШРУТОВ ДВИЖЕНИЯ 

В связи с неполной определенностью окружа-
ющей среды при движении БТС по анализируемо-
му маршруту при вычислении функционала (1) 
необходимо учитывать ограничения, описываемые 
в виде логико-вероятностных и логико-
лингвистических уравнений по модулю 2 [25]. Эти 
ограничения, как показано в работе [14], можно 
свести к логико-интервальным. В этом случае для 
каждого анализируемого маршрута Rv будут полу-
чены два значения функционала (1), min J(R)  и 
max J(R). Поэтому выбрав значения коэффициен-
та kp, в целях ранжирования маршрутов Rv нужно 
для каждого маршрута вычислить по два значения 
функционалов: 

minJv = {min{kT JT(Rv)} + min{kPP(Rv)}};     (6) 

maxJv = {max{kT JT(Rv)} + max{kPP(Rv)}}.    (7) 

Обычно значения min{kPP(Rv)} и max{kPP(Rv)} 
совпадают, а min{kT JT(Rv)} и max{kT JT(Rv)} – нет. 
Поэтому ранжирование проводят по минимуму и 
максимуму или по среднему значению: 

Jv= 1/2(maxJv + minJv). 

При этом выбор оптимального маршрута дви-
жения БТС может зависеть от мнения эксперта или 
группы экспертов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

При выборе оптимального маршрута движения 
беспилотных транспортных средств необходимо 
исходить из условия минимизации вероятности 
возникновения аварийных ситуаций. Для этого 
разрабатываются различные алгоритмы оценок 
рисков аварий на каждом этапе планирования 
маршрута движения  с учетом «воспринимаемого» 
на нем  участка местности.    

Оценки рисков носят прогнозный характер, так 
как их неопределенность связана с влиянием мно-
жества факторов, которые не поддаются точным

математическим описаниям. Поэтому при созда-
нии базы данных эталонов участков движения 
численные значения вероятностей аварий на эта-
лонных участках определяются на этапе проекти-
рования САУ БТС путем использования имитаци-
онного моделирования и статистических данных. 
При этом прогнозирование рисков аварии при 
ограниченности статистических данных целесооб-
разно осуществлять с применением логико-
лингвистических и логико-вероятностных мето-
дов, для реализации которых создаются базы дан-
ных эталонных участков маршрута движения, со-
держащих качественные атрибуты участков и по-
лученные после моделирования значения вероят-
ностей аварий. 

При определении САУ БТС вероятности ава-
рии на маршруте движения сенсорная система 
САУ БТС определяет количественные значения 
атрибутов на участках движения. Далее путем их 
фаззификации система определяет значения функ-
ций принадлежности для указанных атрибутов и 
создает из них строки, аналогичные эталонным 
строкам из базы данных. Затем САУ БТС находит 
для каждого анализируемого участка движения 
наиболее близкую эталонную строку из базы дан-
ных и присваивает анализируемому участку значе-
ние вероятности аварии, соответствующее вы-
бранному эталону. Используя полученные значе-
ния вероятностей аварий на участках движения, 
САУ БТС вычисляет вероятность аварии на всем 
маршруте с использованием правил вычисления 
вероятности логических функций «либо». 

При выборе оптимального маршрута движения 
необходимо соблюдать компромисс между време-
нем движения по маршруту и вероятностью аварии 
и осуществлять поиск минимума функционала, 
представляющего собой сумму времени движения, 
умноженного на установленный коэффициент зна-
чимости, и вероятности аварии, также умноженной 
на установленный коэффициент значимости. Ука-
занные коэффициенты значимости устанавливают-
ся экспертами и заносятся в базу данных САУ БТС 
на этапе ее формирования.  Обычно вычисленный 
функционал имеет интервальное значение, поэто-
му выбор оптимального маршрута будет зависеть 
от предпочтений эксперта. 

Рассмотренные задачи потребуют, наряду с 
применением традиционных подходов, использо-
вания технологий искусственного интеллекта при 
определении вероятностей аварий на эталонных 
участках. Подчеркнем, что ранее задачи поиска 
оптимальных маршрутов рассматривались только 
ограниченно и вероятности возникновения ава-
рийных ситуаций не учитывались.  
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Abstract. Forming optimal motion control laws for unmanned vehicles (UVs) by analyzing 
sensory data about the choice environment is an integral part of designing their situational con-
trol systems. The weakly predictable variability of the UV operating environment and the im-
perfection of measuring means reduce the possibility of obtaining comprehensive information 
about the environment state. Therefore, routing to minimize travel time and the probability of an 
accident is performed under uncertainty. An effective way to solve this problem is using logi-
cal-probabilistic and logical-linguistic models and algorithms. This paper is intended to develop 
new optimal routing methods for UVs with estimating the probability of an accident based on 
the logical-linguistic classification of route segments. For this purpose, the rows of parameters 
and characteristics of reference route segments are created and compared with the logical-
probabilistic and logical-linguistic parameters and characteristics of classified route segments 
considering their significance for routing. After processing sensory and statistical data, the pro-
posed logical-probabilistic and logical-linguistic methods are used to estimate the probabilities 
of accidents and minimize a performance criterion. As a consequence, the accuracy and speed 
of optimal routing for UVs are both increased. The results of this research can be used in the 
central nervous system of intelligent robots to classify route segments obtained by analyzing 
sensory and statistical data, which will improve the quality of motion control in an uncertain 
environment. 
 

Keywords: optimization, control laws, the probability of an accident, sensory and statistical data, the at-
tributes of reference route segments, logical-probabilistic and logical-linguistic analysis and classification.  
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XVI МЕЖДУНАРОДНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ  
«УСТОЙЧИВОСТЬ И КОЛЕБАНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ  

СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ» (КОНФЕРЕНЦИЯ ПЯТНИЦКОГО)
 

 

С 1 по 3 июня 2022 г. в Институте проблем 
управления им. В.А. Трапезникова РАН состоялась 
очередная XVI Международная конференция 
«Устойчивость и колебания нелинейных систем 
управления» (конференция Пятницкого). Конфе-
ренция была организована ИПУ РАН при инфор-
мационной поддержке IEEE Russia Section. Пред-
седатель Оргкомитета конференции – главный 
научный сотрудник лаборатории «Динамики нели-
нейных процессов управления им. Е.С. Пятницко-
го» ИПУ РАН В.Н. Тхай. 

Конференция была посвящена представлению и 
обсуждению новых результатов, полученных рос-
сийскими и зарубежными учеными в рамках сле-
дующих научных направлений: 

 общие вопросы теории устойчивости и ста-
билизации движения; 

 общие вопросы и методы теории нелиней-
ных колебаний; 

 методы функций Ляпунова; 
 гладкая и негладкая динамика; 
 вопросы управляемости и наблюдаемости; 
 проблемы робастного управления; 
 управление в механических и электромеха-

нических системах; 
 управление роботами и мехатронными си-

стемами; 
 колебания, устойчивость и стабилизация в 

сетевых и взаимосвязанных системах; 
 устойчивость и управление гибридными 

системами и системами с переключениями. 
Конференция была проведена в формате он-

лайн с использованием российского программного 
обеспечения для видеоконференцсвязи. В течение 
трех дней состоялись 14 заседаний, включая две 
пленарные сессии. На конференции были пред-
ставлены четыре пленарных и 137 секционных до-
кладов. В мероприятии приняли участие ученые из 
Армении, Германии, Казахстана, Киргизии, Рос-
сии, Узбекистана, Франции. Ученые из России 
представляли научные организации и университе-
ты из 19 городов. 

На первом пленарном заседании 1 июня были 
представлены два доклада. С первым докладом 
выступил С. Дашковский из Института математики 
университета Вюрцбурга (Германия). Доклад был 
посвящен концепции устойчивости от входа к со-
стоянию. Была представлена история возникнове-
ния этого понятия как естественного расширения 
классической устойчивости по Ляпунову на систе-
мы со входом. Были представлены различные 
примеры применения концепции, в рамках кото-
рой развивалась теория систем с малым коэффи-
циентом усиления. Было отмечено, что теория 
устойчивости от входа к состоянию для конечно-
мерных систем к настоящему времени приобрела 
завершенный вид. Был приведен обзор современ-
ных результатов по обсуждаемой теории, в частно-
сти, расширение теории на системы с запаздыва-
нием, гибридные системы и системы с переключе-
ниями, бесконечномерные системы. В заключение 
были представлены некоторые открытые пробле-
мы теории. 

Второй доклад этого пленарного заседания 
назывался «Выбор обратной связи в задачах 
управления как задача оптимизации», его авторы – 

Б.Т. Поляк и М.В. Хлебников (ИПУ РАН, МФТИ). 
В работе обсуждался подход к линейным системам 
управления с точки зрения оптимизации. Так, в 
классической задаче о линейно-квадратичном ре-
гуляторе можно рассматривать матрицу линейной 
обратной связи как переменную и свести проблему 
к минимизации показателя качества по этой пере-
менной; этот подход восходит к работам Р. Калма-
на середины прошлого века. Помимо линейно-

квадратичной задачи, с этих же позиций в докладе 
рассматривались задачи подавления неслучайных 
ограниченных внешних возмущений путем по-
строения статической линейной обратной связи по 
выходу, а также при помощи динамической обрат-
ной связи по выходу с использованием наблюдате-
ля. Для каждой из трех рассматриваемых задач 
был выписан градиентный метод отыскания об-
ратной связи и дано его обоснование. Был приве-
ден ряд примеров, включающих в себя простой и 
двойной маятники. 
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Второе пленарное заседание, прошедшее 
2 июня, также включало два доклада. Первый до-
клад под названием «Теория однородных динами-
ческих систем и ее приложения» представил 
Д. Ефимов из Национального исследовательского 
института цифровых наук и технологий (Лилль, 
Франция). В докладе был дан обзор теории одно-
родных динамических систем с кратким описани-
ем новых результатов и разработок для различных 
классов моделей, в том числе задаваемых уравне-
ниями с запаздыванием или дифференциальными 
уравнениями в частных производных, системами с 
дискретным временем. Объяснялись связи одно-
родности со сходимостью за конечное или фикси-
рованное время и устойчивостью от входа к состо-
янию. 

Во втором докладе «Притягивающий цикл в 
управляемой механической системе» В.Н. Тхай 

(ИПУ РАН) рассказал о стабилизации колебания 
управляемой механической системы посредством 
конструирования орбитально асимптотически 
устойчивого цикла. В докладе был изложен общий 
принцип стабилизации консервативных систем 
произвольной природы с помощью управляющих 
воздействий, которые формируются на основе сиг-
налов генератора автоколебаний. В системе управ-
ления, рассматриваемой как связанная система, в 
качестве генератора применяется осциллятор Ван 
дер Поля, который односторонней связью-

управлением действует на механическую систему, 
допускающую семейство невырожденных колеба-
ний. Система управления состоит из электриче-
ской и механической частей: получается ме-
хатронная схема стабилизации колебаний, в кото-
рой притяжение к циклу обеспечивается в боль-
шом. 

Программа секционных заседаний была по-
строена в соответствии с научными направления-
ми конференции. 

На заседаниях, посвященных общим вопросам 
теории устойчивости и стабилизации движения 
рассматривались как теоретические задачи, так и 
задачи, связанные с управлением, устойчивостью и 
стабилизацией конкретных объектов, например, 
задачи управления в математической модели моз-
гового кровотока (А.Е. Голубев, ИПМех РАН), мо-
дели распространения ВИЧ-инфекции (А.Н. Ка-
натников, МГТУ им. Н.Э. Баумана, О.С. Ткачева, 

ИПУ РАН), модели рынков (А.М. Котюков, ИПУ 
РАН, Н.Г. Павлова, РУДН) и др. Среди теоретиче-
ских задач можно выделить применение аппарата 
теории матричных неравенств для исследования 
устойчивости (В.А. Каменецкий, ИПУ РАН), зада-
чи исследования устойчивости периодических 
разностных включений (М.В. Морозов, ИПУ РАН), 

задачи устойчивости и стабилизации систем с за-
паздыванием (А.Ю. Александров, СПбГУ), задачи 
оценки состояния непрерывной системы по дис-
кретным наблюдениям (А.И. Маликов, КНИТУ-

КАИ) и др.  
Задачи управления и устойчивости колебаний 

были рассмотрены на заседаниях секции теории 
нелинейных колебаний и секции колебаний, 
устойчивости и стабилизации в сетевых и взаимо-
связанных системах. Среди объектов исследований 
– гамильтоновы системы при различных резонан-
сах (О.В. Холостова, МАИ), автоколебания аэро-
динамического маятника (Д.В. Беляков, МАИ), ха-
отические и периодические аттракторы 
(И.М. Буркин, ТулГУ; Н.В. Кузнецов и Т.Н. Мокаев, 

СПбГУ ), а также связанные консервативные си-
стемы (И.Н. Барабанов, В.Н. Тхай, ИПУ РАН), 
многоагентные системы (Р.П. Агаев, Д.К. Хому-
тов, ИПУ РАН) и др. 

Большая группа докладов была посвящена за-
дачам управления в механических, электромеха-
нических и мехатронных системах. Рассматрива-
лись задачи управления колебаниями струны 
(В.Р. Баргесян, Ереванский государственный уни-
верситет, С.В. Солодуша, ИСЭМ СО РАН), задачи 
стабилизации вращений искусственного спутника 
Земли (А.Ю. Александров, А.А. Тихонов, СПбГУ), 
задачи управления различными роботами-

манипуляторами (Ю.Ф. Долгий, И.А. Чуприн, Ур-
ФУ; В.А. Соболев, Е.А. Щепакина, ФИЦ ИУ РАН и 
СамГУ; А.С. Андреев, О.А. Перегудова, УлГУ и 
др.), а также были рассмотрены задачи оптималь-
ного управления для механических систем, в част-
ности, оптимальное гашение колебаний гибкого 
ротора в электромагнитных подшипниках (Д.В. 
Баландин, Р.С. Бирюков, ННГУ им. Н.И. Лобачев-
ского; М.М. Коган, ННГАСУ), задача оптимально-
го по быстродействию перемещения платформы с 
осцилляторами (О.Р. Каюмов, Филиал ОмГПУ, 
г. Тара) и др. 

В отдельное заседание были выделены докла-
ды, посвященные различным задачам управления 
для космических аппаратов и беспилотных лета-
тельных аппаратов. В частности, рассматривались 
задачи управления космическим роботом-

манипулятором (Е.И. Сомов, С.А. Бутырин, 

С.Е. Сомов, СамГТУ), задачи управления ориента-
цией спутника (Е.И. Сомов, С.А. Бутырин, 

Т.Е. Сомова, СамГТУ), задачи управления движе-
нием космического аппарата с солнечным парусом 
(Е.Н. Поляхова, В.С. Королев, СПбГУ; А.В. Родни-
ков, МАИ; Д.В. Шиманчук, А.С. Шмыров, 

В.А. Шмыров, СПбГУ); для беспилотных квадро-
коптеров рассматривались задачи планирования 
траектории, ее стабилизации, управления ориента-
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цией аппарата (В.А. Александров, И.Г. Резков, ИПУ 
РАН; А.И. Глущенко, К.А. Ласточкин, ИПУ РАН; 
И.С. Тренёв, ИПУ РАН) и др. 

С программой конференции и материалами до-
кладов можно ознакомиться на сайте конференции 
https://stab22.ipu.ru/. 

Отметим высокий уровень научной дискуссии 
на заседаниях, а также высокую степень заинтере-
сованности участников конференции.  

Благодаря выбранному Оргкомитетом из-за 
эпидемической обстановки онлайн-формату про-
ведения конференции процесс решения многих 

организационных вопросов для организаторов и 
участников мероприятия упростился, и ученым из 
достаточно удаленных от Москвы городов России, 
таких как Благовещенск, Хабаровск, Иркутск, Но-
восибирск и др., а также ученым из-за рубежа лег-
че было принять участие в заседаниях. В то же 
время в рамках заключительной общей дискуссии 
была выражена надежда на то, что улучшающаяся 
эпидемическая обстановка позволит в скором вре-
мени перейти к традиционным формам организа-

ции конференции и тем самым преодолеть дефи-
цит живого общения между учеными. 

По итогам конференции опубликован сборник 
материалов на английском языке «Proceedings of 

2022 16th International Conference on Stability and 

Oscillations of Nonlinear Control Systems 

(Pyatnitskiy's Conference)» в электронной библио-
теке IEEE Xplore: https://ieeexplore.ieee.org/xpl/ 

conhome/9807427/proceeding.  

Также опубликован сборник материалов кон-
ференции на русском языке (в электронном виде), 
который размещен в свободном доступе на сайте 
конференции: https://stab22.ipu.ru/sites/default/files/ 

news/Stab_2022_Rus%20%281%29.pdf. 
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Abstract. The 16th International Conference on Stability and Oscillations of Nonlinear Control 

Systems (Pyatnitskiy’s Conference) was held on June 1–3, 2022. The conference was organized 

by Trapeznikov Institute of Control Sciences, Russian Academy of Sciences, with the technical 

co-sponsorship of IEEE Russia Section. During the conference, new results concerning various 

aspects of the theory of stability and nonlinear oscillations were discussed. The selected confer-

ence proceedings were published in the IEEE Xplore digital library and indexed by Scopus. 
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