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Аннотация. Большинство известных методов и алгоритмов оценки рисков сложных орга-
низационных систем построены исходя из предположения, что оцениваемые компоненты 
совокупного риска являются независимыми. В то же время, на практике чаще встречаются 
примеры, когда риски друг с другом связаны, т. е. изменение одного из них влечет за собой 
изменение других. Поэтому при оценке совокупного риска организационных систем сле-
дует учитывать их сложность в смысле наличия большого количества связанных между 
собой рисков. Сделать это можно при помощи одного из методов многокритериального 
оценивания, а именно – механизма комплексного оценивания. В классическом варианте 
его компоненты – бинарные деревья критериев и матрицы логической свертки их значений 
– задаются экспертами. Однако во многих случаях эксперты не могут прийти к единому 
мнению о структуре дерева комплексного оценивания. В таких ситуациях на практике ока-
зываются востребованы формальные методы синтеза структуры соответствующего дерева, 
учитывающие специфику рассматриваемой системы. При этом даже в случае, если метод 
не обеспечивает единственность решения, он гарантирует логическую обоснованность по-
следнего, что и позволяет использовать результаты его применения при решении практи-
ческих задач. В предлагаемой работе метод комплексного оценивания расширяется путем 

замены бинарного дерева комплексного оценивания дихотомической сверткой компонен-
тов совокупного риска сложных организационных систем, построенной на основе заданной 

экспертами его декомпозиции. Предложен алгоритм идентификации графа дихотомиче-
ской свертки компонентов риска, включая правила и критерии верификации построения. 
Полученные теоретические результаты применены для построения системы оценки риска 
возникновения авиационного происшествия. 
 

Ключевые слова: оценка риска, совокупный риск, комплексное оценивание, бинарное дерево, дихо-
томическая свертка, иерархическая декомпозиция риска, риск возникновения авиационного проис-
шествия. 
 

 

 

Существующие широко применяемые методы и 
подходы к управлению рисками в организацион-
ных системах в качестве основных задач, решае-
мых лицом, принимающим решение (ЛПР), вклю-
чают в себя идентификацию рисков, их анализ и 
оценку, поиск управляющего воздействия и реше-
ние задачи оптимизации [1]. При этом встречаются 
как формальные постановки задач оценки рисков с 

хорошо разработанным математическим аппара-
том (обычно в работах, относящихся к математи-
ческой теории управления, – см., например, [2–4]), 

так и слабо формализованные, характерные для 
работ в области менеджмента [5–7]. 

Основную массу работ, посвященных методам 
и алгоритмам оценки рисков сложных систем, в 
том числе и организационных, можно отнести к 
одному из двух следующих подходов. Следуя пер-
вому из них, авторы оценивают риски изолирован-
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но с целью дальнейшего их ранжирования или 
сравнения с пороговыми показателями, часто без 
учета их взаимосвязи, а совокупный (или инте-
гральный) риск не рассчитывают [8–11]. Второй 
подход заключается в вычислении интегральной 
оценки риска системы путем суммирования ло-
кальных рисков [12–16] или, в случае применения 

сценарного подхода, суммируя показатели риска 
для каждого отдельного сценария [17]. При этом 
взаимное влияние рисков, как и в первом случае, 
чаще всего не рассматривается и не обсуждается. 

С точки зрения декомпозиции интегрального 
риска в работах по оценке рисков организацион-
ных систем часто можно встретить классификаци-
онные [18] и причинно-следственные схемы [19], 
где совокупный риск или разбит на виды локаль-
ных рисков [20] или представлен в виде различных 
факторов [21] и других компонентов, характери-
зующих его. Такие схемы, составленные эксперта-
ми, можно рассматривать как иерархическую де-
композицию риска, т. е. структуру, описывающую 
интегральный риск системы. 

Также в отдельных работах (см., например, 
[22, 23]) можно встретить представление структу-
ры взаимосвязей локальных рисков в виде взве-
шенного ориентированного графа. Эксперименты 
по запуску импульсного процесса в таких структу-
рах демонстрируют, как изменение величины от-
дельных локальных рисков влечет за собой изме-
нение связанных локальных рисков и, как след-
ствие, изменение значения интегрального риска 
рассматриваемой системы. 

Таким образом, желание рассматривать риски 
комплексно, учитывая их взаимное влияние, явля-
ется вполне естественным, несмотря на суще-
ственное усложнение модели риска. В настоящей 
статье рассматривается вопрос о получении оцен-
ки интегрального риска не как простой суммы зна-
чений идентифицированных локальных рисков, а в 
виде комплексной оценки, построенной на основе 
экспертных знаний о взаимном влиянии компо-
нентов совокупного риска друг на друга. 

Целью настоящей работы является расширение 
широко применяемого на практике для оценки 
рисков сложных организационных систем метода 
комплексного оценивания (МКО) путем создания 
формального алгоритма преобразования заданной 
экспертами иерархической декомпозиции сово-
купного риска в дихотомическую свертку его ком-
понентов, т. е. в ориентированный граф, в каждую 
вершину которого либо входят две дуги, либо не 
входит ни одной. Такая свертка позволяет, с одной 
стороны, использовать характерные для МКО опе-
рации в виде дихотомической свертки оценок ком-

понентов риска для построения комплексной 
оценки, а с другой – напрямую учесть взаимное 
влияние компонентов риска, поскольку число ис-
ходящих из конкретной вершины дуг не ограниче-
но (в классическом варианте чаще всего использу-
ется дерево, т. е. не может быть более одной исхо-
дящей дуги). 

Структура изложения материала в настоящей 
работе следующая. Обзору работ, описывающих 
как сам МКО, так и известные алгоритмы иденти-
фикации дерева комплексного оценивания, посвя-
щен § 1. В § 2 поставлена и решена задача иденти-
фикации дихотомической свертки компонентов 
риска, также подробно обсуждается алгоритм по-
строения дихотомической свертки по заданной 
иерархической декомпозиции на синтетическом 
примере. В § 3 содержится описание исходных 
данных для экспертного построения иерархиче-
ской декомпозиции риска возникновения авиаци-
онного происшествия; здесь детально рассмотрен 

процесс идентификации дихотомической свертки 
по ранее заданной иерархической декомпозиции 
риска возникновения авиационного происшествия 
и предъявлен соответствующий расширенный ме-
ханизм комплексного оценивания этого риска. 

 

Механизм комплексного оценивания является 
одним из методов многокритериального оценива-
ния объектов [24] и используется в качестве меха-
низма контроля при управлении в организацион-
ных и производственных системах для оценки и 
ранжирования сложных объектов [25]. К компо-
нентам МКО относятся сами критерии оценки, 
надстроенные над ними бинарные деревья и мат-
рицы логической свертки, заданные экспертным 
путем [26, 27]. Первоначально МКО был разрабо-
тан в качестве механизма контроля в электронной 
промышленности [28]. 

В дальнейшем выяснилось, что его потенциал 
значительно шире, и в настоящее время он исполь-
зуется, например, для управления эколого-

экономическими системами при оценке экологиче-
ских рисков [29], для оценки потенциала или вы-
бора наиболее эффективных проектов [30], для 
программ регионального развития с целью оценки 
и реализации поставленных целей и задач [31], для 
оценки эффективности управления недвижимо-
стью [32]. Таким образом, обсуждаемый механизм 
демонстрирует определенную универсальность 
применения, в связи с чем авторы считают воз-
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можным использовать его и в настоящей работе, 
посвященной оценке рисков в авиационной отрас-
ли. 

Критерии оценки в МКО сворачиваются по-
парно для получения агрегированных оценок. Эти 
оценки, в свою очередь, также сворачиваются по-
парно – до тех пор, пока не сформируется корень 
дерева, называемый комплексной оценкой (в слу-
чае оценивания рисков некоторой сложной систе-
мы значение в корне дерева может быть интерпре-
тировано как величина интегрального риска). При 
этом порядок свертки критериев в общем случае 
не детерминирован и, в классическом варианте, 
определяется экспертным методом на основании 
неких общих представлений о важности критериев 
или предпочтений экспертов. При этом вполне 
естественным является желание формализовать 
или даже автоматизировать этот процесс тем или 
иным способом. 

Одним из способов идентификации структуры 
дерева комплексного оценивания (КО) является 
использование обучающих наборов, основанных 
на преобразовании таблицы истинности [33, 34]. 
Авторы работ [26, 35–37] представляют МКО в 
виде унитарного вектора для нейросетевой иден-
тификации и синтеза механизмов КО. На основе 
предварительно сгенерированных различными ме-
тодами структур [38, 39] строится прогноз, какое 
из возможных деревьев КО следует использовать. 
В упомянутой серии работ был предложен алго-
ритм по получению групп эквивалентности (таб-
лица ветвей, список структур). Анализ этих групп 
позволяет исключить заведомо нереализуемые 
структуры (т. е. группы эквивалентности, превы-
шающие заданные шкалы), а также исключить 
зеркальные структуры. 

В случае отсутствия полного обучающего 
набора авторы работы [40] предлагают использо-
вать метод декомпозиции, раскладывая наборы 
листьев дерева до тех пор, пока все допустимые 
наборы не будут разложены на подгруппы. Это 
позволяет исключать целые семейства ветвей. Не-
смотря на достаточно глубокую проработанность 
этого подхода, авторы отмечают, что проблема 
выбора структуры бинарных деревьев пока сохра-
няется [26]. 

Другим известным способом является метод 
бинарной композиции, суть которого состоит в 
следующем. Вначале эксперты выделяют и ранжи-
руют критерии оценки по степени важности. Затем 
ЛПР на основе некоторой заданной функции пред-
почтений объединяет соседние критерии в дихо-
томическую структуру. Преимуществом этого ме-
тода является сохранение монотонности функции 
предпочтений ЛПР на всех уровнях дерева КО 

[41]. Однако этот способ не гарантирует, что дере-
во вообще удастся построить – в частности, если 
критерии оценки не являются рядоположенными, 
эксперт просто не сможет их обоснованно ранжи-
ровать. Например, при оценке качества региональ-
ной системы здравоохранения используются такие 
критерии, как медианный уровень квалификации 
профильных специалистов и средняя длительность 
госпитализации. Попытка сравнить их важность 
напрямую, без учета особенностей конкретной 
рассматриваемой системы здравоохранения, 
успешной не будет. 

Еще одним способом построения дерева КО 
является метод последовательной дихотомии. Он 
предполагает деление формулировки итоговой 
оценки объекта или системы на две более конкрет-
ные взаимодополняющие друг друга формулиров-
ки. При этом не должна нарушаться полнота, а 
также обязана сохраняться непротиворечивость и 
соблюдаться причинно-следственная связь. Этот 
процесс продолжается для дочерних формулиро-
вок до тех пор, пока не появляются объективные 
измеримые критерии [42]. Отметим, что способов 
разделения общей формулировки на две более 
конкретные может быть больше одного. Кроме 
того, значения некоторых из полученных на ниж-
нем уровне дерева объективных измеримых крите-
риев может оказаться невозможно (точнее, нецеле-
сообразно трудоемко) получить. Например, одним 
из объективных критериев востребованности обра-
зовательной программы высшего образования яв-
ляется средняя заработная плата выпускников по-
сле выпуска. Однако у вуза нет механизмов полу-
чения этих значений, поэтому на практике такой 
критерий не применяется. 

Правила построения МКО позволяют исполь-
зовать его для решения задач по оценки рисков с 
учетом взаимного влияния его компонентов. Во 
многих работах интегральная оценка риска осу-
ществляется по дихотомической структуре [17, 29, 
43, 44]. При классическом подходе использования 
МКО для оценки риска характеристики риска раз-
биваются экспертами на две категории: те, что 
можно точно посчитать, и те, значение которых 
точно рассчитать невозможно [45]. 

При этом в случае, если изначально заданная 
структура характеристик риска не имеет вида де-
рева, у экспертов могут возникнуть трудности в 
отношении того, как из декомпозиции построить 
логичную дихотомическую структуру. Для реше-
ния данной проблемы авторы работы расширяют 
механизм комплексного оценивания, предлагая 
алгоритм идентификации графа дихотомической 
свертки компонентов риска на основе заданной 
экспертами иерархической декомпозиции риска. 
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Стоит отметить, что дихотомическую свертку 
всегда можно представить в виде дерева путем 
разделения вершин, оказывающих влияние более 
чем на одну вершину предшествующего яруса. 
При этом могут возникать некоторые сложности 
при решении, к примеру, задачи поиска мини-
мального бюджета для снижения риска до задан-
ного уровня – метод дихотомического программи-
рования всегда находит оптимальное решение над 
деревом, но в случае дихотомической структуры 
возможно лишь получить его нижнюю оценку. 
Решения подобных задач на деревьях и дихотоми-
ческих структурах, а также методы перехода от 
нижней оценки к точному решению, обсуждались, 
например, в работах [46, 47]. 

Авторы рассматривают заданные экспертами 
иерархические структуры риска. Природа их мо-
жет быть различной, например причинно-

следственной или классификационной. К структу-
ре компонентов риска авторы предъявляют следу-
ющие требования: 

 на верхнем ярусе иерархии должна быть ров-
но одна – корневая – вершина (рассматриваемый 
риск), номера ярусов остальных вершин примем 
равными длине пути от нее до корневой вершины; 

 подграфы, образованные подмножествами 
вершин соседних (с номерами, отличающимися на 
единицу) ярусов и соединяющих их ребер, являют-
ся двудольными. 

Стоит отметить, что разработка алгоритма 
идентификации структуры дерева комплексного 
оценивания уже проводилась авторами в рамках 
исследования по оценке рисков системы Интерне-
та вещей [48]. Работа же предлагаемого в настоя-
щей статье модифицированного алгоритма проде-
монстрирована на примере одной из наиболее 
опасных угроз при деятельности авиакомпании – 

угрозы возникновения авиационного происше-
ствия. 

Предложенный авторами подход можно связать 
с концепцией критических сочетаний событий, где 
для каждой аварийной комбинации строится граф, 
отражающий структуру возникновения такой ком-
бинации. На основании таких структур строятся 
дифференциальные уравнения, позволяющие 
определить вероятность возникновения аварий и 
катастроф [49]. 

В отличие от вероятностного анализа безопас-
ности [см., например, работы 50–52], при котором 

также учитывается взаимосвязь рисков, предло-
женный авторами способ позволяет в перспективе 
рассчитать уровень риска в условиях ограничен-
ной статистики, адаптируясь под реальное время. 
Несмотря на то, что вероятностный анализ без-

опасности является общепризнанным инструмен-
том количественной оценки риска с опорой на ста-
тистику отказов, комплексная оценка с использо-
ванием алгоритма идентификации графа дихото-
мической свертки учитывает слабоформализуемые 
и качественные показатели без необходимости 
ввода коэффициентов с высокой степенью неопре-
деленности. 

К функциям авиакомпаний относятся организа-
ция и осуществление перевозок пассажиров, бага-
жа, грузов, техническое обслуживание воздушных 
судов, выполнение коммерческих работ, таких как 
продажа билетов, организация маршрутов. В рабо-
тах исследователей можно встретить следующие 
укрупненные группы рисков для авиакомпаний: 
отраслевой риск, связанный со спецификой орга-
низации авиаперелетов, региональный риск, зави-
сящий от политической и экономической обста-
новки; правовой риск, зависящий от изменения 
законодательства [53]. Тем не менее, предотвра-
щение возникновения угроз безопасности авиапе-
ревозок, является первостепенной задачей для лю-
бой авиакомпании. Очевидно, что серьезное нару-
шение безопасности влечет за собой появление 

сопутствующих важных рисков для авиакомпании 
– финансовых, производственных, коммерческих, 
репутационных. 

Увеличение объемов авиаперевозок и количе-
ства пассажиров требует от авиакомпаний совер-
шенствования подходов к обеспечению безопасно-
сти, в том числе совершенствования методов про-
гнозирования и оценки рисков, а также способов 

их снижения. В мае 2025 г. Международный авиа-
ционный комитет (МАК) опубликовал отчет [54], в 
котором указано, что в сравнении с 2023 г., коли-
чество авиационных происшествий выросло до 46 
случаев с 26 в предыдущий год, а количество ката-
строф, которые привели к гибели людей, доходит 
до 65, в сравнении с 31 в 2023 г. А в глобальном 
масштабе, по данным Международной ассоциации 
воздушного транспорта [55], число погибших в 
результате авиационных катастроф выросло до 244 
человек против 72 в 2023 г.  

Так как авиационное происшествие – катастро-
фа или авария – это событие, которое может по-
влечь за собой гибель людей (получение телесного 
повреждения со смертельным исходом), повре-
ждение или разрушение воздушного судна, а также 
его пропажу [56, 57], авторами будет рассмотрен 
риск наступления авиационного происшествия как 
наиболее критичного и опасного авиационного 
события. Классификация авиационных происше-
ствий закреплена в нормативных документах (см., 
например, [58]). К категориям происшествий по-
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вышенного риска относятся: столкновение ис-
правного воздушного судная с землей, несанкцио-
нированный выезд за пределы взлетно-посадочной 
полосы (ВПП), потеря управления в полете, столк-
новение в воздухе. В рамках данной работы будет 
рассмотрено одно из событий повышенного рис-
ка [59].  

 

 

2.1. Математическая постановка задачи 
идентификации графа свертки компонентов риска 

Предположим, что для рассматриваемой систе-
мы задана иерархическая декомпозиция ее инте-
грального риска в форме ориентированного графа 

 , G V E  ярусно-параллельной формы. Верши-
на, соответствующая интегральному риску, – 

единственная в графе, имеющая нулевую степень 
захода. Для удобства обозначим ее 0v V . 

Остальные вершины имеют степень захода 1 или 
больше. 

Напомним, что содержательно такая декомпо-
зиция отражает взаимное влияние компонентов 
риска друг на друга, их причинно-следственную 
связь. По этой причине непосредственной оценке в 
такой модели могут подвергаться только те ком-
поненты, которым в графе G  соответствуют вер-
шины с нулевой степенью захода (в частном слу-
чае, когда G  является деревом, такие вершины 
называются листьями). Оценки остальных компо-
нентов на каждом ярусе иерархической декомпо-
зиции могут быть получены как результат агреги-
рования оценок компонентов следующего яруса. 

Процедура свертки вершин графа заключается 
в последовательном агрегировании оценок крите-
риев нижнего яруса в обобщенную (агрегирован-
ную) оценку критерия вышестоящего яруса. В 
случае если граф представлен в виде дерева, дан-
ная процедура реализуется путем движения от ли-
стьев к корню, где каждой вершине приписано 
правило агрегирования – матрица свертки. Матри-
ца определяет, каким образом сочетание оценок 
нижестоящих вершин преобразуется в оценку вы-
шестоящей вершины. 

Формально данное определение можно запи-
сать следующим образом. Пусть 

0vS  – множество 

оценок критериев, 
0vK  – их комплексная оценка, 

которая определяется в вершине 0v . Если 1
1l  и 2

1l  – 

вершины дерева, непосредственно предшествую-
щие вершине 0v , то 1 2

0 1 1

 v l l
S S S  , а оценка 

0vK  

получается на основе матричной свертки обоб-
щенных оценок 1

1l
K  и 2

1l
K  [60]. 

Процедура свертки значений критериев по ме-
тоду комплексного оценивания предусматривает 
попарную свертку компонентов. В то же время, 
если некоторые компоненты риска декомпозиру-
ются на три или более подкомпонентов, то возни-
кает вопрос о порядке сворачивания их оценок. 
Именно эту задачу – о выборе порядка агрегирова-
ния компонентов риска на промежуточных ярусах 
иерархической декомпозиции – авторы рассматри-
вают в настоящей работе. 

Формально задача заключается в поиске такого 
отображения 

   :   , ,  , G V E G V E V V    F , 

что любая из вершин v V   имеет степень захода 
либо 2, либо 0. Отметим, что не вводится требова-
ние о единичной степени захода для всех вершин, 

за исключением 0v . Таким образом, формально 

 , G V E    не обязано быть бинарным деревом, 
что является наиболее распространенным услови-
ем реализации классического метода комплексного 
оценивания. Поэтому в данном случае уместно 
говорить о некоторой его обобщенной модифика-
ции. 

 

2.2. Алгоритм идентификации графа  
дихотомической свертки компонентов риска 

Пусть n  – число ярусов ориентированного 
графа иерархической декомпозиции интегрального 
риска защищаемой системы. Обозначим , iL V
1 ,i n   подмножество вершин i -го яруса деком-
позиции  , G V E . 

Определение 1. Будем говорить, что подмно-
жества вершин i iV L  и 1 1 1, ,i i i iV L L L V     

графа  , G V E  являются сильно смежными, ес-

ли  1    ,i iu V v V u v E      , т. е. если каждая 
вершина множества 1iV   имеет входящую дугу из 
каждой вершины множества iV .  

Определение 2. Будем говорить, что подмно-
жества вершин i iV L  и 1 1 1,  ,i i i iV L L L V     

графа  , G V E  являются слабо смежными, если 

 1    ,i iu V v V u v E      , т. е. если каждая вер-
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шина множества 1iV   имеет входящую дугу из хо-
тя бы одной вершины множества iV . ♦ 

Заметим, что сильно смежные подмножества 
всегда одновременно являются и слабо смежными. 
Обратное в общем случае неверно, поэтому число 
слабо смежных подмножеств не может быть 
меньше числа сильно смежных подмножеств. 

Алгоритм представляет собой последователь-
ность следующих действий. 

Шаг 1. Зададим 1i n  . 

Шаг 2. Дополним иерархическую декомпози-
цию  , G V E  «фиктивным» ярусом iL  таким, что 

 1  ! : ,i iv L u L u v E     . 

Шаг 3. Для вершин i -го и  1i  -го яруса по-
строим бинарные матрицы iB  и iD  размерностью 

не более чем 11 1
2 2i iL L   , строки и столбцы ко-

торых комплементарны всем непустым допусти-
мым (некоторые комбинации могут быть запреще-
ны в силу невозможности соответствующих соче-
таний) подмножествам вершин соответственно  
i -го и (i – 1)-го яруса. Элементы матриц, соответ-
ствующие смежным вершинам (подмножествам 
вершин), приравняем к единице, остальные – к ну-
лю.  

Шаг 4. Рассчитаем вектор-суммы  iS B 

 1 1, , i
i ib b

  ,    1 1, , i
i i iS D d d

   где j
ib , 

j
id  – 

суммы j-х столбцов матриц iB  и iD  соответствен-
но. 

Шаг 5. Для каждой пары непустых смежных 
подмножеств вершин 1 1

k
i iV L   и k

i iV L  рассчи-
таем величину 

 
 1 ,

i

i

i

S B
Y

S D
   

которую будем называть вектором значений пока-
зателей зависимости подмножеств. Отметим, что 
операция деления векторов  iS B  и  iS D  – по-
элементная. Заметим, что в силу определений 1, 2 
и построения величины 1iY  , значение показателя 

зависимости 1 1
k
i iy Y   при прочих равных услови-

ях будет тем больше, чем меньше мощность мно-
жества 1

k
iV  . 

Шаг 6. Далее будем последовательно сворачи-
вать пары вершин (i – 1)-го-го яруса и (на после-
дующих подшагах) их подмножеств 1,k

iV 

1 1, ,m
i iV L k m    с максимальными среди всех 

ранее не свернутых вершин или их подмножеств 
значениями показателя зависимости, формируя 
таким образом дихотомическую иерархическую 
структуру оценки риска. На каждом подшаге в нее 
добавляются сворачиваемые вершины (подмноже-
ства вершин) в случае, если они не были включены 
в нее ранее, а также создается новая, обозначаю-
щая их объединение вершина, которую соединим 
двумя дугами с вершинами, сворачиваемыми на 

текущем подшаге. Несвернутыми вершинами 

(подмножествами вершин) считаются те, у кото-
рых в новой иерархии либо отсутствует соответ-
ствующая им вершина, либо ее степень захода 
равна нулю. 

Шаг 7. Если 1i  , то задать 1i i   и перейти к 
шагу 3. В противном случае алгоритм завершен. 

Результатом выполнения вышеприведенного 
алгоритма будет дихотомическая иерархия 

 , G V E   , на нулевом ярусе которой находится 
вершина 0v , отражающая комплексную оценку 
совокупности компонентов (i – 1)-го яруса иерар-
хической декомпозиции интегрального риска рас-
сматриваемой системы, а множество ее висячих 
вершин совпадает с таковым для исходной иерар-
хической декомпозиции  , G V E . 

Отметим, что поскольку порядок агрегации 
вершин (i – 1)-го яруса определяется их связями с 
вершинами i-го яруса, то для сворачивания вися-
чих вершин иерархической декомпозиции в алго-
ритме предусмотрено создание дополнительного 
яруса. В рассматриваемой чисто математической 
постановке задачи он носит фиктивный характер, 
но при решении конкретных задач он должен по-
лучить содержательный смысл – например, можно 
произвести декомпозицию риска более детальную, 
чем требуется для принятия решения, или отразить 
в дополнительном ярусе установленную взаимоза-
висимость непосредственно измеряемых компо-
нентов риска. 

Для обеспечения выполнимости алгоритма 
необходимо также разрешить вопрос о том, как 
выбирать пару вершин (подмножеств вершин) 1iL   

для свертки на текущем подшаге шага 6 в случае, 
если максимальное значение показателя зависимо-
сти достигается на трех или более несвернутых 
вершинах (их подмножествах), либо, что приводит 
к той же ситуации, максимум достигается на од-
ном подмножестве, а второе после максимального 
значение – на двух или более кандидатах на свора-
чивание. 
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На текущем – формальном – этапе предложить 
конструктивный критерий, обеспечивающий един-
ственность решения, невозможно. Тем не менее, 
при применении алгоритма на практике можно 
учесть специфику рассматриваемой сложной орга-
низационной системы и ввести дополнительные 
показатели приоритизации свертки (например, 
важность компонента риска или частоту встречае-
мости фактора). В п. 3.1, где рассматривается от-
раслевая организационная система (авиакомпа-
ния), это будет продемонстрировано. 

 

2.3. Алгоритм идентификации графа дихотомической 

свертки на основе заданной иерархической 
декомпозиции (синтетический пример) 

Для иллюстрации описанного в предыдущем разде-
ле алгоритма идентификации графа дихотомической 
свертки компонентов риска рассмотрим синтетический 
пример. Пусть иерархическая декомпозиция интеграль-
ного риска сложной организационной системы пред-
ставлена в виде ориентированного графа  , G V E  с 

числом ярусов 2n  , причем 1 28,  3,  4,V L L    

 0 1 2v L L V   (рис. 1). 
 

 

 

 
Рис. 1. Пример иерархической декомпозиции интегрального 

риска 

 
Рассмотрим подробнее одну итерацию алгоритма, в 

которой будем сворачивать вершины яруса 1 иерархи-
ческой декомпозиции на основе их взаимной зависимо-
сти через вершины следующего – яруса 2. Выполнение 
алгоритма начнется с шага 3 при 2i  . 

Шаг 3. Для вершин яруса 2 и яруса 1 построим би-
нарную матрицу 2 B , ячейки, соответствующие сильно 

смежным подмножествам вершин, приравняем к едини-
це, остальные к нулю (табл. 1), а также матрицу 2D , 

ячейки, соответствующие слабо смежным подмноже-
ствам вершин, приравняем к единице (табл. 2). Обе 
матрицы будут иметь размерность 7 15 . В таблицах 
для удобства восприятия матрицы приведены в транс-
понированном виде. 

 

Таблица 1 

Матрица сильно смежных подмножеств вершин ярусов 1 и 2 (транспонирована) 
 1

1l  
2
1l  

3
1l  

1 2
1 1,l l  

1 3
1 1,l l  

2 3
1 1,l l  

1 2 3
1 1 1, ,l l l  

1
2l  1 0 1 0 1 0 0 

2
2l  1 1 0 1 0 0 0 

3
2l  1 0 1 0 1 0 0 

4
2l  0 1 1 0 0 1 0 

1 2
2 2,l l  1 0 0 0 0 0 0 

1 3
2 2,l l  1 0 1 0 1 0 0 

1 4
2 2,l l  0 0 1 0 0 0 0 

1 4
2 2,l l  1 0 0 0 0 0 0 

2 4
2 2,l l  0 1 0 0 0 0 0 

3 4
2 2,l l  0 0 1 0 0 0 0 

1 2 3
2 2 2, ,l l l  1 0 0 0 0 0 0 

1 2 4
2 2 2, ,l l l  0 0 0 0 0 0 0 

1 3 4
2 2 2, ,l l l  0 0 1 0 0 0 0 

2 3 4
2 2 2, ,l l l  0 0 0 0 0 0 0 

1 2 3 4
2 2 2 2, , ,l l l l  0 0 0 0 0 0 0 
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Таблица 2 

Матрица слабо смежных подмножеств вершин ярусов 1 и 2 (транспонирована) 
 1

1l  2
1l  3

1l  1 2
1 1,l l  1 3

1 1,l l  2 3
1 1,l l  1 2 3

1 1 1, ,l l l  

1
2l  1 0 1 1 1 1 1 

2
2l  1 1 0 1 1 1 1 

3
2l  1 0 1 1 1 1 1 

4
2l  0 1 1 1 1 1 1 

1 2
2 2,l l  1 0 0 1 1 0 1 

1 3
2 2,l l  1 0 1 1 1 1 1 

1 4
2 2,l l  0 0 1 0 1 1 1 

1 4
2 2,l l  1 0 0 1 1 0 1 

2 4
2 2,l l  0 1 0 1 0 1 1 

3 4
2 2,l l  0 0 1 0 1 1 1 

1 2 3
2 2 2, ,l l l  1 0 0 1 1 0 1 

1 2 4
2 2 2, ,l l l  0 0 0 0 0 0 0 

1 3 4
2 2 2, ,l l l  0 0 1 0 1 1 1 

2 3 4
2 2 2, ,l l l  0 0 0 0 0 0 0 

1 2 3 4
2 2 2 2, , ,l l l l  0 0 0 0 0 0 0 

 

Шаг 4. Рассчитаем вектор-сумму  2S B 

   1 1,2,3
2 2, , 7, 3,  7, 1, 3, 1, 0b b    и вектор-сумму 

     1 1,2,3
2 2 2, , 7,  3,  7,  9,  11,  9, 1  2S D d d   . 

Шаг 5. Рассчитаем вектор 1Y . Результаты вычисле-
ний приведены в табл. 3 с округлением до двух знаков 
после запятой. 

 

Таблица 3 

Значения показателей зависимости смежных 
подмножеств вершин ярусов 1 и 2 

 Показатель 1 2
1 1,l l  1 3

1 1,l l  2 3
1 1,l l  1 2 3

1 1 1, ,l l l  

 2S B  1 3 1 0 

 2S D  9 11 9 12 

1Y  0,11 0,27 0,11 0 

 
Шаг 6. Как видно из табл. 3, максимальным значе-

нием показателя зависимости среди подмножеств вер-
шин обладает показатель зависимости подмножеств 

1 3
1 1,l l , его значение равно 0,27. Следовательно, на пер-

вом подшаге требуется свернуть вершины 1
1l  и 3

1l , а на 

втором – добавить ранее не свернутую вершину 2
1l  к 

результату их свертки. Таким образом, получится дихо-

томическая свертка (в данном случае являющаяся дере-
вом), отражающая комплексную оценку компонентов 
яруса 1 иерархической декомпозиции общего риска 
(рис. 2). 

 
 

 
 

 
Рис. 2. Дихотомическая структура комплексной оценки  

 

 

 

3.1. Иерархическая декомпозиция  
риска авиационного происшествия 

В качестве иллюстрации работоспособности 
алгоритма идентификации графа дихотомической 
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свертки компонентов риска сложных организаци-
онных систем на основе заданной экспертами 
иерархической декомпозиции был выбран риск 
возникновения одного из самых опасных авиаци-
онных происшествий, а именно – столкновения 
исправного воздушного судна с землей (англ. 
Controlled Flight Into Terrain, CFIT). На возникно-
вение данного авиационного происшествия влияет 
множество способствующих факторов и потенци-
альных событий. Это и неблагоприятные погодные 
условия, и дезориентация пилота, и ошибки в по-
строении схем и документации, и ошибки автома-
тизации, и эксплуатационная нагрузка [58]. 

Структуризация факторов и их взаимосвязей, 
характеризующих ситуации авиационных проис-
шествий, основана на извлечении факторов и свя-
зей типа причина – следствие на основе анализа 
документов, таких как международные стандарты 
и руководства ИКАО (Международная организа-
ция гражданской авиации) [58, 61–67], отраслевые 
стандарты и руководства ИАТА (Международная 
ассоциация воздушного транспорта) [68, 69], руко-
водства и инструменты Фонда безопасности поле-
тов [70], Воздушный кодекс РФ [71], Правила ис-
пользования воздушного пространства РФ [72, 73], 

приказы Минтранса Российской Федерации [74, 

75], официальные письма и документы Росавиации 
[76], базы по расследованиям авиационных инци-
дентов, происшествий, катастроф [77, 78]. 

Методика структуризации основана на приме-
нении причинно-следственных моделей представ-

ления знаний о ситуации, источником которых 
служит качественная и количественная информа-
ция [79]. Отношение причина – следствие, под-
тверждаемое экспертом ссылками, задает на мно-
жестве факторов, влияющих на авиационные со-
бытия, отношения частичного порядка. При этом, 
используя алгоритмы преобразования получаемых 
причинно-следственных графов, можно построить 
иерархическую декомпозицию факторов как осно-
ву для модели комплексного оценивания событий, 
заданных состоянием факторов авиационного про-
исшествия. 

На примере авиационной безопасности экспер-
тами была проведена структуризация факторов и 
их взаимосвязей, влияющих на авиационные про-
исшествия, на основе чего была построена иерар-
хическая декомпозиция риска авиационного про-
исшествия в виде трехъярусного (n = 3) ориенти-
рованного графа (рис. 3). 

На рис. 4 изображена иерархическая декомпо-
зиция риска столкновения исправного воздушного 
судна с землей. Штриховыми стрелками отмечены 
вершины, соответствующие факторам, которые 
могут действовать только в комбинации с други-
ми. Входящие в каждую конкретную вершину дуги 
окрашены одним цветом. 

Перечень вершин каждого яруса графа с рас-
шифровкой их содержательной интерпретации, а 
также со ссылками на документ, задающий при-
чинно-следственную связь, представлены в 
табл. 4–6. 

 

 
 

 
 

 
Рис. 3. Иерархическая декомпозиция риска столкновения исправного воздушного судна с землей 
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Таблица 4 

Перечень вершин яруса 1 

1L  Расшифровка 
Ссылка  

на источник 

1
1l  Неверные действия при управлении воздушным судном, усталость пилота, сенсор-

ные иллюзии и потеря ситуационной осведомленности 

[58, 63] 

2
1l  Ограничение обзора, потеря ориентиров, ошибка пилота при посадке или взлете, 

cхема неточного захода на посадку и недостаточная документация  
[58, 63] 

3
1l  Неверные инструкции пилоту, недопонимание ситуации, использование фразеоло-

гии (стандартной и нестандартной) 
[58, 63] 

4
1l  Полет в неблагоприятных условиях окружающей среды, условия ограниченной 

метеорологической видимости при отсутствии видимости наземных ориентиров, 
несоответствие условий для взлета (посадки), потеря контроля над судном при по-
садке 

[58, 63] 

5
1l  Проблемы с оборудованием воздушного судна: радиочастотные помехи для работы 

глобальной навигационной спутниковой системы, повреждение (искажение) систем 
предупреждения о близости с землей, радиовысотомеров. Потеря управления воз-
душным судном, невозможность корректировать траекторию 

[58, 63] 

 

Таблица 5 

Перечень вершин яруса 2 

2L  Расшифровка Причинно-

следственная 
связь с вер-

шинами  
яруса 1 

Ссылка на источник  

1
2l  

Неадекватные сбои в CRM-системе: скрытие оши-
бок. Невыявление потенциальных угроз, нереаги-
рование (запоздалое реагирование) на предупре-
ждение о близости с землей 

1
1l  

[68, 69] 

2
1l  

[70, ALAR Briefing Note 2.1 – Человече-
ский фактор] 

2
2l  

Ошибки пилота: неправильное управление, не-
адекватные действия летного экипажа – продол-
жение снижения ниже минимальной высоты, не-
верные расчеты, неверное взаимодействие с авто-
матикой, несоблюдение процедур, усталость, дез-
ориентация, отсутствие осведомленности, стресс 

1
1l  

[70, ALAR Briefing Note 2.1 – Человече-
ский фактор] 

2
1l  

[68, 69] 

3
2l  

Отсутствие органа, обслуживающего воздушные 
движения или ошибка наземной службы: непра-
вильная подготовка ВПП, некорректная информа-
ция о метеоусловиях 

3
1l  

[58, 68, 69] 

4
2l  

Ночь и сложные метеоусловия, аварийные ситуа-
ции на земле: обвалы, пожары, землетрясения 

3
1l  

[68, 69] 

5
2l  

Состояния ВПП (лед, слякоть, снег, вода), ледяные 
отложения: наледь на крыльях, стабилизаторах, 
лобовом стекле (прогнозируемый фактор) 

2
1l  

[70, Руководство по оценке степени 

 риска] 

5
1l  

[70, Руководство по оценке степени  
риска] 

6
2l  

Нарушение метеорологического минимума при 
взлете, посадке, состояния ВПП (лед, слякоть, 
снег, вода), ледяные отложения – наледь на крыль-
ях, стабилизаторах, лобовом стекле (случайный 
погодный фактор) 

2
1l  

[70, Руководство по оценке степени рис-
ка при заходе на посадку] 

4
1l  

[70, Руководство по оценке степени рис-
ка при заходе на посадку] 

5
1l  

[70, Руководство по оценке степени рис-
ка при заходе на посадку] 
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Окончание табл. 5 

7
2l  Сильный ветер: порывы ветра, турбулентность, 

сдвиг ветра, сильный боковой ветер, попутные 
ветры 

1
1l  

[63; 70, ALAR Briefing Note 8.7 – Посадка 
при боковом ветре] 

4
1l  

[70, ALAR Briefing Note 8.7 – Посадка при 
боковом ветре] 

8
2l  Неисправность оборудования: сбой в работе си-

стем управления полетом, навигации, связи, гид-
равлики, двигателей, в системах предупреждения о 
близости с землей, радиовысотомеров 

1
1l  

[68; 69; 70, контрольный перечень CFIT] 

5
1l  

[68; 69; 70, контрольный перечень CFIT] 

 

Таблица 6 

Перечень вершин яруса 3 

3L  Расшифровка Причинно-

следствен-
ная связь с 
вершинами 

яруса 2 

Комментарий Ссылка  
на источник 

1
3l  Культура безопасности: отсутствие культуры без-

опасности, низкий уровень культуры компании, 
игнорирование рисков, нежелание сообщать о про-
блемах 

1
2l  

– [68; 69; 70, ALAR 

Briefing Note 2.1 

– Человеческий 
фактор] 

5
2l  

8
2l  

2
3l  Недостаточная подготовка экипажа: недостаток 

опыта, неполное знание процедур, недостаточная 
тренировка 

1
2l  

– [58, 63, 68–70] 

2
2l  

5
2l  

3
3l  Усталость экипажа: длительные перелеты, смены 

часовых поясов, недостаток сна 

2
2l  

– [58] 

4
3l  Болезнь экипажа: вирусные или бактериальные 

инфекции 

2
2l  

– [58] 

5
3l  Неэффективная система управления: недостаточ-

ная координация действий между экипажем, дис-
петчерами, наземной службой 

3
2l  

– [58, 63, 68–70] 

5
2l  

6
3l  Недостаточная техническая поддержка: отсутствие 

своевременного технического обслуживания, ре-
монта (аэропорт) 

3
2l  

– [70] 

4
2l  

5
2l  

7
3l  Плохая видимость: туман, дождь, снег, гроза, дым 2

2l  
Работает только в 

совокупности с одной 
или несколькими 

вершинами яруса 3 

[70, Руководство 
по оценке степе-

ни риска] 6
2l  

7
2l  

8
3l  Неблагоприятная топография: горные хребты, 

холмы, леса, водоемы 

2
2l  

Работает только в 
совокупности с одной 

или несколькими 
вершинами яруса 3 

[63] 

7
2l  

9
3l  Недостаточная техническая поддержка: отсутствие 

своевременного технического обслуживания, ре-
монта, модернизации (флот) 

8
2l  

– [70] 
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3.2. Комплексная оценка риска  
столкновения исправного воздушного судна с землей 

на основе иерархической декомпозиции риска 

Прежде всего, требуется определить порядок 
агрегирования компонентов риска в вершинах яру-
са 2, т. е. какие вершины следует сворачивать для 
получения значений оценок вершин яруса 1. Для 
этого построим матрицы 3B  и 3D . Их размерность 

составляет 255 511 . Рассчитаем векторы  3 ,S B  

 3S D  и вектор показателей зависимости 2Y . 

Фрагмент показателей зависимости представлен в 
табл. 7. Для сокращения размерности таблицы не 
указаны показатели зависимости вершин яруса 2 

со значением 0. 
Для тех вершин яруса 1, что имеют только две 

входящие дуги ( 3 4
1 1,  l l ), порядок свертки определен 

естественным образом. Для остальных – это вер-
шины 1

1l ,
2 5

1 1, l l  – воспользуемся алгоритмом, опи-
санным в п. 2.2. Некоторые из получившихся ди-
хотомических иерархических подструктур приве-
дены на рис. 4. 

Повторим действия алгоритма для построения 
дерева комплексной оценки риска столкновения 
исправного воздушного судна с землей. Строим 
матрицы 2B  и 2D , размерности обеих – 31 255 . 

Рассчитываем значения векторов  2 ,S B   2S D . 

Затем вычислим вектор 1Y . В табл. 8 приведены 

показатели зависимости вершин ярусов 1 и 2 и по-
рядок их свертки. 

 
Таблица 7 

Рассчитанные значения показателя зависимости 
подмножеств вершин яруса 2  

 Подмножества 
вершин 

Значение показателя зависимо-
сти, округление до 4-го знака 

после запятой 

1 2
2 2,  l l  0,0303 

1 5
2 2,  l l  0,2 

1 8
2 2,  l l  0,2 

2 5
2 2,  l l  0,0222 

2 7
2 2,  l l  0,0322 

3 4
2 2,  l l  0,3333 

3 5
2 2,  l l  0,2 

4 5
2 2,  l l  0,0666 

5 8
2 2,  l l  0,0588 

1 2 5
2 2 2,   ,l l l  0,0222 

1 5 8
2 2 2,   ,l l l  0,0588 

3 4 5
2 2 2,   ,l l l  0,0666 

 

 
 

 

 

 
Рис. 4. Некоторые структуры комплексной оценки для вершин яруса 1 
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Таблица 8 

Рассчитанные значения показателя зависимости 
подмножеств вершин яруса 1  

Подмно-
жества 
вершин 

Значение показателя зави-
симости, округление  

до 4-го знака после запятой 

Порядок 
свертки 

1 2
1 1, l l  0,1794 — 

1 3
1 1, l l  0 3 

1 4
1 1, l l  0,0588 —  

1 5
1 1, l l  0,0476 —  

2 4
1 1, l l  0,0303 —  

2 5
1 1, l l  0,2258 1 

4 5
1 1, l l  0,1111 —  

1 2 5
1 1 1,  , l l l  0,0256 —  

2 4 5
1 1 1,  , l l l  0,0303 2 

 

На основании значений компонент вектора 1Y  

можем построить дерево комплексной оценки ин-
тегрального риска выбранного авиационного про-
исшествия. Корневой вершиной является инте-
гральный риск, а листья – вершины яруса 1, значе-
ния оценок которых найдены на основании преды-
дущих шагов. Полученная дихотомическая струк-
тура представлена на рис. 5. Как видно из табл. 8, 

пара вершин 2 5
1 1, l l  сворачивается в первую оче-

редь, так как значение показателя у этой пары 
вершин является максимальным. Следом добавля-
ем вершину 4

1l  к объединенной вершине 25
1v , так 

как значение показателя зависимости комбинации 
этих вершин является максимальным среди всех 
ранее несвернутых вершин. В последнюю очередь 
сворачиваем оставшиеся несвернутые вершины 1

1l  

и 3
1l , получая вершину-агрегат 13

1v . 

Пример дихотомической свертки комплексной 
оценки риска столкновения исправного воздушно-
го судна с землей приведен для иллюстрации 
предлагаемого подхода. Тем не менее, дихотоми-
ческие свертки широко используются в задачах 
управления рисками [80, 81], а вариант с авиаци-
онными происшествиями, рассматриваемый в 
настоящей статье, может быть использован специ-
алистами службы безопасности полетов для оцен-
ки текущего уровня риска. На основе оценки уров-
ня рисков ЛПР сможет принимать решение о вы-
боре управляющего воздействия, в том числе в 
рамках ГОСТ и отраслевых стандартов. 

В настоящей работе не предлагается оптималь-
ная структура. Авторы допускают, что в случае 
отсутствия единственности решения, когда показа-
тели зависимости равнозначны или равны нулю, 

попарно сворачивать следует критерии на основа-
нии схожести природы возникновения (экипаж, 
наземные службы, погодные условия или техно-
генный фактор). 

 

 

 
Рис. 5. Дихотомическая свертка комплексной оценки риска столкновения исправного воздушного судна с землей 
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В настоящей работе предложен алгоритм иден-
тификации графа дихотомической свертки компо-
нентов риска с целью определения порядка их аг-
регирования. Суть его заключается в преобразова-
нии заданной экспертами иерархической декомпо-
зиции риска, отражающей причинно-следственные 
связи его компонентов, в дихотомическую иерар-
хию путем добавления новых вершин-агрегатов. 
Порядок агрегирования при этом выбирается ис-
ходя из показателя близости сворачиваемых ком-
понентов, значение которого определяется общно-
стью связей с «причинными» вершинами, т. е. 

находящихся на следующем уровне декомпозиции. 
Число уровней при этом в общем случае не огра-
ничено. 

Предложенный алгоритм является расширени-
ем классического метода комплексного оценива-
ния. Необходимость расширения обусловлена тем, 
что сам по себе метод не предусматривает автома-
тической генерации структур – эта работа возлага-
ется на экспертов – а известные публикации по 
методам генерации деревьев комплексного оцени-
вания не учитывают предметную область системы. 
Работоспособность алгоритма продемонстрирова-
на на примере сложной организационной системы 
– авиакомпании, а в качестве декомпозируемого 
риска был выбран риск столкновения исправного 
воздушного судна с землей. 

Отметим, что рассматриваемый в настоящей 
работе вариант алгоритма полагает компоненты 
риска равнозначными. В дальнейших работах ав-
торы планируют рассмотреть более общий вариант 

алгоритма, позволяющий выбирать порядок агре-
гирования компонентов риска в случае, когда зна-
чение показателя близости, рассчитанное в пред-
положении равнозначности причинных компонен-
тов, не позволяет его однозначно идентифициро-
вать (например, требуется свернуть три вершины с 
попарно равными значениями этого показателя). 
Вопросы идентификации оптимальной структуры 
и ее валидации, а также разработки устойчивых 
признаков для сравнительного анализа и отбора 
одной из нескольких структур требуют отдельного 
рассмотрения и будут освещены в последующих 
работах авторов. 

Также следует отметить еще одно ограничение: 

не для каждой системы существует причинно-

следственный граф. Использование предложенно-
го алгоритма может быть затруднительно в плохо 
формализуемых областях управления рисками, 
например социальных, политических, экономиче-

ских и иных системах, где причинно-следственные 
связи не закреплены в нормативных источниках. 

С точки зрения практики предложенный алго-
ритм автоматизирует решение задачи построения 

структуры иерархии комплексного оценивания, 

что, во-первых, снижает нагрузку на эксперта, а 
во-вторых, существенно снижает вариативность 
структур в случае, если экспертов несколько. 
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Abstract. Most well-known methods and algorithms for assessing the risks of complex organiza-

tional systems are based on the independence assumption of aggregate risk components. At the 

same time, in practice, risks are often interrelated, i.e., a change in one risk entails a change in 

others. Therefore, when assessing the aggregate risk of organizational systems, their  

complexity––the presence of numerous interrelated risks––should be taken into account. This can 

be done using the integrated rating mechanism as a multicriteria assessment method. In the classi-

cal version, its components––the binary trees of criteria and the logical convolution matrices of 

their values––are set by experts. However, in many cases, experts cannot agree on the structure of 

the integrated rating tree. In such practical situations, formal methods for synthesizing the tree 

structure considering the system specifics are in demand. Even if a method yields a nonunique 

solution, it will ensure the latter’s logical validity, and the results can be used in practical tasks. In 

this paper, the mechanism is extended by replacing the binary integrated rating tree with the di-

chotomous convolution of aggregate risk components of complex organizational systems, based 

on its expert-defined decomposition. An algorithm for identifying the dichotomous convolution 

graph of risk components is proposed, including construction rules and verification criteria. The 

theoretical results are applied to construct a system for assessing the risk of an aviation accident. 
 

Keywords: risk assessment, aggregate risk, integrated rating, binary tree, dichotomous convolution, hierar-

chical risk decomposition, risk of an aviation accident. 
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Аннотация. Рассматривается задача обнаружения дефектов в технических системах, опи-
санных дискретными динамическими линейными моделями, при наличии внешних возму-
щений и шумов измерений с помощью теории зонотопов. Для построения диагностическо-
го зонотопа строится редуцированная (имеющая меньшую размерность) модель исходной 
системы, нечувствительная к внешним возмущениям. Для упрощения процедуры решения 
матрицы редуцированной модели ищутся в идентификационной канонической форме, что 
также позволяет обеспечить устойчивость модели. На основе этой формы строится уравне-
ние, с помощью которого ищется решение минимальной размерности. В случае, когда не-
чувствительность к внешним возмущениям получить не удается, ищется решение с мини-
мальной чувствительностью к ним. На основе полученной модели строится диагностиче-
ский наблюдатель, формирующий невязку для принятия решений о появлении или отсут-
ствии дефекта. Соотношения, полученные при построении этого наблюдателя, положены в 
основу процедуры построения зонотопа, позволяющего обнаружить возникающие дефек-
ты. Теоретические положения иллюстрируются примером решения задачи обнаружения 
дефектов в электроприводе подводного аппарата. Проведенное с помощью пакета 
MATLAB моделирование подтвердило корректность принятых теоретических положений 
и сделанных на их основе построений.  
 

Ключевые слова: дискретные системы, дефекты, диагностические наблюдатели, невязка, возмуще-
ния, шумы измерений, зонотопы.  
 

 

 

Современные технические системы нередко 
выполняют ответственные функции, поэтому 
очень желательным является постоянный контроль 
правильности их функционирования в процессе 
выполнения определенных операций с целью об-
наружения дефектов, которые могут сделать вы-
полнение этих операций невозможным. Такой кон-
троль обычно осуществляется с помощью так 
называемых диагностических наблюдателей, кото-
рые представляют собой программно реализован-
ные редуцированные модели рассматриваемых 
систем.  

Сигнал, формируемый таким наблюдателем, 
сравнивается с показаниями датчиков, установ-
ленных в системе; разность этих сигналов, называ- 
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емая невязкой, служит индикатором правильности 
функционирования системы. В идеальном случае, 
когда внешние возмущения и шумы измерений 
отсутствуют, равенство невязки нулю говорит о 
правильном функционировании, т. е. об отсут-
ствии дефектов, неравенство нулю – об их появле-
нии.  

В реальных системах внешние возмущения и 
шумы измерений всегда присутствуют, поэтому 
невязка не равна нулю даже при отсутствии дефек-
тов. В этом случае для уменьшения числа ошибоч-
ных диагностических решений нередко использу-
ется адаптивный порог, с которым сравнивается 
сигнал невязки. Формирование такого порога – 

непростая задача; в последние годы она решается с 
помощью так называемых интервальных наблюда-
телей, разработанных для оценки вектора состоя-
ния многих классов систем: непрерывных линей-
ных [1, 2], дискретных линейных [1, 3], а также 
нелинейных [4, 5]; в работах [3, 6, 7] наблюдатели 
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характеризуются пониженной размерностью, в 
публикациях [8–10] на их основе решается задача 
диагностирования, где вместо одной невязки фор-
мируются два сигнала так, что при отсутствии де-
фектов значения одного из них становятся 
бо льшими или равными нулю, второго – меньши-
ми или равными нулю. То есть если нуль находит-
ся между невязками, то принимается решение о 
том, что дефектов в системе нет, в противном слу-
чае считается, что дефект появился. В отличие от 
адаптивного порога, значения невязок не зависят 
от управления, что делает процесс принятия реше-
ний о наличии или отсутствии дефектов более 
простым. 

Кроме интервальных наблюдателей, для реше-
ния подобной задачи в последние годы активно 
используются так называемые зонотопы, которые 
представляют собой выпуклые фигуры в много-
мерном пространстве: в статьях [11–14] они стро-
ятся для линейных дискретных систем с постоян-
ными параметрами, в работе [15] для систем с пе-
ременными параметрами, в публикациях [16–18] 

для нелинейных систем; в работе [15] с их помо-
щью решается задача обнаружения дефектов. 
Центр зонотопа и порождающие его матрицы 

определяются на основе диагностического наблю-
дателя и формируемой им невязки. Решение о де-
фектах принимается по аналогии с интервальным 
наблюдателем: если зонотоп включает в себя нуль, 
то считается, что дефектов нет, в противном слу-
чае принимается решение о появлении дефекта. 

Таким образом, зонотопы подобны интерваль-
ным наблюдателям, но характеризуются бо льшими 
возможностями для учета особенностей возмуще-
ния и шумов измерений, в частности, их потенци-
альной коррелированности. Целью настоящей ра-
боты является разработка метода построения зоно-
топов для решения задачи диагностирования дис-
кретных систем. В отличие от работ [11–18], где 
зонотопы строятся на основе исходной системы, 
предлагаемый метод базируется на редуцирован-
ной (имеющей меньшую размерность) модели си-
стемы. Из-за меньшей размерности модели также 
уменьшается размерность пространства, в котором 
находится зонотоп, что влечет за собой сокраще-
ние числа операций по определению его характе-
ристик, а поскольку все такие операции выполня-
ются в реальном масштабе времени, то уменьша-
ется вычислительная сложность процедуры диа-
гностирования. Кроме того, за счет использования 
редуцированной модели в ряде случаев удается 
устранить влияние внешних возмущений на про-
цесс диагностирования и понизить вероятность 

ошибочных решений.  

 

Зонотоп определяется следующим образом 
[11, 12]. Для заданного целого ns   ( n  – размер-
ность рассматриваемой системы) и гиперкуба 

[ 1,  1]s s s
R     зонотоп задается в виде 

, { : ,   },s n s
Z c P c P z R z c Pb b            

где n
c R  – центр зонотопа; n s

P R
  – порожда-

ющая матрица, которая определяет его форму и 
объем. Зонотоп имеет ряд свойств, описание кото-
рых можно найти в статьях [11, 12]; в настоящей 
работе они не потребуются. Как и гиперкуб, зоно-
топ представляет собой выпуклое тело, но может 
иметь более сложную форму. Число s называется 
порядком зонотопа.  

Предполагается, что рассматриваемая система 
описывается дискретной линейной моделью 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

x t Fx t Gu t Lw t Dd t

y t Hx t v t

    
 

          (1) 

где n
Rtx )( , l

Rty )(  и m
Rtu )(  – векторы со-

стояния, выхода и управления; nn
RF

 , 
mn

RG
 , 2nn

RL
 , pn

RD
  и nl

RH
  – по-

стоянные матрицы; 2)(
n

Rtw   – внешние возму-
щения, описываемые зонотопом  wPW ,0  по-

рядка 3s ; l
Rtv )(  – шумы измерений, описывае-

мые зонотопом  vPV ,0  порядка 2s ; функция 
p

Rtd )(  описывает дефект. Предполагается, что 
начальное состояние )0(x  неизвестно, но ограни-
чено зонотопом  )0(),0( xxx PcZ  порядка 1s . 

Кроме того, предполагается, что внешние возму-
щения )(tw  и шумы измерений )(tv  носят случай-
ный характер, дефект )(td  – детерминированный, 
при этом какие-либо ограничения на законы рас-
пределения случайных процессов )(tw  и )(tv  

(кроме определяемых их зонотопами) не наклады-
ваются.  

В указанных предположениях ставится задача 
синтеза диагностического наблюдателя, на основе 
информации от которого можно судить о наличии 
дефектов в системе. Для решения задачи строится 
нечувствительная к возмущению модель 

* * * * * *

* * * *

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

x t F x t J y t G u t D d t

y t H x t R y t

    
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       (2) 

где *
k

x R  – вектор состояния модели; k  – ее 
размерность; *J  и *G  – постоянные матрицы, под-
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лежащие определению; матрицы *H  и *F  задают-
ся в идентификационной канонической форме 
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которая обеспечивает устойчивость модели. 
Остальные матрицы определяются на основе урав-
нения [19, 20] 
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которое имеет нетривиальное решение, если 

)1()   (rank )()(  klLV
kk .                  (5) 

Предполагается, что векторы )(tx  и )(* tx  свя-
заны матрицей  , подлежащей определению:   

)()(* txtx  . 

Известно [19, 20], что матрицы, описывающие 
модель, удовлетворяют уравнениям  

* * * * *

* *

, , ,

0, .

F F J H R H H G G

L L D D

      

  
      (6) 

Для построения модели проверяется условие 
(5), выбирается минимальное значение k , начиная 
с 1k , далее из уравнения (4) определяется строка 

* *1 *( )kR J J  , затем на основе соотноше-
ний 

1 *R H  ,  

1 *i i iF J H   , 1,1  ki ,  

k kF J H  , 

полученных с учетом вида (3), строится матрица 
  и из уравнений (6) определяются матрицы *G  и 

*D . Если условие (5) не выполняется, следует 
найти другое решение уравнения (4). Если условие 

(5) не выполняется при всех nk  , необходимо 
искать робастное решение, минимизирующее 
вклад возмущения в модель, что детально изложе-
но в статье [20]. 

 

Для решения задачи вводится диагностический 
наблюдатель, который строится на основе модели 
(2) и формирует невязку )(tr  для принятия реше-
ний о появлении дефекта: 

* * * * *

* *

* *

ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( ),

ˆ ˆ( ) ( ),

ˆ( ) ( ) ( ).

x t F x t G u t J y t

y t H x t

r t R y t y t

   


 
              (7) 

В отличие от модели (2), которая является вир-
туальным объектом и фактически представляет 
собой часть системы (1), нечувствительную к воз-
мущению, диагностический наблюдатель суще-
ствует реально и формирует невязку. Диагности-
ческие решения принимаются на основе зонотопа, 
конструкция которого определяется следующей 
теоремой.  

Теорема. Если 0)( td , то невязка принадле-
жит зонотопу ( ) ( ), ( )r r rZ t c t P t   , имеющему вид 

0)( tcr , ]   )([)( *** vr PRtPHtP  .           (8) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть переменная *ˆ ( )x t  

принадлежит зонотопу порядка 1s  * * *( ) ( ), ( )Z t c t P t   , 

т. е.  

* * * 1ˆ ( ) ( ) ( )x t c t P t b  ,    1
1

s
b  .                 (9) 

Тогда с учетом уравнения (7) получаем 

* * * * * * * 1ˆ ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )x t F c t G u t J y t F P t b     . 

Поскольку переменная ( )y t  искажена шумами из-
мерений, она принадлежит зонотопу порядка 2s  с цен-
тром ( )xHc t  и порождающей матрицей vP , т. е.  

2( ) ( )x vy t Hc t P b  , 2
2

s
b  ;                 (10) 

где ( )xc t  – центр зонотопа для ( )x t . 

Преобразуем выражение для невязки при отсут-
ствии дефектов с учетом формул (9), (10) и * * .R H H   

Поскольку диагностический наблюдатель устойчив, 
состояния его и системы (1) согласуются после оконча-
ния переходного процесса, т. е. *( ) ( )xc t c t , а тогда  

* * *

* 2 * * * 1

* * 2 * * * 1

* * 1 * 2
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( ) ( ( ) ( ) )
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  

   (11) 

Минус в первом слагаемом может быть опущен, по-
скольку векторы 1b  и 2b  независимы. Из полученного 
следует, что невязка ( )r t  принадлежит зонотопу поряд-
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ка 1 2s s  с центром в нуле и порождающей матрицей 

* * *[ ( )   ]vH P t R P . ♦ 

При появлении дефекта в момент 1t  получа-
ем )1()()( **  tdDtctc x , центр зонотопа 

)(tZr  смещается, и если величина дефекта превы-
шает определенный уровень, определяемый мат-
рицами )(* tP  и vP , зонотоп )(tZr  перестает 
включать в себя нуль. Из теоремы и последнего 
замечания тогда следует, что решения принимают-
ся следующим образом: если )(0 tZr , дефектов 
нет; если )(0 tZr , дефект появился. 

Если модель чувствительна к возмущениям, то 
матрица (5) дополняется элементом wPLH ** .  

Пусть функции )(td  соответствует зонотоп 
 dd PZ ,0  в том смысле, что если dZtd )( , то 

это квалифицируется не как дефект, а как допу-
стимое изменение параметров системы. Нетрудно 
видеть, что этому случаю соответствует расши-
ренная матрица ]     )([)( ***** dvr PDHPRtPHtP  .  

Отметим, что в работах [11–18] зонотопы стро-
ятся на основе исходной системы и размерность 
пространства, в котором они находятся, совпадает 
с размерностью этой системы. В предлагаемом 
методе за счет меньшей размерности модели 
уменьшается размерность пространства, в котором 
находится зонотоп, что приводит к сокращению 
числа операций для определения его характери-
стик и, как результат, к уменьшению вычисли-
тельной сложности процедуры диагностирования. 
Кроме того, редуцированная модель нечувстви-
тельна к внешним возмущениям, что позволяет 
понизить вероятность ошибочных решений. 

 

Рассмотрим дискретизованную модель электропри-
вода [21]: 

1 1 2 1
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       (12) 

где переменные 1( )x t , 2( )x t  и 3( )x t  – это скорость и 
угол вращения вала двигателя и ток якоря соответ-
ственно; коэффициенты 1 6k k  представляют парамет-
ры электропривода и интервал дискретизации; возму-
щение ( )w t  обусловлено наличием внешнего нагрузоч-
ного момента, приведенного к валу двигателя; дефект 

( )d t  вызван изменением активного сопротивления об-
мотки двигателя из-за его перегрева; управление ( )u t  – 

это напряжение, подаваемое на двигатель. Модель (12) 
описывается матрицами 
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Уравнение (4) с 1k   дает * 4 1 5( )J k k k   и 

* 4 1( )R k k  , откуда 4 1( 0 )k k   , * 1 6G k k   и 

* 1D k  . Диагностический наблюдатель (7) принимает 
вид 
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Так как * 0F   и * 1H  , то из выражения (8) полу-
чаем 
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откуда  
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Поскольку центр зонотопа равен нулю, то из фор-
мулы (11) и независимости векторов 1b  и 2b  следует, 
что его нижняя r  и верхняя r  границы равны –0,04 и 
0,04 соответственно.  

Отметим, что зонотоп, построенный методами, 
предложенными в работах [11–18], был бы трехмерным 
телом, в отличие от одномерного зонотопа в рассматри-
ваемом примере, что уменьшает вычислительную 
сложность процедуры диагностирования, сокращает 
время проведения необходимых расчетов и позволяет 
более оперативно принимать диагностические решения.   

Для моделирования рассмотрим систему (12) и диа-
гностический наблюдатель (13), при ( ) 0,3sin( /10)u t t ; 

внешнее возмущение ( )w t  имитировалось случайной 
величиной,  равномерно распределенной на интервале 
(–0,05; 0,05); шумы 1( )v t  и 2 ( )v t  для каждого момента 
t  представляют собой независимые случайные величи-
ны, равномерно распределенные на интервале  
(–0,01; 0,01), т. е. соответствующий зонотоп 0, vV P    

– это квадрат со стороной, равной 0,02, и 

1* 2* 0,01v v  . Для простоты примем 1 2 3k k k  

6 1k  , 4 5 1k k   . 
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Результаты моделирования для начальных условий 
(0) 0x  , *(0) 0,2x  , *ˆ (0) 0,1x   приведены на рисунке, 

где показано поведение невязки ( )r t  и ее нижней и 
верхней границ при появлении дефекта 0,06d   в мо-
мент 50t  . Как видно, на фоне шумов измерений де-
фект достоверно обнаруживается.  

 
 

 
 

 

Поведение невязки и ее нижней и верхней границ при появлении 

дефекта 

 

В статье рассмотрена задача диагностирования 
дискретных линейных систем при внешних воз-
мущениях и шумах измерений с помощью теории 
зонотопов. Для решения задачи была построена 
редуцированная модель исходной системы, нечув-
ствительная к возмущениям. На базе этой модели 
получены соотношения, позволяющие построить 
зонотоп, обнаруживающий возникающие в систе-
ме дефекты. Проведенное компьютерное модели-
рование подтвердило корректность теоретических 
построений.  

Достоинство предложенного метода по срав-
нению с известными состоит в том, что он позво-
ляет уменьшить вычислительную сложность про-
цедуры диагностирования и ослабить ограничения, 
накладываемые на исходную систему, для реше-
ния поставленной задачи. Кроме того, за счет ис-
пользования редуцированной модели в ряде случа-
ев удается устранить влияние внешних возмуще-
ний на процесс диагностирования и понизить ве-
роятность ошибочных диагностических решений. 

Рассмотренный подход может быть распро-
странен на дефекты, носящие случайный характер, 
но описанные детерминированным зонотопом. 
Предполагается распространить этот подход на 

нелинейные системы и случай, когда модель, не-
чувствительную к внешним возмущениям, постро-
ить не удается.  
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Abstract. In this paper, zonotope theory is used to address the problem of detecting faults in 

technical systems described by discrete-time dynamic linear models with exogenous disturbances 

and measurement noise. To construct the corresponding zonotope, a reduced (lower-dimensional) 

model of the original system is developed; this model is insensitive to exogenous disturbances. To 

simplify the solution procedure, the matrices of the reduced model are written in the identification 

canonical form, which also ensures model stability. Based on this form, an equation is derived to 

find a solution of minimal dimension. If the insensitivity to exogenous disturbances cannot be 

achieved, a minimum sensitivity solution is obtained. Based on the resulting model, a diagnostic 

observer is designed that generates a residual for deciding on the presence/absence of faults. The 

observer design formulas are used to construct a fault-detecting zonotope. The theoretical frame-

work is illustrated with a practical problem of detecting faults in an electric drive of an underwa-

ter vehicle as an example. According to the simulation results in MATLAB, the theoretical 

framework is correct. 

 
Keywords: discrete systems, faults, diagnostic observers, residual, disturbances, measurement noise, zono-

topes.  
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НАБЛЮДАЕМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ  
НЕПРЕРЫВНО-ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ И ИХ СТАБИЛИЗАЦИЯ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АСИМПТОТИЧЕСКИХ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ  
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Магнитогорский государственный технический университет им. Г. И. Носова, г. Магнитогорск 

 
 svet.akm_74@mail.ru  

 
 

Аннотация. Рассматриваются вопросы наблюдаемости, построения наблюдателей полного 
и минимального порядков, стабилизации с наблюдателями нелинейных динамических 
систем, описываемых совокупностью дифференциальных и разностных уравнений, а также 
нелинейным уравнением выхода. Состояния данных систем содержат как непрерывные, 
так и дискретные компоненты, поэтому такие системы называют непрерывно-

дискретными, или гибридными динамическими системами управления. Для исследования 
представленных вопросов выполнен переход от нелинейной гибридной системы к 
равносильной в естественном смысле нелинейной дискретной динамической системе. 
Установлены критерий наблюдаемости, достаточные признаки существования 
асимптотических наблюдателей полного и минимального порядков для нелинейных 
гибридных систем, достаточные признаки стабилизации нелинейной гибридной системы с 
построенными асимптотическими наблюдателями. Представлены примеры построения 
асимптотических наблюдателей и стабилизации расширенной системы с такими 
наблюдателями. 
 

Ключевые слова: непрерывно-дискретная система, гибридная система, полностью наблюдаемая 
система, наблюдатель, стабилизирующее управление.  
 

 

 

ВВЕДЕНИЕ  

Нелинейные непрерывно-дискретные (гибрид-

ные) динамические системы служат адекватными 
математическими моделями реальных систем 
управления, функционирование которых носит 
нелинейный характер, а осуществляемые в них 
процессы имеют неоднородную природу. Напри-

мер, это касается систем управления в авиацион-

ной, космической, металлургической, экономиче-

ской и других сферах деятельности [1–4]. Для 
эффективного управления такими системами 
необходимо знать полную информацию о векторе 
состояния гибридной системы. Однако это условие 
трудно реализуемо, так как на практике зачастую 
измерению доступны не все компоненты вектора 
состояния системы. В таких случаях управление 
при помощи обратной связи по состоянию явля-

ется предпочтительным по сравнению с программ-

ным управлением [5], так как позволяет восстано-

вить недоступные для измерения компоненты 
вектора состояния. Это восстановление называется 
оценкой, а устройство, формирующее на выходе 
вектор оценки состояния системы, называется 
наблюдателем и представляет собой динамиче-

скую систему, оценивающую фазовый вектор 
наблюдаемой гибридной системы по измеряемому 
выходу этой системы.  

В настоящее время наработан немалый опыт по 
оцениванию состояний и стабилизации некоторых 
видов нелинейных гибридных систем. Так, для 
систем управления, описываемых нелинейными 

стохастическими дифференциальными уравнени-

ями, предлагаются алгоритмы оценки состояния по 
данным зашумленных дискретных измерений на 
основе разновидностей фильтров Калмана и 
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фильтра частиц [6, 7], для класса нелинейных 
детерминированных систем управления непрерыв-

ного времени с неравномерными дискретными из-

мерениями предложено проектирование импульс-

ного непрерывно-дискретного наблюдателя [8]. 

Синтез наблюдателя на основе скользящего режи-

ма для оценки непрерывного и дискретного состо-

яний нелинейных переключаемых систем управле-

ния представлен в работе [9]. Для нелинейных 
непрерывных систем управления с дискретными 
измерениями и неопределенными возмущениями 
предложен синтез управления на основе непре-

рывного наблюдателя в форме обратной связи [10]. 

В статье [11] на основе метода матричных систем 
сравнения и техники дифференциально-разност-

ных линейных матричных неравенств изложены 
способы оценивания состояний нелинейных 
непрерывно-дискретных систем с неопределенны-

ми возмущениями и синтеза дискретного управле-

ния, обеспечивающего подавление начальных 
отклонений и влияния неопределенных возмуще-

ний. Кроме того, имеются исследования по стаби-

лизации нелинейных гибридных систем с измеряе-

мым выходом без использования наблюдателей, 
если эти системы описываются дифференциаль-

ными уравнениями с различными нелинейностями 
и управлением в виде дискретного регулятора 
обратной связи по состоянию или выходу (см., 
например, работы [12–14]).  

Объектом данного исследования служат нели-

нейные детерминированные непрерывно-дискрет-

ные системы с непрерывным выходом и постоян-

ным шагом дискретизации, состояние которых 
характеризуется набором из двух различных фазо-

вых векторов, один из которых меняется непре-

рывно согласно дифференциальным уравнениям, а 
другой – дискретно с учетом разностных уравне-

ний, содержащих управление. Для подобных сис-

тем, не содержащих уравнений выхода, проводи-

лись исследования, направленные на поиск опти-

мального управления (см., например, работы [1, 4] 

и имеющуюся в них библиографию); кроме того, 
для указанных систем без измеряемого выхода 
автором в статьях [15, 16] были установлены 
достаточные признаки и способы стабилизации. 
Однако вопросы оценивания состояний и стабили-

зации указанных систем с непрерывным выходом 
требуют дополнительного изучения.  

В настоящей работе предложены общие под-

ходы к синтезу асимптотических наблюдателей 
полного и минимального порядков для нелиней-

ных детерминированных непрерывно-дискретных 
систем с непрерывным выходом, имеющих посто-

янный шаг дискретизации, и к решению задач 
стабилизации указанных систем с использованием 
асимптотических наблюдателей. Данные подходы 
основаны на переходе от нелинейной непрерывно-

дискретной (гибридной) системы к равносильной в 
естественном смысле нелинейной дискретной 
системе и учитывают идеи Д. Люенбергера [17, 18] 
относительно синтеза наблюдателей. 

Новизна проведенного исследования состоит в 
следующем: 

 установлены критерий наблюдаемости нели-

нейной гибридной системы с непрерывным выхо-

дом и необходимое условие наблюдаемости равно-

сильной нелинейной дискретной системы с 
дискретным выходом; 

 установлены достаточные признаки существо-

вания асимптотических наблюдателей полного и 
минимального порядков для нелинейной гибрид-

ной системы с непрерывным выходом и представ-

лены новые модели наблюдателей, учитывающие 
линейную часть уравнений выхода и нелинейность 
равносильной дискретной системы; 

 установлены достаточные признаки стабили-

зации нелинейной гибридной системы, а также 
разработаны алгоритмы построения асимптоти-

ческих наблюдателей полного и минимального 
порядков для такой системы и ее стабилизации с 
использованием наблюдателей. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается нелинейная непрерывно-

дискретная (гибридная) система вида 

      
        
      

1

1 1

, ,    ,

, , ,   

, , 0,1,2, ,

k k k

k k k k

k

x t f x t y t t t t

y t g x t y t u t

w t x t y t k



 

   
 


   

         (1) 

где   n
x t R ,   m

ky t R  – векторы состояний 

системы (1);   q
ku t R  – управление (вход); 

  p
w t R  – выход системы   ,p n m   моменты 
времени tk задают на множестве R равномерную 
сетку с постоянным шагом 1 0k kh t t    и 
узлами ,kt kh  0, 1, 2,k  ; функции f (x, y), g (x, 

y, u), φ (x, y) непрерывно дифференцируемы по 
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совокупности переменных, при этом выполняются 
соотношения  

     0, 0 0,   0, 0, 0 0,  φ 0, 0 0,f g  
  

     (2) 

т. е. при u = 0 система (1) имеет точку равновесия  
x = 0, y = 0.  

Рассмотрим систему (1) с начальными усло-

виями    0 0 0 0,  x t x y t y  . Тогда на каждом от-

резке [ 1,   ]k kt t  ,  k N    0N N    0, 1, 2, ,  

при выбранном управлении u  (т. е. при заданной 
последовательности  ,   )ku t k N  можно найти 

решение      ψkx t t  задачи Коши  x t 

      ,   ,   , k k kf x t y t x t x  и векторы  1kx t  

 1ψ , k kt         1 1 ,   , . k k k ky t g x t y t u t   Поэтому 
при выбранном управлении u  состоянием 
системы (1) в момент времени  1,  k kt t t   назовем 

пару       ,   , kz t x t y t  где    ψkx t t , k N . 

Важным свойством динамических систем, 
обеспечивающим безопасность и эффективность 
их функционирования, служит их (полная) 
наблюдаемость. Наличие свойства наблюдаемости 
у системы (1) зависит от шага сетки 0.h   

Поэтому с учетом изложенного в работе [19] 

примем следующее 

Определение 1. Система (1) называется 
наблюдаемой (полностью наблюдаемой) при 
заданном 0h  , если существует число 

  l N l n m    такое, что для любых четверок 

        1 1 1 1,   ,   , k ku t x t y t w t ,      2 2 2,  , , k ku t x t y t

 2w t , заданных на промежутке ,   1  k kt t   и 
удовлетворяющих системе (1), из равенства входов 
и выходов 

       1 2 1 2,   ,k ku t u t w t w t   1,   k kt t t  , 0,  k l , 

следует равенство соответствующих компонент 
состояний 

       


1 2 1 2

,   1

,  ,  

  , 0, .

k k

k k

x t x t y t y t

t t t k l

 

  
 

Тогда по известным значениям входа   ku t  и 

выхода  w t  при  1,  ,k kt t t   0,  k l , можно 

однозначно определить состояние  z t  при 

 1,  , k kt t t  0,k l , системы (1) и сделать выводы 
о процессах, происходящих в этой системе.  

Отметим, что система (1) может быть 
ненаблюдаемой при некотором 0h  , если 
существует вход такой, что различным состояниям 

этой системы соответствуют одинаковые выходы, 
т. е. найдутся различные начальные данные 

 0 0 0,   ,z x y   0 0 0,  z x y  и вход  * ,   ,ku t k N  

такие, что для соответствующих состояний 

 z z t  и  z z t  выходы удовлетворяют 

условию      w z t w z t  при 0.t   

Основными задачами в настоящей статье 
являются установление признаков наблюдаемости 
системы (1), условий существования асимптоти-

ческих наблюдателей и их построение для этой 
системы, а также исследование вопроса стабили-

зации системы (1) с построенными наблюдате-

лями. Для решения поставленных задач предла-

гается выполнить переход от гибридной системы 
(1) к равносильной в естественном смысле 

нелинейной дискретной системе с выходом. 
 

2. ПЕРЕХОД К РАВНОСИЛЬНОЙ ДИСКРЕТНОЙ 
СИСТЕМЕ С ВЫХОДОМ 

Исходя из соотношений (2), функции 
     ,   ,   ,   ,   , φ ,  f x y g x y u x y  в окрестности точек 

0,    0x y   и 0,   0,  0x y u    по формуле 
Тейлора (Маклорена) представимы в виде 

   
   

   

1 1

2 2

1 2
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где 
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2 2

1 2
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при этом гладкие нелинейные функции  , ,a x y

   , , ,   ,  b x y u c x y  удовлетворяют соотношениям 

       , ,  ,  a x y o x y c x y o x y      

при 0,x y   



 

 
 

 

 
 

 ●

   , ,  b x y u o x y u    при 0,x y u    

т. е. являются бесконечно малыми более высокого 
порядка малости, чем x y   x y u   при 

0x y    0 .x y u    

Здесь и далее запись   означает евклидову 
норму вектора в соответствующем пространстве 
действительных чисел, или норму матрицы. 

Пусть      ,   ,   ,k k k k k kx t x y t y u t u    тогда 
система (1) равносильна гибридной системе  

      
 

      

1 1 1

1 2 1 2 1
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



(3) 

Пусть 1det 0,A   тогда, применяя оператор 
сдвига по траекториям системы  ,  x f x y  за 
время от 0t   до t h  [20], выполним переход от 
системы (3) к дискретной системе  
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(4) 

где I – единичная матрица соответствующей 
размерности, 

 

   1 1

ε ,  ; 

( ,  , , ) ,

k

k

k

k k

t h

t h A sA

k k k

t

x y h

e e a p s x y y ds


 



 
 

причем  , , k kx p t x y   решение задачи Коши 

   1 1 ,   ,    ,k k k kx A x B y a x y x t x      

 
   

     
2 1

1 1

,  ,  ; 

,  ;  ,   ,    ,  
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     (5) 

Компактная запись системы (4) имеет вид 

   
   

1 ,   ,   ,

,   ,   ,

k k k k k

k k k

z A h z Bu z u h

w D h z z h k N

    


   
         (6) 

где 
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1 1 1 1 2 ,A h A h

D h D e D A e I B D
      

где  O  – нулевая матрица соответствующей 
размерности. 

Используя результаты работы [20], равенства 
(5), можно доказать, что  

   ξ ,   ,  z u h o z u   при 0, z u   

     ,z h o z   при 0.z   

Системы (1) и (4) в естественном смысле 
равносильны, поскольку по решению   ,  kx t y  

системы (1) с выходом w(t) можно найти решение 

 , k kx y  системы (4) с выходом kw  и наоборот 
[15, 20], следовательно, системы (1) и (6) также 
равносильны. Введем 

Определение 2. Система (6) называется 
наблюдаемой (полностью наблюдаемой) при 
заданном 0h  , если существует число 

  l N l n m    такое, что для любых троек 
      1 1 1

,   ,  ,k k ku z w  
      2 2 2

,   ,   ,k k ku z w  0,   ,k l  удовлет-

воряющих системе (6), из равенства входов и 
выходов 

       1 2 1 2
,  ,k k k ku u w w      0,k l , 

следует равенство состояний 

   1 2

k kz z , 0,k l . ♦ 

Тогда справедлива  
Теорема 1. Гибридная система (1) наблюдаема 

при заданном 0h   в том и только том случае, 

если наблюдаема дискретная система (6) при 
0.h   

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть система (1) 
наблюдаема при заданном 0h  . Введем обозначения 

   
, 

i

i k ku t u             
,   ,   ,

i i i

i k i k i kk k kx t x w t w y t y    где 

1, 2; i  0,   .k l  Если        1 2 1 2,  w t w t x t x t   при 

 1,   ,k kt t t  0, ,k l  то        1 2 1 2
,   ,   0,   .k k k kw w x x k l    



 

 
 

 

 
 

   ●

Тогда из определения 1 следует: если    1 2
,k ku u  

   1 2

k kw w , то    1 2

k kx x  и    1 2

k ky y , т. е.    1 2

k kz z , 

0,k l . Значит, для любых троек       1 1 1
,   ,  , k k ku z w  

      2 2 2
,   ,k k ku z w , 0, ,k l  удовлетворяющих системе (6) 

при данном 0h  , из равенства входов и выходов 
следует равенство состояний, что означает 

наблюдаемость системы (6) при 0.h    

Пусть теперь система (6) наблюдаема при 0h  . 

Тогда из равенства    1 2

k kz z , 0, ,k l  следует 
   1 2

k kx x  и    1 2
, k ky y  0,   ,k l  т. е.    1 2 ,  k kx t x t

   1 2k ky t y t , и в силу единственности решения 

задачи Коши    , ,   ,   0,   ,k k kx f x y x t x k l    

выполняется равенство    1 2x t x t  при  1,  , k kt t t   

.  0,  k l  Так как         1 2 1 1φ , k k k kw w x y  

    2 2φ , k kx y 
 

      1 1 2φ ,   φ , k k kx t y t x t

      2 1 1φ , k ky t x t y t 
 

    2 2φ ,  kx t y t 

   1 2w t w t   при  1,   ,k kt t t     ,0, k l  то из 
определения 2 и приведенного объяснения следует: 
если          1 2 1 2 1,   ,   , ,   0,   ,k k k ku t u t w t w t t t t k l     

то    1 2

k kx x  и    1 2
,  0,   ,k ky y k l   а значит, 

       1 2 1 2,   k kx t x t y t y t  , что означает наблюдае-

мость системы (1) при 0.h   ♦ 

 

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ НАБЛЮДАТЕЛЯ 
ПОЛНОГО ПОРЯДКА ДЛЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ 

Здесь и далее условимся рассматривать 
системы (1) и (6) при некотором значении 

0 0h h  . Тогда системой первого приближения 
для дискретной системы (6) является система вида 

1 0

0

,

,    . 

k k k

k k

z A z Bu

w D z k N

  


 
                       (7) 

где    0 0 0 0,   .A A h D D h   

Если пара  0  0, A D , или система (7), наблю-

даема, то согласно ранговому критерию наблю-

даемости линейных стационарных систем [19], 

выполняется условие 

   2 1
T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0rank ,  ,  , , .

n m
T

D A D A D A D n m
      

 

Поэтому имеет место 

Теорема 2. Если система (6) наблюдаема, то 
пара  0 0, A D  наблюдаема. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия теоремы следует 
наблюдаемость системы 

 
 

1 0 0

0 0

, , ,

, , .

k k k k k

k k k

z A z Bu z u h

w D z z h k N

    


   
             (8) 

Тогда, учитывая определение 2, составим из 

соотношений (8) последовательно l n m    равенств

 
   

     

   

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

2

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2 0

2 2
1 2 2

1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0

γ , ,
ξ , , γ , ,

ξ , , ξ , , γ , ,
...

ξ , , γ , ,
n m n m

n m n m i n m i

n m i i i n m

i i

w D z z h

w D A z D Bu D z u h z h

w D A z D A Bu D A z u h D Bu D z u h z h

w D A z D A Bu D A z u h z h
   

       
   

 






 

   

     

  



 









 

из которых следует 

 

   

     

 

0 0 00

1 0 0 0 0 0 0 1 00 0

2

0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 2 0

1 2 2
2 20 0

1 0 0 0 0

0

0

0

0

γ ,

ξ , , ,

ξ , , ξ , , γ ,

...

,

.

ξ ,

.

γ

.

n m n m n m
n m i n m i

n m i i i n

i i

w z hD

w D Bu D z u h z hD A

D A w D A Bu D A z u h D Bu D z u h z h

D A
w D A Bu D A z u h

z

z
     

     
  
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 
 
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 
 
 
 




   

    

      1 0

.

,m h

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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Поскольку система (8) наблюдаема, то по известным 
значениям входов    0, 2ku k n m    и выходов 

   0,   1kw k n m    однозначно определяются состоя-

ния    0, 1kz k n m   . Тогда в полученном равенстве 

справа стоит постоянный вектор, а произведение слева 
представляет собой вектор, компоненты которого 
являются линейными комбинациями компонент вектора 
состояния 0z . Таким образом, имеется  n m p  

равенств относительно компонент однозначно 
определенного вектора 0 ,n m

z R
  поэтому только 

n m  строк матрицы 

   2 1
T T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0,  ,   , ,

n m

D A D A D A D
    

 

являются линейно независимыми. Следовательно,  

   2 1
T T T T T T T
0 0 0 0 0 0 0rank ,   ,  , ,  ,

n m

D A D A D A D n m
      

 

т. е. пара  0 0 ,A D  наблюдаема [19]. ♦ 

Следствие 1. Если система (6) наблюдаема, то 
система (7) наблюдаема .  

Ниже для краткости формулировок 
используется обозначение 1,A   подразумева-

ющее, что все собственные значения λ квадратной 
матрицы A  удовлетворяют условию 1.   

Исходя из результатов работы [15], теоремы 2 и 
учитывая подход Д. Люенбергера к синтезу 
наблюдателей полного порядка для линейных 
систем, установим справедливость следующего 
утверждения. 

Теорема 3. Пусть пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Тогда существует матрица  n m p
K R

   такая, 

что решения системы (6) и системы 

 
 

1 0 0 0

0  , , ,  ,

k k k k

k k

A KD v Bu KD z

z u h k N

v      

 
           (9) 

удовлетворяют условию 

0 0lim 0     ;  , .q n m
k k k

k
z v u R z v R




      

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Положим 
,   , k k kp z v k N    где ,    k kz v  решения системы  6  

и системы (9) с учетом выбранного управления u, т. е. 
при заданной последовательности ,  ku k N . Тогда  

1 1 1k k kp z v    , т. е. имеет место система 

 1 0 0 ,  k kp A KD p k N    .                  (10) 

Определим, существует ли матрица  n m p
K R

   такая, 
что система (10) является асимптотически устойчивой. 

По условию теоремы пара  0 0,A D  наблюдаема, 
тогда из принципа двойственности Калмана следует 
полная управляемость пары  T T

0 0, A D , а значит, и 

полная управляемость пары  T T
0 0,  A D . Тогда система  

T T
1 0 0 ,k k kz A z D u    

стабилизируема [15], т. е. существует матрица 
 T p n m

K R
   такая, что T T T

0 0A D K  < 1. Тогда 

0 0 1A KD  , где  n m p
K R

   и, следовательно, 
система (10) является асимптотически устойчивой. 
Следовательно, lim 0 k

k
p


  0 0;  , .q n m

ku R z v R
    ♦ 

Следствие 2. Если система (6) наблюдаема, то 
для нее существует система (9). 

Систему (9) назовем наблюдателем системы 
(6), при этом система (9) является асимптоти-

ческим наблюдателем полного порядка, поскольку 
вектор n m

kv R
  оценки вектора состояния систе-

мы (6) асимптотически сходится к вектору состоя-

ния n m
kz R

  этой системы. Динамическая 
система (9) является асимптотическим 

наблюдателем полного порядка и для гибридной 
системы (1) на промежутке дискретного времени 
 0 ;t  , так как состояния  , k kv v t  ,k N  

системы (9) рассматриваются как оценки 
соответствующих состояний системы (6), а 
состояния систем (1) и (6) совпадают в моменты 
времени ,  .kt t k N   

4. СТАБИЛИЗАЦИЯ СИСТЕМЫ С НАБЛЮДАТЕЛЕМ 
ПОЛНОГО ПОРЯДКА 

Рассмотрим задачу асимптотической стабилиза-

ции нулевого положения равновесия системы (1) 
при помощи динамической связи по выходу с 
использованием оценки состояния системы 
асимптотическим наблюдателем (9) и покажем 
применимость принципа разделения для решения 
этой задачи. Данный принцип предполагает стаби-

лизацию системы с помощью отдельного построе-

ния стабилизирующей обратной связи по состоя-

нию и наблюдателя для оценки состояния системы 
с последующей подстановкой оценки состояния в 
обратную связь [21]. С учетом изложенного в 
работе [15] имеет место 

Теорема 4. Пусть система (6) имеет 
стабилизирующее управление ,   ,k ku Fz k N   с 

матрицей  q n m
F R

   и является наблюдаемой, 



 

 
 

 

 
 

   ●

при этом система (9) является наблюдателем 
системы (6). Тогда решение 0,  0,  0x y v    

расширенной системы (1), (9) с управлением 
   ,   ,k ku t Fv t k N   является асимптотически 

устойчивым.  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ,   .k ku Fv k N   

Запишем систему (6) (без учета выхода) и систему (9) в 
переменных ,   , k kz p  где k k kp z v  , .k N  Тогда 
получим систему 

    
 

1 0 0

1 0 0

,  , ,

,    ,

k k k k k k

k k

z A BF z BFp z F z p h

p A KD p k N





      


  
(11) 

или в матричной записи 

  1 0

1

,  ,
,

,

k k k k k

k k

z z z F z p h
G

p p O

k N





     
       

      


     (12) 

где 0

0 0

A BF BF
G

O A KD

  
   

 – блочно-треугольная 

матрица порядка  2 n m . 

Тогда      0 0 0G A BF A KD        спектр 

матрицы .G  Поскольку , k ku Fz  ,k N  – стабилизи-

рующее управление системы (6), то 0 1A BF   [15]. 

Учитывая наблюдаемость системы (6), теорему 2 и до-

казательство теоремы 3, установим, что 0 0 1.A KD   

Следовательно, 1G  .  

Пусть     0
0

,  ,
,  ,

k k k
k k

z F z p h
z p h

O

  
   

  
. 

Тогда, учитывая, что    , ,z u h o z u    при 
0,z u   установим:   0,  ,k k kz F z p h  

 k ko z p   при 0,k kz p   значит, 

   0,  ,k k k kz p h o z p    при 0.k kz p   

Тогда, согласно изложенному в работе [20], система 
(12), иначе система (11), имеет асимптотически 
устойчивое решение 0, z   0p  . В таком случае 
расширенная система (6), (9) с управлением , k ku Fv

 ,k N   имеет асимптотически устойчивое решение 
0, 0.z v   Значит, соответствующая ей расширенная 

система (1), (9) с управлением    , k ku t Fv t  ,k N  

имеет асимптотически устойчивое решение 
0,   0, 0x y v    [20]. ♦ 

Отметим, что стабилизация динамической 
системы (1) с наблюдателем имеет ряд 
преимуществ по сравнению с ее стабилизацией без 
наблюдателя. Одно из них связано с повышением 

надежности управления, при этом под надеж-

ностью управления системой понимается 
свойство, характеризующее систему с точки 
зрения возможности достижения поставленной 
цели управления [22]. А именно, во всех реальных 
системах, в том числе и тех, моделью которых 
служит система (1), всегда присутствуют 
внутренние шумы [23]. Эти шумы являются 
случайными воздействиями, которые не могут 
быть отражены в математической модели системы, 
но могут приводить к существенным изменениям в 
ее поведении, если, например, параметр h системы 
(1) находится вблизи точки бифуркации. При этом 
если вектор выхода  w t  имеет размерность 
p n m  , то измерению доступны не все 

компоненты вектора состояния системы (1), а 
лишь некоторые их линейные комбинации, тогда 
стабилизирующее управление, построенное по 
неполным данным о состоянии системы, может не 
дать желаемого результата [21]. Если же для 
стабилизации системы (1) использовать наблюда-

тель, то его состояние в некоторый момент 
времени является оценкой состояния системы в 
этот момент времени, т. е. наблюдатель моделиру-

ет систему в реальном времени и оценивает все 
компоненты вектора состояния этой системы, 
реализуя качественную обратную связь, особенно 
если этот наблюдатель является асимптотическим. 
Такой наблюдатель обеспечивает асимптотическое 
по времени убывание ошибки оценки состояния 
системы (1), а значит, задача стабилизации 
системы (1) с наблюдателем решается успешно. К 
тому же, поскольку стабилизация системы с 
наблюдателем позволяет восстановить недоступ-

ные для измерения компоненты вектора состояния, 
то исключается установка в реальной системе 
дополнительных физических датчиков и тем 
самым улучшаются эксплуатационные и стоимо-

стные характеристики системы управления [24]. 
 

5. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ПОСТРОЕНИЕ  
НАБЛЮДАТЕЛЯ МИНИМАЛЬНОГО ПОРЯДКА  

ДЛЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ  

Требование к пониженной размерности наблю-

дателя является актуальным в теории автомати-

ческого управления, так как наблюдатель 
пониженного порядка позволяет упростить анализ 
и синтез динамической системы, снизить 
требовательность к ресурсам вычислительного 
устройства, на котором реализуется этот 
наблюдатель, сократить время оценки фазового 
вектора системы [25].  
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Построение наблюдателя полного порядка для 
системы (1) учитывало линейную часть выхода 

p
kw R  и нелинейную функцию  0, ,k kz u h  в 

системе (6) (см. § 3). Применим эту идею и к 
построению наблюдателя пониженного порядка. 
Имеем: p

kw R , n m
kz R

 , тогда линейная часть 
выхода 0 kD z  представляет собой p  линейных 
комбинаций от n m  переменных состояния, 
поэтому в общем случае необходимо восстановить 
не более чем n m p   переменных состояния. 
Данная идея реализуется при синтезе наблюдателя 
пониженного порядка, при этом наблюдатель 
порядка n m p   считается наблюдателем 
минимального порядка [18]. Будем называть 
наблюдатель минимального порядка также 
минимальным наблюдателем. 

Для линейных динамических систем без 
возмущений построение минимальных наблюда-

телей представлено в работах [17, 18, 25, 26] и др. 
Воспользуемся подходом Д. Люенбергера, изло-

женным в работе [26], и идеей синтеза системы (9) 

для построения минимального наблюдателя нели-

нейной дискретной системы (6) .  Для этого будем 
полагать, что пара  0 0,A D  наблюдаема и 

выберем матрицу  r n m
M R

  , где r n m p   , 

так, чтобы  

0

rank .
M

n m
D

 
  

 
                      (13) 

Пусть k ks Mz , тогда выполняется равенство 

0 0

k

k

k

s M
z

D z D

   
   

   
                       (14) 

и, в силу полноты ранга матрицы T T
0,  M D   , для 

восстановления вектора kz  достаточно построить 
оценку вектора ks . Для простоты рассуждений 
положим, что r n m p   , тогда из равенства 
(14) следует  

1

0 0

,
k

k

k

M s
z

D D z


   

    
   

 

и если полагать, что ks   оценка вектора ks , то 
оценка фазового вектора kz  системы (6) будет 
иметь вид  

1

0 0

.
k

k

k

M s
z

D D z


   

    
   

                     (15) 

Для оценки вектора ks  будем использовать наблю-

датель порядка  n m p   вида 

 1 0 0, , ,k k k k k ks Ls ED z Tu M z u h     
 
 (16) 

где ,  , ,   L E T M    постоянные матрицы, явля-

ющиеся параметрами наблюдателя (16) и подлежа-

щие дальнейшему определению. Тогда справед-

лива 

Теорема 5. Пусть пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Тогда существуют матрицы    n m p n m p
L R

     , 
 

,
n m p p

E R
    

 n m p q
T R

   ,    n m p n m
M R

     

такие, что решения системы (6) и системы (16) 

удовлетворяют условию  

0 0lim 0     ,   , .q n m n m p
k k k

k
Mz s u R z R s R

  


       

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пара  0 0,A D  наблюдаема, 

тогда существует матрица    n m p n m
M R

    , для 
которой выполняется условие (13). Пусть ,k ks Mz  где 

    kz k N  решение системы  6 ,  тогда ошибка 

наблюдения k k kp s s   удовлетворяет разностному 
уравнению 1 1 1k k kp s s    , т. е. с учетом формулы 
(16),  

 
  

1 0 0

0 0

, ,

, , ,

k k k k k

k k k k k k k

p MA z MBu M z u h

Ls Ls LMz ED z Tu M z u h

     

      
  

   1 0 0 .k k k kp Lp MA LM ED z MB T u        

Для того чтобы ошибка наблюдения стремилась к 
нулю, выберем параметры наблюдения из условий 

0 0

1,

,

.

L

ED MA LM

T MB

 
  
 

 

Поскольку пара  0 0,A D  наблюдаема, то рассуждая 
аналогично изложенному в работах [17, 18], можно 
установить, что система данных условий, с учетом 

формулы (13), разрешима. В таком случае система 
1  ,   ,k kp Lp k N    асимптотически устойчива, значит, 

lim 0 k
k

p


  0,   , q n m p
ku R p R

     т. е.

 lim 0k k
k

Mz s


   0 0,    ,    .q n m n m p
ku R z R s R

       ♦ 

Систему (16) назовем асимптотическим наблю-

дателем минимального порядка системы (6) 

(системы (1)) или асимптотическим минималь-

ным наблюдателем системы (6) (системы (1)), 

оценивающим вектор kMz  (вектор  kMz t ) на 
промежутке дискретного времени  0 ;t  , где 

0 ,kt h k  k N . 
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Для синтеза наблюдателя (16) можно 
воспользоваться следующим алгоритмом [26]: 

1. Найти матрицу  n m p
K R

   такую, что 
0 0 1,A KD   и построить матрицу 

 1diag , , ,n m      где 1, , n m     собствен-

ные значения матрицы 0 0A KD . 

2. Найти матрицу    n m n m
P R

    левых соб-

ственных векторов матрицы 0 0A KD , при этом 

0 0( ) .P A KD P    

3. Составить матрицу M , выбрав n m p   

строк из матрицы P  так, чтобы 
0 0( ) MM A KD M    и выполнялось условие (13), 

где  M  матрица порядка n m p  , являющаяся 
подматрицей матрицы ,    которая соответствует 
матрице M. 

4. Найти матрицы ,  , ML E MK T MB     и 
составить наблюдатель (16). 

Замечание. Параметры наблюдателя (16) 
можно находить и по другому алгоритму: сначала 
выбрать произвольно ненулевую матрицу 

   n m p n m p
L R

     , для которой выполняется 
условие 1,L   и постоянную матрицу 

 
,

n m p p
E R

    затем из условия 0 0ED MA LM   

найти неизвестную матрицу    n m p n m
M R

     и 
проверить выполнимость условия (13), а затем 
найти матрицу  n m p q

T MB R
    . 

Рассмотрим вопрос стабилизации системы (1) с 
наблюдателем (16). 

6. СТАБИЛИЗАЦИЯ ГИБРИДНОЙ СИСТЕМЫ  
С НАБЛЮДАТЕЛЕМ МИНИМАЛЬНОГО ПОРЯДКА 

Учитывая выражение (15), найдем оценку 
 k kz z t  фазового вектора системы (1) в 

моменты времени 0 ,kt h k  k N . Тогда вопрос 
стабилизации системы (1) с наблюдателем (16) 
сводится к вопросу стабилизации расширенной 
системы (1), (16), при этом с учетом принципа 
разделения и изложенного в работе [15] имеет 
место 

Теорема 6. Пусть система (6) имеет 
стабилизирующее управление , k ku Fz  ,k N  с 

матрицей  q n m
F R

   и является наблюдаемой, 

при этом система (16) является минимальным 
наблюдателем системы (6). Тогда решение 

0,  0,  0x y s    расширенной системы (1), (16) с 

управлением    ,  k ku t Fz t  ,k N  является 
асимптотически устойчивым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 2 пара 
 0 0,A D  наблюдаема, при этом система (16) – 

наблюдатель системы (6) ,  тогда для матрицы 
   n m p n m

M R
     в формуле (16) выполняются 

условия (13) и (15). Следовательно,  
1

1 1
1 1

0 0 1 0 1

1

1 1
0

,

k k
k k

k k

k k

M s s
z z

D D z D z

M I
p Sp

D O


 

 
 



 

      
         

      

   
    

  

 

где 
1

0

 
M I

S
D O


   

    
  

. Отсюда получим ,k k kz z Sp   где 

,k k kp s s   . k N    

Запишем систему (6) (без учета выхода) и систему 
(16), с учетом доказательства теоремы 5, в переменных 

, k kz p  с , k ku Fz    ,k N  тогда 

    1 0 0, ,k k k k k k kz A z BF z Sp z F z Sp h      , т. е. 

    1 0 0, , ,k k k k k kz A BF z BFSp z F z Sp h       и 

1 ,   ,k kp Lp k N    где 1L  . Рассмотрим систему  

    1 0 0

1

,  , ,

,    ,

k k k k k k

k k

z A BF z BFSp z F z Sp h

p Lp k N





      


 
 

или в матричной записи 

 1
0

1

,  ,
k k

k k
k k

z z
G z p h

p p





   
      

   
, ,k N  

где 
0A BF BFS

G
O L

  
  
 

 – матрица порядка 

 2 , n m p       0
0

,  ,
,  ,

k k k
k k

z F z Sp h
z p h

O

  
   

  
. 

Поскольку ,k ku Fz     ,k N  – стабилизирующее 
управление системы (6), то 0 1A BF   [15], 1L  , 

значит, 1.G   При этом   0,  ,k k kz F z Sp h  

 k ko z p   при 0k kz p  , тогда 

   0,  ,k k k kz p h o z p    при 0k kz p  . 

Следовательно, полученная система имеет асимпто-

тически устойчивое решение 0,  0z p   [20]. Тогда 
расширенная система (6), (16) с управлением , k ku Fz

,k N  имеет асимптотически устойчивое решение 
0,   0, z s   значит, расширенная система (1), (16) с 

управлением  ,   ,k ku Fz t k N   имеет асимптотически 
устойчивое решение 0,   0,   0x y s    [20]. ♦ 
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7. ПРИМЕР 

Рассмотрим задачу построения асимптотических 
наблюдателей полного и минимального порядков для 
нелинейной гибридной системы  

   

     

2
1

1 1

( ) ( ),    ,

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ),   

4 3 ( ) 2 ( ),   ,       

, ,  ,

k k k k

k k k k k k

k k

x t x t y t y t t t t

y t x t y t u t u t y t

w t x t y t x t y t k N

x y w R



 

     
     
    





 

и задачу стабилизации этой системы с построенными 
наблюдателями. 

Из теорем 3 и 5 следует, что решение задачи постро-

ения наблюдателей возможно, если пара  0 0,A D  

наблюдаема, т. е. если T T T
0 0 0rank ,  2.D A D     Заметим, 

что при 0

3
ln

2
h   данная система равносильна дискрет-

ной системе, компактная запись которой имеет вид (8), 
где  

 

   

0

2

0 2

2 3
0 0

3 / 2 1/ 2 0
,    , 

3 / 2 1/ 2 2

/ 2
, ,  , 

/ 2

  6 1 ,  , 3 3 .

k
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y
z u h

y u y

D z h y x y y

   
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 
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    

 

Поэтому при 0

3
ln

2
h   пара  0 0,A D  наблюдаема. 

Пусть 1

2

k
K

k

 
  
 

, тогда 0 0A KD 

1 1

2 2

1,5 6 0,5

1,5 6 0,5

k k

k k

   
      

, и характеристическое 

уравнение полученной матрицы можно записать в виде 

   2
1 2 1 26 1 1,5 3 1 0.k k k k         

Найдем значения 1 2, k k  такие, чтобы 1,2 1.   

Например, если 1 2

1 1
, 

2 3
      то 

79 / 342

25 /114
K

 
   

. 

Значит, получим следующий наблюдатель второго 
порядка (9) для данной системы:  

1,1 ,1 ,2

2

1,2 ,1 ,2

2

13 125 79
( ) ( ) ( ) ( )

114 171 57

79 1
( ) ( ),

342 2

7 16 25
( ) ( ) ( ) 2 ( ) (

38 57 19

25 1
( ) ( ) ( ) ( ),   .

114

)

2

k k k k

k k

k k k k k

k k k k

v t v t v t x t

y t y t

v t v t v t u t x t

y t y t u t y t k N





    



 

     

    






(17) 

Используя изложенное в работах [15] или [16], 
построим стабилизирующее управление для системы 

 1 0 0, ,k k k k kz A z Bu z u h    . Так, применяя алго-

ритм, изложенный в статье [16] (полагая 

  1 2

1 2
1   0 ,   , 

4 3
g       ), построим стабилизиру-

ющее управление  
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,  .
24 24

k k ku x y k N    

Тогда, согласно теореме 4, стабилизирующим управ-

лением для данной системы с наблюдателем (17) 
является  

,1 ,2
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( ) ( ) ( ),  .

24 24
k k ku t v t v t k N    

Действительно, равносильная данной системе при 

0

3
ln

2
h   соответствующая дискретная система (6) с 

наблюдателем (17) и найденным стабилизирующим 
управлением примет вид 
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   ,1 ,2 ,1 ,2, ,,k k k k k k k kv v vx y v o x y      при 

,1 ,2 0k k k kv vx y    , что и означает асимпто-

тическую устойчивость нулевого решения расширенной 
дискретной системы с наблюдателем (17). Тогда, 
согласно теореме 4, данная нелинейная гибридная 
система с наблюдателем (17) при управлении 

,1 ,2

53 7
( ) ( ) ( ), 

24 24
k k ku t v t v t   ,k N  имеет асимптотиче-

ски устойчивое решение 0,  0,  0x y v   . 
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Построим минимальный наблюдатель порядка 
1n m p    вида (16) для данной системы. Для синтеза 

такого наблюдателя воспользуемся приведенным в § 5 

алгоритмом и матрицей 
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0
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k N . Тогда при 0

3
ln
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h   расширенная система, 

составленная из равносильной дискретной системы и 
построенного наблюдателя (18) при данном управлении 
примет вид   

 
1

1

1

  , , ,

k k

k k k k k

k k

x x

y G y x y s

s s







   
         
      

 

где 

3 1
0

2 2

10 11 5

3 36 36

118 59 17

3 9 9

G

  
 
   
 
 
  

, 

 

2

2

2

1

2

7 5 29
, , ,

72 72 12

19 25 145

36 36 6

k

k k k k k k k k

k k k k k

y

x y s y s y x y

y s y x y

 
 
 
      
 
  
  

  

  1 1 2
,    ,

2 4 3
G

     
 

и    , ,k k k k k kx y s o x y s     

при 0,k k kx y s    значит, построенная расширен-

ная система с наблюдателем имеет асимптотически 
устойчивое нулевое решение. Тогда, согласно теореме 

6, исходная гибридная система при 0

3
ln

2
h   с 

построенным минимальным наблюдателем (18) при 
стабилизирующем управлении 

29 29 5

12 72 72
k k k ku x y s   , ,k N  имеет также 

асимптотически устойчивое нулевое решение. ♦ 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе установлены критерий наблюдаемости 
нелинейной детерминированной непрерывно-

дискретной (гибридной) системы с непрерывным 
выходом, имеющей постоянный шаг дискретиза-

ции, и необходимое условие наблюдаемости 
равносильной нелинейной дискретной системы с 
дискретным выходом. Представлены математиче-

ские модели и достаточные признаки существо-

вания асимптотических наблюдателей полного и 
минимального порядков для нелинейной гибрид-

ной системы, а также достаточные признаки стаби-

лизации нелинейной гибридной системы с 
построенными наблюдателями. На конкретном 
примере продемонстрированы алгоритмы постро-

ения асимптотических наблюдателей и представ-

лены соответствующие расширенные нелинейные 
системы управления с наблюдателями, имеющие 
асимптотически устойчивые нулевые решения. 

Полученные результаты могут быть полезны в 
решении вопросов эффективного управления нели-

нейными детерминированными гибридными дина-

мическими системами с постоянным шагом 
дискретизации, в частности в решении вопроса 
управления данными системами в режиме бифур-

каций [27]. 
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Abstract. This paper considers nonlinear dynamic systems described by a set of differential and 

difference equations and a nonlinear output equation. The states of such systems contain both 

continuous and discrete components, so they are called continuous–discrete, or hybrid, dynamic 

control systems. For this class of systems, the issues of observability, design of full- and 

minimum-order observers, and stabilization with observers are investigated. A transition is 

performed from an original nonlinear hybrid system to a nonlinear discrete-time dynamic system 

equivalent in a natural sense. An observability criterion, sufficient conditions for the existence of 

full- and minimum-order asymptotic observers for nonlinear hybrid control systems, and 

sufficient conditions for the stabilization of a nonlinear hybrid system with designed asymptotic 

observers are established. Examples of designing asymptotic observers and stabilizing the 

augmented system with such observers are provided. 
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Аннотация. Исследуются глобальные властные иерархии. Глобальная властная иерархия 
представляет собой трёхуровневую систему управления глобального уровня, на верхнем 
уровне которой находится Центр. Второй уровень образуют агенты влияния, подчинённые 
Центру. На третьем уровне находятся базовые агенты, подчинённые своим агентам влия-
ния. Модель рассматривается в динамической дискретной постановке. Сформулирован 
алгоритм нахождения решения игры Гермейера Г1t. Проведено исследование модели путём 
компьютерной имитации для модельных входных параметров и для данных, соответству-
ющих мировым реалиям в период с 1990 по 2025 гг. Дан анализ полученных результатов. В 
частности, проанализированы условия возникновения однополярной, двухполярной и мно-
гополярной властной иерархии на глобальном уровне. Показано, что основным условием 
многополярности мира является достаточно большое значение начального количества ре-
сурса. Если эта величина достаточно велика, то независимо от значений параметров конку-
ренции, мир становится многополярным. Однако на практике все ресурсы ограничены, 
поэтому возникает двухполярный или однополярный мир в зависимости от силы властных 
иерархий и значений параметров конкуренции. 
 

Ключевые слова: властные иерархии, имитационное моделирование, игры Гермейера, равновесие 
Нэша, разностные игры.  
 

 

 

Современные исследования властных иерархий 
опираются на междисциплинарные подходы, объ-
единяющие социологию, политологию и психоло-
гию с использованием математических моделей и 
информационных технологий. Отметим работы 
А. П. Михайлова [1–3], в которых подчёркивается 
необходимость комплексного анализа, учитываю-
щего разнообразие факторов, влияющих на власт-
ные структуры. Большой интерес представляют 
работы М. Л. Хазина [4, 5], описывающие теорию 
властных иерархий, но в них математические мо-
дели не используются. Интересны подходы к по-
становке задачи, предложенные в работах [6-9].  

В данной статье используются постановки и ре-
зультаты статьи [10]. По сравнению с работой [10] 

уточнён алгоритм исследования модели при ис-
пользовании  информационного  регламента  игры 
 

________________________________ 
# Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект 
№ 25-11-00094. 

Гермейера Г1t, использованы данные для модели-
рования властных иерархий глобального уровня, 
образующих основу многополярного мира. Отме-
тим, что агентами многополярного мира выступа-

ют цивилизации [11, 12], организации которых 
присуща двойственность. С одной стороны, в со-
став цивилизации входят юридически независимые 
суверенные государства, обладающие определён-
ной экономической и культурной самостоятельно-
стью. С другой стороны, фактически цивилизация 
представляет собой властную иерархию, участни-
ки которой делегируют своему ведущему государ-
ству или некоторому координирующему органу 
основные полномочия по взаимодействию с дру-
гими полюсами, обеспечению обороны, расчётам в 
единой валюте и т. д. В статье рассматривается 

цивилизация именно с этой точки зрения. 

Статья организована следующим образом. В § 1 

приведена математическая постановка задачи для 

случая трёхуровневых властных иерархий типа 
«Центр – агенты влияния – базовые агенты». В § 2 

приведены результаты численных расчётов для 

mailto:gaugolnickiy@sfedu.ru
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модельных примеров и реальных данных и их ана-
лиз. В заключении представлены основные выво-
ды. 

 

 

При построении математической модели гло-
бальных властных иерархий будем следовать ав-
торскому подходу, сформулированному в статье 

[10]. Глобальная властная иерархия представляет 
собой многоуровневую структуру управления. 
Ниже при исследовании глобальных властных 
иерархий будем использовать трёхуровневые си-
стемы управления.  

В таких системах управления имеется: 
– несколько конкурирующих между собой за 

власть (властный ресурс) субъектов верхних уров-
ней иерархии (Центров властных структур, полю-
сов многополярного мира); 

– несколько подчинённых каждому Центру 
субъектов управления среднего уровня (агентов 
влияния), конкурирующих между собой; 

– несколько подчинённых каждому агенту вли-
яния субъектов управления нижнего уровня (базо-
вых агентов), также конкурирующих между собой.  

Ресурс создаётся общими усилиями базовых 
агентов всех властных структур. Достаточно силь-
ное модельное предположение состоит в том, что 
агенты влияния и Центры не создают ресурс, а 
только регулируют процесс его создания. Поэтому 
в каждый момент времени доля ресурса, контро-
лируемая властной группировкой (её объём вла-
сти), пропорциональна совокупным усилиям базо-
вых агентов этой группировки. Каждый агент (в 
том числе каждый из Центров) располагает неко-
торыми ресурсами и делит их между усилиями по 
увеличению доли властного ресурса своей группи-
ровки и усилиями, направленными на конкурен-
цию с другими агентами или Центрами. Выигрыш 
каждого агента складывается из полезности от 
увеличения совместно создаваемого ресурса и от 
победы над конкурентами. В такой формулировке 
задачи используется идеология согласования об-
щественных и частных интересов (СОЧИ) [13, 14]. 

Базовые агенты в качестве управлений используют 
свои усилия, ресурсы – например, время, которое 
они тратят на увеличение властного ресурса своей 
группировки. Агенты влияния в качестве управле-
ния используют контроль деятельности своих ба-
зовых агентов (ограничивают снизу их усилия по 
созданию ресурса, т. е. накладывают ограничения 
на «эгоизм» базовых агентов). Аналогично, Цен-
тры контролируют деятельность своих агентов 
влияния. Именно в этом выражается основная ре-

гулирующая функция Центров и агентов влияния, 
отмеченная в начале абзаца. В качестве примера 
можно привести требование США к своим союз-
никам по НАТО тратить не менее чем определён-
ную долю своего ВВП на военные расходы, т. е. 
фактически на покупку оружия у самих США. По-
добные требования к подчинённым агентам (допу-
стим, использовать в расчётах только валюту Цен-
тра или те же системы вооружений) могут на осно-
ве своего влияния предъявлять и другие Центры. 

Итак, модель системы трёхуровневых властных 
иерархий имеет следующий вид [10]. 
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Здесь: 
i  – индекс Центра (руководимой им властной 

иерархии);  
j  – индекс агента влияния;  
k  – индекс базового агента;  
t  – временной индекс; 
N  – число властных иерархий;  

 in  – число властных группировок i-й иерархии;  

ijm  – число базовых агентов j-го агента влия-
ния i-й иерархии;  

, ,i ij ijkJ J J  – выигрыши Центра, агента влияния 
и базового агента соответственно;  

, , ,t t t t
i ij ijkR R R R  – общий ресурс, ресурс власт-

ной иерархии (Центра), властной группировки 
(агента влияния) и базового агента соответственно 
в момент времени t; 

t
ijq  – управление Центра, применяемое к дан-

ному агенту влияния в момент времени t;  

1

in

j

t
ijq


  – усилия Центра, затрачиваемые на кон-

троль своей иерархии;  

1 1
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 – доля усилий 

Центра на конкуренцию с другими Центрами;  
  t

ijkq – управление агента влияния, применяемое 
к данному базовому агенту в момент времени t;  

1

ijm

k

t
ijkq


  – доля усилий агента влияния на кон-

троль своей группировки в момент времени t;  

1 1
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 



   – доля уси-

лий агента на конкуренцию с другими агентами 
влияния своей иерархии; 

1 ,    если  1 0,
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t t
t ijk ijk
ijk

u u
v

    


 – доля усилий 

агента на конкуренцию с другими базовыми аген-
тами своей группировки; 

t
ijku  – доля усилий базового агента на увеличе-

ние ресурса;  
, ,i ijA A A  – параметры конкуренции;  

 0, 1  – коэффициент дисконтирования; 

0R  – начальное значение общего ресурса;  
T  – горизонт планирования.  

При 1,...,i N  соотношения (1)–(10) определя-
ют разностную игру N лиц в нормальной форме.   

Система властных иерархий может быть одно-
полярной, двухполярной или многополярной. Од-
нополярная система возникает при наличии явного 
доминирования одной иерархии, превосходящей 
все остальные по совокупности экономических, 
военных и политических показателей. Условия для 
её возникновения: значительное ослабление по-
тенциальных конкурентов; экономический прорыв, 
обеспечивающий технологическое превосходство 
и военное доминирование. Двухполярная система 
возникает при наличии двух сопоставимых по силе 
Центров, конкурирующих за своё влияние. Для её 
формирования необходимы примерно равные эко-
номические и военные потенциалы двух иерархий, 
значительно превосходящие потенциалы осталь-
ных иерархий. Многополярная система властных 
иерархий характеризуется наличием нескольких 
центров силы, ни один из которых не обладает до-
статочным превосходством для единоличного до-
минирования. Условия для её образования – отно-
сительное равенство экономического, политиче-
ского и военного потенциала нескольких иерар-
хий.  

Дадим математическую формализацию выше-
сказанного. 

Определение [10]. Система властных иерархий 
в момент времени t: 

– однополярная, если  1,..., 0,75t t

ii N R R   ; 

– двухполярная, если  , 1,..., t t

i ji j N R R   

0,75 0,15t t t t

i jR R R R    ; 

– многополярная, иначе. ♦ 
Конечно, свойство однополярности определено 

субъективно: значение коэффициента 0,75 взято из 
достаточно общих соображений «квалифициро-
ванного большинства», коэффициент «сравнимо-
сти полюсов» 0,15 тоже произволен. Так или ина-
че, представляют большой интерес условия воз-
никновения систем властных иерархий с различ-
ным числом полюсов. Эти условия и анализируют-
ся далее. 

 

Исследование модели (1)–(10) проводится чис-
ленно путём имитационного моделирования со-
гласно следующему алгоритму. 

1. Решается параметрическая задача нелиней-
ной оптимизации (5), (6), (10), представляющая 

собой игру в нормальной форме 
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результате строится равновесие Нэша, параметри-
чески зависящее от управлений агентов влияния. 

2. Найденные в п. 1 алгоритма стратегии базо-
вых агентов всех властных группировок 1 1{ } ijmt T

ijk t ku    
подставляются в формулы (7)–(9). Решается in   

(i = 1, 2,…, N) задач оптимизации агентов влияния 
(3), (4) при ограничениях (9), т. е. игра среднего 
уровня (3), (4), (9). Каждая такая задача представ-
ляет собой задачу параметрического оптимального 
управления. Определяется набор оптимальных 
стратегий агентов влияния, параметрически зави-
сящих от управления своего Центра (стратегий 

1 1{ } ijmt T
ijk t kq   ). При этом у каждого агента влияния 

оптимальной оказывается стратегия, порождённая 
некоторым равновесием Нэша из игры базовых 
агентов.  

3. Найденные в п. 1 алгоритма стратегии базо-
вых агентов всех властных группировок 1 1{ } ijmt T

ijk t ku    

подставляются в формулы (1), (2), (8). Решается 
игра верхнего уровня (1), (2), (8). Полученное рав-
новесие Нэша обозначим 1 1{ } int T

ij t jq   .  

4. Полученный набор 1 1 1{ , , } iji
mnt t t T

ij ijk ijk t j kq q u   
 
есть 

решение игры Гермейера 1t  (1)–(10) при фиксиро-
ванном i, а совокупность этих решений для всех 

1,...,  i N есть решение общей разностной игры. 
Аналитическое решение задачи (1)–(10) за-

труднено нелинейностью модели и наличием

большого числа субъектов, принимающих реше-
ния. Поэтому решение модели было проведено 
численно согласно указанному выше алгоритму. 

  

2.1. Модельные примеры 

В связи с ограниченностью ресурсов исследования 
все эксперименты были проведены для случая N = 3; 

2; 2;  1, 2, 3;   1, 2; 4.i ijn m i j T      Перед проведе-
нием вычислительных экспериментов был разработан 
следующий план. 

1. Выбирались входные параметры модели R0, A, 

A1, A2, A3, A11, A12, A21, A22, A31, A32. 

2. Все величины перебирались с шагом 2.  
3. Значение R0 варьировалось от 1 до 200; A от 2 до 

60; A1, A2, A3 и A11, A12, A21, A22, A31, A32 от 0,1 до 60 каж-
дое. 

4. Для каждого прогона модели находилось равно-
весие игры Гермейера 1t  и определялось, является ли 
мир однополярным, двухполярным или многополяр-
ным.  

Всего было проведено порядка 1000 вычислитель-
ных экспериментов, результаты части которых приве-
дены в табл. 1. Расчёты показали, что при различных 
значениях параметров конкуренции A, Ai, Aij всегда 
находится такое значение начального количества ресур-
са R00, что при R0 > R00 мир является многополярным, а 
при R0 ≤ R00 имеется сразу несколько различных равно-
весий Нэша, при некоторых из которых мир становится 
однополярным, при других – двухполярным, и есть 
ровно одно равновесие Нэша, при котором мир остаётся 
многополярным.  

 

Таблица 1 

Входные данные и результаты счета 

№ A A1 A2 A3 A11 A12 A21 A22 A31 A32 R00 

1 10 5 0,3 1 1 2 2 2 0,1 0,1 2,4 

2 5 2 1 2 2 2 5 5 1 0,1 1,1 

3 2 1 0,3 5 10 2 2 5 1 1 0,8 

4 10 0,1 1 10 5 1 5 28 0,1 0,1 2,7 

5 5 10 2 15 2 2 5 2 0,2 0,1 1,7 

6 2 5 5 20 2 1 2 1 0,2 0,5 0,3 

7 10 2 10 25 5 1 1 2 0,5 0,5 2,6 

8 20 2 15 30 5 0,5 1 1 0,5 0,1 6,2 

9 30 0,1 15 25 10 0,5 0,2 0,5 0,5 1 8,7 

10 2 1 20 20 10 1 0,2 0,5 1 0,5 5,2 

11 5 2 20 15 5 1 0,5 1 1 0,5 1,1 

12 10 5 1 10 5 0,5 0,5 0,2 1 0,1 2,8 

13 20 10 2 5 1 0,5 2 1 0,5 1 5,8 

14 2 15 0,2 2 5 0,5 1 1 0,5 1 4,2 

15 5 20 5 1 5 2 1 5 0,2 0,1 4,5 

16 10 25 5 0,1 5 0,2 1 5 0,2 0,2 2,6 

17 20 30 10 5 1 1 2 2 0,2 0,2 6,8 

18 5 20 10 10 2 1 2 2 0,1 0,1 3,9 

19 2 25 2 15 2 0,1 0,5 1 0,1 0,2 0,3 

20 10 40 5 0,3 1 2 2 2 0,1 0,1 2,5 
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Так, в случае A = 10; A1 = 40; A2 = 5; A3 = 0,3; A11 = 1; 

A12 = A2j = 2; A3j = 0,1; j = 1, 2 этим значением оказыва-
ется R00 = 2,5 у. е. (условных единиц). 

При R0 > 2,5 у. е. имеется только одно равновесие 
Нэша. Во всех случаях мир получается многополярным 
и, например, в случае R0 = 8 у. е. получим, что в равно-
весии Нэша J1 = J2 = J3 = 53,3 у. е.; R

1 
= 32; R

2 
= 128;  

R
1

i = 10,66; R
2

i = 42,66; i = 1, 2, 3; при R0 = 3 у. е. и 
остальных входных данных предыдущего примера по-
лучаем J1 = J2 = J3 = 20 у. е.; R1 

= 12; R
2 

= 48; R
1
i = 4;  

R
2

i = 16; i = 1, 2, 3. 

При R0 = 2,5 у. е. имеется четыре равновесия Нэша, 
в трёх из которых мир является двухполярным, а в од-
ном случае – многополярным. 

При R0 < 2,5 у. е. имеется семь равновесий Нэша, в 
трёх из которых мир является двухполярным, в трёх – 

однополярным и в одном – многополярным. 
В целом, во всех проведённых имитационных экс-

периментах удалось определить значение величины R00, 

обладающей указанными выше свойствами.  
Таким образом, при достаточно большом значении 

начального количества ресурса R0 мир многополярен 
независимо от значений параметров конкуренции; если 
количество ресурса ограничено, то возникает двухпо-
лярный или однополярный мир в зависимости от силы 
иерархий и значений параметров конкуренции.  

На рис. 1 показана зависимость величины R00 от па-
раметра конкуренции A для входных данных примеров 
1 (жирная линия), 2 (пунктирная), 3 (штрихпунктирная) 

(номера примеров указаны в первом столбце табл. 1). С 
ростом значения параметра A величина R00 растёт ли-
нейно или степенным образом. 

Значение параметра конкуренции A определяет зна-
чение величины R00. При любых значениях параметров 
конкуренции Ai, Aij существует значение начального 
количества ресурса R00, отделяющее случай многопо-
лярного мира от случая, когда имеется семь разных 
равновесий Нэша, соответствующих одно-, двух- и мно-
гополярному миру. Но значение величины R00 зависит 
только от параметра конкуренции на верхнем уровне A 

и не зависит от параметров конкуренции на нижних и 
средних уровнях иерархии Ai, Aij.  

 
 

 
 

 
Рис. 1. Зависимость величины R00 от параметра конкуренции A 

На рис. 2 показана зависимость количества равнове-
сий Нэша (M) от начального количества ресурса R0 для 
входных данных примеров 1 (сплошная жирная линия), 
8 (штрихпунктирная) и 9 (пунктирная линия). Все ли-
нии начинаются в точке (0, 7) и вначале совпадают с 
горизонтальной прямой y = 7, потом терпят разрыв с 
перескоком через точку (x1, 4) в горизонтальную пря-
мую y = 1; точка разрыва (x1) зависит от входных пара-
метров примера.  

 
 

 
 

 
Рис. 2. Зависимость числа равновесий Нэша от начальной 
величины ресурса R0 

 
2.2. Примеры глобальных властных иерархий 

В роли глобальных властных иерархий выступают 
объединения государств, отношения между которыми 
строятся на основе иерархии. Властные иерархии со-
единяют государства, создавая между ними сложный 
механизм взаимодействий, где одни страны выступают 
в роли лидеров (ведущих), а другие – в роли последова-
телей (ведомых).  

При моделировании таких иерархий важно правиль-
но провести идентификацию входных данных модели. 
Для описания силы и влияния государства необходимо 
учесть его экономическую мощь, ресурсные возможно-
сти по наращиванию экономического и оборонного по-
тенциала, наличие военной мощи, способной оказывать 
силовое давление на другие страны. 

Определение мощи государства – сложная и много-
гранная задача, требующая учёта множества взаимосвя-
занных факторов. Мощь государства не сводится лишь 
к военной силе или экономическому благосостоянию, 
но представляет собой комплексную характеристику 
его потенциала и влияния на международной арене, 
включающую в себя его военную и экономическую 
мощь, политическую стабильность, демографический 

потенциал и культурное влияние на другие страны. Все 
эти показатели взаимосвязаны и влияют друг на друга.  

Одним из показателей мощи государства является 
индекс национальной силы Global Power Index (Индекс 
глобальной мощи), разработанный американской ком-
панией Gullibility Intelligence. Индекс национальной 
силы – это комплексный показатель, предназначенный 
для оценки и сравнения мощи государств на междуна-
родной арене. Он учитывает широкий спектр факторов, 
от экономических показателей и военной мощи до де-

https://www.google.com/search?q=Global+Power+Index&rlz=1C1PNBB_ruRU934RU936&oq=%D0%9E%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BC+%D0%B8%D0%B7+%D0%BF%D0%BE%D0%BA%D0%B0%D0%B7%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%B9+%D0%BC%D0%BE%D1%89%D0%B8+%D0%B3%D0%BE%D1%81%D1%83%D0%B4%D0%B0%D1%80%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B0+%D1%8F%D0%B2%D0%BB%D1%8F%D0%B5%D1%82%D1%81%D1%8F+%D0%B8%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BA%D1%81+%D0%BD%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B9+%D1%81%D0%B8%D0%BB%D1%8B%2C+%D1%80%D0%B0%D0%B7%D1%80%D0%B0%D0%B1%D0%BE%D1%82%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9+%D0%B2+%D0%AF%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D0%B8.+&gs_lcrp=EgZjaHJvbWUyBggAEEUYOdIBCTE0OThqMGoxNagCALACAA&sourceid=chrome&ie=UTF-8&mstk=AUtExfBZUWZD5b-vMzjcuJFjOujxMQd8EB341g86VGCnkuuiqjA5i3oTrkWKUu8V17uu5yWCL5GU46px_LpRSNJ-9H29bPPV3fq-sfSgbt6eg385QYWZwXJ2edU4ykxMQD4g8hU&csui=3&ved=2ahUKEwilnpK3__aQAxVPTlUIHWweJFoQgK4QegQIARAB
https://www.google.com/search?q=Gullibility+Intelligence&rlz=1C1PNBB_ruRU934RU936&oq=%D0%9E%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BC+%D0%B8%D0%B7+%D0%BF%D0%BE%D0%BA%D0%B0%D0%B7%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BB%D0%B5%D0%B9+%D0%BC%D0%BE%D1%89%D0%B8+%D0%B3%D0%BE%D1%81%D1%83%D0%B4%D0%B0%D1%80%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B0+%D1%8F%D0%B2%D0%BB%D1%8F%D0%B5%D1%82%D1%81%D1%8F+%D0%B8%D0%BD%D0%B4%D0%B5%D0%BA%D1%81+%D0%BD%D0%B0%D1%86%D0%B8%D0%BE%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D1%8C%D0%BD%D0%BE%D0%B9+%D1%81%D0%B8%D0%BB%D1%8B%2C+%D1%80%D0%B0%D0%B7%D1%80%D0%B0%D0%B1%D0%BE%D1%82%D0%B0%D0%BD%D0%BD%D1%8B%D0%B9+%D0%B2+%D0%AF%D0%BF%D0%BE%D0%BD%D0%B8%D0%B8.+&gs_lcrp=EgZjaHJvbWUyBggAEEUYOdIBCTE0OThqMGoxNagCALACAA&sourceid=chrome&ie=UTF-8&mstk=AUtExfBZUWZD5b-vMzjcuJFjOujxMQd8EB341g86VGCnkuuiqjA5i3oTrkWKUu8V17uu5yWCL5GU46px_LpRSNJ-9H29bPPV3fq-sfSgbt6eg385QYWZwXJ2edU4ykxMQD4g8hU&csui=3&ved=2ahUKEwilnpK3__aQAxVPTlUIHWweJFoQgK4QegQIARAC


 

 
 

 

 

 

   ●

мографических характеристик и технологического раз-
вития.  

Показатели национальной силы для 193 стран – чле-
нов ООН за 2024 г. представлены на сайте Индекса 

национальной силы [15]. В табл. 2 приведены данные по 
наиболее мощным странам согласно этому индексу на 
01.01.2025.  

На основании данных табл. 2 были выведены вход-
ные данные для модели (1)–(10) для расчёта силы 
властных иерархий.  

 
Таблица 2 

Индекс национальной силы ведущих стран мира  
по состоянию на 01.06.2025 

Страна Значение  
КНР 12,95 

США 10,19 

РФ 5,68 

Индия 5,3 

Бразилия 3,31 

Канада 2,37 

Германия 2,09 

Япония 1,89 

Индонезия 1,74 

Франция 1,7 

Австралия 1,64 

Иран 1,63 

Республика Корея 1,52 

Саудовская Аравия 1,52 

 
В качестве глобальных властных иерархий с опре-

делённой условностью были приняты:  

– первая властная коалиция – США (агенты влияния 
Канада и Германия, базовые агенты Япония, Франция, 
Австралия и Великобритания);  

– вторая коалиция – Китай (агенты влияния Паки-
стан, Бразилия, базовые агенты Нигерия, Вьетнам, Еги-
пет, ДР Конго);  

– третья коалиция – Россия (агенты влияния Индия, 
Иран, базовые агенты Индонезия, Республика Корея, 
Венесуэла, Казахстан). 

Для расчётов были взяты следующие входные дан-
ные: N = 3; in  = 2; i = 1, 2, 3; ijm  = 2; i = 1, 2, 3; j = 1, 2;  

R0 = 100 у. е.; A = 100; A1 = 10,19; A2 = 12,05; A3 = 5,68; 

A11 = 2,37; A12 = 1,89; A21 = 1,04; A12 = 3,29; A31 = 5,89; 

A32 = 1,63. 

В ходе проведённого эксперимента было найдено 
только одно равновесие Нэша, соответствующее много-
полярному миру.  

В этом случае J1 = J2 = J3 = 666,7 у. е.; R
1 
= 400;  

R
2 
= 600; R

1
i = 133; R

2
i = 533; i = 1, 2, 3. 

Действительно, в настоящее время мир становится 
многополярным с центрами в Китае, США и России с 
учётом их союзников.  

В табл. 3 приведено сравнение интегральных макро-
экономических показателей США, России и Китая с 
1990 по 2025 гг. на основе работ [16–18]. Эти показате-
ли включают валовый внутренний продукт, уровни ин-
фляции и безработицы, производительность труда и т.д. 

На основании данных, приведённых в табл. 3, с учё-
том изложенного в работах [16–18] для остальных 
стран, были проведены расчёты всех входных парамет-
ров глобальных властных иерархий (центры властных 
иерархий – США, Китай, Россия) за 1990–2025 гг. для 
случая N = 3; in  = 2; i = 1, 2, 3; ijm  = 2; i = 1, 2, 3;  

j = 1, 2 и входных данных из табл. 4. 
 

 

Таблица 3 

Индекс национальной силы трёх ведущих стран мира 

Cтрана 
Год  

1990 1995 2000 2010 2015 2020 2025 

США 6,2 8,1 6,3 8,5 8,6 7,1 10,19 

Китай 4,5 6,2 4,7 10,7 11,5 12,0 12,95 

Россия 3,1 2,7 3,5 5,3 5,5 5,6 5,68 

 
Таблица 4 

Входные параметры за 1990–2025 гг.  

Год R0 A A1 A2 A3 A11 A12 A21 A22 A31 A32 

1990 8 20 6 5 3 1,2 1,1 0,8 0,6 0,76 1,03 

1995 11 27 8 6 2 1,8 1,6 1,0 0,9 0,65 0,91 

2000 7 21 6,3 5,4 2,9 1,7 1,9 1,8 1,9 1,1 0,9 

2005 5 26 7,1 8,7 2,9 2,0 2,5 1,9 2,3 1,1 0,86 

2010 13 29 7,5 10,4 3,2 2,3 2,9 2,4 2,7 1,3 1,0 

2015 15 30 8,1 12,5 3,4 3,1 3,2 3,2 2,9 1,5 1,2 

2020 18 32 8,8 13,3 3,7 3,3 3,5 3,4 3,4 1,7 1,5 

2024 22 34 9,1 13,9 3,9 3,7 3,9 3,8 3,8 1,9 1,8 
 

https://nationpowerindex.com/
https://nationpowerindex.com/
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В 1990, 2020 и 2025 гг., согласно проведённым рас-
чётам, было получено по одному равновесию Нэша и 
мир является многополярным, а в 1995, 2000, 2005, 
2010, 2015 гг. найдено по семь равновесий Нэша, в трёх 
из которых мир оказывается двухполярным, в трёх – 

однополярным и в одном многополярным. При однопо-
лярном мире существует один доминирующий центр 
власти, влияния и принятия решений. Обычно это свя-
зано с тем, что одна страна или блок стран (в рассмат-
риваемом примере США) имеет значительно большее 
влияние на глобальные политические, экономические и 
военные процессы по сравнению с другими государ-
ствами. Такая система может привести к игнорирова-
нию интересов других стран и возникновению кон-
фликтов. С течением времени мир стал более многопо-
лярным с ростом влияния таких стран, как Китай и Рос-
сия, что привело к более сложной и конкурентной меж-
дународной политике. 

Наличие нескольких равновесий Нэша в один и тот 
же момент времени говорит о том, что при таком набо-
ре входных данных мир может с разной вероятностью 
быть одно-, двух- или многополярным. В этом случае 
существует несколько устойчивых стратегий, которые 
разные страны могут выбрать, и каждая из этих страте-
гий оптимальна с точки зрения каждой страны, учиты-
вая стратегии остальных стран. В этом случае субъекты 
управления сталкиваются с трудностью в выборе, ка-
кую стратегию принять. Это приводит к неопределён-
ности и нестабильности в их поведении, так как каждый 
из них может рассчитывать на то, что другие выберут 
разные стратегии. В результате субъекты управления 
нуждаются в механизмах координации, чтобы выбрать 
одно из равновесий. В целом, наличие нескольких рав-
новесий Нэша подчёркивает сложность стратегического 
взаимодействия между странами и важность учёта кон-
текста и механизмов, которые могут повлиять на выбор 
стратегий. Все эти особенности наблюдаются в поведе-
нии отдельных стран в настоящее время.  

В табл. 5 приведены значения величины R00 по го-
дам за 1990–2015 гг. 

 
Таблица 5 

Значения величины R00 по годам за 1990–2015 гг. 

                                        Год 

1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025 

R00 6,8 11,6 8,1 6,8 14,3 16,2 19,2 23,1 

 
Отметим, что начиная с 2005 г. количество ресур-

са, при котором происходит изменение количества рав-
новесий Нэша, непрерывно растёт.  

 

Итак, на основе приведённой выше модели по-
казано, что основным условием многополярности 
мира является достаточно большое значение 
начального количества ресурса. Если эта величина 
достаточно велика, то независимо от значений па-

раметров конкуренции, мир становится многопо-
лярным. Однако на практике все ресурсы ограни-
чены, поэтому возникает двухполярный или одно-
полярный мир в зависимости от силы властных 
иерархий и значений параметров конкуренции. 
Данный вывод подтверждается всей мировой ис-
торией. Одна из ключевых предпосылок многопо-
лярности заключается в изменении глобальной 
экономической структуры. Растущие экономики 
стран, таких как Китай, Индия и Бразилия, стано-
вятся всё более влиятельными на международной 
арене. Эти государства продолжают увеличивать 
свои экономические показатели и стремятся занять 
более активную позицию в мировой политике.  

Как подтвердили проведённые имитационные 
эксперименты, до распада СССР в мире была 
двухполярная система властных иерархий с цен-
трами в СССР и США. После распада СССР обра-
зовалась однополярная система с центром в США, 
которая впоследствии постепенно превратилась в 
двухполярную систему с центрами в США и Ки-
тае. Наконец, в последнее время происходит пре-
образование мировой системы в многополярную 
систему властных иерархий с центрами в США, 
Китае и России; возможно, и другие государства 
смогут стать центрами властных иерархий.  
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Abstract. This paper is devoted to global power hierarchies. A global power hierarchy is a three-

level control system, with the upper level occupied by a Principal. The second (middle) level con-

sists of influence agents subordinate to the Principal. At the third (lower) level, there are basic 

agents subordinate to influence agents. The model is considered in a dynamic discrete-time set-

ting. An algorithm is formulated to solve the Germeier game Г1t. The model is studied via com-

puter simulations using both model input parameters and data corresponding to global realities for 

the period from 1990 to 2025. The simulation results are analyzed. In particular, conditions for 

the emergence of a unipolar, bipolar, and multipolar power hierarchy at the global level are estab-

lished. As shown, the main condition for a multipolar world is a large initial quantity of resources. 

If this quantity is sufficiently large, then regardless of the values of competition parameters, the 

world becomes multipolar. In practice, however, all resources are limited; therefore, a bipolar or 

unipolar world emerges, depending on the strength of power hierarchies and the values of compe-

tition parameters. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ВОЗНАГРАЖДЕНИЯ  
ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ РИСКОМ  

РЫНОЧНО-НЕЙТРАЛЬНЫХ ПОРТФЕЛЕЙ  
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Аннотация. Разработана и апробирована многокритериальная функция вознаграждения в 
рамках рыночно-нейтральной методологии управления инвестиционным портфелем на 
основе глубокого обучения с подкреплением, формализующая задачу оптимального рас-
пределения капитала как марковский процесс последовательных решений в 
нестационарной среде. Целевая функция вознаграждения одновременно оптимизирует 
избыточную доходность на единицу риска, нейтральность к рынку через введенный штраф 
за корреляцию с целевым рыночным индексом и трансакционные издержки. Таким 
образом, контроль системного риска и учет стоимости ребалансировки портфеля 
становятся частью процесса моделирования и обучения. Обучение и анализ модели 
выполняется при помощи кросс-валидации для снижения смещения и адаптации к смене 
режимов. Экспериментальная валидация на ведущих фондовых индексах США, Европы и 
Азии за десятилетний период показывает работоспособность предложенной методологии, 
в частности устойчивое улучшение метрик: более высокий коэффициент Шарпа, меньшую 
максимальную просадку портфеля и существенно сниженную корреляцию с рыночным 
индексом по сравнению с классическими алгоритмами оптимизации и подходами на 
основе обучения с подкреплением на основе одного критерия. 
 

Ключевые слова: рыночно-нейтральная стратегия, оптимизация портфеля, обучение с 
подкреплением, рыночно-нейтральный портфель, глубокое обучение, управление портфелем. 
 

 

 

Финансовые рынки характеризуются стоха-
стичностью динамики доходностей при наличии 
устойчивых поведенческих и структурных анома-
лий, таких как импульс, избыточная волатильность 
и мультифакторные премии [1–4]. С учетом ука-
занных характеристик рыночно-нейтральные стра-
тегии сформировали ядро современной количе-
ственной торговли, где целью агента является из-
влечение избыточной доходности при минималь-
ной экспозиции к систематическому риску, т. е. 
получение инвестиционного преимущества, не 

объяснимого пассивными рыночными факторами 
[2, 5, 6]. Исторически истоки данного подхода вос-
ходят к ранним хедж-фондам Альфреда Джонса 

(1940-е гг.), использовавшим конструкции из 
длинных и коротких позиций для хеджирования 
систематических рисков [7]. Теоретический фун-
дамент заложен факторными моделями (Фамы – 

Френча, Кархарта) и классическими стратегиями 
относительной стоимости, включая торговлю па-
рами или синтетическими контрактами [1, 2, 8]. 

При практической востребованности традици-
онные реализации подобных моделей опираются 
на статические факторные структуры с фиксиро-
ванными экспозициями и подвержены ряду си-
стемных уязвимостей: деградации факторов при 
смене рыночных режимов [4, 9, 10], переобучению 
в высокоразмерных пространствах признаков [9, 
11, 12] и отсутствию механизмов динамической 
адаптации к кластерам волатильности и макроэко-
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номическим шокам [4, 10, 13]. Современные раз-
работки в области тайминга факторных премий и 
адаптивного распределения капитала демонстри-
руют пользу динамических предикторов относи-
тельно статических арбитражных конструкций 
[11, 14], однако практическая польза таких моде-
лей деградирует, когда целевая постановка задачи 
требует нулевой экспозиции к бенчмарку при реа-
листичных рыночных условиях и трансакционных 
издержках [3, 5, 14]. 

Глубокое обучение с подкреплением есте-
ственным образом формулирует управление порт-
фелем как марковский процесс принятия решений, 
в котором агент обучается политике ребаланси-
ровки, оптимизирующей долгосрочную целевую 
функцию вознаграждения с учетом трансакцион-
ных издержек, ограничений на оборотный или за-
емный капитал, а также рисков просадки (сниже-
ния стоимости) стоимости портфеля [14–18]. 

Предлагаемая постановка задачи позволяет: об-
новлять представления по мере поступления дан-
ных [15, 17], эксплуатировать динамическую 
структуру доходностей и ковариаций [9, 11, 17], 

реализовывать замкнутый контур «наблюдение –
 действие – обратная связь», устраняя необходи-
мость в жестко заданных наборах факторов [14, 15, 

17]. 

Для практической реализации и стабильного 
обучения политик полезно опираться на современ-
ные алгоритмы оптимизации и техники регуляри-
зации и предотвращения переобучения при высо-
ких размерностях признаков [12, 16, 19]. 

Целью настоящей работы является разработка 
и эмпирическая оценка методологии для динами-
ческого рыночно-нейтрального распределения ка-
питала на основе глубокого обучения с подкрепле-
нием (рис. 1). Управление портфелем формализу-
ется как марковский процесс последовательных 
решений в нестационарной среде, где агент выби-
рает вектор весов портфеля с учетом ограничений 
на экспозицию (выделенную долю капитала в от-
дельный актив и в стратегию в целом) и оборот 

(изменение весов).  
Ключевым элементом разработанной методо-

логии является многокритериальная функция воз-
награждения, специально сконструированная для 
одновременного учета трех взаимосвязанных кри-
териев: 

1) максимизации избыточной доходности на 
единицу волатильности портфеля; 

2) минимизации сопряженности с целевым ры-
ночным индексом через штраф за корреляцию; 

3) ограничения торгового оборота через штраф 
за трансакционные издержки. 

Таким образом, контроль риска, рыночной 
нейтральности и стоимости ребалансировки вклю-
чается непосредственно в целевую функцию аген-
та, а не реализуется в виде внешних постобработок 
или жестких ограничений, что ранее не рассматри-
валось в подобных задачах. 

Архитектура методологии включает конвейер 
альфа-сигналов (предикторов избыточной доход-
ности; показатели, связанные с будущей динами-
кой цен активов), гибридный модуль извлечения 
признаков на основе глубоких нейронных сетей и 
рекуррентный алгоритм актор – критик, отобра-
жающий скрытое состояние в вектор целевых ве-
сов [16, 17]. Оценка проводится при помощи 
кросс-валидации с ежедневной ребалансировкой 
портфеля, с учетом проскальзывания и комиссий, в 
том числе стоимости коротких позиций [5, 10, 13]. 

В совокупности это отличает работу от акту-
альных подходов, ориентированных преимуще-
ственно на максимизацию доходности агента без 
явного контроля нейтральности и торгового обо-
рота [10, 13]. На данных ключевых региональных 
индексов (США, Европа, Азия) предлагаемый под-
ход последовательно демонстрирует повышение 
коэффициента Шарпа, снижение максимальной 
просадки портфеля (снижения стоимости портфеля 
по сравнению с последним пиком) и поддержание 
низкой или нулевой корреляции с бенчмарками. 

Научная новизна работы состоит в интеграции 
многокритериальной функции вознаграждения, 
одновременно включающей риск-скорректирован-

ную доходность, штраф за рыночную корреляцию 
и трансакционные издержки, в рекуррентную 
нейронную сеть агента для построения рыночно-

нейтральных портфелей. Предложенная в работе 
постановка задачи и функция вознаграждения ра-
нее систематически не рассматривались в контек-
сте агентного моделирования и обучения с под-
креплением для рыночно-нейтральных стратегий. 

В последующих разделах представлены обзор 
литературы, формализация процесса принятия ре-
шений, подробное описание архитектуры и целе-
вой функции, постановку эксперимента и метрики, 
результаты численных экспериментов и направле-
ния дальнейших исследований. 

 

1.1.  Рыночно-нейтральные портфели 

Истоки рыночно-нейтральных стратегий вос-
ходят к первым хедж-фондам А. Джонса, где при-
быль формировалась из отбора акций при одно-
временном хеджировании рыночного риска через 
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длинные и короткие позиции [5, 7]. Теоретическая 
база опирается на многокомпонентные модели це-
нообразования активов: трехфакторную модель 
Фамы – Френча и ее расширение Кархарта за счет 

фактора импульса [1, 2, 6]. Практические методы 

включают регрессионную нейтрализацию факто-
ров и оптимизационные постановки с нулевой экс-
позицией на систематические факторы [9, 13]. 
Классические стратегии относительной стоимости 
– парный трейдинг, арбитраж конвертируемых об-
лигаций и арбитраж слияний – демонстрировали 
экономически значимые премии; для парного 
трейдинга на акциях США за 1962–2002 гг. пока-
заны статистически устойчивые избыточные до-
ходности порядка 11 % годовых [8, 20].  

Развитие машинного обучения расширило ин-
струментарий статистического арбитража: ансам-
блевые модели и глубокие нейронные сети приме-
няются для построения длинно-коротких портфе-
лей и демонстрируют положительные результаты в 
задачах эмпирического ценообразования и прогно-
зирования доходностей [10, 11, 21]. Методы глу-
бокого обучения и обучения с подкреплением ис-
пользуются для совместного построения портфе-
лей, моделирования и оптимизации торговых пра-
вил [10, 14, 15]. В регрессионных моделях доход-
ности проецируются на отраслевые и рыночные 
факторы с последующей нейтрализацией фактор-
ных нагрузок (например, через факторную регрес-
сию Фамы–Френча) [1, 2, 9]. В оптимизационных 
постановках критерий Марковица служит базой 
для формулировок с жесткими ограничениями на 
экспозиции и риски, что применимо и к портфелям 
малой капитализации при корректной оценке ко-
вариаций в высоких размерностях [6, 9]. Понятие 
нейтральности неоднородно: различные операци-
онные критерии (регрессионная нейтрализация, 
прямые ограничения на экспозиции или целевые 
оптимизационные функции) приводят к различным 
практическим результатам применения стратегий 
[2, 9, 13]. Альтернативные оптимизационные фор-
мулировки, нацеленные на снижение корреляции с 
бенчмарком или на контроль торгового оборота, 
потенциально дают более строгий контроль 
нейтральности по сравнению с регрессиями, одна-
ко сопоставление эффектов зависит от конкретной 
постановки задачи и данных и требует глубокой 
эмпирической валидации [13, 22]. Наконец, не-
смотря на существенный прогресс методов обуче-
ния с подкреплением в задачах управления порт-
фелем и учета рыночных ограничений [10, 23–25], 

их применение к рыночно-нейтральным портфе-
лям и интеграция в функцию вознаграждения 
остаются недостаточно проработанными в литера-
туре.  

1.2.  Обучение с подкреплением в торговых задачах  

Обучение с подкреплением противопоставляет-
ся традиционным эконометрическим подходам 
благодаря его способности к онлайновому обуче-
нию и использованию глубоких нейросетевых ар-
хитектур, что делает его особенно востребованным 
в условиях шума, нестационарности и тяжелых 
хвостов распределений финансовых временны х 
рядов [10, 11, 14, 15, 26].  

Сравнительные обзоры указывают на сопоста-
вимую эффективность ключевых семейств алго-
ритмов (методы градиента политики, алгоритм ак-
тор – критик) при решении задач управления 
портфелем, причем выбор конкретного подхода 
определяется формулировкой задачи и структур-
ными ограничениями [15, 16, 26]. На практике ряд 
исследований демонстрирует применимость алго-
ритмов глубоких нейронных сетей и их рекуррент-
ных модификаций к частично наблюдаемым фи-
нансовым задачам, а также выявляет преимуще-
ства методов градиента политики и алгоритма ак-
тор – критик, включая их детерминистические и 
стохастические разновидности, например прокси-
мальную оптимизацию политики, для оптимиза-
ции целевых функций портфеля [10, 16, 18, 19]. 

Следует отметить, что критическим фактором 
остаются спецификация марковского процесса 
принятия решений и выбор признакового про-
странства. Включение нефинансовых индикаторов, 
например показателей рыночных настроений, 
наряду с ценовыми характеристиками, по данным 
ряда исследований, способствует улучшению про-
гнозных свойств моделей и приводит к повыше-
нию показателей доходности и снижению риско-
вых характеристик в эмпирических экспериментах. 
Вместе с тем величина этого эффекта существенно 
зависит от состава признаков, выбранной схемы 
регуляризации и методов оценки ковариационных 
структур в пространствах высокой размерности 
[10, 12, 21, 26]. В задачах маркетмейкинга (под-
держания ликвидности торгового инструмента пу-
тем регулярного выставления заявок на покупку и 
продажу) и многопрофильного распределения ка-
питала обучение с подкреплением эффективно 
масштабируется на большие, включая непрерыв-
ные, пространства действий и снижает зависи-
мость от ручной параметризации за счет глубоких 
политик и детерминистических схем обучения 
[16–18, 19, 26]. Риск-скорректированные функции 
вознаграждения позволяют формализовать баланс 
доходности и риска [22, 27], а учет трансакцион-
ных издержек и проскальзывания является ключе-
вым условием корректной оценки [5, 13, 20]. Ука-
занные соображения положены в основу разрабо-
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танной методологической схемы, которая форми-
рует новый подход к обучению агента рыночно-

нейтральным стратегиям. 

 

2.1. Основные обозначения 

Рассматривается дискретное время 0, 1  ,... ,t T  

и множество активов из N  финансовых инстру-
ментов. Обозначим через 

 T
1

1 1 1, ..., N
t t tr r r    

вектор доходностей активов за период  , 1t t  . 

Доходность выбранного рыночного индекса 
(бенчмарка) за тот же период обозначим через 

1.tm   

Портфель в момент времени t  описывается 
вектором весов 

 T
1, ..., ,N

t t tw w w  

где i
tw  интерпретируется как позиционный вес, 

экспозиция i-го инструмента, выраженная в доле 
капитала, выделенной в актив. Так, i

tw  > 0 соот-
ветствует длинной позиции, i

tw  < 0 – короткой,  
i
tw  = 0 – отсутствию позиции. В отличие от клас-

сического полностью инвестированного портфеля 

с бюджетным ограничением 
1

1,
N

i
t

i

w


  в рыночно-

нейтральной постановке задачи масштаб портфеля 
фиксируется ограничением на валовую экспози-
цию (см. формулу (2) ниже). 

Требование рыночно-нейтральной нетто-

экспозиции портфеля формализуется условием 

1

  0,
N

i
t

i

w


                                (1) 

а ограничение на валовую (брутто-) экспозицию 
портфеля – неравенством 

1

  ,
N

i
t

i

w


                                (2) 

где 0   – заданный порог максимальной сово-
купной позиции. 

Ограничение (2) задает верхнюю границу вало-
вой экспозиции портфеля, т. е. ограничение на за-
емный капитал. В стратегиях порог   отражает 
максимально допустимую брутто-экспозицию 
(сумму абсолютных значений длинных и коротких 

позиций) и служит ограничением на заемный ка-
питал. В рамках данной работы порог   фиксиро-
ван на уровне 100 %, что соответствует консерва-
тивному ограничению на совокупную позицию и 
обеспечивает нулевую нетто-экспозицию. 

Совместно с условием (1) это означает, что 
суммарная длинная экспозиция равна суммарной 
короткой (в абсолютном выражении) и каждая из 
них не превышает  /2.  

Изменение весов при ребалансировке портфеля 
в момент t  равно 

1.t t tw w w     

Трансакционные издержки tTC  задаются в виде 
линейно-квадратичной функции от изменения 
портфеля: 

 
1

l a

1

in q d

2

u ,
N N

i i
t t

i

t

i

TC c cw w
 

               (3) 

где lin quad, 0 c c   – параметры комиссий и про-
скальзывания. 

Доходность портфеля  p (приращение капитала 
на единицу выделенного капитала) с учетом из-
держек за период  , 1t t   определяется как 

, 1 1

1

.
N

i i
p t t t t

i

r w r TC 


                       (4) 

Формула (4) записана для указанных позици-
онных весов. 

Если i

tq  обозначает денежный размер позиции, 

а 
tC  – капитал стратегии, то  

i
i t
t

t

q
w

C
  и 

1

1

1

1.

i i
t t

i

i

i
t t

t

N

N
i

w r

w r
C











  

Таким образом, , 1p tr   является доходностью на 

капитал стратегии, тогда как нетто-номинал 
1

N
i
t

i

q

  

в рыночно-нейтральном портфеле равен нулю. 
Трансакционные издержки tTC  в выражении 

(3) также заданы в долях капитала (через Δ tw ) и 
поэтому вычитаются непосредственно в форму-
ле  (4). 

Текущая рыночная сопряженность портфеля 
оценивается через коэффициент корреляции до-
ходности портфеля с доходностью бенчмарка на 
скользящем окне длиной corr :L  
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 , 1 1Corr , t p t tr m                        (5) 

по данным на интервале  corr 1, 1 .t L t    

Вектор наблюдаемых признаков среды в мо-
мент времени t  обозначим через 

,d
tx R  

где d – число показателей; в него входят ценовые, 
макроэкономические и альтернативные перемен-
ные. 
 

2.2. Постановка задачи в терминах обучения  
с подкреплением 

Обучение с подкреплением – парадигма опти-
мального управления, в которой агент взаимодей-
ствует со средой во времени, выбирая действия и 
получая оценки качества (вознаграждения) [15]. 
Цель агента – максимизировать математическое 
ожидание суммарного дисконтированного возна-
граждения. 

Среда описывается марковским процессом при-
нятия решений, задаваемым пятеркой 

 , , , , ,M S A P R   

где S  – множество состояний; A  – множество 
действий; ( | , )P s s a  – вероятностный закон пере-
ходов;  ,R s a  – вознаграждение;      0, 1    – фак-
тор дисконтирования. 

Политика агента ( | )a s  задает условное рас-
пределение действий a при данном состоянии s. В 
условиях финансового рынка агент наблюдает не 
полное состояние, а лишь конечный набор призна-
ков tx . Для учета частичной наблюдаемости ис-
пользуется рекуррентное скрытое состояние th , 

аккумулирующее информацию о прошлых наблю-
дениях. 

В работе рассматривается приближенная поста-
новка задачи, в которой состоянием считается век-
тор 

 1 1,  ,    .t t t ts x w h S    

Действием является вектор целевых весов 

,ˆ     N
tw R  

генерируемый политикой агента [10, 17, 18, 26]. 

Фактические веса портфеля получаются проек-
цией на множество допустимых портфелей: 

 ˆ ,t tw w   

где оператор     реализует приведение к ограни-
чениям (1), (2); переход среды 1t ts s  определя-
ется реализацией рыночных доходностей 1tr  , об-
новлением весов tw , пересчетом признаков 1tx   и 
обновлением скрытого состояния th ; вознагражде-
ние tR  в момент t  задается разработанной авто-
ром многокритериальной функцией вознагражде-
ния: 

2
, 1 1 2 ,t p t t tR r TC     

где первое слагаемое соответствует доходности 
портфеля после вычета издержек (4), второе — 

штрафу за сопряженность с бенчмарком (5), третье 
– штрафу за трансакционные издержки, зависящие 
от торгового оборота (3); коэффициент 1 0   за-
дает относительный вес требований рыночной 
нейтральности, 2 0   – относительный вес тре-
бований к уровню издержек. 

В экспериментальной постановке коэффициен-
ты штрафов фиксировались на уровнях 1 10   для 
штрафа за корреляцию с бенчмарком и 2 5   для 
штрафа за трансакционные издержки. 

Эти значения использовались во всех основных 
экспериментах и были выбраны по результатам 
кросс-валидации. Такой выбор коэффициентов 
обеспечивает баланс между снижением корреля-
ции с бенчмарком и контролем трансакционных 
издержек при ребалансировке портфеля. 

Цель агента – найти политику  , максимизи-
рующую дисконтированную сумму вознагражде-
ний: 

 
1

0

.
T

t
t

t

J E R





 
   

 
  

В предлагаемой методологии политика ( | )a s  

параметризуется глубокой нейронной сетью. Об-
новление параметра   выполняется с использова-
нием алгоритма Proximal Policy Optimization 
(PPO), при этом рекуррентное скрытое состояние 

th  реализуется на базе рекуррентного блока с вен-
тильным механизмом Gated Recurrent Unit (GRU) и 
аппроксимирует скрытое состояние частично 
наблюдаемой среды. 

 

2.3. Архитектура решения 

В предлагаемой архитектуре используется 
иерархический экстрактор признаков на основе 
сверточных сетей (англ. Convolutional Neural 

Network, CNN) и рекуррентных блоков (GRU), по-
верх которого реализуется рекуррентный алгоритм 
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актор – критик (рис. 1). Целью разработки архи-
тектуры является построение пространственно-

временного представления состояния среды агента 
для оптимизации портфеля, которое одновременно 
учитывает различия между активами и динамику 
во времени. 

 

 
 

 
Рис. 1. Верхнеуровневая схема работы системы с интегрирован-
ной функцией вознаграждения для управления агентом 

 

Пусть на шаге t  на вход подается тензор при-
знаков 

    ,N L F
tX R

   

где N  – число активов; L  – число временны х ла-
гов; F  – число признаков, характеризующих ак-
тив. Такой тензор интерпретируется как кросс-

секционная карта признаков: по одной оси пере-
числяются активы, по второй – лаги, по третьей – 

признаковое описание. 
Сверточные слои применяются к тензору tX  и 

реализуют локальную фильтрацию по оси актив –
лаг, что позволяет выявлять пространственные и 
краткосрочные временны е зависимости [10, 12, 

26]. 

Результатом работы этого блока является тен-
зор признаков 

   ,N F
t tZ CNN X R

   

который далее агрегируется в вектор фиксирован-
ной размерности   zd

tz R , где dz – размерность аг-
регированного вектора признаков после сверточ-
ного блока. 

Последовательность векторов  tz  подается в 
рекуррентный модуль GRU, реализующий эволю-
цию скрытого состояния: 

 1 , ,,        hd

t t t th GRU z h h R  

где dh – размерность скрытого состояния рекур-
рентного блока GRU. 

Скрытое состояние th  аккумулирует информа-
цию о прошлой динамике признаков и служит ап-
проксимацией состояния в частично наблюдаемой 
среде [17, 18, 26]. Поверх скрытого состояния 
строятся два выхода: 

 Актор  , отображающий состояние th  (сов-
местно с позиционной информацией, в том числе 

1tw  ) в вектор параметров действия ˆ tw , который 
затем проецируется на допустимое множество 
портфельных весов.  

 Критик V , отображающий состояние th  в 

скалярную оценку ценности  tV h , используемую 
при вычислении преимуществ и стабилизации 
обучения [12, 13, 16, 19, 22].  

Таким образом, реализуется рекуррентная ар-
хитектура актор – критик, в которой скрытое со-
стояние th  выступает общим представлением для 
политики и функции ценности. 

Таким образом, комбинация нейронных сетей 
позволяет одновременно захватывать локальные 
пространственные закономерности и долгосроч-
ную временнýю динамику, формируя расширенное 
представление состояния, на основании которого 
рекуррентный алгоритм актор – критик оптимизи-
рует стратегию принятия инвестиционных реше-
ний [10, 17, 18]. 

На рис. 2 представлена схема архитектуры ре-
шения, где показаны основные блоки нейронных 
сетей и их интеграция в алгоритм. 

 

3.1. Данные и методы 

Для валидации методологии использовался па-
нельный набор рыночных данных по компонентам 
фондовых индексов США, Европы и Азии. В вы-
борку включены индексы: S&P 500 (GSPC), 
NASDAQ-100 (NDX), DJIA (DJI), FTSE 100 

(FTSE), DAX (GDAXI), Hang Seng (HSI) и SSE 
Composite (SSEC). Данные загружены из термина-
ла Bloomberg и охватывают период с января 
2010 г. по декабрь 2020 г. Частота наблюдений – 

дневная. Для каждого индекса использовался пол-
ный состав компонентов, действующий на начало 
соответствующего обучающего окна; изменения 
состава  учитывались  автоматически  в  процессе   
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Рис. 2. Замкнутый контур обучения и принятия решений агентов в предлагаемой методологии  

формирования панельного набора. Для каждого 
актива формировался вектор признаков, включа-
ющий следующие группы переменных: ценовые 
характеристики (логарифмические доходности за 
горизонты 1, 5, 10 и 20 дней); скользящие средние 
цен; реализованную волатильность; показатели 
ликвидности и объема: нормализованный объем 
торгов, спред, оборот; меры риска (коэффициенты 
вариации доходностей, индикаторы рыночной во-
латильности); макроэкономические и альтернатив-
ные признаки (процентные ставки, инфляционные 
показатели, индексы деловой активности, индика-
торы настроений), т. е. стандартные показатели из 
терминала Bloomberg. 

Для каждого момента времени t формировался 
тензор признаков 

,tN L F

tX R
   

где tN  – число активов; L – число временных ла-
гов. 

Предобработка выполнялась отдельно на каж-
дом обучающем окне и включала следующие про-
цедуры: синхронизацию данных по календарю и 
перенос последнего наблюдения в случае пропус-
ка; винсоризацию по первому и 99-му перценти-
лям; стандартизацию признаков по обучающему 
сегменту; создание временных лагов показателей; 

формирование позиционных признаков (веса 
портфеля на предыдущем шаге, агрегированные 
показатели риска и ликвидности). Такая процедура 
исключает утечку информации и обеспечивает 
корректное разделение данных по временны м сег-
ментам.  

Оценка обобщающей способности модели вы-
полнялась по схеме пошаговой оптимизации. Каж-
дый цикл включал обучающее окно длиной 750 
дней, затем валидационное окно длиной 250 дней 
и далее тестовое окно длиной 250 дней. После за-
вершения цикла окно сдвигалось на 250 дней, и 
процедура повторялась. На каждом цикле модель 
обучалась заново. На тестовом участке проводи-

лась ежедневная ребалансировка портфеля с уче-
том трансакционных издержек и стоимости удер-
жания коротких позиций. Метрики эффективности 
рассчитывались только на строго тестовых данных 
и усреднялись по всем тестовым окнам. Состояние 
среды включало тензор наблюдений, вектор весов 
портфеля и дополнительные агрегированные па-
раметры (ликвидность, волатильность, скрытое 
состояние рекуррентного блока).  

Псевдокод алгоритма приведен в Приложении. 
 

3.2. Сравнительные модели и метрики 

Было проведено сопоставление модели с пе-
речнем референсных подходов для глубокого ана-
лиза рассматриваемой методологии: 

 Mean–Variance – классическая оптимизация 
портфеля Марковица, где на каждом обучающем 
окне оцениваются ожидаемые доходности и кова-
риационная матрица, после чего строится порт-
фель, минимизирующий дисперсию при заданной 
целевой доходности; в рамках валидации применя-
ется с учетом реалистичных трансакционных из-
держек и дневной ребалансировки [5, 6, 9, 20]. 

 FF3 – факторная стратегия на базе модели 
Фамы – Френча, реализуемая через репликацию 
факторных портфелей; служит эталоном для изме-
рения систематической факторной экспозиции 
портфеля [1, 2]. 

 Pairs Trading – парная стратегия, основанная 
на выборе коинтегрированных ликвидных пар из 
состава индекса; она запускается и используется 
на отклонениях спреда от равновесного значения. 
Такая стратегия обеспечивает локальную рыночно-

нейтральную позицию, но остается чувствитель-
ной к ликвидности и параметрам отбора торговых 
пар [5, 8, 20]. 

 RL-Baseline – примитивный агент обучения с 
подкреплением, использующий те же входные 
признаки и схему валидации, что и продвинутый 
агент; служит контрольной точкой для оценки 
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преимуществ сложных планирующих глубоких 
методов продвинутого агента [10, 17, 21, 26]. 

 AlphaZeroBeta – предлагаемая модель, кото-
рая объединяет рекуррентную нейронную архи-
тектуру и многокритериальную функцию возна-
граждения, направленную на одновременное по-
вышение риск-скорректированной доходности, 
снижение корреляции с рыночным индексом и 
ограничение оборота. 

Используются три метрики:  

 Коэффициент Шарпа (англ. Sharpe ratio, 

Sharpe) – характеризует риск-скорректированную 
отдачу, т. е. отношение средней избыточной до-
ходности портфеля к волатильности этой доходно-
сти; более высокие значения указывают на более 
эффективное сочетание доходности и риска [28]: 

 
, 1

, 1

   
    ,

Var

p t f

p t

E r r
Sharpe

r





    

где fr  – безрисковая ставка (ставка, приведенная к 
дневному исчисленнию из годовой). 

 Максимальная просадка (англ. Max 

Drawdown, MDD) – отражает наихудшее относи-
тельное падение накопленной стоимости портфеля 
от предшествующего пика до локального миниму-
ма за рассмотренный период и показывает уязви-
мость стратегии к крупным просадкам [13, 22]: 

0
 =  max ,t s

t s T
t

W W
MDD

W  


 

где tW  – накопленная стоимость портфеля в мо-
мент t, т. е. стоимость портфеля до начала падения; 

sW  – накопленная стоимость портфеля в более 
поздний момент s, после снижения.  

 Корреляция с рыночным индексом характери-
зует линейную зависимость между доходностями 
портфеля и бенчмарка, служит проксимальной 
оценкой экспозиции к рыночной бете (положи-
тельная корреляция означает, что стоимость порт-
феля изменяется параллельно рынку) [2, 6]: 

 
   

, 1 1

, 1 1

Cov , 
Corr .

Var  Var

p t t

p t t

r m

r m

 

 

  

 

3.3. Параметры модели, архитектуры и данных 

В экспериментах использовались следующие 
фиксированные параметры: 

 Для пошаговой оптимизации применялись 

окна длиной train 750T   дней (≈ 3 года) для обуче-

ния, train 250T   дней (≈ 1 год) для подбора гипер-
параметров и ранней остановки и test 250T   дней 
для оценки метрик, с последующим сдвигом на 

testT . 

 Размер временного лага признаков L = 20 

дней. 
 Архитектура CNN включала два сверточных 

слоя с 32 и 64 фильтрами и ядром 3 3 , за которы-
ми следовали агрегация и полносвязный слой раз-
мерности 128. Рекуррентный модуль GRU имел 
скрытое состояние размерности 128hd  . 

 Актор представлялся двухслойной полносвяз-
ной сетью 128 64 N  , критик – сетью 
128 64 1.    

 Обучение выполнялось алгоритмом PPO со 
следующими параметрами: коэффициентом дис-
контирования 0,99  , коэффициентом обобщен-
ной оценки преимущества GAE 0,95  , коэффици-
ентом клиппинга PPO 0,20  .  

 Коэффициент регуляризации критика 1c  ,0. 

 Коэффициент энтропийной регуляризации 
ent 0,01c  . 

 Длина окна составляла 64 шагов, размер ми-
ни-батча – 256, количество эпох оптимизации PPO 
на один шаг обучения – 10. 

 В функции вознаграждения использовались 

коэффициенты штрафов 1 10   (корреляция с 
бенчмарком), 2 5   (трансакционные издержки). 

 Стоимость линейной компоненты издержек 
4

lin 1 10c
  , квадратичной 6

quad 1 10c
  . 

 Параметры ограничения портфеля: макси-
мальная валовая экспозиция 1,0  , ограничение 
изменения весов до 0,2 на одну инвестированную 
единицу капитала. 

В качестве источника данных использовался 
терминал Bloomberg; для компонент индексов 
GSPC, NDX, DJI, FTSE, GDAXI, HSI, SHCOMP 

применялись ценовые ряды PX_LAST, PX_OPEN, 
PX_HIGH, PX_LOW, объемы VOLUME и, при 
наличии, показатели ликвидности (BID, ASK, 
BID_ASK_SPREAD). Для построения рыночных и 
макроэкономических факторов использовались: 
индикаторы волатильности VIX, V2X, HSIV; про-
центные ставки USGG2YR, USGG5YR, 
USGG10YR, US0003M; инфляционные и макро-
экономические ряды CPI YOY, PPI YOY, GDP 

CQOQ, UNRATE, IP CHNG; индикаторы деловой 
активности NAPMPMI, NAPMNMI, ECOPMIM, 
CHPMMAN; прокси настроений и риск-аппетита 
NHBUS, CPSENT, BAMLELL, 
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NEWS_SENTIMENT; опционные показатели 
SDEX, SPX SKEW, GVZ, OVX; а также глобаль-
ные валютные и товарные индикаторы DXY, 
EURUSD, JPYUSD, CL1, GC1. Все данные загру-
жались с дневной частотой за период 2010–2020 

гг., синхронизировались по календарю и проходи-
ли процедуру нормализации по статистике обуча-
ющих окон. 

 

3.4. Результаты и диагностика обучения 

Результаты анализа показателей эффективно-
сти (табл. 1–3) демонстрируют, что рассматривае-
мый подход AlphaZeroBeta уверенно лидирует по 
коэффициенту Шарпа, сохраняет близкую к нулю 
корреляцию с рыночным индексом и заметно 
уменьшает максимальную просадку портфеля в 
периоды рыночных шоков. Такое сочетание высо-
кой риск-скорректированной доходности и низкой 
систематической зависимости свидетельствует о 
наличии инвестиционного преимущества подхода, 
а также об эффективных механизмах управления 
рисками [5, 10, 13, 20, 22, 28]. 

 
Таблица 1 

Значения коэффициента Шарпа  
для разных стратегий 

Стратегия США Европа Азия 

Mean–Variance 0,90 0,80 0,70 

FFE (Fama-French) 0,95 0,85 0,75 

Pairs Trading 0,80 0,70 0,65 

RL-Baseline 1,10 0,90 0,80 

AlphaZeroBeta  

(предлагаемый подход) 
1,35 1,20 1,05 

 
Таблица 2 

Корреляция стратегий с рыночными индексами 

Стратегия США Европа Азия 

Mean–Variance 0,55 0,60 0,50 

FFE (Fama-French) 0,45 0,50 0,40 

Pairs Trading 0,35 0,30 0,25 

RL-Baseline 0,20 0,15 0,10 

AlphaZeroBeta  

(предлагаемый подход) 
0,02 0,01 0,00 

 
Таблица 3 

Максимальная просадка стратегий, % 

Стратегия США Европа Азия 

Mean–Variance –35 –32 –30 

FFE (Fama-French) –28 –26 –24 

Pairs Trading –25 –22 –20 

RL-Baseline –18 –17 –15 

AlphaZeroBeta  

(предлагаемый подход) 
–12 –11 –10 

Экспериментальные результаты показывают, 
что агент адаптивно оптимизирует распределение 
капитала, сохраняя эффективность в кризисные и 
волатильные периоды; включение в функцию воз-
награждения штрафа за корреляцию с бенчмарком 
поддерживает близкую к нулю рыночную экспо-
зицию без жестких ограничений, что снижает чув-
ствительность к макроэкономическим шокам [1, 2, 

13]. Учет оборота и трансакционных издержек 
непосредственно на этапе обучения повышает 
практическую реализуемость и уменьшает риск 
систематической переоценки результатов в тести-
ровании [5, 13, 14]. 

В совокупности алгоритм демонстрирует 
улучшенные риск-скорректированные значения 
метрик, меньшие максимальные просадки портфе-
ля по сравнению с альтернативными подходами. 
Ключевые ограничения связаны с калибровкой 
весов целевой функции, качеством данных и моде-
лью издержек. Метод выделяется целевой оптими-
зацией нейтральности через компонент вознаграж-
дения (перевод «нулевой беты» из побочного эф-
фекта в целевую характеристику стратегии); ги-
бридный нейросетевой экстрактор в связке с ре-
куррентной политикой повышает устойчивость к 
смене режимов и частичной наблюдаемости, а учет 
оборота приближает работу моделей к реальным 
торговым условиям [5, 16–18, 20, 22, 28]. 

Все вычисления проводятся на GPU-

инфраструктуре классa V100/A100; один запуск 
обучается несколько часов, а полная серия из 20–
30 скользящих окон на один индекс укладывается 
в 5–10 дней на единичном GPU (или в 1–3 дня при 
параллелизации запусков на 4–8 GPU).  

На рис. 3 приведено сравнение коэффициен-
тов Шарпа для пяти стратегий (Mean–Variance, 

FF3, Pairs Trading, RL-Baseline и AlphaZeroBeta) по 
трем регионам (США, Европа, Азия); для расчета 
коэффициента Шарпа использовалась отложенная 

 
 

 
 

 
Рис. 3. Средние коэффициента Шарпа на отложенной выборке 

(OOS) для разных стратегий по регионам 
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выборка (англ. out-of-sample, OOS), что соответ-
ствует стандартной практике оценки эффективно-
сти алгоритма. Результаты показывают, что пред-
лагаемый подход демонстрирует наивысшие зна-
чения коэффициента Шарпа по всем регионам, 
опережая и классические портфельные модели, и 
портфели однофакторных RL-агентов [5, 10, 20, 

26, 28]. На рис. 4 показана динамика корреляции 
(рыночной беты) стратегий с соответствующими 
бенчмарками: подход поддерживает близкую к 
нулю или отрицательную корреляцию благодаря 
целевому штрафу за сопряженность с рынком в 
функции вознаграждения, тогда как референтные 
подходы (включая факторные и парные стратегии) 
сохраняют заметную положительную связь с ин-
дексом [1, 2, 6, 8, 13].  

 
 

 
 

 
Рис. 4. Средние значения коэффициента корреляции Пирсона на 
отложенной выборке (OOS) с бенчмарками 

 

Нормализация признаков и вычисление метрик 
выполнялись строго на тестовых сегментах с ис-
ключением любой информации из обучающих 
окон, чтобы избежать утечки данных [9, 11]. Тран-
сакционные издержки моделировались и вычита-
лись при формировании портфельных доходно-
стей, что приближает результаты к реалистичному 
исполнению [5, 13, 14]. 

 

В качестве приоритетных направлений даль-
нейших исследований можно выделить следую-
щие: 

 Усилить интерпретируемость модели – при-
менить методы анализа моделей машинного обу-
чения, чтобы напрямую сопоставлять вклад сигна-
лов стратегии с классическими факторами (FF3, 

Carhart) и демонстрировать экономическую интер-
претируемость и атрибуцию выявленного инве-
стиционного преимущества; такие инструменты 
помогают отличить «черный ящик» от воспроиз-

водимого экономического эффекта и связать инве-
стиционное преимущество с известными фактора-
ми фундаментальной экономической литературы.  

 Адаптировать алгоритм для работы на кросс-

активных торговых вселенных с учетом маржи-
нальных требований и клиринговых ограничений, 
что потребует интеграции моделей ликвидности в 
торговую среду агента и стресс-тестирования под 
различными маржинальными шоками.  

 Разработать и формализовать онлайн-

обучение и стабилизирующие механизмы, напри-
мер ограничение дивергенции при обновлении по-
литики агента.  

 Усилить устойчивость модели через симуля-
цию шоков ликвидности, искажение признаков, а 
также применение риск-чувствительных метрик 
(более продвинутые метрики риска) при оптими-
зации и оценке вознаграждения, чтобы контроли-
ровать экспозицию портфеля в стресс-сценариях.  

 Провести систематическую валидацию по 
компонентам  архитектуры, анализ чувствительно-
сти модели по параметрам функции вознагражде-
ния и проскальзывания; задокументировать и сде-
лать слепок данных и метрик для воспроизводимо-
сти.  

 Объединить перечисленные техники с инфра-
структурными требованиями, такими как задержки 
исполнения и реалистичные модели стоимости ак-
тивов, чтобы обеспечить воспроизводимость ре-
зультатов тестирования на исторических данных в 
реальных условиях. 

В работе представлена методология построения 
рыночно‑нейтральных стратегий, формализующая 
распределение капитала как последовательный 
процесс принятия решений с учетом трансакцион-
ных издержек и прямого контроля корреляции с 
рыночным индексом. Включение реалистичной 
модели издержек и эксплуатационных ограниче-
ний снижает риск систематической переоценки 
результатов и повышает практическую пользу 
подхода путем учета издержек на этапе обучения. 
Многоцелевой функционал вознаграждения, кото-
рый балансирует доходность, штрафы за экспози-
цию к рынку и торговый оборот, объединен с ре-
куррентной архитектурой актор – критик. Такое 
сочетание обеспечивает адаптивность к нестацио-
нарности, устойчивость к смене рыночных режи-
мов и снижение дисперсии градиентных оценок. 
Статические факторные методы проще с точки 
зрения реализации и интерпретируемости, но 
уступают предлагаемому подходу по адаптивности 



 

 
 

 

 

 

   ●

и учету эксплуатационных ограничений. Для кон-
троля рисков в дальнейшем важно учитывать долю 
риска в целевой функции, что повысит экономиче-
скую интерпретируемость и устойчивость резуль-
татов в стресс‑сценариях.  
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Псевдокод алгоритма 

Алгоритм 1. Обучение и тестирование рыночно-нейтральной стратегии 

Входные данные: D – панель рыночных данных, M – доходности бенчмарка, U – множество активов, H – гиперпара-
метры модели, обучения и ограничений портфеля.  
Результат: лучшая обученная политика для каждого окна, метрики вне выборки по всем окнам 

 
1:  S ← Построить последовательность скользящих окон (обучение, валидация, тест) 
2:  Для каждого окна s ∈ S: 
3:     (X_train, R_train, M_train, stats) ← Предобработка(D_train, M_train, только по обу-

чающему окну) 
4:     (X_val,   R_val,   M_val)             ← Предобработка(D_val,   M_val,   stats) 
5:     (X_test,  R_test,  M_test)            ← Предобработка(D_test,  M_test,  stats) 
6:     Инициализировать параметры кодировщика, актора и критика 
7:     best_score ← −∞ 
8:     Пока не выполнено условие ранней остановки: 
9:         Очистить буфер траекторий 
10:       h ← 0; w_prev ← 0 
11: Инициализировать состояние онлайн-оценки корреляции 
12: Для каждого момента t на обучающем окне: 
13: h_t ← Кодировщик(X_train[t], h_{t−1}) 
14: a_t ← Актор(h_t) 
15: w*_t ← Преобразовать действие в целевые веса 
16: w_t  ← Проецировать на допустимое множество 
17: w_pre ← Обновить веса после рыночного движения 
18: Δw_t  ← Ограничить изменение весов по обороту 
19: TC_t  ← Рассчитать трансакционные издержки(Δw_t) 
20: w_t   ← Применить исполнение сделки 
21: p_t^gross ← Доходность портфеля за следующий шаг до вычета издержек 
22: ρ_t ← Обновить онлайн-оценку корреляции(p_t^gross, M_train[t+1]) 
23: r_t ← p_t^gross − λ_corr · ρ_t^2 − λ_tc · TC_t 
24: V_t ← Критик(h_t) 
25: Сохранить (h_t, a_t, w_t, p_t^gross, ρ_t, TC_t, r_t, V_t) в буфер 
26: w_prev ← w_t 
27: Оценить преимущества и целевые значения критика по буферу 
28: Обновить параметры модели методом PPO на усечённых последовательностях 
29: score_val ← Проверить политику на валидационном окне по выбранному критерию 
30: Если score_val лучше best_score: 
31:            Сохранить текущие параметры как лучшие 
32: best_score ← score_val 
33: Загрузить лучшую модель для данного окна 
34: test_metrics ← Протестировать политику на тестовом окне 
35: Сохранить test_metrics 
36: Объединить метрики по всем окнам 
37: Вернуть агрегированные результаты и результаты по окнам 
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Abstract. In this paper, a multicriteria reward function is developed and empirically validated 

within a market-neutral portfolio management framework based on deep reinforcement learning. 

This function formalizes the optimal capital allocation problem as a Markov decision process in a 

nonstationary environment. The reward function simultaneously optimizes excess return per unit 

of risk, market neutrality via an explicit penalty on the correlation with a target market index, and 

transaction costs. As a result, systemic risk control and the cost of portfolio rebalancing are em-

bedded into the modeling and training procedure. The model is trained and analyzed using cross-

validation to mitigate the bias and adapt to regime shifts. According to the experimental valida-

tion results on leading equity indices of the USA, Europe, and Asia over a ten-year horizon, the 

above framework is effective, particularly showing consistent improvements in key metrics: 

higher Sharpe ratios, lower maximum drawdowns, and a substantially reduced correlation with 

the market index relative to classical optimization algorithms and reinforcement learning ap-

proaches with a single criterion. 
 

Keywords: market-neutral strategy, portfolio optimization, reinforcement learning, market-neutral portfolio, 

deep learning, portfolio management. 
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Аннотация. Рассматривается применение сценарных методов в управлении регионом не-
сколькими субъектами для исследования и оценки проблем повышения эффективности 
принятия управленческих решений, направленных на обеспечение устойчивого и согласо-
ванного развития в условиях неопределенности и воздействия деструктивных факторов 
различного характера. Объектом исследования является система информацион-
но‑аналитической поддержки регионального управления. Цель работы заключается в при-
менении сценарного подхода для формирования и обоснования системы критериев оценки 
эффективности сценариев многосубъектного регионального управления. Критерии разра-
ботаны на основе анализа результатов имитационного моделирования: пособытийного 
описания сценариев и степени близости к заданным параметрам целевого сценария. На 
основе математического аппарата знаковых ориентированных графов создана комплексная 
имитационная сценарно‑событийная модель многосубъектного регионального управления 
для анализа и оценки различных стратегий управления несколькими субъектами, а также 

для прогнозирования последствий их реализации. По итогам проведенных исследований 
сценарно‑событийной модели получены сценарии региональной динамики и отдельных ее 

составляющих, которые позволили выявить ключевые тенденции и факторы, влияющие на 
устойчивость и эффективность управления региональными системами в условиях нараста-
ющих внешних и внутренних угроз. Анализ сценариев (на основе пособытийного кодиро-
вания последовательности событий и близости к целевым параметрам) показал, что в ди-
намично изменяющейся среде предпочтительной стратегией управления, формируемой на 
основе сценарно‑прогнозного мониторинга развития ситуации, является перенос центра 
принятия решений на государство, так как оно обладает наибольшим количеством воз-
можностей и методов воздействия. Данная стратегия должна осуществляться на принципах 
многосубъектного управления с опорой на согласованность действий субъектов управле-
ния, направленных на снижение влияния внешних деструктивных действий со стороны 
потенциальных и существующих противников и на поддержание социаль-
но‑экономических процессов и стабильности в регионе. При выборе стратегии управления 
следует учитывать, что механизмы стимулирования экономических субъектов управления 
способствуют предотвращению конфликтов и равномерному распределению существую-
щих возможностей управления и ресурсов в региональной системе. 
 
Ключевые слова: многосубъектное управление, имитационное моделирование, сценарный анализ, 
региональная безопасность, оценка эффективности, кодирование событий. 
 

 

 

В контексте современного регионального раз-
вития эффективная стратегия управления стано-
вится ключевым фактором обеспечения стабиль-
ности и безопасности. В силу своей особой си-
стемной природы понятие многосубъектного реги-

онального управления представляет собой слож-
ную систему, интегрирующую экономические, по-
литические, правовые, организационно‑управлен-

ческие, социально‑демографические и научно‑тех-

нические аспекты [1]. Данное понятие характери-
зует региональное управление кооперативного ти-
па, при котором стратегические решения прини-
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маются совместно несколькими субъектами 
(прежде всего государством и частным бизнесом). 
Его актуальность существенно возрастает в совре-
менных условиях, когда задачи регионального раз-
вития приобретают комплексный характер, внеш-
няя среда демонстрирует повышенную динамику и 
неопределенность. Большинство подходов к изу-
чению проблем стратегического регионального 
управления лежат в плоскости системного анализа, 
который включает в себя оценку внешней обста-
новки, региональной специфики, перспектив рас-
ширения управленческих возможностей [2, 3]. В 
прикладном аспекте основными проблемами яв-
ляются: 

 отсутствие четких сценарных критериев и ме-
тодов определения управленческих стратегий, 

 отсутствие оценок эффективности стратегий 
управления, 

 отсутствие формализованного представления 
сценарных моделей, методов и алгоритмов моде-
лирования процессов многосубъектного управле-
ния. 

Данные проблемы затрудняют процессы коор-
динации и перераспределения управляющих воз-
действий между различными субъектами регио-
нального управления, прогнозирование и оценку 

их последствий. Традиционные методы моделиро-
вания (линейное программирование, балансовые 
модели), основанные на допущении о наличии 
полной информации о сложной управляемой си-
стеме, оказываются неэффективными в условиях 
сложной, адаптивной среды. Современные вызовы, 
такие как неопределенность, риски, внешние угро-
зы и деструктивные воздействия, требуют перехо-
да к гибридным моделям (например, к сценарному 

планированию), которые учитывают неполноту 
данных и нелинейность процессов. 

В контексте теории сценарного планирования и 
прогнозирования сценарий редко воспринимается 
как формализованная последовательность уни-
кальных событий, что существенно ограничивает 
возможности для объективной оценки его эффек-
тивности. Данный подход особенно необходим в 
многоэтапных сценарных моделях, при использо-
вании которых наблюдается парадоксальная дина-
мика расхождений: начальные отклонения от це-
левого сценария могут временно компенсировать-
ся путем применения стабилизирующих механиз-
мов, однако на финальных этапах даже незначи-
тельные накопленные погрешности способны при-
вести к качественным изменениям траектории раз-
вития как отдельных ключевых факторов, так и 
системы в целом. Отсутствие формализованных 

критериев и методологий для пособытийной оцен-
ки сценариев приводит к субъективности в интер-
претации данных и затрудняет процесс принятия 
обоснованных решений на основе сценарного мо-
делирования. Определим ключевые понятия. 

Состояние  – совокупность текущих значений 
параметров факторов, которые значимы для си-
стемы управления. 

Событие  – изменение состояния одного или 
нескольких факторов, при этом переход из одного 
состояния в другое представляется мгновенным. 

Сценарий поведения объекта – модель измене-
ния обстановки, связанной с возникновением и 
развитием той или иной ситуации (последователь-
ностью событий) и определяемой в дискретном 
временно м пространстве с заданным временны м 
шагом. 

Целью данной статьи является разработка и 
обоснование системы критериев оценки эффек-
тивности сценариев, полученных при имитацион-
ном моделировании процессов многосубъектного 

регионального управления, на основе анализа их 
пособытийного представления и степени близости 
к заданным параметрам целевого сценария. К чис-
лу задач, обеспечивающих достижение цели, отно-
сятся: 

 необходимость выделить возможные крите-
рии оценки эффективности сценариев многосубъ-
ектного регионального управления; 

 формирование системы оценки близости по-
лученных сценариев к целевым в рамках предпо-
лагаемых стратегий управления; 

 сценарное имитационное моделирование рас-
сматриваемых стратегий; 

 дальнейший анализ полученных результатов 
на основе сценарно‑событийной идентификации и 
попарного сравнения полученных сценариев с це-
левым. 

 

1.1. Организационная структура  
регионального управления 

Организационная структура регионального 
управления – это сложная система взаимодействия 
нескольких субъектов разных уровней, принима-
ющих управленческие решения разного уровня 
иерархии, основанная как на постоянных, так и на 
ситуационных социально-экономических органи-
зационных связях, направленная на достижение 
совместных целей. Она функционирует на основе 
устойчивых социально‑экономических связей и 
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ситуативных факторов, которые определяются 
стратегическими задачами, методами, инструмен-
тами, ресурсами и возможностями каждого субъ-
екта [4, 5]. 

В данной работе внимание уделено государ-
ственным (представленным на уровне государства 
как центра принятия решений и на уровне регио-
нальных субъектов управления) и коммерческим 
субъектам (в лице частного бизнеса), их взаимоот-
ношениям и взаимодействию в процессе управле-
ния и достижения поставленных целей. В процессе 
принятия управленческих решений на региональ-
ном уровне особое значение приобретают терри-
ториально обусловленные взаимосвязи: между 
экономическими кластерами, инфраструктурными 
системами, природными ресурсами и демографи-
ческими группами. Эти связи носят не только пря-
мой, но и обратный характер. Именно на регио-
нальном уровне эффект от обратных связей прояв-
ляется наиболее остро из-за ограниченности ре-
сурсов, гетерогенности территорий и высокой за-
висимости между отраслями и населением. Регио-
нальное управление требует системного подхода, 
учитывающего внутренние социально-экономиче-

ские особенности территории и ее взаимодействие 
с внешними уровнями – федеральным, межрегио-
нальным и глобальным. 

Такой анализ направлен на выявление ключе-
вых целей, интересов, уязвимостей и возможно-
стей управления, что является основополагающим 
для формирования целостной и стратегически 
обоснованной концепцией. 

Применение методов прогнозирования в рам-
ках системного подхода способствует разработке 
превентивных стратегий, ориентированных на ми-
нимизацию потенциальных угроз и рисков. 

Интеграция такого подхода в систему управле-
ния обеспечивает формирование комплексной и 
адаптивной системы принятия решений, способ-
ной эффективно реагировать на изменения внеш-
ней и внутренней обстановки. 

Для детализации возможностей и интересов 
субъектов управления в работе приведена табл. 1, 

заполненная на основе анализа стратегических до-
кументов государственного уровня [6–9], включая 
национальные проекты, стратегии социально-

экономического развития регионов, документов 
государственно-частного партнерства (ГЧП) [10, 

11]. Выделены интересы государства и частного 
бизнеса (стратегические цели, приоритеты разви-
тия, ожидания от ГЧП) и возможности (ресурсная 
и институциональная база обеих сторон, организа-
ционный потенциал для участия в региональном 

развитии). Такой подход позволяет четко соотне-
сти стратегические задачи с имеющимися возмож-
ностями управления и перейти к механизмам вза-
имодействия государства и субъектов частного 
бизнеса при реализации целей регионального 
управления.  

При этом следует отметить, что представлен-
ный перечень не претендует на исчерпывающую 
полноту. В рамках данного исследования автор 
сознательно ограничился рассмотрением наиболее 
релевантных факторов, непосредственно влияю-
щих на достижение целей настоящей работы и иг-
рающих существенную роль в формировании 
управленческой динамики.  

 

1.2. Управление региональной безопасностью  
на основе сценарных методов 

Региональное управление осуществляется на 
трех уровнях: стратегическом, тактическом и опе-
ративном. 

Стратегическое управление представляет собой 
процесс установления долгосрочных целей и задач 
организации, а также принятия основополагающих 
решений, которые могут включать реструктуриза-
цию или оптимизацию функционирующей систе-
мы. Этот уровень управления предполагает анализ 
внешних и внутренних факторов, влияющих на 
региональную систему, и разработку долгосроч-
ных планов и стратегий развития. 

Тактическое управление фокусируется на реа-
лизации конкретных управленческих воздействий, 
направленных на достижение поставленных стра-
тегических целей. На этом уровне осуществляется 
оперативное планирование и координация ресур-
сов для достижения краткосрочных и среднесроч-
ных задач, что позволяет обеспечить поступатель-
ное движение к стратегическим ориентирам. 

Оперативное управление представляет собой 
решение текущих и неотложных проблем, возни-
кающих в рамках функционирования региональ-
ной системы. Этот уровень управления характери-
зуется высокой степенью адаптивности и гибко-
сти, поскольку требует оперативного реагирования 
на изменения внутренней и внешней среды. 

В данной работе региональное управление рас-
сматривается как комплексная совокупность мето-
дов, принципов и инструментов, предназначенных 
для целенаправленного и систематического воз-
действия на социально‑экономические процессы и 
другие аспекты регионального развития несколь-
кими субъектами управления. Эта система коор-
динирует управленческую деятельность различных
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Таблица 1 

Интересы и возможности государства и частного бизнеса 

 Государство Частный бизнес 

Интересы  Модернизация системы стратегического регио-
нального управления. 
 Развитие региональной транспортной, энергети-
ческой и социальной инфраструктуры. 
 Оптимизация управления государственными при-
родными ресурсами и земельными фондами. 
 Применение инноваций в управлении и промыш-
ленности в рамках повышения конкурентоспособ-
ности региона. 
 Снижение рисков в региональных проектах, ин-
формирование бизнеса и увеличение доходов от 
госактивов. 
 Улучшение жизни людей, повышение качества 
образования и создание рабочих мест. 
 Поддержание экономической, политической и со-
циальной стабильности  

 Долгосрочные контракты на эксплуатацию 
государственных объектов, получение ста-
бильного дохода и возврат инвестиций. 
 Участие в ключевых инфраструктурных 
проектах для расширения бизнеса. 
 Согласование планов регионального разви-
тия с государственными программами и со-
трудничество с надежными партнерами, где 
государство выступает гарантом. 

 Привлечение бюджетных средств к сов-
местным инвестициям и разделение рисков с 
государством. 
 Участие в проектах по обеспечению без-
опасности для поддержки стабильного раз-
вития бизнеса  

Возможности  Правовая среда и государственная политика (со-
здание благоприятной правовой и законодательной 
базы, включающей налоговые льготы, преференци-
альные режимы и субсидии, играющие ключевую 
роль в стимулировании экономического роста). 
 Управление госимуществом (государственные 
механизмы перераспределения собственности, та-
кие как передача объектов в управление и аренду, 
важные для эффективного использования активов и 
привлечения частных инвестиций). 
 Институты и социальная сфера (развитие соци-
альных агентств, центров поддержки предпринима-
тельства и компетенций). 
 Региональная безопасность (федеральные и реги-
ональные власти, вооруженные силы РФ, обеспечи-
вающие безопасность на местах, что необходимо 
для устойчивого развития). 
 Межрегиональное взаимодействие (развитие 
межрегиональных связей способствует интеграции 
экономик, обмену опытом и ресурсами). 
 Наука и инновации (внедрение результатов пере-
довых научных исследований, инноваций и совре-
менных методов управления)  

 Привлечение частных инвестиций, банков-
ского и проектного финансирования. 
 Внедрение инноваций, разработка новых 

технологий и бизнес-моделей, повышение 
эффективности управления жизненным цик-
лом проектов благодаря имеющимся компе-
тенциям и экспертной оценке. 
 Создание рабочих мест и обучение новых 
специалистов. 
 Влияние на социально-экономические 
процессы региона, участие в формировании 
его приоритетов. 
 Гибкость в принятии решений, сотрудни-
чество с другими компаниями в кластерах и 
отраслевых консорциумах. 
 Государственные гарантии поддержки 
бизнеса в условиях неопределенности и ак-
тивных деструктивных воздействий  

субъектов, стремясь достичь стратегических целей 

обеспечения стабильности и безопасности. Важ-
ные задачи включают улучшение качества жизни 
населения, обеспечение политической стабильно-
сти и региональной безопасности. 

На рис. 1 представлена структурная схема мно-
госубъектного управления на основе сценарных 
методов. Данная схема описывает процесс управ-
ления, осуществляемый несколькими субъектами 

управления, которые, исходя из поставленных це-
лей, наличия аппарата воздействия и имеющихся 
ресурсов, осуществляют управление обеспечением 

региональной безопасности, определяя свои воз-
можности и формируя сценарные альтернативы на 
основе прогноза вероятных последствий управля-
ющих воздействий для выбора наиболее эффек-
тивного варианта управления с целью воздействия 
на объект управления. 
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Рис. 1. Структурная схема многосубъектного управления на основе сценарных методов 

 

Стратегическое управление представляет собой 
целенаправленный процесс системной трансфор-
мации управленческого потенциала субъектов 
управления, основанный на согласовании и опти-
мизации трех взаимосвязанных подсистем: целе-
полагания, ресурсного обеспечения и аппарата 
воздействия. Его сущностная особенность заклю-
чается в переходе от реактивной модели реагиро-
вания к проактивной стратегии формирования тра-
ектории развития. Разработка сценарных методов 
регионального управления на стратегическом 
уровне преследует две основные задачи: 

 обеспечение безопасности объекта управле-
ния, 

 выявление и активизацию новых управленче-
ских возможностей, адаптированных к текущим 
условиям и внешней среде.  

Таким образом, формируется потенциал управ-
ления – системная характеристика, отражающая 
совокупную способность субъектов управления в 
различной степени влиять на объект управления, 

осуществлять выбор управленческих альтернатив, 

оценивать реализуемость этих альтернатив через 
определение доступных методов воздействия и 
вероятности их успешной реализации. Проведя 
оценку альтернативных управленческих воздей-
ствий, спрогнозировав результаты их реализации и 
проанализировав возможные сценарии развития 
ситуации, субъект управления принимает решение 
о выборе оптимального варианта воздействия. 
Окончательный выбор базируется на сопоставле-
нии ожидаемой эффективности каждого сценария 
с точки зрения достижения целевых показателей 
управления. 

На схеме также продемонстрирована взаимо-
связанная природа процессов управления – обра-
ботанная информация о результатах примененных 

управляющих воздействий подается на вход блока 
контроля выполнения целей управления, который 
выполняет функцию обратной связи: 

 отслеживает фактическое выполнение управ-
ленческих решений, 
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 выявляет отклонения от запланированных по-
казателей, 

 служит основанием для корректировки мето-
дов управления. 

Анализ последствий управления (как прогнози-
руемых на этапе планирования, так и фактически 
возникающих в процессе реализации) выступает 
ключевым источником верификации достоверно-
сти контрольных процедур и повышения обосно-
ванности управленческих решений. Таким обра-
зом, формируется замкнутый цикл управления. 
Эта цикличность обеспечивает непрерывное со-
вершенствование системы управления: 

 благодаря оперативной адаптации методов к 
меняющимся условиям, 

 постепенному повышению точности прогно-
зов, 

 снижению неопределенности при принятии 
решений.  
 

1.3. Показатели эффективности  
регионального управления 

Для объективного и точного анализа эффектив-
ности регионального управления, особенно в кон-
тексте взаимодействия государства и частного 
бизнеса, необходима система критериев (показате-
лей) регионального развития, отражающих ключе-
вые цели и приоритеты страны. Эти критерии 
должны охватывать различные аспекты, включая 
национальную безопасность, модернизацию эко-
номики, улучшение социальной поддержки и раз-
витие инфраструктуры. На основе анализа страте-
гических документов [6–8, 12], а также ряда науч-
ных работ и литературы по затрагиваемой темати-
ке [1, 3, 13–15] были выделены следующие показа-
тели, которые в дальнейшем были использованы 
для формирования сценарной имитационной мо-
дели регионального управления несколькими 
субъектами управления: 

 Социально-экономическое развитие: увели-
чение валового регионального продукта (ВРП), 
рост экспорта, инвестиций и снижение уровня без-
работицы, демографический рост, снижение ми-
грации. 

 Качество социальной инфраструктуры: до-
ступность здравоохранения, жилья, социальной и 
правовой поддержки. 

 Инвестиционная привлекательность реги-
она: повышение рентабельности региона. 

 Целеполагание и стратегическое планиро-
вание: эффективность работы административного 
и институционального аппарата, наличие страте-

гии развития, планов и индикаторов. 
 Развитие региональной инфраструктуры: 

состояние дорог, водоснабжения и энергоснабже-
ния. 

 Удовлетворенность населения работой ор-
ганов власти: уровень доверия к власти, поддерж-
ка в СМИ. 

 Качество управленческих решений: обосно-
ванность, своевременность и эффективность. 

 Уровень инновационного развития: внедре-
ние новых технологий, развитие науки и образова-
ния. 

 Региональная безопасность: готовность к 
чрезвычайным ситуациям, адаптивность к измене-
ниям и гибкость в бюджетной и управленческой 
политике. 

Выбор представленных факторов для построе-
ния сценарной модели региональной безопасности, 
по мнению автора, обоснован их комплексным 
влиянием на устойчивость и развитие региона. 
Они охватывают ключевые сферы, которые опре-
деляют способность региона противостоять угро-
зам и адаптироваться к изменениям. Следует отме-
тить, что все показатели, включенные в сценарную 
модель, рассматриваются только в качественном 
виде, т. е. для формирования событий сценария 
важен тип их динамики (рост, падение, колебание 
и др.). Следовательно, в качестве источников для 
формирования моделей можно использовать как 
динамику факторов, определенную из статистиче-
ских данных показателей регионального развития, 
так и данные, полученные с применением эксперт-
ных методов. В данном случае рассмотренная ни-
же модель используется без привязки к конкрет-
ному региону и служит в качестве примера приме-
нимости сценарного подхода в региональном 
управлении. В дальнейшем при рассмотрении кон-
кретных регионов, безусловно, следует использо-
вать уже накопленные статистические данные, а 
также дополнительные параметры расчетных ди-
намик факторов модели, в частности скорость из-
менения их характеристик. Ниже рассмотрены 
краткие характеристики факторов модели в кон-
тексте данной работы. 

Экономический рост является основой устой-
чивого развития региона, создает ресурсную базу 
для решения социальных задач, повышения инве-
стиционной привлекательности региона и модер-
низации объектов критически важной инфраструк-
туры. 

Качество социальной инфраструктуры влияет 

на уровень жизни населения; его недостаток может 

стать источником социальной напряженности и 
снижения доверия к власти. 
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Инвестиционная привлекательность определяет 
заинтересованность субъектов управления в разви-
тии региона и уровень притока капитала. Традици-
онно в качестве расчетных индикаторов рента-
бельности региона наиболее часто используют ва-
ловой региональный продукт (ВРП) на душу насе-
ления, уровень доходов населения, а также рента-
бельность активов бизнеса. В данной работе рас-
сматривается фактор рентабельности в качествен-
ном виде, т. е. направление его изменения: повы-
шение рентабельности создает условия для долго-
срочного роста инвестиционной привлекательно-
сти региона и снижения зависимости от внешних 
факторов и деструктивных воздействий. Таким 
образом, фактор рентабельности региона рассмат-
ривается как качественный параметр, динамика 
которого прямо или косвенно оказывает влияние 
на формирование событий моделируемых сцена-
риев. 

Целеполагание и стратегическое планирование 
отражают степень эффективности принятия управ-
ленческих решений. Слабое развитие институцио-
нальных механизмов может стать источником не-
эффективного использования ресурсов и роста 
рисков стратегического планирования. 

Развитие региональной инфраструктуры явля-
ется основой социально‑экономического развития 
региона. Дефицит или износ инфраструктуры 
ограничивает возможности региона по привлече-
нию инвестиций и обеспечению потребностей 
населения. В работе рассматривается только каче-
ственное влияние данного фактора на развитие 
региона – как изменение его состояния. Увеличе-
ние или уменьшение значения данного показателя 
(в зависимости от финансирования) положительно 
или отрицательно влияет на перспективы развития 
региона. 

Фактор «Уровень инновационного развития» 

является источником повышения конкурентоспо-
собности региона и снижения зависимости от дру-
гих регионов, способствуя диверсификации эко-
номики. В работе он демонстрирует: развитие 
науки (разработку новых технологий и методов 
управления) и образовательных программ в рамках 
подготовки квалифицированных кадров; внедре-
ние новых технологий в производство и сельское 
хозяйство для повышения их эффективности. 

Региональная безопасность отражает способ-
ность субъектов управления регионом противосто-
ять внешним и внутренним угрозам и вызовам, 
включая чрезвычайные ситуации, деструктивные 
действия со стороны потенциальных и существу-
ющих противников и гибкое реагирование на из-
менения в экономической, социальной и полити-
ческой среде. 

Таким образом, подчеркнем: представленный 
список факторов носит фундаментальный харак-
тер. Однако его адаптация к конкретным регио-
нальным условиям может потребовать расширения 
за счет включения дополнительных факторов и 
учета специфических особенностей. 

 

1.4. Сценарное имитационное моделирование  
в управлении развитием региональных систем 

Среди инструментов, используемых для разра-
ботки и анализа альтернативных сценариев функ-
ционирования сложных социально‑экономических 
систем регионального уровня, значительное место 
занимает метод имитационного моделирования. 
Данный метод, основанный на компьютерном мо-
делировании и симуляции, предоставляет возмож-
ность глубокого анализа динамики происходящих 
процессов, выявления потенциальных рисков и 
факторов неопределенности, что является источ-
ником для принятия обоснованных управленче-
ских решений и обеспечения устойчивого развития 
региональных систем в условиях динамично изме-
няющейся внешней среды. 

Разработка имитационных моделей базируется 
на их комплексной структуре, включающей набо-
ры эндогенных и экзогенных факторов и их взаи-
мосвязи. Эндогенные факторы представляют со-
бой внутренние процессы и характеристики регио-
нальной системы, в то время как экзогенные фак-
торы отражают внешние воздействия, исходящие 
от потенциальных и существующих противников, 
политических условий, социальных изменений и 
других факторов. Взаимосвязи между этими эле-
ментами позволяют моделировать эволюцию си-
стемы и прогнозировать ее поведение при различ-
ных сценариях развития. 

Ключевым элементом имитационного модели-
рования регионального развития является анализ, 
основанный на формализованных методах созда-
ния моделей и генерации сценариев их поведения 
при различных условиях. Сценарные модели по-
могают прогнозировать последствия разных 
управленческих решений, обнаруживать внешние 
и внутренние угрозы и снижать риски [16–18]. 

Рассматриваемый сценарный подход к мно-
госубъектному управлению основывается на ис-
пользовании нескольких субъектов управления в 
качестве дополнительного ресурса. Возможность 
определения их исключительного или кооператив-
ного участия в условиях изменяющейся обстанов-
ки позволяет разрабатывать комплексные страте-
гии регионального управления. Процесс решения 
задачи включает два основных этапа.  
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1. Определение субъекта управления, облада-
ющего необходимыми ресурсами и потенциалом 
для формирования и реализации управляющих 

воздействий, направленных на достижение без-
опасного или целевого сценария в текущей или 
прогнозируемой обстановке. Этот этап является 
ключевым аспектом стратегического анализа и 
планирования, рассматриваемого в данной работе. 

2. Определение конкретных управляющих воз-
действий, которые выбранный субъект управления 
должен предпринять для достижения целевого 

сценария. 
Предлагаемые стратегии должны быть разрабо-

таны с учетом анализа текущих рисков и факторов 
неопределенности, что позволяет минимизировать 
или полностью нейтрализовать потенциальные 
угрозы и обеспечить достижение целевого сцена-
рия развития ситуации [16, 19]. 

В рамках работы проведено сценарное имита-
ционное моделирование управления региональной 
безопасностью на основе нескольких стратегий;  

в контур управления включен алгоритм оценки 
эффективности сценариев исходя из сравнения с 
целевым сценарием. Моделирование произведено 
на базе программно‑аналитического комплекса 
(ПАК) «Полюс», разработанного в Институте про-
блем управления РАН. 

На рис. 2 представлена структурная схема про-
цесса сценарного имитационного моделирования 
регионального управления. 

На основе полученных при моделировании 
данных сформирована система оценки эффектив-
ности сценариев исследуемых стратегий исходя из 
следующих критериев: 

– согласованность (степень согласованности 
воздействий субъектов управления); 

– степень релевантности конечным целям 
управления (близость к целевым параметрам); 

– степень отклонения от целевой траектории 
(степень близости к целевому (безопасному) сце-
нарию); 

– ресурсные и временны е ограничения. 
 

 

 
Рис. 2. Структурная схема сценарного имитационного моделирования регионального управления 
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2.1. Математическая постановка задачи 

Зададим множество субъектов регионального 
управления (СУ): { },  1,j Sm

Sm Sm j N  .  

Для описания исследуемой региональной си-
стемы S введем следующие основные параметры: 

 вектор эндогенных переменных y  Y, харак-
теризующий фазовое пространство факторов и со-
стояний объекта S; 

 вектор экзогенных переменных x  X, харак-
теризующий фазовое пространство факторов и со-
стояний внешней среды системы S; 

 вектор управляемых переменных для каждого 
СУ : j j j

Sm u U U  ; 

 вектор выделенных ресурсов для каждого СУ 
: j j j

Sm p P P  . 

Расширенное фазовое пространство  z Y X 
представим как объединение фазового простран-
ства факторов и состояний объекта S и его внеш-
ней среды. 

Для дальнейшего учета вариантов развития си-
стемы S (внешней среды (обстановки) и (или) ди-
намики поведения объекта управления) в работе 
рассматриваются альтернативы развития ситуации, 
описываемые и исследуемые на основе сценариев. 

Основой разрабатываемых и исследуемых ими-
тационных моделей является комплексная система 
показателей и их взаимосвязей, которая адекватно 
описывает состояние и динамику развития регио-
нальной системы, включая как субъекты, так и 
объекты управления. Такой подход позволяет мак-
симально точно учитывать внешние факторы, вли-
яющие на функционирование и развитие регио-
нальной системы, что существенно повышает точ-
ность и релевантность результатов моделирования. 

Определим G(V, E) – структуру сценарной ими-
тационной модели системы S, где V – конечное 
множество факторов (вершин графа), E – множе-
ство взаимосвязей между факторами. 

Каждой вершине поставим в соответствие ее 
параметр, который является переменной, характе-
ризующей ее состояния на i-м шаге моделирования 

,  1, 2, iv V i   

В рамках сценарно-событийного подхода будем 
рассматривать выявленный характер динамики 
изменения значений определенного фактора, тре-
бующий установления (коррекции) опосредован-

ной связи в процессе моделирования, как событие, 

и в соответствии с этим данную связь назовем сце-
нарно-событийной. Для краткости будем называть 
динамикой фактора характер временно й зависимо-
сти изменения его значений в процессе моделиро-
вания. 

Тогда пусть в основе определения событий ле-
жат изменения в динамике поведения множества 
значимых для анализа ситуации и управления фак-
торов:    зн

,  1, 2 , , nV V v n N     где N – коли-
чество факторов (вершин) модели G. Тогда собы-
тие на i-м шаге ( it ) является функцией от динамик 
поведения значимых для формирования этого со-
бытия факторов:      зн

( , ) ,  i n iE t f FSc v t
 

 зн
,nv V 1, 2 , , n N  1, 2, i    

Сценарием ( , )n iFSc v t  является тип преобла-
дающей динамики (рост, падение, колебания, по-
стоянные значения, расходящиеся и сходящиеся 
колебания) фактора v  на заданном дискретном 
отрезке времени t , измеряемом в шагах модели-
рования. По сути рассматриваемый сценарий явля-
ется переменной величиной, отражающей характер 
изменения фактора сценарной модели во времени 
и принимающей целочисленные значения, соот-
ветствующие одному из базовых типов его дина-
мик (табл. 2) на некотором временно м интервале 
процесса моделирования. Таким образом, для каж-
дого n-го фактора в процессе моделирования опре-
деляется соответствующий идентификатор теку-
щей динамики ( , )n iFSc v t .  

Зададим        nav sec
Z Z t Z t   – множество 

расширенных состояний системы  S  в фазовом 
пространстве z, где    nav

Z t  – множество недопу-

стимых состояний в момент времени t;    sec
Z t  – 

множество безопасных состояний системы S в мо-
мент времени t. Обозначим  множество желаемых 
состояний системы S следующим образом: 

     tar sec
( ) Z t Z t . 

В основе сценарного управления лежит множе-
ство возможностей управления, а также рисков и 
уязвимостей, влияющих на достижение цели, т. е. 
нахождение системы S в состоянии 

   tar
Z t  или 

   sec
Z t .  

Под уязвимостью в рамках работы понимается 
степень открытости системы S деструктивным 
воздействиям, которые приводят к отклонению от 
цели управления.  



 

 
 

 

 

 

   ●

Таблица 2 

Идентификаторы динамик факторов 

Значение  
сценария 

( , )n iFSc v t  
Обозначение 

Динамика факторов  
модели 

Тип динамики 

i-го фактора 

Название  
по умолчанию 

0  – 
Не определен  
(не рассчитывается) Не определено 

1   
Рост Растет 

2   
Падение Уменьшается 

3  
 

Постоянное значение Постоянно 

4   

Колебания, ограниченные 
по амплитуде 

Устойчивое  
состояние 

5   

Расходящиеся  
колебания 

Нестабильно 

6  
 

Сходящиеся  
колебания 

Стабилизируется 

 

Определим целевой сценарий поведения систе-
мы   

tR как множество значимых для управления 

событий     зн
 iE t , 00,1,..., , 0,i N t   в дис-

кретные моменты времени, определенных на мно-
жестве Z: 

           зн    ,   ,i r it E t f Z t t t t t    R R  

где rt  – глубина сценария.  

Определим целевой сценарий поведения систе-
мы как 

               tar зн tar  
,     ,i r it E t f Z t t t t t    R R

 

а безопасный сценарий – как  

               sec зн sec
 ,  i r it E t f Z t t t t t   R R  

Необходимо определить стратегию участия 
каждого субъекта управления j

Sm Sm  и для него 
найти такое управление j j

u U  с учетом влияния 
всех неуправляемых факторов j j  , обеспечи-
вающих:  

       tar sec
  , , ,  , , :j j j j j j

z u M Z z u M Z
        

        tar sec
{  |  , , , , } j j j j
u z u Z z u Z       

 

при реализации сценариев  tar
R  или  sec

R , где 
 cs

Z S    – прогноз возможных переходов си-
стемы  S  в следующее состояние, где M Z

   – 

множество возможных событий (состояний). 

Задача: для оценки эффективности выбранной 
стратегии определить близость (сходство) сцена-
риев    tar

 tR и  j
tR  по сходству последователь-

ностей событий, где  j
tR  – j-й сценарий из мно-

жества полученных сценариев. 
 

2.2. Решение задачи 

При оценке эффективности сценариев для рас-
чета событий сценариев вводятся следующие па-
раметры (рис. 3) [20]: 

  
p t  – период расчета или обновления расчет-

ных динамик факторов (имитация процессов при-
нятия решений) в шагах моделирования, т. е. па-
раметр, с помощью которого определяется частота 
событийного мониторинга (диагностирования со-
бытий в процессе моделирования, т. е. в соответ-
ствии с введенными выше определениями – обна-
ружения и идентификации характера динамики 
изменения значений факторов из заданного под-
множества); 

 FSc
k t  – количество шагов моделирования, 

принимаемое во внимание при анализе динамики 
факторов, которое отражает глубину событийного 
мониторинга моделируемой системы; 

 FSc
z t  – количество итераций моделирования, 

необходимых для имитации временно й задержки в 
процессе анализа исследуемой ситуации и после-
дующего принятия решений, которое представляет 
собой период запаздывания управленческого реа-
гирования, выраженный в шагах моделирования. 
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Рис. 3. Взаимосвязь параметров расчета динамики факторов 

 
Таким образом, попарное сравнение сценариев 

(одного из полученных с целевым) сводится к 
оценке близости текстовых строк, состоящих из 
идентификаторов типов последовательности собы-
тий, иными словами, формирующихся на основе 
склейки всех значений ( , )n iFSc v t . Например, 
представление сценария в виде текстовой строки 

"1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 1, 1, 1, 4, 4, "TSc  
означает, что на первых пяти шагах моделирова-
ния реализуется тип события «1», затем на следу-
ющих четырех шага – тип события «2», далее на 
шести шагах – тип события «3», затем на трех ша-
гах повторяется событие «1» и т. д.   

Типы событий формируются следующим обра-
зом. Пусть, например, из всего множества факто-
ров только пять факторов влияют на формирова-
ние события. При моделировании происходит не-
прерывный анализ динамики этих факторов в со-
ответствии с табл. 2. Формирование нового собы-
тия и присвоение ему идентификатора 0, 1, 2, … 
происходит, если изменился тип динамики одного 

или нескольких из отслеживаемых значимых фак-
торов. 

Таким образом, получаем для каждого сценария 
массив строк, отражающих последовательное це-
лочисленное представление наборов типов меня-
ющихся или не меняющихся событий. На рис. 4 
представлен алгоритм кодирования сценариев в 
строковые представления и их попарного сравне-
ния. 

Обозначим множество всех рассматриваемых 
сценариев как совокупность целевого сценария 
(размещаемого в начале множества) и множества 
альтернативных сценариев R . Каждый элемент 
множества R  представляет собой упорядоченную 
последовательность значимых событий.  

Процедура пособытийного сопоставления 

1. Идентификация значимых событий. Каждому 
значимому событию присваивается уникальный 
целочисленный идентификатор из табл. 2. Данный 

идентификатор однозначно характеризует событие 
и обеспечивает дифференциацию событий в рам-
ках всего множества.  

2. Формирование строкового представления 
сценариев. Для каждого сценария создается стро-
ковая запись, формируемая последовательным 
включением идентификаторов в порядке следова-
ния событий. 

3. Построение массива уникальных событий. 
Формируется упорядоченный массив, содержащий 
все уникальные события из множества R . При 
заполнении массива соблюдаются следующие пра-
вила: 

 события добавляются в порядке их первично-
го обнаружения при последовательном анализе 

сценариев, 
 каждому уникальному событию присваивает-

ся идентификатор (позиция в массиве), 
 идентификатор включается в строковое пред-

ставление соответствующего сценария. 
4. Обработка дублирующих событий. При об-

наружении события, уже присутствующего в мас-
сиве, ему присваивается идентификатор m без по-
вторного включения в массив.  

Реализуемый алгоритм обеспечивает: 
 унификацию представления – все сценарии 

описываются посредством целочисленных иден-
тификаторов событий; 

 сопоставимость на событийном уровне – по-
явление одинаковых идентификаторов в строко-
вых представлениях разных сценариев указывает 

на совпадение соответствующих событий; 
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Рис. 4. Алгоритм кодирования сценариев в строковые представления и их попарного сравнения 

 

 оптимизацию хранения – исключается дубли-
рование информации путем повторного использо-
вания идентификаторов уже зарегистрированных 

событий. 
Таким образом, исходное множество сценариев 

преобразуется в набор строковых представлений, 
пригодных для формального сравнения посред-
ством анализа последовательностей идентифика-
торов. Следовательно, можно использовать из-
вестные метрики оценки близости текстовых 
строк. Например, в качестве меры близости двух 
сценариев  tar

 R (целевого) и j
R (одного из полу-

ченных), представленных в виде текстовых строк 
на интервале шагов моделирования [  rt t ], можно 
использовать метрику на основе расстояния Хем-
минга [21]. В этом случае мера сходства H  для K

шагов моделирования определяется как 

  
  tar

tar
, ,

, 1 ,

j
H

j
H

d K

K
  

R R

R R  

         tar tar 0

   , , , ,
t

j j
H

k t K

d K TSc k TSc k
 

 R R  

      
     
     

tar

   

tar

   

tar

   

,

0, если ,

1,  если ,

j

j

j

TSc k TSc k

TSc k TSc k

TSc k TSc k

 

  


 

где    tar

 TSc k  и   
j

TSc k  представляют собой ти-
пы событий этих двух сценариев на k-м шаге. 
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3.1. Сценарное моделирование процессов 
многосубъектного регионального управления  

в условиях реализации угроз 

В предшествующей статье [22] уже были пред-
приняты шаги по оценке эффективности регио-
нального управления несколькими субъектами 
управления. На основе оценки согласованности 
процессов управления несколькими субъектами 
управления и близости к целевым параметрам 
управления (на основе анализа выходных данных 
сценарного имитационного моделирования и их 
соответствия целевым состояниям факторов моде-
ли) были выделены наиболее предпочтительные 
стратегии. В рамках проведенного исследования 
было установлено, что административные (госу-
дарство и региональные субъекты) и экономиче-
ские (частный бизнес и предприниматели) субъек-
ты управления обладают уникальными инструмен-
тами воздействия и возможностями влияния на 
региональную систему, а также имеют как схожие, 
так и различные интересы в процессе управления. 
На основе их анализа была разработана система 
взаимовыгодной поддержки управления регио-
нальной безопасностью и создана сценарная ими-
тационная модель регионального развития в усло-
виях влияния внешних угроз, структура которой 
представлена на рис. 5. 

На рис. 5 зеленым цветом отражена область 
воздействия субъектов управления, красным обо-
значена основная область уязвимости, желтым от-
мечены целевые факторы поддержания региональ-
ной безопасности. 

Целевыми факторами, которые также состав-
ляют множества значимых для анализа ситуации и 
управления факторов  1 28 3 3

(зн)
1 8 47, , , , ,v v v v vV 

49 50 51 53, , , ,v v v v  в исследовании являлись: «Реги-
ональная безопасность»; «Рентабельность регио-
на»; «Государственное финансирование»; «Отрас-
левое и частное финансирование»; «Действенность 
санкций и влияния деструктивных воздействий; 
«Дезинформация населения и пропаганда; «Отток 
населения»; «Зависимость от импорта» (данный 
фактор отражает уровень зависимости региона от 
иностранных технологий, инноваций, оборудова-
ния, сырья, материалов, комплектующих и т. д.). 

В ходе исследования был выполнен ряд сценар-
ных экспериментов, которые базировались на 
наборе гипотетических стратегий управления, 
каждая из которых предполагала различную кон-
фигурацию взаимодействий между субъектами 
управления и специфику воздействия на ключевые 
факторы развития региона. Оценка эффективности 
сценариев осуществлялась по единому критерию – 

степени близости полученных в ходе моделирова-
ния результатов к заранее определенным целевым 
параметрам. Результаты анализа систематизирова-
ны и представлены в табл. 3 и 4. 

 

 

 
Рис. 5. Структура сценарной имитационной модели регионального развития 
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Таблица 3 

Анализ результатов моделирования сценария 1 

Фактор 
Тип динамики Совпадение 

Цель Результат 

Региональная безопасность  12 1FSc v    12 2FSc v   – 

Отраслевое и частное финансирование  28 1FSc v    28 2FSc v   – 

Рентабельность региона  31 1FSc v    31 2FSc v   – 

Государство  38 2FSc v    38 1FSc v   + 

Дезинформация населения и пропаганда  47 2FSc v    47 1FSc v   – 

Зависимость от импорта  49 1FSc v    49 1FSc v   – 

Вовлеченность в военные конфликты  50 1FSc v    50 1FSc v   – 

Отток населения  50 1FSc v    50 1FSc v   – 

Действенность санкций  51 2FSc v    51 1FSc v   – 

 

Таблица 4 

Анализ результатов моделирования сценария 2 

Фактор 
Тип динамики Совпадение 

Цель Результат 

Региональная безопасность  12 1FSc v    12 1FSc v   + 

Отраслевое и частное финансирование  28 1FSc v    28 1FSc v   + 

Рентабельность региона  31 1FSc v    31 1FSc v   + 

Государство  38 2FSc v    38 1FSc v   + 

Дезинформация населения и пропаганда  47 2FSc v    47 2FSc v   + 

Зависимость от импорта  49 1FSc v    49 2FSc v   + 

Вовлеченность в военные конфликты  50 1FSc v    50 1FSc v   – 

Отток населения  50 1FSc v    50 2FSc v   + 

Действенность санкций  51 2FSc v    51 2FSc v   + 
 

Первый сценарий демонстрирует стратегию 
оперативного реагирования, при которой центром 
принятия решений становится государственный 
субъект управления. В рамках этой модели эконо-
мические субъекты управления оказываются в не-
выгодном положении: при снижении показателя 
«Рентабельность региона» и отсутствии системы 
мотивационной поддержки они утрачивают сти-
мулы к достижению собственных целей. Это, в 
свою очередь, приводит к сокращению их ресурс-
ной вовлеченности в развитие региона – что явля-
ется источником ослабления партнерских связей 
между государством и бизнесом. Итог такого сце-
нария выражается в снижении согласованности 
действий субъектов управления. 

Второй сценарий отражает упреждающую стра-
тегию управления, которая базируется на прогно-
зировании потенциальных угроз и cкоординиро-
ванном взаимодействии нескольких субъектов 
управления. Ключевая особенность сценария – пе-

реход от реактивных мер к проактивному управле-
нию. Координация управления реализуется через 
синхронизацию действий государственных и него-
сударственных субъектов и совместное использо-
вание ресурсных возможностей, а также выработку 
единых критериев оценки угроз и эффективности 
мер. Как показано в исследовании [22], анализ ре-
зультирующих динамик ключевых показателей 
модели подтверждает эффективность данной стра-
тегии. Количественные и качественные показатели 
демонстрируют соответствие траектории развития 
целевым параметрам и устойчивость системы к 
моделируемым угрозам. 

В рамках настоящего исследования осуществ-
лен анализ управленческих сценариев с опорой на 
ранее полученные результаты. Работа сосредото-
чена на комплексной оценке двух ключевых ас-
пектов: 

 близости сценария к целевому сценарию и его 
траектории, 
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 логической согласованности действий субъ-
ектов управления через соответствие целевых 
установок различных субъектов общей стратегии 
развития и наличие (отсутствие) противоречий в 
принимаемых решениях. 

В рамках проведенного исследования согласо-
ванность действий субъектов управления оценива-
ется посредством систематического отслеживания 
их воздействий на целевые и сопутствующие фак-
торы модели. 

Методика анализа включает следующие этапы: 
1. Фиксация управляющих импульсов. Реги-

стрируются все воздействия, исходящие от субъ-
ектов управления и направленные на реализацию 
цели. Для каждого импульса фиксируются: 

 источник (конкретный субъект управления), 
 направленность (на какой фактор оказывается 

воздействие), 
 интенсивность (сила воздействия), 
 временны е параметры (момент и продолжи-

тельность воздействия). 
2. Анализ взаимовлияния воздействий. Прово-

дится сопоставление импульсов от разных субъек-
тов с целью выявления: 

 синергетических эффектов (совпадающие по 
направлению и усиливающие друг друга воздей-
ствия); 

 нейтрализующих взаимодействий (противо-
направленные воздействия, снижающие общий 
эффект); 

 противоречивых сигналов (одновременные 
воздействия на один фактор с разными целями). 

Данный этап необходим не только для анализа 
эффективности сценариев, но и для верификации 
модели и подаваемых сигналов. 

В качестве метрики здесь можно использовать 
известные меры связности пары сценариев, реали-
зуемых двумя субъектами управления на основе их 
совпадения с целевым. В частности, проведенное 
выше кодирование сценариев в виде последова-
тельности идентификаторов событий позволяет 
использовать меры Сокола – Мигнера, Танимото – 

Роджерса, Кульчинского и др. [21]. 

Близость к безопасной траектории отражает ре-
зультаты качественного анализа степени отклоне-
ния сценария от целевой траектории даже в случа-
ях, когда целевые параметры формально достигну-
ты. Такой анализ оценивает состояние факторов не 
только по итоговому результату моделирования, 
но и на протяжении всего процесса. Это позволяет: 

 оценивать состояние объекта управления или 
его отдельных подсистем на каждом шаге модели-
рования, 

 проводить пособытийный анализ для каждого 
фактора и системы в целом. 

Таким образом, удается выявить критические 
состояния системы и определить причины их воз-
никновения.  

На основе анализа сходства пособытийного ко-
дирования последовательностей событий получен-
ных сценариев (целевой сценарий представлен на 
рис. 6, результаты моделирования представлены на 
рис. 7 с использованием обозначений динамик 
факторов для визуализации и облегчения восприя-
тия) и качественного анализа согласованности 
процессов осуществления управляющих воздей-
ствий в процессе моделирования, затраченного 
времени и ресурсов на подавление имитируемых 
угроз сформирована следующая оценка эффектив-
ности полученных сценариев, представленные в 
табл. 5. В ходе анализа были определены целевые 
параметры управления, представленные в табл. 3 
и 4. При этом заданы (например) следующие тре-
бования к динамике ключевых факторов: 

 фактор «Региональная безопасность» должен 
демонстрировать устойчивый рост, 

 для факторов «Зависимость от импорта», 
«Вовлеченность в военные конфликты» и «Отток 
населения» допустимы любые типы динамики, 
кроме роста (снижение или стабильность рассмат-
риваются как приемлемые результаты управле-
ния). 

 
Таблица 5 

Оценка эффективности полученных сценариев 

Критерии 

эффективности 
Сценарий 1 Сценарий 2 

Согласованность  
субъектов управления 

– + 

Близость к целевым 
параметрам  tar

( )R  
– + 

Близость к безопасной 
траектории  sec

( )R  
– – 

Ресурсная и временна я 
затратность 

– + 

 

Для обеспечения прозрачности методологии 
моделирования необходимо дать следующие пояс-
нения: в рамках конкретного имитационного мо-
делирования каждый фактор принимал лишь два 
типа динамики – рост или падение – что было от-
ражено в таблицах. При этом в ходе эксперимен-
тов с различными стратегиями управления были 
выявлены и иные типы динамики, не вошедшие в 
итоговые таблицы. 
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Рис. 6. Результаты моделирования целевого сценария 

 

 
 

 
Рис. 7. Результаты моделирования полученных сценариев 

 
Важно отметить: введенные обозначения не яв-

ляются расчетными величинами – они служат ис-
ключительно для иллюстрации типа динамики 
фактора и вводятся на основании отслеживаемых 
количественных изменений значений ключевых 
факторов. 

Результаты анализа показывают, что при нали-
чии согласованности в многосубъектном управле-
нии и близости к целевым параметрам (попадании 
в область целевых сценариев) наблюдается рас-
хождение между полученным и безопасным сце-
нарием. Это выявляется при пособытийном срав-
нении: несмотря на формальное соответствие це-

левым индикаторам, система отклоняется от без-
опасной траектории развития. 

Причина такого расхождения кроется в специ-
фике текущей ситуации. Скоординированные дей-
ствия субъектов управления за короткий промежу-
ток времени позволили: 

 стабилизировать ключевые факторы регио-
нального развития, 

 удержать систему от критического падения 
значений целевых показателей (факторов). 

Однако эти же действия не обеспечили выхода 
из состояния вовлеченности в военный конфликт – 
проблемы, определяющей долгосрочную динамику 
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системы. Это указывает на ограниченность теку-
щих механизмов управления: они эффективны для 
краткосрочной стабилизации, но не способны раз-
решить стратегическое противоречие. В результате 
государство вынуждено наращивать ресурсную 
поддержку для компенсации негативных послед-
ствий.  

Таким образом, текущая модель управления 
демонстрирует парадокс эффективности: она 
успешно решает оперативные задачи, но усугубля-
ет стратегические риски. Для выхода из этой ситу-
ации требуется: 

 переосмысление целевых параметров без-
опасности с учетом долгосрочного контекста, 

 внедрение адаптивных механизмов управле-
ния, способных работать в условиях перманентно-
го конфликта, 

 разработка ресурсосберегающих стратегий, 
снижающих нагрузку на бюджет. 
 

3.2. Сценарное моделирование многосубъектного 

регионального управления с элементами 
государственной поддержки частного бизнеса 

На основании анализа предыдущей модели, ре-
зультатов сценарного исследования, а также оцен-
ки мер и возможностей государства по стимулиро-
ванию частного бизнеса имитационная модель ре-
гионального управления в рамках данной работы 
была доработана и систематизирована.  

Она включает следующие блоки: государствен-
но‑частное партнерство, социально‑политические 
факторы; экономические факторы, угрозы регио-
нальному развитию. 

В качестве субъектов управления сохранены 
«Государство»; «Региональные субъекты управле-
ния»; «Частный бизнес». 

В качестве мер государственной поддержки и 
инструментов воздействия на интересы предпри-
нимательского сектора рассматриваются «Госу-
дарственные субсидии»; «Налоговые льготы»; 
«Инфраструктурная поддержка». 

Для имитации угроз и внешних деструктивных 
воздействий выбраны следующие факторы: 
«Санкции»; «Военные конфликты»; «Пропаганда»; 
«Социальные беспорядки». 

Структура сценарной имитационной модели ре-
гионального управления представлена на рис. 8. 

В рамках настоящего исследования осуществ-
лен комплекс сценарных имитационных экспери-
ментов с применением ПАК «Полюс». Цель экспе-
риментов — сравнительный анализ эффективности 
различных стратегий регионального управления в 
условиях внешних и внутренних угроз. 

 

3.2.1. Методология моделирования 

Для всесторонней оценки были смоделированы 
четыре альтернативные траектории развития ситу-
ации, различающиеся: 

• по характеру управленческого воздействия 
(оперативное реагирование либо превентивное 
прогнозирование); 

• степени вовлеченности частного сектора (без 
стимулирования либо со стимулированием); 

• механизму принятия решений (моносубъект-
ное управление либо кооперативное взаимодей-
ствие).

 

 

 
Рис. 8. Структура сценарной имитационной модели 
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Моделировались четыре возможные траектории 
развития ситуации. 

Сценарий 1: оперативное реагирование субъек-
та управления «Государство» на негативные тен-
денции в регионе без стимулирования субъекта 
«Частный бизнес». 

Описание сценария: реакция на негативные 
тенденции в регионе осуществляется постфактум; 
частный бизнес не получает стимулирующих мер, 
действует автономно; акцент делается на админи-
стративные методы регулирования. 

Сценарий 2: оперативное реагирование «Госу-
дарства» со стимулированием «Частного бизнеса». 

Описание сценария: вводится система стимули-
рования «Частного бизнеса»; предполагается си-
нергия государственного контроля и рыночной 
активности. 

Сценарий 3: прогнозирование потенциальных 
угроз и превентивная реакция «Государства» (ба-
зовая прогностическая стратегия). 

Описание сценария: «Государство» использует 
инструменты прогнозирования угроз; реализуются 
упреждающие меры до наступления кризисных 
явлений; частный сектор не вовлечен в коопера-
тивное управление. 

Сценарий 4: прогнозирование угроз и превен-
тивная реакция «Государства» с привлечением 
«Частного бизнеса» c использованием механизмов 
стимулирования. 

Описание сценария: применяются механизмы 
мотивации и стимулирования «Частного бизнеса»; 
формируется система совместного противодей-
ствия угрозам. Результаты моделирования пред-
ставлены на рис. 9. В качестве ключевых отслежи-
ваемых факторов выбраны «Уровень жизни» (со-
циальный индикатор), «Политическая стабиль-
ность» (институциональный индикатор), «Регио-
нальная безопасность» (комплексный индикатор). 

 

3.2.2. Анализ полученных результатов 

Сценарий 1 показал неэффективность усилий 
субъектов управления по противодействию угроз. 
Отсутствие координации с частным сектором 
ограничивало ресурсную базу. Система не выхо-
дила из кризисного цикла, сохраняя высокую уяз-
вимость. 

Сценарий 2 продемонстрировал, что стратегия 
совместного управления с государственным сти-
мулированием частного бизнеса позволяет восста-
новить стабильность в регионе. Однако это: 

 требует значительных временны х и ресурс-
ных затрат, 

 требует выхода из зоны безопасного сцена-
рия, 

 не обеспечивает снижения уровня деструк-
тивных воздействий. 

Сценарии 3 и 4 (прогностические) превосходят 
сценарий 2: 

 по скорости возвращения системы к стабиль-
ному состоянию, 

 минимизации необходимых ресурсов. 
Сценарий 4 показал возможность нейтрализа-

ции угроз со стороны противников при совместной 
деятельности субъектов управления. Пособытий-
ное сравнение с целевым сценарием выявило: 

 отсутствие явных противоречий между 
управленческими действиями субъектов, 

 значительное отклонение первых трех сцена-
риев от целевых параметров по временным показа-
телям стабилизации, уровню затрат ресурсов и 
степени достижения целевых параметров. 

Данные оценки полученных сценариев пред-
ставлены в табл. 6. В таблице зеленым отмечены 
результаты, достигшие целей управления, красным 
– не достигшие.  

Желательным событием в целевом сценарии 
является ситуация, при которой давление санкций 
и вовлеченность в военные конфликты будет сни-
жаться, а значения региональных показателей бу-
дут расти. Обозначим такое событие идентифика-
тором «1». Также предположим, что в целевом 
сценарии до наступления желательного события в 
идеальном случае возникали только допустимые 
события, присвоим произвольному допустимому 
событию идентификатор «0». Тогда текстовая 
строка целевого сценария будет выглядеть так: 

 tar
"0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1,1,1,TSc 

1,1,1,1,1" , здесь после 170 шага моделирования 
наступает желательное событие. 

Далее по результатам моделирования произве-
дем идентификацию уникальных событий соглас-
но выше описанному алгоритму без дублирования 
событий (см. рис. 9).  Следовательно, формируют-
ся следующие текстовые строчки полученных сце-
нариев (идентификаторы событий в силу облегче-
ния склеены через каждые десять шагов моделиро-
вания): 

1.  1
"2, 2,  2,  2,  3,  3, 3, 3, 3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,TSc 

3, 3, 3,  3,  3,  3,  3,  3,  3" , 

2.  2
"2, 2, 2,  2, 3,  3,  3,  3,  3, 3, 3, 3,  3,  3,  3,  3,TSc 

4, 4, 4,  4,  5,  5,  5, 6, 6" , 

3.  3
"3, 3,  3,  3,  3,  3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 5, 5, TSc 

5, 7, 7,  8,  8,  8,  6,  5,  5" , 

4.  4
"3, 3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  5,  5,  5,  5,  5,  5,  5,  5,TSc 

5, 9, 1  0, 1  0, 1  0, 1  , 1  , 1  , 1  ".  
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Рис. 9. Результаты моделирования полученных сценариев 

 
 

Таблица 6 

Анализ результатов моделирования 

Фактор 
Тип динамики 

Цель Сценарий 1 Сценарий 2 Сценарий 3 Сценарий 4 

Государство  1 1FSc v    1 1FSc v    1 1FSc v    1 1FSc v    1 1FSc v   

Частный бизнес  2 1FSc v    2 2FSc v    2 1FSc v    2 1FSc v    2 1FSc v   

Санкции  6 1FSc v    6 1FSc v    6 1FSc v    6 1FSc v    6 2FSc v   

Военные конфликты  19 2FSc v    19 1FSc v    19 5FSc v    19 1FSc v    19 2FSc v   

Уровень жизни  27 2FSc v    27 2FSc v    27 1FSc v    27 1FSc v    27 1FSc v   

Политическая стабильность  29 2FSc v    29 2FSc v    29 1FSc v    29 1FSc v    29 1FSc v   

Региональная безопасность  31 2FSc v    31 2FSc v    31 1FSc v    31 1FSc v    31 1FSc v   

Близость к безопасной  
траектории 

Безопасный 
сценарий 

– – – + 

Временная  
затратность 

Целевое 

 значение 
– – + + 
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На рис. 9 идентификаторы событий и их разби-
ение отмечены красным цветом. 

Далее все допустимые события (такими счита-
ются все, которые выполняют условие роста пока-
зателей регионального развития, иначе считаем 
событие недопустимым) будем считать эквива-
лентными произвольному допустимому событию и 
присвоим им идентификатор «0». После анализа 
были выделены следующие идентификаторы со-
бытий: «5», «6», «7», «8», «9», «10». Тогда строч-
ные представления полученных сценариев имеют 
вид: 

1. 
 *1

"2,  2,  2,  2,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,TSc 
 3, 3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3" , 

2. 
 *2

"2,  2,  2,  2,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,TSc 
3, 3,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0" , 

3. 
 *3

"3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  0,TSc 
0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0" , 

4. 
 *4

"3,  3,  3,  3,  4,  4,  4,  4,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,TSc 
0,  0,  0,  0,  0,  0, 1  , 1  , 1  ,  1" . 

По результатам попарного сравнения данных 
строк с целевым сценарием на основании расстоя-
ния Хэмминга были получены следующие выводы. 

В первом сценарии мера сходства  
  tar

, 0j

H R R , во втором – 
  tar

, j

H R R  

0,04 , в третьем –   
  t a r

, 0 , 1 2 ,j

H R R  в чет-

вертом – 
  tar

, 0,52.j

H R R  На качественном 

уровне при попранном сравнении и оценке иден-
тификаторов типов событий было выявлено, что 
четвертый сценарий наиболее близок к безопасной 
траектории, а также достиг необходимого события. 
В дальнейшем планируется разработать методику 
формирования целевого сценария, а также ввести 
классификацию степени допустимости события. 

Наиболее предпочтительным является сцена-
рий 4, удовлетворяющий всем критериям эффек-
тивности: 

 благодаря переносу центра принятия решений 
на субъект «Государство», 

 использованию сценарно‑событийного про-
гнозирования для раннего выявления угроз, 

 привлечению механизмов мотивации и сти-
мулирования «Частного бизнеса», 

 расширению возможностей воздействия в 
условиях деструктивных вызовов. 

Таким образом, данная стратегия управления 
представляется оптимальной для нестабильного 
периода.  

В работе предпринята попытка создать систему 
критериев оценки эффективности сценариев при 
имитационном моделировании многосубъектного 

регионального управления. При ее разработке вы-
делены ключевые показатели эффективности сце-
нария: близость к целевым параметрам и близость 
к целевой траектории. 

Оценка целевых параметров осуществляется с 
помощью методики попарных сравнений. Она 
предполагает сопоставление результатов, полу-
ченных при моделировании, с заранее определен-
ными желаемыми результатами управления (в по-
ведении факторов модели). Оценка траектории 
сценария базируется на методике пособытийного 
представления и анализа. Методика позволяет: 

 идентифицировать каждое событие, 
 оценивать сценарий на основе визуального и 

численного представления данных, 
 определять степень близости траектории сце-

нария к целевой. 
Кроме того, в ходе исследования проводилась 

качественная оценка ресурсной и временной за-
тратности – анализировались усилия, необходимые 
для нивелирования имитируемых угроз и деструк-
тивных воздействий. 

Результаты исследования показали, что в усло-
виях угроз наиболее эффективной является упре-
ждающая стратегия управления. Ее ключевые ха-
рактеристики: 

 стратегия основана на прогнозировании угроз 
и деструктивных воздействий, 

 основана на принятии совместных решений, 
 объединяет государство (как центр управле-

ния) и частный бизнес региона, 
 направлена на поддержание безопасности и 

стабильности в регионе. 
Такая стратегия должна включать: 
 методы прогнозирования возникающих угроз 

(на основе сценарно-событийного подхода); 
 механизмы стимулирования и мотивации 

предпринимательского сектора со стороны госу-
дарства. 

Полученные результаты могут послужить ос-
новой для разработки систем оценки эффективно-
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сти принятых стратегических решений региональ-
ного управления и будут использованы в дальней-
ших исследованиях автора, направленных на сце-
нарный мониторинг развития ситуации, улучше-
ние методологии раннего выявления нежелатель-
ных событий и изменений динамик значимых фак-
торов, их формирующих, автоматизацию кодиро-
вания событий и формирования процедур реагиро-
вания. 
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Abstract. This paper considers the application of scenario methods in multi-actor regional man-

agement to investigate and assess challenges in improving the efficiency of managerial decision- 

making for the sustainable and coordinated development under uncertainty and the impact of var-

ious destructive factors. The object of this study is an information and analytical support system 

for regional management. The aim of this study is to apply the scenario approach in order to form 

and justify a set of efficiency assessment criteria for multi-actor regional management scenarios. 

The criteria are formed by analyzing the results of simulation modeling, encompassing both the 

event-level scenario descriptions and their closeness to given parameters of a target scenario. Us-

ing the mathematical apparatus of signed directed graphs, a comprehensive scenario-event simu-

lation model of multi-actor regional management is developed. This model is intended to analyze 

and assess various management strategies with multiple actors, as well as to forecast the conse-

quences of implementing these strategies. Based on the conducted research using the scenario-

event model, scenarios of regional dynamics and their individual components are obtained. These 

scenarios are employed to identify key trends and factors influencing the stability and efficiency 

of regional system management under growing external and internal threats. According to the 

scenario analysis results (the event-by-event encoding of event sequences and closeness to target 

parameters), the preferred management strategy based on the scenario analysis and situation fore-

casting in a rapidly changing environment is to shift the decision center to the state, possessing 

the greatest number of capabilities and influence mechanisms. This strategy shall be implemented 

on the principles of multi-actor management, relying on the coordination of management actors to 

reduce the impact of external destructive effects from potential and existing adversaries and main-

tain socio-economic processes and stability in the region. When selecting a management strategy, 

one should keep in mind that incentive mechanisms for economic management actors contribute 

to the prevention of conflicts and a uniform distribution of existing management capabilities and 

resources within the regional system. 

 
Keywords: multi-actor management, simulation modeling, scenario analysis, regional security, efficiency 

assessment, event encoding. 
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Аннотация. Рассматривается один из методов решения задачи локальной навигации мо-
бильного робота, работающего в экстремальных условиях, связанных с отсутствием 
средств глобальной навигации и централизованного управления, а также с ограниченной 
сенсорикой. В основе локальной навигации лежит метод потенциальных полей, причем 

построенные на его базе двигательные программы перенесены на уровень элементарных 
действий. Формирование сложного поведения осуществляется метаавтоматами, реализу-
ющими иерархию управления. Основной задачей, решаемой роботом, является движение в 
заданный район или область пространства. В рамках этой задачи рассматривается базовая 
процедура  обход препятствий – которая также реализована на базе метода потенциаль-
ных полей. Приведены результаты экспериментов трех уровней: вычислительного, имита-
ционного (физического) и на реальных роботах. Во всех них использовались одна и та же 
вычислительная модель и управляющие автоматы. Показано, что успешность выполнения 
задачи локальной навигации определяется размером области видимости робота, но при 
этом унифицированность механизмов управления позволяет расширять эту область есте-
ственным образом. 
 

Ключевые слова: метод потенциалов, автоматное управление, метаавтоматы, модели движения, 
мобильный робот, локальная навигация, обход препятствий, иерархия управления. 
 

 

 

Одним из прикладных направлений развития 
систем групповой робототехники является кон-
цепция применения массовых группировок назем-
ных мобильных робототехнических систем в экс-
тремальных условиях с потерями. Эта концепция 
подразумевает использование множества сравни-
тельно простых автономных мобильных платформ, 
способных функционировать в условиях жестких 
ограничений. Ограничения подразумевают: 

 отсутствие связи с оператором, 
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 автономность и децентрализованный характер 
управления, 

 отсутствие средств глобальной навигации, 

 отсутствие карты местности, 

 ограниченность сенсорики (отсутствие 
средств активной детекции, например мощных ли-
даров). 

При этом определение целей функционирова-
ния носит групповой характер. 

Среди задач, которые должны решаться груп-
пой таких роботов, выделяется базовая  задача 
доставки некоторой полезной нагрузки в заданный 
район или область пространства. Роботам задаются 
целевой пеленг и примерное удаление от точки 
старта. Сами роботы оснащены камерами, дально-
мерами или локаторами, способными определить 
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препятствия или непроходимые участки, а также 
средствами локальной связи для определения со-
стояния соседей – роботов своей группы. В отсут-
ствие глобальной навигации и карты местности 
роботы могут опираться на анализ локального 
окружения. Предполагается, что роботы должны 
двигаться компактной группой, избегая столкно-
вений и обходя препятствия, выдерживая при этом 
заданное направление. Групповой характер орга-
низации подобного рода систем обусловлен, во-

первых, требуемой малой чувствительностью к 
потерям и, во-вторых, ожидаемыми синергетиче-
скими эффектами, возникающими при групповом 
движении (взаимодействии). 

В настоящей работе будет рассмотрена основ-
ная процедура решения задачи доставки  движе-
ние робота по пеленгу с обходом препятствий. 

 

Среди множества методов планирования пути в 
средах с препятствиями (см., например, обзор [1]) 

особое место занимают модели локальной навига-
ции, основанные на использовании потенциальных 
полей (ПП). Важно, что эти методы позволяют ре-
шать не только задачу построения траектории ин-
дивидуального движения, но реализовывать также 
правила согласованного движения группы агентов. 
Общая идея метода ПП состоит в движении вдоль 
линий векторного поля, потенциальная функция 
которого отражает конфигурацию наблюдаемых 
объектов, препятствий и их форму, а также цель 
движения. Формально метод ПП относится к более 
общему семейству – методам так называемого по-
тенциального наведения и, несмотря на более чем 
полувековую историю, по-прежнему активно ис-
следуется (см., например, работы А. Б. и 
Н. Б. Филимоновых [2, 3] или обзор Х. Ксинга [4]). 

В первую очередь это связано с тем, что метод ПП 
имеет очевидные неустранимые ограничения: тен-
денцию застревания в локальном минимуме, ос-
цилляции, а также проблемы при решении тра-
екторных задач при обходе препятствий сложной 
формы (см. работу [5]). К тому же, применение 

метода ПП становится затруднительным, когда 
робот отличен от удобной системы с дифференци-
альным приводом (см. работу [6]). В целом общая 
тенденция развития методов управления на основе 
ПП сводится к разработке гибридных систем 
управления, когда механизм ПП используется для 
построения траекторий движения на тактическом 

уровне. 

Задача движения в среде с препятствиями 
обычно относится к категории комплексных, тре-
бующих предварительного анализа окружения. 
Для этого разрабатываются весьма специфические 
алгоритмы построения пути с огибанием препят-
ствий, использующие как «традиционные» про-
дукционные механизмы (см., например, статью 
[7]), так и достаточно тяжелые графовые методы 
поиска (см. публикацию [8] или классическую ра-
боту О’Рурка [9]). Несколько особняком стоят так 
называемые Bug-методы обхода, в которых робот 
следует контуру препятствия, постоянно оценивая 
рассогласование между текущей ориентацией и 
требуемым пеленгом (см. статью [1]). Такой под-
ход обладает существенным ограничением: факти-
чески робот выходит к точке продолжения траек-
тории, находящейся за препятствием, совершая 
избыточный обход. Но самая большая сложность 

состоит в том, что процедура следования контуру 
подразумевает наличие очень развитой сенсорики 
и способности реконструирования этого контура. 

Тем не менее, в настоящей работе в качестве 
основы локального планирования траектории 
предлагается именно метод ПП, а вопросы обхода 
препятствий решаются путем введения дополни-
тельного – автоматного – уровня управления. При 
этом основными причинами интереса к методу ПП 
являются его вычислительная простота и общ-
ность, что крайне важно для специфики решаемой 
задачи доставки. 

В данной статье не затрагиваются вопросы 
применения метода ПП для решения групповых 
задач. Реализация разнообразных законов стайного 
движения описана в работе [10]. Здесь же сосредо-
точимся именно на решении частной задачи – об-
хода препятствий. 

Начнем с описания реализации метода ПП для 
мобильного робота. 

 

1.1. Метод потенциальных полей 

Модель агента. Агент представляет собой объ-
ект, оснащенный сенсорами и способный к пере-
мещению, для общности, в трехмерном простран-
стве. Агент A задается пятеркой 

,  , ,  ,   ,Agent name C R S F  

где name – имя агента; C – множество характери-
стик агента; R – его пространственное положение; 
S – состояние сенсорной системы; F – функция 
управления. 
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Функция управления F определяет простран-
ственное положение агента: 

 , , .F C S R R  

Базовыми характеристиками агента для рас-
сматриваемой задачи является тройка 

,   ,  ωC t r . 

где t – тип агента, t ; r – размер агента (его 
геометрические характеристики, r );  – вес 
агента  ω . Введение типов агентов, весов и 
размеров необходимо для реализации функций 
группового управления, когда агенту необходимо 
ориентироваться на остальных членов группы, 
причем исходя из наблюдаемых характеристик 
своих соседей. 

Пространственное положение R задается трой-
кой ,   , .R X v A  Здесь X – координаты агента, 

3
X  ; v – скорость движения  v ; 

yaw pitch rollα ,   α ,   αA  – тройка углов Эйлера, где 

yaw, pitch, roll – углы рыскания, тангажа и крена 
соответственно. 

Сенсорная система агента позволяет получить 
информацию о состоянии, координатах, скоростях 
и углах ориентации некоторого множества объек-
тов Ωs , попавших в его зону видимости – некото-

рую область пространства 3
s  вблизи агента, 

например, его переднюю полусферу. Робот может 
быть оснащен различными датчиками, показания 
которых дополняют множество Ωs , см. рис.1. 

Множество определяется как  sΩ k
io . Здесь 

k
io  – распознаваемые сенсорикой робота объекты – 

соседи, препятствия, целевые ориентиры и т. п. 
При этом 

 1 2 3, , , k
io x x x k , 

где  1 2 3, ,x x x  – координаты; k – класс, к которому 
принадлежит объект (соседи, препятствия, целе-
вые объекты и т. п.). Каждый элемент k

io  опреде-
ляет свой вклад (знак и величину) в итоговый век-
тор движения. Важнейшей характеристикой обла-
сти s  является ее радиус Ωr   расстояние, на ко-
тором агент может увидеть объект. Радиус Ωr  мо-
жет определяться как возможностями сенсорики 
агента, так и полученной извне информацией 

(априорными знаниями агента об окружающем 
пространстве). Если радиус Ωr  соизмерим с разме-
рами области, в которой функционирует агент, то 
получим ситуацию знания полной информации о 
среде и локальное планирование движения превра-
тится в глобальную навигацию. 

 

 

 
Рис. 1. Область видимости агента Ωs, формируемая множествами 
объектов, зарегистрированных локатором ΩL и дальномерами Ωri  

 

Движение агента. Направление и скорость 
движения агента определяются суммой потенциа-
лов полей в его позиции. Это значит, что каждый 
объект из области видимости sΩ  рассматривается 
как источник потенциала (положительного или 
отрицательного), и сумма этих потенциалов опре-
деляет значение функции управления как пары 

ctl ctl ctl ctl yaw pitch roll, ,    α ,  α ,  αF v A A  , 

где ctlv  – скорость движения (модуль); ctlA  – 

направление движения. 

Обозначим через , ,s s sX v A  средние значения 
координат, скорости и ориентации наблюдаемых в 
области Ωs  объектов. Компоненты координат цен-
тра масс наблюдаемых объектов вычисляются как 

,  1, 2, 3,i s

i s

i
k

ok
s

i
o

x

X k





 

 
                   (1) 

где 
i
kx  – компоненты вектора координат наблюда-

емого объекта; i  – его вес. Аналогично опреде-
ляются средние скорости sv  и вектор ориентации 

sA . 
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Эти характеристики области sΩ  позволяют за-
давать гибкие законы движения: не только дви-
гаться по направлению, определяемому центром 
масс sX , но и согласовывать направление движе-
ния и скорость с другими агентами, решать задачу 
преследования, избегания препятствий и т. п. 

Итак, на входе имеются состояние агента 
, ,X v A  и наблюдаемые величины , ,s s sX v A , 

задан закон взаимодействия в виде функции 
 ,   ,A s sF X X A , а искомым выходом является 

управление ctl ctl,v A . Функция AF  определяет 

компоненты вектора управления ctl ctl,v A , причем 

    ctl ctl,  , ,  arg ,  , .A s s A s sv F X X A A F X X A   

Например, для закона когезии (стремления 
держаться поближе к «своим») cohF  итоговая ско-
рость в общем случае может определяться соб-
ственной скоростью агента и расстоянием до цен-
тра масс группы rs, определяемым по координатам 

X и Xs: 

ctl coh maxmin , ,v

s

k
v F v

r

 
   

 
 

где vmax – предельная скорость движения; kv – не-
который коэффициент. А направление движения 
может быть определено из положения центра масс 
наблюдаемых «своих». 

Далее, чтобы не загромождать изложение до-
полнительными операторами и преобразованиями, 
будем полагать, что вектор F естественно предста-
вим в виде явной пары <длина, ориентация>, т. е. 

 , arg ,F F F v a  . 

Если рассматривается простое движение агента 
по пеленгу, заданному парой углов yawα  и pitchα , то 

bear ctl ctl ctl yaw pitch, const, α ,  α ,  0 .F v A v   (2) 

Общий закон управления движением. Пусть 
область Ωs  позволяет выделять классы объектов 

Ωi
s , по отношению к которым реализуются разные 

законы движения Fi, как зависящие от области ви-
димости (приближение, отталкивание), так и не 
связанные с ней (свободное блуждание, движение 
по пеленгу и т. д.). Управление ctlF  в общем слу-
чае будет определяться суммарным воздействием 
всех действующих на агента сил, представленным 
в виде компонент ctl ctl, :v A  

 ctl ctl ctl

1

, ,
n

i
i i s

i

F v A k F


                 (3) 

где  i
i sF    сумма векторов сил, определяемых 

положением объектов из области Ωi
s  по отноше-

нию к агенту; ik  – коэффициенты, значения кото-
рых определяют характер поведения агента (как он 
реагирует на объекты класса i). Обозначим множе-
ство этих коэффициентов через K. Подбор коэф-
фициентов позволяет, например, реализовать клас-
сическую модель движения группы агентов 
К. Рейнольдса [11]. Правила движения агентов за-
ключаются в том, что агент не должен прибли-
жаться близко к другим агентам, должен двигаться 
туда же, куда и все, и не отдаляться от других. 

Кроме того, к ним добавляется стремление при-
держиваться заданного направления движения 
(целевой пеленг), а также не приближаться к пре-
пятствиям и (или) опасным областям. Формально 
это означает, что итоговое направление движения 
агента определяется суммой сил отталкивания-

притяжения resF  вида 

res goal goal sep sep

align align coh coh obst obst ,

F k F k F

k F k F k F

  

  
             (4) 

где goalF  – вектор, определяющий движение по це-

левому пеленгу; sepF  – сила отталкивания от сосе-

дей (избегание столкновений); alignF  – сила вырав-
нивания курса (придерживаться среднего курса 
соседей); cohF  – сила притяжения к «своим» (ори-
ентация на среднее положение соседей); obstF  – 

сила отталкивания от препятствий. Величины k – 

это коэффициенты, определяющие значимость 
вклада сил с соответствующими индексами. 

Закон (4) можно естественным образом расши-
рять путем добавления новых факторов, опреде-
ляющих тенденцию движения агента, получая в 
итоге общую схему управления (3). 

 

1.2. Управление движением 

1.2.1. Метаавтоматы 

Процедуру движения агента в потенциальном 
поле можно рассматривать как некоторое дей-
ствие. Реализация более сложного поведения, со-
стоящего из последовательности действий, требует 
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иных механизмов. Одним из таких механизмов 
является конечно-автоматное управление, напри-
мер использование автоматов Мили. Сам по себе 
автомат Мили является весьма ограниченным по 
своим возможностям, а описание развитого пове-
дения требует построения сложных автоматов, что 
нивелирует такие важные свойства автоматного 
управления, как простота и наглядность. Вместе с 
тем, существует методология метаавтоматного 
управления, при которой элементарные действия, 
их последовательности и комплексы последова-
тельностей представлены в виде иерархий соответ-
ствующих автоматов. 

Метаавтомат – это автомат Мили, у которого 
пометки дуг определяют выполняемые агентом 
процедуры. Если действиями автомата являются 
активизации низкоуровневых двигательных функ-
ций, то такой автомат имеет ранг 0 – 0

M . Метаав-
томат ранга 1 1

M  – это автомат, действия которо-
го заключаются в управлении автоматами 0

M . 

Метаавтомат n
M  ранга n управляет автоматами 

1n
M

 . Таким образом происходит структуризация 
иерархии управления в автоматном представлении. 
Более подробно это изложено в работе [10]. Здесь 
важно отметить, что, во-первых, класс реализуе-
мых метаавтоматами алгоритмов по-прежнему 
ограничен конечно-автоматными представления-
ми, а во-вторых, иерархия метаавтоматов – это 
лишь способ декомпозиции управления, в отличие, 
допустим, от парадигмы вложенных автоматов 
(см., например, автоматную школу программиро-
вания А. Шалыто [12]). 

Итак, имеем двухуровневую систему управле-
ния: 

1. Базовый уровень. Используются реактивные 
модели прямого управления, определяющие век-
тор движения на основе анализа области Ωs . На 
этом уровне отрабатываются двигательные про-
граммы типа сближения, избегания препятствий, 
преследования и т. д. Эти действия-программы 
реализуются методом потенциальных полей. С по-
зиции обобщенной модели управления (3) речь 
идет о задании коэффициентов из множества K. 

2. Уровень поведения. Реализуется на основе 
дискретно-событийных (автоматных) моделей. На 
этом уровне метаавтоматы формируют последова-
тельности двигательных программ, реализуя 
сложные поведенческие процедуры типа движения 
по пеленгу с обходом препятствий, движение по 
заданному маршруту (патрулирование) и т. п. 

Для решения задачи движения в область про-
странства по пеленгу требуются две двигательные 

процедуры: программа свободного движения, реа-
лизующая обобщенное управление (3), а также 
программа движения вдоль препятствия. 

 

1.2.2. Программа свободного движения 

Эта программа выполняется тогда, когда робот 
не видит препятствий на своем пути. Движение 
робота определяется множеством коэффициентов 
K, например 

 bear obj coh,   ,   ,K k k k  

где kbear, kobj, kcoh – это величины, определяющие 
значимость сил движения по заданному пеленгу, 
движения к объекту интереса и когезии соответ-
ственно. 

Здесь предполагается, что в отсутствие препят-
ствий робот движется по некоторому пеленгу, в 
случае обнаружения объекта интереса (точки фи-
ниша) робот идет к нему и при этом стремится 
двигаться в направлении движения группы (прави-
ло когезии, «куда все, туда и я»). 

Движение осуществляется следующим обра-
зом: 

 Движение по пеленгу. Определяется задан-
ными углами yaw pitchα ,  α  согласно формуле (2) 

bear ctl ctl ctl yaw pitch, const, α ,  α ,  0 .F v A v    

 Движение к объекту интереса. Пусть робот 
регистрирует множество целевых объектов  objΩ .s  

Исходя из их координат, направление агента будет 
определяться как движение к их центру масс, см. 
формулу (1): 

obj ctl ctl ctl obj, const,F v A v A   , 

где objA  – суммарный вектор направления к центру 
масс наблюдаемых объектов. 

 Когезия (состаивание, притяжение). Пусть 
робот регистрирует множество своих соседей 

cohΩ .s  Если известны координаты членов группы – 

элементы множества cohΩs , то скорость и направ-
ление агента будет определяться как движение к 
их центру масс. 

Итоговое направление движения определится 
как 

ctl ctl ctl bear bear obj obj coh coh.  ,F v A k F k F k F     
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При этом специфика решаемой задачи опреде-
ляется заданием значимости соответствующих 
факторов движения. Например, при 

coh bear objk k k  основным приоритетом будет 

поиск цели, а при coh obj beark k k  – движение по 
пеленгу. 

 

1.2.3. Движение вдоль препятствий 

Двигательная программа, позволяющая роботу 
перемещаться вдоль препятствия, выглядит слож-
нее. Фактически речь идет о процедуре движения 
вдоль наблюдаемых объектов-ориентиров, в каче-
стве которых могут рассматриваться препятствия 
или фрагменты таковых. Рассмотрим далее базо-
вую процедуру движения агента вдоль ориентиров 
с использованием метода потенциальных полей. 
Данная процедура имеет множество параметров, 
определяющих характер этого движения, и воз-
вращает закон управления в виде пары res res,v A  – 

скорости движения и его направления. Процедура 
реентерабельна и вызывается на каждом шаге мо-
делирования. 

Входные параметры: 
 координаты агента  , ,  a a a ac x y z и углы его 

ориентации yaw pitch rollα  α ,  α ,αaа a
a  ; 

 множество наблюдаемых объектов  Ω ,is  

для каждого элемента которого известны его коор-
динаты  , ,i i i

s s sx y z  (все объекты точечные); 

 0v  – линейная крейсерская скорость движения 
агента; 

 addα  – угол добавки к рассчитанному курсу, 

который определяет, под каким углом по отноше-
нию к ориентирам движется агент; 

 attrdim  – степень расстояния между объектами 
для притяжения; 

 sepdim  – степень расстояния между объектами 
для закона отталкивания (чем она больше, тем 
«точнее» агент идет вдоль пятен (препятствий)); 

 fd  – коэффициент, определяющий границу 
сил отталкивания (притяжения) (чем он меньше, 
тем ближе к препятствиям идет агент). 

В итоге параметры attrdim  и sepdim  определяют 

точность траектории, а fd  – характер переходного 
процесса. 

Суть процедуры заключается в том, что каж-

дый объект из области видимости Ω  обладает как 
притягивающим, так и отталкивающим потенциа-
лом. При этом отталкивающее поле вблизи объек-
та должно быть значительно сильнее притягиваю-
щего. Это достигается введением некоторого поро-
гового расстояния до препятствия, а также харак-
тером отталкивающего поля. Значение потенциала 
отталкивания, естественно, должно неограниченно 
возрастать в непосредственной близости от объек-
та. 

Кроме того, важен учет влияния объектов, 
находящихся по курсу движения робота. 

Сила притяжения. Обозначим через a
id  рас-

согласование направлений векторов ориентации 
агента и вектора направления на объект: 

a
i id A A  . Тогда кортеж ,s sv A  определяется 

как сумма векторов  attr
res res Ω

, ,
i B

i i
o

v A F A


  . 

Здесь Fi – значение «силы притяжения» объекта io  

из области : 

 
attr

min

attr
cos

dim

cos

,

,

0,  если 
 

,  иначе,

cos max

i

i

i

a
i

jj

r r

F k

r

k d


 





 

где ir  – расстояние до объекта. Смысл введения 
коэффициента cosk  заключается в том, чтобы для 
агента были более предпочтительны те ориентиры, 
которые расположены по ходу его движения. Что-
бы не увеличивать влияние более близких ориен-
тиров, целесообразно в знаменателе иметь рассто-
яние ir  в степени attrdim 1 . Кроме того, совсем 
близкие ориентиры не должны участвовать в опре-
делении направления движения. Для этого вводит-
ся некоторое минимальное расстояние minr , крат-
ное, например, размеру агента. 

Сила отталкивания sep
iF  определяется анало-

гично, при этом степень расстояния sepdim  должна 
быть больше attrdim . 

После определения направления результирую-
щего поля attr sep

i i iF F F   к его значению добавля-
ется дополнительный угол ориентации addα . Этот 
угол определяет, каким бортом будет происходить 
обход. 

Исходя из этого, ниже представлен алгоритм 
движения агента вдоль цепочки объектов. 
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1. function SpotMv(                                 ) 
2.   %-- Этап 1. Если ориентиры не видны, то агент вращается на месте (ищет ори-

ентиры). 
3.   if     then 
4.             ⁄       〈               〉 
5.     return 〈         〉 
6.   endif 

7.   %-- Этап 2. Инициализация значения результирующего управления, 
8.   %-- а также сил притяжения и отталкивания. 
9.   〈         〉  〈  〈     〉〉 
10.   〈           〉  〈  〈     〉〉 
11.   〈         〉  〈  〈     〉〉 
12.   %-- Этап 3. Цикл по всем объектам s из зоны видимости  
13.   for s in  do 
14.     %-- 3.1. Определение нормированного расстояния d до объекта и угла    
15.         (                 ) 
16.         | |   ⁄  

17.     if (      ) then        
18.         〈                    〉            ( ) 
19.     %-- 3.2. Учет направления. Косинусный закон: значение имеют те 
20.     %-- ориентиры, которые впереди 
21.              (           ) 
22.     %-- 3.3. Учет фактора близости (видимость) 
23. 

           {                    

24.     %-- 3.4. Расчет сил притяжения/отталкивания 
25.     if (   ) then -- Притяжение 
26.                                 
27.       〈           〉   〈           〉  〈        〉 
28.     else -- Отталкивание 
29.              〈                          〉 
30.                                
31.       〈         〉   〈         〉  〈          〉 
32.     endif 

33.   endfor 

34.   % Этап 4. Расчет итоговой силы 
35.   〈         〉   〈           〉  〈         〉 
36.   %-- Добавление к углу рыскания дополнительного значения     , чтобы иди 

  % боком. Значение этой добавки зависит от близости к препятствию r. 
37.          (      (      )  )  
38.                  
39.          〈                               〉 
40.   %-- Скорость постоянная 
41.             
42.   return 〈         〉 
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Итак, процедура движения в заданную область 
пространства требует реализации двух двигатель-
ных программ – программы свободного движения 
и движения вдоль ориентиров. Рассмотрим далее 
автоматный уровень управления, отвечающий за 
переключение между этими программами. 

 

1.3. Управляющие автоматы 

Для унификации управления будем полагать, 
что двигательные процедуры запускаются автома-
том dctl с одним состоянием. При запуске автомата 
указывается аргумент arg – имя двигательной про-
граммы. Выходом автомата является управление 

ctl res res,F v A . Для рассматриваемой задачи ар-
гументами будут имена процедур свободного дви-
жения FreeMv и движения вдоль препятствий 
SpotMv. 

Метаавтомат движения по пеленгу с обходом 
препятствия реализует следующий алгоритм пове-
дения: если путь свободен, то робот движется по 
программе свободного движения (активен автомат 
dctl с аргументом FreeMv). В противном случае 
управление передается автомату, активизирующе-
му процедуру движения вдоль цепочки объектов 
(dctl с аргументом FObstAlong). Программа FOb-

stAlong – это реализация функции SpotMv с пара-
метрами, определяющими требуемую специфику 
движения робота (движение поближе (подальше) 

от препятствий, точность и т. п.). 
На Рис. 1 изображены автомат dctl и метаавто-

мат движения по пеленгу. Пометки ребер содержат 
условие перехода (в числителе) и выполняемую 
процедуру. Для метаавтомата это запуск автомата 
dctl с соответствующим аргументом. 

Более сложное поведение может потребовать 
создания соответствующих метаавтоматов того же 
ранга 1

M  и автомата второго ранга для активиза-
ции автоматов ранга М1

. Автомат 2
M  может, 

например, отвечать за определение условий за-
вершения движения, за запуск программы (метаав-
томата) преследования и т. п. 

 

Эксперименты проводились на моделях трех 
видов: в дискретно-событийной системе много-
агентного моделирования Kvorum, в среде физиче-
ского моделирования Gazebo, а также на реальных 
роботах – как в лабораторных условиях, так и ра-
ботающих на открытом пространстве. 

Во всех экспериментах робот представлял со-
бой колесную платформу с дифференциальным 

приводом, оснащенную локатором-дальномером, 
работающим в передней полуплоскости, а также 
семью дальномерами, расположенными так, как 
показано условно на рис. 3.  

Кроме того, роботы были оснащены компасом 
на основе гироскопа. С частотой 10 Гц показания 
дальномеров формируют сферические координаты 
регистрируемых препятствий, которые переводят-
ся в координаты объектов-препятствий множества 
Ω . Локатор, как модельный, так и реальный, тоже 
обладает дискретностью шага (длина вектора по-
казаний локатора равна 180 из-за минимального 
шага в 1°, хотя реально шаг составляет 10° в силу 
того, что используются дальномеры с рабочим уг-
лом порядка 15°), поэтому результирующие по-
тенциалы формируются сравнительно небольшим 
множеством объектов. 
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Рис. 1. Автоматы: а – автомат уровня 0 (dctl, запуск двигательных программ); б – мета-автомат движения по пеленгу с обходом препятствий 
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Рис. 2. Расположение датчиков: U1U7  дальномеры, SL  локатор 
с обзором 180° 

 
Важно, что во всех экспериментах  вычисли-

тельных, имитационных и реальных – использова-
лись единое вычислительное ядро, рассчитываю-
щее потенциалы полей, а также одни и те же 
управляющие автоматы. 

 

2.1. Вычислительные эксперименты 

Основная серия экспериментов проводилась в 
среде имитационного моделирования Kvorum. 

Kvorum  это система дискретно-событийного мо-
делирования, в которой среда агентов представле-

на дискретным (клеточным) полем [13]. Поскольку 
двигательные процедуры на основе ПП имеют 
принципиально непрерывный характер, то полу-
ченное управление вида ctl res res,F v A  трансли-
ровалось в дискретные команды для модельного 
объекта: шаг движения с заданной постоянной 
скоростью и дискретный поворот. Тем не менее, 
такое загрубление управления не повлияло на ито-
говый результат. На рис. 4, а приведены пример 
поля с препятствиями и траектория движения 
агента. Физическая модель этого поля изображена 
на рис. 4, б.  

Эксперименты заключались в определении за-
висимости доли успешных миссий (движение в 
заданную полуплоскость) Е(ρ) от степени насы-
щенности поля препятствиями ρ . Здесь  

obstρ N N , где obstN   количество клеток-

препятствий; N  общее количество клеток на мо-
дельном поле. Значение ρ  выбиралось из диапазо-
на 0,005…0,06 c шагом 0,005. Для каждого значе-
ния ρ  проводилось десять экспериментов: генери-
ровались поля со случайно расположенными пре-
пятствиями (равномерное распределение) и осу-
ществлялся запуск агента, стартующего из одной и 
той же точки. Миссия считалась успешной, если 
агент достигал целевой области не более чем за 
некоторое число тактов maxT N  (грубая пессими-
стическая оценка). Для каждой серии определялось 

значение  ρE . На рис. 5 представлены результаты 
этих экспериментов.  

 
 

 
 

 

 
 

а б 

 
Рис. 3. Примеры: а – иллюстративного эксперимента в системе имитационного моделирования Kvorum; б – модели робота в среде Gazebo. 
Топология препятствий одна и та же 
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Рис. 4. Результаты вычислительных экспериментов 

 

На рис. 5 изображены зависимости Е(ρ), полу-
ченные в ходе имитационного моделирования в 
системе Kvorum (график kvor), а также результаты 
работы волнового алгоритма (график wave) в тех 
же условиях. Волновой алгоритм здесь выбран как 
эталонный. Для обоих алгоритмов стартовая точка 
(начальное положение робота) находилась на ниж-
ней грани прямоугольного поля, а целевая – на 

верхней. Кроме того, волновой алгоритм работал с 
полем, на котором препятствия масштабировались. 
Это связано с тем, что должна существовать зона 
безопасности при движении в среде с препятстви-
ями: робот должен находиться на некотором рас-
стоянии от них. 

Разумеется, волновой алгоритм имеет лучшие 
показатели в силу гарантированного нахождения 
решения для сред, в которых путь существует. Тем 
не менее видно, что как для разреженных сред, так 
и для сред с большой плотностью препятствий ρ 

показатели эффективности близки. Для метода по-
тенциальных полей более раннее ухудшение пока-
зателей с ростом значения ρ связано с тем, что 
агент может попасть в локальный экстремум. Для 
волнового алгоритма уменьшение значения E(ρ) 
означает появление теоретически непроходимых 
зон. 

Очевидно, что введение дополнительных уров-
ней управления все равно не может гарантировать 
успешного решения задачи локальной навигации 
методом ПП. Гарантировать корректное движение 
с обходом препятствий можно лишь в области, 
размер которой определяется величиной радиуса 
области видимости Ωr . 

Фактически это означает, что данные экспери-
менты можно интерпретировать как определение 
зависимости эффективности навигации от радиуса 
Ωr  и среднего расстояния между препятствиями 

(показателя насыщенности). 
Действительно, пусть S  это общая площадь 

поля. Тогда каждое препятствие будет центром 
области с площадью 0 obst/S S N  и радиусом 

0 0r S . Поскольку S N , то 
0

obst ρ
N N

S
N N

  

1
,

ρ
  откуда можно оценить среднее расстояние 

между препятствиями 0r : 

0 0

1
.

ρ
r S    

В экспериментах значение Ωr  было постоянным 
и равным 10 % от линейного размера всей области, 
т. е. Ω 0,1r N . 

В итоге получен следующий результат: если 
размер радиуса области видимости агента Ωr  был 
больше, чем минимальное расстояние между пре-
пятствиями 0r , то агент успешно проходил марш-
рут. 

О сравнении с другими алгоритмами и ме-
тодами планирования. Формально речь шла об 
экспериментах на картах класса random(m×n, R), 

что означает прямоугольное поле из m строк и n 
столбцов, при этом R процентов случайно выбран-
ных клеток из них являются заблокированными 
(обозначают препятствия). Среди множества мет-
рик, описывающих как свойства среды, так и эф-
фективность решения задачи, были выбраны две – 

ρ (плотность препятствий, англ. Obstacle Density) и 
E (доля успешно завершенных миссий, англ. Suc-

cess Rate). Чаще всего в исследованиях оценка 
свойств рассматриваемых алгоритмов и методов 
проводится на примерах фиксированных карт пре-
пятствий. При этом номенклатура метрик может 
быть весьма разнообразной (см. работу [14]). Так, 
для оценки сложности статических сред широко 
используется метрика Tr (проходимость, англ. 
Traversability). Она определяется как среднее про-
ходимое расстояние для всех равномерно выбран-
ных положений и направлений: 

1

1 sN

i

s i

Tr d
N 

  ,  

где id  – проходимое расстояние в i-й выбранной 
позиции и направлении; Ns – общее количество 
выбранных позиций и направлений. Однако оче-
видно, что в силу вычислительных затрат исполь-
зование данной метрики затруднительно для экс-
периментов с генерацией множества карт класса 
random. 

Пожалуй, наиболее близка к Е(ρ) оценка, дан-
ная в работе [15], где приводится зависимость от-
ношения  E от параметра, характеризующего плот-
ность препятствий, однако приведенное там срав-
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нение алгоритмов имеет лишь качественный ха-
рактер, показывающий монотонное убывание зна-
чения Е(ρ). Именно поэтому в настоящей работе 
использовалось сравнение результатов метода по-
тенциальных полей с эталонным – волновым алго-
ритмом. 

 
2.2. Эксперименты в Gazebo и на реальных роботах 

Эти эксперименты носили прежде всего иллю-
стративный характер, демонстрируя работоспо-
собность предложенных моделей в реальных усло-
виях. Кроме того, в этих экспериментах управле-
ние ctl res res,F v A  более естественным образом 
переводилось в команды движения, задаваемые 
парой lin ang,v v , где lin ang,v v   линейная и угловая 
скорости движения робота. 

Поскольку в управлении resA  определяет ито-
говое направление движения, то значение angv  

определялось как поворот, устраняющий рассогла-
сование между требуемой и текущей компасной 
ориентацией робота. 

 
2.2.1. Физическое моделирование в Gazebo 

Одним из распространенных средств для реа-
лизации физического моделирования в робототех-
нике является система Gazebo [16]. Симулятор 
Gazebo позволяет добавлять реалистичные датчики 
и использовать объемные модели агентов, облег-
чая переход от моделей управления к реальным 
робототехническим устройствам. 

На рис. 6 представлены изображения модели 
робота и одного из тестовых полей.  

 

2.2.2. Эксперименты с реальными роботами 

Эксперименты проводились как в лаборатор-
ных условиях, так и на открытом пространстве на 
соответствующих роботах. Имея единую архитек-
туру, роботы отличались габаритами и типами ис-
пользуемых дальномеров на локаторах: на лабора-
торном роботе использовались лазерные дально-
меры VL53L0X (угол 15°, диапазон  до 2 м с точ-
ностью 3 %), а на «уличном»  дальномеры на ос-
нове УЗД HC-SR04 (угол 15°, диапазон  до 4 м).  

Локаторы роботов представляют собой спарен-
ные дальномеры, расположенные на сервоприводе. 
Это обеспечивает угол обзора в 180° при повороте 
сервопривода на 90° (шесть шагов при эффектив-
ном угле 15°). Компас построен на основе IMU-

сенсора MPU6050 (акселерометр и гироскоп со 
стандартным отклонением 0,3°). Дрейф показаний 
компаса игнорировался. 

На рис. 7 изображены «уличный» (предназна-
ченный для работы на открытых пространствах) и 
лабораторный роботы. 

Для удобства отладки и управления вычисле-
ния осуществлялись на удаленном компьютере, а 
задача бортового вычислителя на основе Raspber-

ryPi 4 сводилась к передаче сенсорных данных и 
отработке команд управления скоростью. Задача 
роботов заключалась в движении в направлении, 
определенном их начальной ориентацией. Аппа-
ратные рефлексы  реакция на препятствия в 
непосредственной близости  были отключены. В 
целом результаты огибания препятствий, размеры 
которых соизмеримы с габаритами робота, были 
удовлетворительными в смысле отсутствия столк-
новений. Это связано с широким углом охвата 
дальномеров робота. 
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Рис. 5. Имитационное моделирование в среде Gazebo: а – модель робота; б – робот на полигоне 
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Рис. 6. Робот для работы на открытых пространствах (слева)  
и лабораторный робот (справа) 

 
О погрешностях сенсорной системы. Как в 

вычислительных экспериментах, так и при работе 
с реальными роботами возникает вопрос влияния 
погрешностей измерений на работоспособность 
системы. Погрешности относятся к трем категори-
ям: пропуск препятствий, точность и инерцион-
ность. Несмотря на дискретность работы описан-
ного выше локатора, использование дальномеров с 
широким углом в 15° позволяет нивелировать про-
пуск – локатор работает с заведомым перекрыти-
ем. Точности измерения в 3 % более чем достаточ-
но для безопасного функционирования системы: 
если минимально безопасное расстояние до пре-
пятствий составляет один линейный размер робота 
(0,5 м), то при скорости 1 м/с и времени обновле-
ния всех показаний датчиков даже в 0,5 с допусти-
мая погрешность может составлять до 20 %. То же 
самое касается и инерционности сенсорной систе-
мы (поскольку робот движется, локатор выдает 
искаженную картину препятствий). Вопрос в том, 
сколько робот успеет пройти за время обновления 
показателей дальномеров, разрешается так же, как 
и вопрос точности. Таким образом, при указанных 
параметрах инерционность тоже несущественна. 

Навигация в экстремальных условиях, когда 
робот может ориентироваться исключительно на 
показания достаточно простых датчиков и у него 
нет средств глобальной навигации и априорных 
сведений об окружении, требует специфических 
методов управления. Специфика определяется, во-

первых, ограниченностью вычислительных ресур-
сов, во-вторых, гибкостью и универсальностью 
моделей управления и, в-третьих, нетребователь-
ностью к качеству (точности) решений. В этом 
плане метод потенциальных полей выгодно выде-
ляется в широком ряду механизмов навигации. 

В силу принципиальных ограничений метода 
ПП продолжающийся интерес к нему определяется 
разработкой различного рода модификаций, по-
строением новых гибридных архитектур, приме-
нением методов машинного обучения и т. п. В 
настоящей работе был предложен именно архитек-
турный подход к локальной навигации, когда 
управление на основе метода ПП переносится на 
уровень элементарного движения, а анализ ситуа-
ции и переключение между двигательными про-
граммами переносятся на уровень метаавтоматно-
го управления. 

Разумеется, успешность выполнения задачи ло-
кальной навигации определяется размером области 
видимости робота, однако отметим еще раз, что 

унифицированность механизмов управления поз-
воляет расширять эту область совершенно есте-
ственным образом. 
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Abstract. This paper considers a local navigation method for a mobile robot operating in extreme 

conditions, i.e., the absence of global navigation and centralized control means, as well as lim-

ited-capability sensors. Local navigation is based on the potential field method, and the motion 

programs developed with this method are transferred to the level of elementary actions. Complex 

behavior is formed by meta finite-state machines (FSMs) implementing a control hierarchy. The 

robot’s basic task is to move to a given area or region of space. Within this task, an elementary 

procedure––obstacle avoidance––is considered and implemented based on the potential field 

method as well. The results of experiments are provided for three different levels, namely, com-

putations, simulations (the physical level), and real robots, with the same computational model 

and FSMs used in all experiments. As shown, the successful solution of the local navigation task 

is determined by the size of the robot’s field of view, but the latter can be naturally expanded due 

to the universality of control mechanisms. 
 

Keywords: potential field method, finite-state machine control, meta finite-state machine, movement mod-

els, mobile robot, local navigation, obstacle avoidance, control system hierarchy. 
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Аннотация. Рассматриваются алгоритмы решения нелинейных задач фильтрации, осно-
ванные на последовательных методах Монте-Карло. Приведена схема построения про-
стейшего фильтра частиц и пояснена основная проблема, возникающая при его реализа-
ции, – вырождение алгоритма. Описана суть процедур существенной перевыборки, пред-
назначенных для преодоления этого недостатка. Проведен обзор получивших наибольшее 
распространение при решении задач обработки навигационной и траекторной информации 
процедур перевыборки. Приведен критерий, используемый для определения момента вре-
мени проведения перевыборки. Выполнено аналитическое сопоставление процедур пере-
выборки путем анализа соответствующих им псевдокодов. На примерах решения задачи 
оценивания процесса, представляющего собой сумму полинома и второго интеграла от 
белого шума, по нелинейным измерениям и решения задачи траекторного слежения прове-
дено численное сопоставление схем перевыборки путем проведения моделирования с при-
менением метода статистических испытаний. 
 

Ключевые слова: байесовский стохастический подход, нелинейная фильтрация, методы Монте-

Карло, последовательная существенная перевыборка, фильтры частиц. 
 

 

 

Специфика задач, связанных с обработкой 
навигационной информации, наведения и тра-
екторного слежения, заключается в необходимости 
получения при их решении не только оценок век-
тора неизвестных параметров, но и количествен-
ных характеристик, определяющих точность, с ко-
торой они получены. В связи с этим алгоритмы, 
синтезируемые для их решения, в большинстве 
случаев строятся в рамках так называемого байе-
совского стохастического подхода [1–7], обеспе-
чивающего возможность вычисления оптимальной 
в среднеквадратическом смысле оценки и соответ-
ствующей ей расчетной матрицы ковариаций по-
грешностей оценивания. В случае, когда расчет-
ные матрицы ковариаций согласованы с их дей-
ствительными значениями, алгоритм принято 
называть состоятельным [5]. 

Многие задачи обработки навигационной и 
траекторной информации являются нелинейными, 

и для их решения в общем случае не удается по-
строить алгоритм, вырабатывающий оптимальную 
оценку в режиме реального времени по причине 
его высокой вычислительной сложности. В связи с 
этим разработчики синтезируют различные субо-
птимальные алгоритмы, основанные на тех или 
иных упрощениях. При построении субоптималь-
ных алгоритмов стараются, чтобы они были про-
стыми в вычислительном отношении, состоятель-
ными, а их точность была бы близка к потенциаль-
ной точности, т.е. к точности, соответствующей 
оптимальному алгоритму.  

Наиболее сложными для решения практиче-
скими задачами традиционно считаются те, в ко-
торых апостериорная функция плотности распре-
деления вероятности (ФПРВ) в процессе своей 
эволюции принимает сложный многоэкстремаль-
ный вид [8]. Алгоритмы калмановского типа 
(АКТ) [4, 9], получившие наибольшее распростра-
нение в задачах обработки навигационной и тра-
екторной информации, при их решении зачастую 
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оказываются неработоспособными. Для решения 
таких задач широкое применение получили так 
называемые последовательные методы Монте-

Карло (ММК), называемые также фильтрами ча-
стиц (ФЧ), и их различные модификации [10–16]. 

Отличительная особенность ФЧ заключается в 
возможности анализировать методическую ошиб-
ку, порожденную используемой аппроксимацией, 
в ходе нахождения оценки, и добиваться нужной 
точности за счет изменения соответствующих 
настроек фильтра [17]. При достижении ФЧ точно-
сти, близкой к потенциальной, алгоритм также яв-
ляется состоятельным. 

При всех своих достоинствах ФЧ обладают ря-
дом недостатков. Основной из них, называемый 
проблемой вырождения [18], заключается в том, 
что по мере обработки измерений значение одного 
из весов неизбежно станет близким к единице, а 
значения остальных – близкими к нулю; ФЧ в та-
ком случае оказывается неработоспособным. Пре-
одолеть проблему вырождения можно увеличени-
ем количества используемых в алгоритме частиц, 
однако вычислительная сложность ММК в таком 
случае становится значительной [19]. Это не толь-
ко затрудняет реализацию ФЧ в режиме реального 
времени, но в ряде случаев делает невозможным 
применение алгоритма даже в режиме камераль-
ной обработки. 

Преодолеть упомянутый недостаток ФЧ в 
большинстве случаев удается благодаря примене-
нию так называемых процедур существенной пе-
ревыборки [20], основная суть которой заключает-
ся в перераспределении частиц из областей близ-
ких к нулю значений ФПРВ в области, где эти зна-
чения отличны от нуля. Анализ современных пуб-
ликаций показал, что наиболее широкое примене-
ние при построении ФЧ получили мультиноми-
альная [21], стратифицированная [22], системати-
ческая [23], остаточная [24] и остаточная система-
тическая [19] перевыборки. При этом следует от-
метить, что вопросу отличия этих процедур друг 
от друга, а также их преимуществ и недостатков 
должного внимания в литературе не уделяется. 
Заметим, что в отечественных изданиях не было 
выявлено ни одной работы по обсуждаемой тема-
тике, что в том числе послужило мотивацией для 
написания настоящей статьи. 

Работа посвящена описанию перечисленных 
выше процедур существенной перевыборки, изло-
жению общих принципов их реализации при по-
строении ФЧ, а также проведению их сравнитель-
ного анализа. Результаты исследования могут быть 
полезны разработчикам, имеющим дело с обработ-

кой измерительной информации, как для анализа 
точности субоптимальных алгоритмов фильтра-
ции, так и при построении алгоритмов решения 
сложных нелинейных задач, в которых традицион-
ные АКТ оказываются неработоспособны. 

Структура работы следующая. В § 1 в общем 
виде формулируется постановка рассматриваемой 
задачи нелинейной фильтрации, а также опти-
мальный алгоритм ее решения. Построению про-
стейшего ФЧ, основанного на последовательных 
методах Монте-Карло, посвящен § 2 настоящей 
работы. В § 3 описываются различные процедуры 
существенной перевыборки, традиционно приме-
няемые при построении ФЧ, а § 4 посвящен их со-
поставлению. Основные выводы приведены в за-
ключении. 

 

1.1. Постановка задачи  

В работе рассматривается следующая задача 
нелинейной фильтрации n-мерной марковской 
случайной последовательности 

1( ) ,k k k k kx f x w                        (1) 

где k – индекс дискретного времени; 0x  – 
xn -

мерный случайный гауссовский вектор с  ФПРВ 
0 0 0 0( ) ( ; , )p x N x x P , здесь и далее обозначение 

( ; , )N a a A  используется для ФПРВ гауссовского 
случайного вектора a  с математическим ожидани-
ем a  и матрицей ковариаций A; 

kw  – 
wn -мерный 

центрированный дискретный гауссовский белый 
шум с известной матрицей ковариаций 

kQ  раз-
мерности 

w wn n , не зависящий от 0x ; ( )kf  – из-
вестная нелинейная 

xn -мерная вектор-функция, 
описывающая динамику вектора состояний; 

kГ  – 

известная матрица размерности .x wn n  

Ставится задача оценивания последовательно-
сти (1) по ym -мерным дискретным измерениям 
вида 

( ) ,k k k ky h x v                             (2) 

где ( )kh  - известная нелинейная ym -мерная век-
тор-функция, описывающая модель измерений; 

kv

– ym -мерный центрированный дискретный гаус-
совский белый шум, не зависящий от 0x  и 

kw , с 
известной матрицей ковариации 

kR .  
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1.2. Оптимальное решение 

Известно, что при решении задачи фильтрации 
в рамках байесовского подхода оптимальная в 
среднеквадратическом смысле оценка и соответ-
ствующая ей условная матрица ковариаций 

opt ( )k kP Y  определяются в виде [2, 4]: 

   optˆ / ,k k k k k kx Y x p x Y dx                   (3) 

 

      
opt

т
opt opt

( / )
ˆ ˆ ,

k k

k k

p x Y k k k k k k

P Y

E x x Y x x Y



  
     (4) 

где  /k kp x Y   апостериорная (условная) к набо-
ру измерений T T T T

1 2[ , , ... , ]k kY y y y  ФПРВ для век-
тора 

kx , а E – знак математического ожидания с 
нижним индексом, поясняющим, по какой ФПРВ 
оно вычисляется. Подчеркнем, что такая опти-
мальная оценка минимизирует условную (4) и без-
условную матрицу ковариаций погрешностей оце-
нивания, определяемую как [4] 

   T
opt opt opt

( , )
ˆ ˆ( ) ( ) .

k kk p x Y k k k k k kP E x x Y x x Y     (5) 

В приведенных выше соотношениях условная 
матрица ковариаций (4) характеризует текущую 
погрешность оценивания, соответствующую кон-
кретной реализации измерений Yk, а безусловная 
матрица ковариаций (5) – погрешность, рассчи-
танную путем вероятностного осреднения по все-
му возможному набору измерений. 

Ясно, что для нахождения оценки вида (3) 
необходимо располагать апостериорной ФПРВ 

( / )k kp x Y , для которой справедливо выражение 

   
   

1

1

( )
k k k k

k k

k k k k k

p y / x p x / Y
p x / Y

p y / x p x / Y dx








,      (6) 

где ( )k kp y / x  – функция правдоподобия; 
1( )k kp x Y   – плотность прогноза.  

 

2.1. Простейший последовательный метод  
Монте–Карло при решении задач оценивания 

При решении задач оценивания ММК тракту-
ется как метод аппроксимации самой апостериор-
ной ФПРВ, которую на каждом шаге k  можно 
представить в виде [10] 

        

1 1

, 1
N N

n n n

k k k k k k

n n

p x / Y x x
 

       ,      (7) 

где     многомерная дельта-функция;  n

kx   

набор из 1,n N  независимых реализаций слу-
чайного вектора, в простейшем случае 

( ) ( )

1 1( , )n n

k k k kx p x / x Y  ; 
 n

k  – нормированные веса, 
определяемые как  

( ) ( ) ( )

1

,
N

n n n

k k k

n

    

а  n

k  – ненормированные веса, для которых, ис-
пользуя рекуррентное соотношение для апостери-
орной ФПРВ (6) и учитывая марковский характер 
оцениваемой последовательности (1), можно полу-
чить рекуррентное выражение 

( ) ( ) ( )

1( ) ,n n n

k k k kp y / x     

где 
 

( )
n

k kp y / x  вычисляется с точностью до нор-
мирующей константы с  согласно выражению 

     
( )

T
( ) 1 ( )

( )

exp 0,5 ( ) ( ) .

n

k k

n n

i i i i i i

p y / x

с y h x R y h x



   
 

Подставляя аппроксимацию (7) в выражения 
(3) и (4) и используя свойства дельта-функции, не-
сложно показать, что для нахождения оптималь-
ной оценки и соответствующей ей матрицы кова-
риаций могут быть применены приближенные ра-
венства 

 opt ( ) ( )

1

ˆ ˆ ( ) ,
N

n n

k k k k k k

n

x Y x Y x


                (8) 

 

 

opt

T( ) ( ) ( ) T

1

( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .

k k k k

N
n n n

k k k k k k k

n

P Y P Y

x x x Y x Y


 

  
 

Алгоритм, основанный на приведенных выше 
выражениях, в котором реализации  n

kx  имеют вид 

   
1 1( , )

n n

k k k kx p x / x Y  , является по своей сути про-
стейшим фильтром частиц. Псевдокод для такого 
алгоритма можно найти, например, в работе [25].  

При этом следует отметить, что при формиро-
вании реализаций ( )n

kx  в формуле (7) можно ис-
пользовать другую, отличную от 1( )k kp x / Y  , 

функцию ( )k kx Y , которая получила название 
существенной функции. Как отмечается в работе 
[26], выбор вида существенной функции весьма 
важен при построении ФЧ, однако этот вопрос вы-
ходит за рамки настоящей работы. Особенности 
применения различных существенных функций 
обсуждаются в ряде работ (см., например, [27]). 
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2.2. Проблема вырождения 

Основное достоинство ФЧ, основанных на 
ММК, заключается в том, что при N   по-
грешность вычисления оценки (3) и матрицы кова-
риаций (4) стремится к нулю, что создает предпо-
сылки для достижения ФЧ любой точности, вплоть 
до потенциальной, соответствующей оптимально-
му в среднеквадратическом смысле алгоритму. 
Однако при всех своих преимуществах ФЧ обла-
дают также и рядом недостатков. Основной из них 
– так называемая проблема вырождения алгорит-
ма. Поясним далее ее основную суть. 

Ясно, что при формировании на каждом k-м 
шаге алгоритма выборки ( )n

kx  часть ее реализаций 
неизбежно будет попадать в области с близкими к 
нулю значениями апостериорной ФПРВ. Веса 

( ) ,n

k  соответствующие таким реализациям, также 
будут близки к нулю. Как показано в работе [18], 

при увеличении числа измерений число реализа-
ций ( )n

kx , веса которых существенно отличны от 
нуля, неизбежно будет сокращаться, пока не оста-
нется лишь одна, нормированный вес которой бу-
дет близок к единице. Понятно, что вычисленная 
таким образом оценка (8) ничего общего с опти-
мальной оценкой иметь не будет. 

Проблема вырождения алгоритма может быть 
преодолена путем увеличения числа моделируе-
мых в ФЧ реализаций. Однако в таком случае су-
щественно возрастает вычислительная сложность 
алгоритма, что затрудняет его реализацию не 
только в режиме реального времени, но зачастую и 
в режиме камеральной обработки, не накладыва-
ющем жестких ограничений на объем вычислений. 

Другой путь преодоления проблемы вырожде-
ния – использование при построении ФЧ процедур 
существенной перевыборки, о которых далее и 
пойдет речь. 

 

3.1. Основная суть процедур  
существенной перевыборки 

Основная суть существенной перевыборки за-
ключается в перераспределении частиц 

( ) , 1, ,n

kx n N
 
т. е. в «размещении» их в области, 

где апостериорная ФПРВ существенно отлична от 
нуля, что определяется соответствующими значе-
ниями весов ( )n

k . Это достигается путем модели-
рования новой выборки (путем перевыборки) ча-

стиц ( )m

kx , 1,m M , в соответствии с дискретным 
законом распределения, заданным в виде набора из 
N  частиц  

, 1, ,
n

kx n N  и соответствующих им 

вероятностей (весов)  ( ) ( ) ( )Pr m n n

k k kx x  . Важно 

подчеркнуть, что перевыборка  m

kx , 1, ,m M  

формируется из исходного набора ( ) ,n

kx  1,n N , 

что позволяет сохранить рекуррентный характер 
алгоритма. 

Отметим, что в общем случае объем исходной 
выборки N  и объем получаемой выборки M  мо-
гут быть разными, однако на практике в большин-
стве случаев принимают M N . Поскольку вид 
новой выборки ( )m

kx , 1, ,m M  соответствует виду 
аппроксимации (7), то в результате для нее можем 
записать новую аппроксимацию с равными весами 
в виде  

   ( ) ( )

1

M
m m

k k k k k

m

p x / Y q x x


   ,  
1

m

kq M .   (9) 

Отметим, что в начальный момент времени 
(k = 0), веса, соответствующие реализациям ( )

0

n
x , 

также будут одинаковы, т. е. по сути ФПРВ 
0( )p x  

представляется в виде аппроксимации (9). Таким 
образом, процедуру существенной перевыборки 
можно трактовать как своего рода перезапуск ФЧ.  

К настоящему времени предложено множество 
разнообразных способов организации процедур 
повторной перевыборки [20]. Наиболее широкое 

применение при построении ФЧ получили муль-
тиномиальная [21], стратифицированная [22], 

остаточная [24], систематическая [23] и остаточная 
систематическая [19] перевыборки. Как показал 
детальный анализ ключевых работ, в которых эти 
схемы были предложены, отличаются они между 
собой лишь способом формирования реализаций 

( )m

kx . Далее приведем описание перечисленных 
выше процедур перевыборки, получивших 
наибольшее распространение при решении задач 
обработки навигационной и траекторной инфор-
мации. 

 

3.2. Мультиномиальная, стратифицированная  
и систематическая процедуры перевыборки 

Мультиномиальная повторная перевыборка 

(multinomial resampling) – один из первых предло-
женных способов проведения повторной перевы-
борки. Иногда такую процедуру также называют 
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простой случайной перевыборкой (simple random 

resampling). Основная ее идея заключается в моде-
лировании набора из M  реализаций ( ) ,m

ku

1, ,m M  случайной величины 
ku , равномерно 

распределенной на интервале (0,1]U  . Далее для 
каждой реализации ( )m

ku  перебираются реализации 
 

,
n

kx 1, ,n N  до тех пор, пока не находится такая, 
для которой соответствующий ей нормализован-
ный вес  n

k  удовлетворял бы выражению 

( 1) ( ) ( ) ,n m n

k k kS u S
    где  ( )

1

n
nn

k k

n

S


  .        (10) 

Стратифицированная перевыборка (stratified 

resampling) и систематическая перевыборка 
(systematic resampling) – еще два распространен-
ных варианта организации процедуры повторной 
существенной перевыборки. Для моделирования 
реализаций  m

kx  в них, как и в описанной ранее 
мультиномиальной перевыборке, используется вы-
ражение (10). Основное же их отличие друг от 
друга заключается в способе формирования реали-
заций ( )m

ku .  

В стратифицированной перевыборке интервал 
(0,1]U   делится на M  равных полуинтервалов 

( ) , 1,m
U m M , называемых стратами:  

(1) (2) ( )...

(0,1 ] (1 , 2 ] ... (1 1 , 1].

M
U U U U

M M M M

    

    
 

Каждая реализация ( ) , 1, ,m

ku m M  формирует-
ся независимо как равномерно распределенная на 
соответствующей страте величина.  

В систематической перевыборке (1)

ku  вычисля-
ется аналогичным стратифицированной перевы-
борке образом, т. е. как равномерно распределен-
ная на интервале (0,1 ]M  случайная величина, а 
все остальные реализации ( ) , 2, ,m

ku m M  рассчи-
тываются детерминированным образом как 

( ) (1) 1
, 2, .m

k k

m
u u m M

M


    

Заметим, что в систематической перевыборке 
количество обращений к датчику случайных чисел 
существенно меньше, чем в стратифицированной и 
мультиномиальной, следовательно, можно сделать 
предположение, что она экономичнее с точки зре-
ния объема вычислений. 

3.3. Остаточная и остаточная систематическая 
процедуры перевыборки 

Остаточная перевыборка (residual resampling) 

[24] – еще один вариант перевыборки, который 
принято относить к традиционным. Она состоит из 
двух этапов.  

На первом этапе такой процедуры каждая реа-
лизация  

, 1, ,
n

kx n N  воспроизводится (выбирает-
ся в качестве реализации ( )m

kx ) ( )

1,

n

kM  раз, где  

 ( )

1, ,
nn

k kM M                           (11) 

а символ     означает округление до ближайшего 
целого числа в меньшую сторону. 

Из анализа выражения (11) можно заметить, 
что частицы, веса которых  

1 ,
n

k M   воспроиз-
водиться не будут, так как величина ( )

1, ,n

kM  соот-
ветствующая им, будет равна нулю. Общее коли-
чество частиц, полученное на первом этапе, будет 

( )

1, 1,

1

N
n

k k

n

M M


 .  

Второй этап процедуры остаточной перевыбор-
ки основан на использовании так называемых 
остаточных весов   n

k , для которых справедливо 

выражение 

      
.

n n n

k k kM M M                   (12) 

Заменив в формуле (12) 
 n

kM    на ( )

1,

n

kM  и 

разделив левую и правую часть на ,M  получим:  

    
( )

1,
.

n

n n k

k k

M

M
                     (13) 

На втором этапе процедуры остаточной пере-
выборки для получения оставшихся 

2, 1,k kM M M   реализаций  m

kx  используется лю-
бая из описанных ранее случайных повторных пе-
ревыборок (мультиномиальная или стратифициро-
ванная), для чего остаточные веса (13) предвари-
тельно нормируются с использованием выражения 

     *

1,

.
n n

k k

k

M

M M
  


 

Интуитивно понятно, что двухэтапный харак-
тер остаточной перевыборки влечет за собой до-
полнительные вычислительные затраты. Для пре-
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одоления такого недостатка была предложена 
остаточная систематическая перевыборка. 

Остаточная систематическая перевыборка 
(residual systematic resampling) – модификация 
остаточной перевыборки, на втором этапе которой 
используется не случайная, а систематическая пе-
ревыборка. В таком случае можно объединить два 
этапа перевыборки в один, в котором каждая реа-
лизация  

, 1, ,
n

kx n N  воспроизводится ( ) ( )

1,

n n

k kM M  

раз в соответствии с выражением 

  

 

( ) ( )

( 1)

11,( ) ( 1)

1,

,

nn n

k k

n

nkn n

k

M M u

M
u u

M




      

    

 

где (1)

ku  вычисляется аналогичным для (1)

ku  в си-
стематической перевыборке образом, т. е. как рав-
номерно распределенная на полуинтервале 
(0,1 ]M  случайная величина. 

Как отмечено в работе [19], результаты форми-
рования реализаций ( )m

kx  в систематической и 
остаточной систематической перевыборках будут 
полностью совпадать, а отличия этих процедур 
могут проявиться лишь в уровне их вычислитель-
ной загрузки: так как в остаточной систематиче-
ской перевыборке не требуется проверять выпол-
нение неравенства (10), а количество рассчитыва-
емых значений ( )n

u  существенно меньше, чем 
( )n

u , ожидается, что и уровень вычислительной 

сложности такой процедуры будет ниже. 
 

3.4. Критерий проведения перевыборки 

Отметим, что проведение перевыборки на каж-
дом k-м шаге, во-первых, увеличивает и без того 
значительную вычислительную сложность ФЧ, а 
во-вторых, может привести к ситуации, когда вы-
борка будет состоять из одного единственного 
элемента с весом 1/N, который в выборке повторя-
ется N раз. Эта проблема известна как «обеднение» 
выборки (sample impoverishment) [20], на практике 
для определения моментов времени проведения 
перевыборки рассчитывают специальные крите-
рии. Наибольшее распространение получил так 
называемый критерий эффективного размера вы-
борки (effective sample size) 

 
1

2

1

( )
N

nE

k k

n

N





 
  
 
 . 

Процедуру перевыборки запускают, когда кри-
терий E

kN  принимает значение ниже заданного по-
рога Th

kN . Как отмечается в работе [20], критерий 
может принимать значения 1 E

kN N  . При выбо-
ре Th

kN N  перевыборка будет выполняться на 
каждом шаге. С другой стороны, в случае выбора 

1Th

kN   процедура перевыборки не запустится ни-
когда. Величина E

kN  характеризует количество 
элементов выборки, веса для которых существен-
ны (весами которых нельзя пренебречь при по-
строении оценок). 

 

4.1. Аналитическое сопоставление 

Далее проведем сравнение описанных выше 
процедур существенной перевыборки. Сделаем это 
сначала аналитически, анализируя соответствую-
щие им псевдокоды, которые можно найти, 
например, в работе [20]. Основные выявленные 
отличия сопоставляемых процедур приведены в 
таблице. 

Сопоставляя отличия приведенных в таблице 
схем перевыборки, можно заметить, что в система-
тической и остаточной систематической процеду-
рах количество обращений к датчику случайных 
чисел наименьшее. Помимо этого, такие схемы 
наиболее простые с точки зрения количества вы-
числений. 

 

4.2. Методический пример 

Далее проведем сопоставление ФЧ, построенных с 
использованием различных процедур перевыборки, на 
примере решения задачи оценивания процесса, пред-
ставляющего собой сумму полинома первой степени и 
второго интеграла от центрированного белого шума, по 
нелинейным измерениям.  

Конкретизируем оцениваемую последовательность 
(1) в виде 

1Ф Г ,
k k k

x x w                            (14) 

где для матриц Ф,  Г  и матрицы ковариаций Q  цен-
трированного гауссовского порождающего белого шума 

k
w  можем записать: 

2

0
1 1 03Ф , Г , .
0 1 0 13 1
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 
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Отличия процедур существенной перевыборки 

Критерии  
сопоставления 

Процедура существенной перевыборки 

Мультиноми-
альная 

Стратифициро-
ванная 

Систематическая Остаточная Остаточная  

систематическая  
Количество этапов  

процедуры  
перевыборки 

1 1 1 2 1 

Количество  
обращений  
к датчику  

случайных чисел 

M  M  1 2,kM  1 

Асимптотическая  
вычислительная 

сложность 

( )O MN  ( )O M  ( )O M  2,( ) ( )
k

O N O M  ( )O N  

Минимальное  
количество  

воспроизведений  
любой из частиц 

0 

если  ω 1 ,n

k
M

 

то  ω 1n

k
M    , 

иначе 0 

 n

k
M     n

k
M     

1
n

k
M     

Максимальное  

количество  
воспроизведений  
любой из частиц 

N  
 

2
n

k
M      

1
n

k
M      

2,

n

k k
M M      

1
n

k
M     

 

Здесь 2
q  – интенсивность исходного белого шума; t  – 

интервал дискретизации. Такая модель, в частности, 
нередко используется для описания ошибок измерите-
лей, например погрешностей навигационной системы 
счисления пути по каждой координате [28], а также для 
приближенного описания аномалий уклонений силы 
тяжести (УСТ) в задаче определения УСТ [29]. 

Предположим, что нелинейные дискретные измере-
ния имеют вид 

2 3

1 2 1, 3 1, 4 1,( ) ,k k k k k k ky h x v a a x a x a x v        

где 1 2 3 4, , ,a a a a  – известные величины. 
Моделирование проведем, используя параметры 

T

0 [ 5 0,5] ,x    
2 2

0 0,1 0,2diag[ ],P     0,1 2,5,   

0,2 0,05,   0,05 ,q   1t  , 1, 30k  , 0,1,r   

1 0,0875,a   2 0,1825,a    3 0,01,a   4 0,01.a   

Реализуем следующие алгоритмы: 
 ФЧ  без процедур перевыборки при 10000N   

( 1  , далее – алгоритм 1); 
 ФЧ с различными процедурами перевыборки при 

1000N  , 0,2Th Th

kN N N   ; 

– ФЧ ( 2  , далее – алгоритм 2) с процедурой 
мультиномиальной перевыборки; 

– ФЧ ( 3  , далее – алгоритм 3) с процедурой 
стратифицированной перевыборки; 

– ФЧ ( 4  , далее – алгоритм 4) с процедурой 
систематической перевыборки; 

– ФЧ ( 5  , далее – алгоритм 5) с процедурой 
остаточной перевыборки; 

– ФЧ ( 6  , далее – алгоритм 6) с процедурой 
остаточной систематической перевыборки. 
Сопоставление алгоритмов будем проводить с при-

менением метода статистических испытаний по мето-
дике, описанной в работе [30]. Для каждого реализо-
ванного μ-го алгоритма будем вычислять действитель-
ные kG


 и расчетные 

k
G

  матрицы ковариаций  

     T
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 ˆ ˆ ,
L

j j j j j j

k k k k k k k

j

G x x Y x x Y
L

  



  
 

 (15) 

( )

1

1
( ),

L
j

k k k

j

G P Y
L

 



                         (16) 

где ( ) ( ), , 1,j j

k k
x Y j L  – реализации случайных после-

довательностей, полученные путем моделирования со-
гласно выражениям (1) и (2); L – общее число реализа-
ций, ( )ˆ ( )j

k kx Y


, 
( )( )j

k kP Y


 – оценки и соответствующие им 
расчетные матрицы ковариаций для алгоритма с индек-
сом  . 

Для оценки вычислительных затрат сопоставляемых 
алгоритмов будем рассчитывать коэффициент 

*
* *

*
1 1

1 1
, , ,

L L

j j

j j

t t
L L


  

 

  
     

    

где 
jt


 – время, затраченное вычислителем на решение 
задачи оценивания с использованием анализируемого 
алгоритма, а *

jt  – время, соответствующее алгоритму, 
относительно которого проводится сопоставление вы-
числительной сложности. 
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На рис. 1 приведены результаты вычисления на ос-

нове выражений (15), (16) действительных (
1,1k

G
   , 

сплошные линии) и расчетных (
1.1

k
G

   , пунктирные 

линии) среднеквадратических погрешностей (СКП) 
оценивания первой компоненты вектора 

k
x  для каждо-

го из реализованных алгоритмов при L=1 000. Обозна-
чение  

.i i
A  здесь и далее используется для i-го диаго-

нального элемента матрицы A. Красный цвет соответ-
ствует алгоритму 1, черный – алгоритму 2, синий – ал-
горитму 3, пурпурный – алгоритму 4, зеленый – алго-
ритму 5, оранжевый – алгоритму 6. 

 

 

 
Рис. 1. Результаты вычисления действительных и расчетных 

СКП 

 
Результаты моделирования показывают, что все ФЧ, 

построенные с использованием различных процедур 
перевыборки при N* = 1 000, обеспечивают необходи-
мую точность и являются состоятельными. При умень-
шении количества частиц все алгоритмы перестают 
удовлетворять свойству состоятельности, а их точность 

снижается. Увеличение же количества частиц по срав-
нению с N* в ФЧ, построенных с использованием про-
цедур перевыборки, не оказывает влияния на результа-
ты моделирования, что подтверждает факт достижения 
ими потенциальной точности. 

Построенный без процедур перевыборки даже при 
N = 10 000 ФЧ уступает в точности ФЧ с перевыборкой 
и не обеспечивает выполнение свойств состоятельно-
сти. 

Анализ вычислительных затрат показал, что среди 
ФЧ, построенных с использованием процедур суще-
ственной перевыборки, наиболее простыми являются 
Алг. 4 и Алг. 6, вычислительная загрузка которых сопо-
ставима. Вычислительные загрузки Алг. 2, Алг. 3 и 
Алг. 5 также близки между собой и на 5 %  выше, чем 
вычислительная загрузка ФЧ, построенных на основе 
систематических перевыборок.  

Отметим, что при увеличении размерности решае-
мой задачи и времени моделирования разница в вычис-
лительной загрузке также может измениться. В связи с 
этим далее проведем сопоставление, аналогичное опи-
санному выше, на примере решения задачи траекторно-
го слежения в ее простейшей постановке, описанной, 
например, в работах [5,31]. 

 

4.3. Применение ФЧ при решении задачи  
слежения за подвижным объектом 

Рассмотрим правостороннюю трехмерную ло-
кальную декартову систему координат (рис. 2) с 
началом в точке O, оси OX и OY которой перпен-
дикулярны и лежат в горизонтальной плоскости, а 
ось OZ ортогональна им и направлена вверх. Счи-
тается, что в начале системы координат располо-
жен некий радар, способный в дискретные момен-
ты времени k измерять дальность k

d  до подвиж-
ных объектов, их угол места k

  и азимут k
 .  

 

 

 
Рис. 2. Расположение радара и подвижного объекта в системе 
координат OXYZ  

 

В начальный момент времени ( 0k  ) радар об-
наруживает некоторый объект с неизвестными ко-
ординатами ПО ПО ПО

0 0 0, ,X Y Z , динамика которого мо-
жет быть описана с использованием уравнения 
(14) [31], где  

TПО ПО ПО

2

3 3 3

3 3
3

2

3

,

, Г ,2
0

( ) ,

X Y Z

k k k k k k k

a

x X Y Z V V V

t
I tI I

I
tI

Q I

   
             

 

 (17) 

, ,X Y Z

k k kV V V   – проекции неизвестного вектора ско-
рости объекта на оси OX, OY и OZ соответственно, 

3I  и 30  – единичная и состоящая из нулей матри-
цы размерности три, а a  – известная величина.  
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Учитывая расположение радара в начале си-
стемы координат, для измерений ky  запишем: 

ПО 2 ПО 2 ПО 2

ПО ПО

ПО

ПО 2 ПО 2

( )

( ) ( ) ( )

arctan( ) .

arctan
( ) ( )

k

k

k k k k k

k k k

k k k

k

k k

d

y h x v

X Y Z

Y X v

Z

X Y

 
 

     
  

  
 
 
 
  
 

  
      

        (18) 

Требуется по измерениям (18) оценить коорди-
наты ПО ПО ПО

0 0 0, ,X Y Z  объекта, являющиеся ком-
понентами вектора kx , описываемого выражения-
ми (14), (17).  

Моделирование проведем, используя следую-
щие параметры: истинные начальные координаты 
объекта: И И 50k kX Y   км, И

0 5Z  км; проекции 
истинной скорости на оси OX, OY и OZ в началь-
ный момент времени: ,И ,И

0 0 250м сX Y
V V  , 

,И
0 0м сZ

V  ; считается, что проекции вектора ско-
рости объекта 

0 ,X
V  0 ,Y

V  0

Z
V  являются независи-

мыми равномерно распределенными случайны- 

ми величинами 0( ) [150; 350] м сXO
p V U , 

0( ) [150; 350] м сYO
p V U , 0( ) [0;ZO

p V U 40] м с , 

где ( ) [ ; ]p V U a b  означает равномерное распре-
деление на интервале [ ; ]a b ; 

2
15 м сa  ; 

0,1 сt  ; время моделирования 30 сT  , т. е. 
1, 300k  ; 2 2 2diag[( ) ( ) ( ) ],d

R
      25 мd  , 

0,3      . 

При построении ФЧ для формирования реали-
заций ПO,( ) ПO,( ) ПO,( )

0 0 0, ,n n n
X Y Z  привлечем измерения 

0y  дальности, угла места и азимута, снятые в 
начальный момент времени (при обнаружении 
объекта). Для этого сначала сформируем набор 
реализаций 

T
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

n n n n
d       

( ) ,( )

0

n n
y v

  , 

где ,( ) ( ;0,2 )n
v N v R
   – погрешности измерений  

(18), полученные путем моделирования с увели-
ченными в два раза среднеквадратическими откло-
нениями (СКО) для учета того факта, что 0y  со-
держит в своем составе погрешность 

( ;0, ).v N v R   

Далее сформируем набор реализаций, соответ-
ствующих местоположению объекта в рассматри-
ваемой декартовой системе координат 

ПО,( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

ПО,( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

ПО,( ) ( ) ( )
0 0 0

cos( )cos( ),

cos( )sin( ),

sin( ).

n n n n

n n n n

n n n

X d

Y d

Z d

  

  

 

 

Понятно, что полученные реализации 
ПО,( ) ПО,( ) ПО,( )
0 0 0, ,n n n

X Y Z  в полной мере соответство-
вать реальной ФПРВ для координат не будут, од-
нако в совокупности они накрывают зону их не-
определенности. 

Моделирование проведем в соответствии с ме-
тодикой, изложенной в работе [30], с осреднением 
по L = 1 000 реализациям. При этом, используя 
полученные в соответствии с формулами (15), (16) 
матрицы ковариаций, рассчитаем действительные 

Р,
kG
  и расчетные Р,

kG
  радиальные СКП оце-

нивания координат 

Р,
1,1 2,2 3,3

,k k k kG G G G
               

 
     (19) 

Р,

1.1 2.2 3.3
.k k k kG G G G

                     (20) 

Реализуем те же алгоритмы, которые были по-
строены при решении методического примера ра-
нее, с одинаковым количеством частиц 10 000N   

и 0,6Th Th

kN N N  . На рис. 3 приведены результа-
ты вычисления согласно (19), (20) радиальных 
действительных (сплошные линии) и расчетных 
(пунктирные линии) СКП для каждого из реализо-
ванных алгоритмов. Соответствие цветов и алго-
ритмов на рисунке то же, что было принято в 
п. 4.2. 

 

 

 
Рис. 3. Результаты вычисления действительных и расчетных 

радиальных СКП 
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Результаты моделирования аналогичны полу-
ченным для методического примера: ФЧ, постро-
енные с использованием различных процедур пе-
ревыборки, при одинаковых настройках (количе-
стве частиц и величине )Th

N  обеспечивают близ-
кие между собой уровни точности и состоятельно-
сти. При этом для достижения потенциальной точ-
ности и выполнения свойства состоятельности ФЧ, 
построенному без процедур перевыборки, требует-
ся значительно больше частиц, чем ФЧ, их исполь-
зующим. 

Анализ вычислительных затрат подтвердил ре-
зультаты, полученные в п. 4.2. Наиболее простыми 
среди ФЧ, построенных с использованием проце-
дур перевыборки, оказались Алг. 4 и Алг. 6, вы-
числительная загрузка которых сопоставима. Од-
нако, в отличие от результата, полученного ранее, 
при решении задачи траекторного слежения их 
выигрыш в смысле вычислительной загрузки по 
отношению к Алг. 2, Алг. 3 и Алг. 5 оказался не-
значительным и составил 0,5 % . Это объясняется 
тем фактом, что при увеличении размерности оце-
ниваемого вектора вычислительная загрузка ФЧ 
(без перевыборки) существенно возрастает. Затра-
ты же на процедуры перевыборки, хотя тоже уве-
личиваются, на этом фоне становятся незначи-
тельными. 

Проведено сопоставление различных схем су-
щественной перевыборки, используемых при по-
строении фильтров частиц. Полученные результа-
ты показали, что все рассмотренные процедуры, 
реализующие процесс перевыборки, приводят к 
заметному сокращению числа частиц по сравне-
нию с обычным ММК. Каких-либо существенных 
преимуществ с точки зрения достигаемой ФЧ точ-
ности или выполнения ими свойств состоятельно-
сти из-за выбора при их построении той или иной 
схемы перевыборки, описанной в настоящей рабо-
те, получить не удастся. С точки зрения объема 
вычислений систематическая и остаточная систе-
матическая перевыборки оказываются несколько 
проще, чем остальные рассмотренные схемы, од-
нако в большей степени эти преимущества прояв-
ляются при решении задач с небольшой размерно-
стью вектора состояния. 

Результаты проведённого исследования могут 
быть полезны разработчикам при построении ал-
горитмов фильтрации для решения сложных нели-
нейных задач обработки измерительной информа-
ции, возникающих в современных системах управ-
ления, навигации и траекторного слежения. 
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Abstract. Nonlinear filtering algorithms based on sequential Monte Carlo methods are consid-

ered. The scheme of an elementary particle filter is presented, and the main challenge of its im-

plementation––the degeneracy of the algorithm––is explained. The essence of importance 

resampling procedures, intended to settle this challenge, is described. The resampling procedures 

widely used in navigation data processing and target tracking are reviewed. A criterion for deter-

mining the time point of resampling is given. The above resampling procedures are compared by 

analyzing the corresponding pseudocodes. As illustrative examples, two problems are considered: 

the estimation of a process representing the sum of a polynomial and the second integral of white 

noise, based on nonlinear measurements, and target tracking. For these problems, the resampling 

procedures are compared numerically by simulation using the method of statistical trials. 
 

Keywords: Bayesian stochastic approach, nonlinear filtering, Monte Carlo methods, sequential importance 

resampling procedures, particle filter. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:itmo_student@mail.ru

