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УДК 519.72+629.7.05  

МЕТОДЫ МОНИТОРИНГА ТЕХНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ СИСТЕМ  
В ЦЕЛЯХ УПРАВЛЕНИЯ ИХ ИЗБЫТОЧНОСТЬЮ.  

Ч. 2. Классические модели 
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Аннотация. Управление избыточностью технической системы предполагает использова-
ние процедуры мониторинга – контроля текущего состояния ее составных частей с целью 
реконфигурирования системы по мере необходимости. В обзоре, состоящем из четырех 
частей, приводятся современные и вновь развиваемые методы мониторинга в интересах 
управления избыточностью. Первая часть обзора посвящена общему описанию встроенных 
средств контроля, схемам голосования и правилам достоверности. Кратко освещены кон-
трольные коды и методы контроля выполнения программ. Во второй части обзора рас-
сматриваются методы диагностирования, основанные на классическом моделировании 
диагностируемой системы в дискретно-временно й и частотной формах. Приводится схема 
обнаружения отказов Чоу – Вилски, а также определение и процедуры генерирования не-
вязки в задаче диагностирования. Излагаются основные модельные методы диагностиро-
вания, использующие ошибки в уравнениях, наблюдатели, согласованность уравнений и 
избыточные переменные. В завершение кратко освещается проблема робастности методов 
диагностирования соответствующего типа. 
 
Ключевые слова: мониторинг технического состояния, управление избыточностью, диагностирова-
ние, невязка, аналитические модели систем, метод ошибок в уравнениях, наблюдатели, фильтр Бир-
да, обнаружение отказов по согласованности уравнений, метод избыточных переменных, робаст-
ность методов. 
 

 

 

 

 Модельные (базирующиеся на математических 
моделях) методы диагностирования1

 основаны на 
выявлении несоответствия между реальными из-
мерениями входных и выходных сигналов системы 
и сигналами ее математической модели, выражае-
мого так называемой невязкой (residual). Данные 
                                                           
1 В данном контексте подразумевается исключительно анали-
тическое моделирование в «классическом» варианте, при ко-
тором центральным звеном является воспроизведение (с той 
или оной детальностью) законов функционирования диагно-
стируемой системы; подходы с другими типами моделей вы-
несены в третью и четвертую части обзора. 

методы начали активно развиваться с 1970-х гг. В 
частности, применялись схемы статического или 
параллельного резервирования [1, 2], которые мо-
гут быть получены непосредственно из измерений 
(аппаратное резервирование) или из аналитиче-
ских соотношений (аналитическое резервирова-
ние). Обзоры этих методов можно найти в работах 
[3–5]. 

В этой части обзора освещены методы, наибо-
лее часто применяемые в системах диагностики 
сложных технических комплексов различного 
назначения. Их неоспоримым достоинством явля-
ется прежде всего инженерная прозрачность, т. е. 
интуитивная  ясность  протекающих  процессов  и 
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причинно-следственных связей для специалистов 

соответствующей технической области. Эффек-
тивность рассмотренных методов зависит от кон-
кретных условий применения, и их выбор опреде-
ляется функциональным назначением устройства, 
его структурной организацией и технологическими 
особенностями изготовления и функционирования, 
а также требуемыми показателями надежности и 
достоверности. 

 

Схема Чоу – Вилски [4], обобщающая боль-
шинство методов обнаружения отказного функци-
онирования системы, включающей актюаторы, 

объект и датчики, показана на рис. 1. 
 

 

 
 

 
Рис. 1. Схема Чоу – Вилски  

 

Схема обнаружения отказа в реальном времени 
включает два основных блока: 

 Генерирование невязки: путем использования 

входных и выходных сигналов контролируемого 
процесса формируется сигнал, называемый невяз-
кой. Эта невязка не должна зависеть от входных и 
выходных сигналов и при отсутствии отказов 
должна принимать значение, равное или близкое к 
нулю.  

 Оценивание невязки: проводится анализ зна-
чения невязки, на основе которого принимается 

решение о наличии или отсутствии отказа. Прави-
ла принятия решения могут использовать как про-
стой допусковый контроль, так и сложные формы 
преобразования сигналов, включая методы стати-
стического анализа.  

При этом основное внимание исследователей 
сосредоточено на генерировании невязки, по-
скольку процедуры ее оценивания в значительной 
степени универсальны. 

 

 
 

 
Рис. 2. Топология отказов динамической системы  

 
Топологию отказов, влияющих на работу си-

стемы, поясняет рис. 2, где v  – внешнее входное 
воздействие; u  – управление, подаваемое на объ-
ект; y  – выходной сигнал объекта; u  и y  – изме-
ренные (доступные для обработки) сигналы; аf , 

o ,f  
uf  и yf  – формализованное представление от-

казов, возникающих в актюаторах, объекте и в 
датчиках входного и выходного сигналов объекта. 
С той или иной точностью известны только сигна-
лы v , u  и y . 

Хотя большинство систем, подлежащих мони-
торингу, на самом деле являются нелинейными, 
методы моделирования и идентификации линей-
ных систем часто используются для того, чтобы 
избежать сложностей, которые характерны для 
использования нелинейных моделей. В большин-
стве случаев это не является существенным огра-
ничением, поскольку мониторинг динамической 
системы осуществляется в окрестности ожидаемо-
го режима функционирования, а отклонения от 
него хорошо описываются линейными моделями. 

 

1.1. Описание аналитических моделей 

В соответствии с гипотезой линейности дина-
мического процесса его поведение в дискретном 
времени 0, 1, 2,t   в терминах пространства 
состояний описывается моделью [6–10] 

1t t tx Ax Bu   ,  t ty Cx ,                  (1) 

где n

tx   – вектор состояния системы; r

tu   – 

вектор истинных входных сигналов; m

ty   – век-
тор истинных выходных сигналов; A , B  и C  – 

числовые матрицы коэффициентов системы. 
Влияние отказов на объект описывается моде-

лью (вектор отказов of  представлен двумя векто-
рами .ab tf  и .c tf , связанными с номером такта t ) 

1 .t t t ab tx Ax Bu f    ,  .t t c ty Cx f  ,         (2) 



 

 
 

 

 

 

   ●

где .ab t t tf Ax Bu    , .c t tf Cx  ; A , B , C  – 

изменения матриц коэффициентов вследствие воз-
никших отказов. Иногда отказы трактуют иначе: 

.ab t t tf A x B u    , 
.c t tf y  , где 

tx  – посторон-
нее воздействие на внутренние переменные; 

tu  – 

ошибки (отказы) актюаторов; 
ty  – ошибки (отка-

зы) датчиков. 
Поскольку описания пространства состояний 

обеспечивают общие и математически строгие ин-
струменты для моделирования системы и робаст-
ной генерации невязок как для детерминированно-
го случая (измерения без помех), так и для стоха-
стического (измерения, подверженные шуму), 
матрицы системы A, B и C в канонической форме 
для моделей (1) и (2) могут быть получены с по-
мощью процедур многомерной идентификации.  

Измерения входных и выходных сигналов под-
вергаются влиянию отказов согласно формулам 

.t t u tu u f   ,  .t t y ty y f   , 

где 
tu  и 

ty  – измеренные значения входных и вы-
ходных сигналов. 

Обычно для моделирования внезапных и разви-
вающихся отказов используются ступенчатые и 
темповые (градиентные) сигналы, представляю-
щие собой смещение (одноразовое изменение на 
одном такте) и дрейф (монотонные изменения на 
последовательности тактов) соответственно. 

Помехи измерений, влияющие на выходные 
сигналы датчиков, обычно описываются некорре-
лированными гауссовскими процессами.  

Рассматриваемая общая задача диагностирова-
ния отказов (англ. Fault Detection, FD) на основе 
модели может быть решена только при знании из-
меренных последовательностей 

tu  и 
ty . Кроме 

того, широко используются априорные знания о 
характеристиках получаемых сигналов 

tu  и 
ty . В 

качестве примера можно привести спектр, дина-
мический диапазон сигнала и его вариации. Одна-
ко необходимость априорной информации о кон-
тролируемых сигналах и зависимость характери-
стик сигнала от неизвестных условий работы диа-
гностируемой системы являются основными недо-
статками методов такого класса.  

Наряду с моделями (1) и (2) для описания 
функционирования диагностируемой системы в 
частотной области могут использоваться модели 
вида 

( ) ( )u u

t y t y ty W z u W z u  ,                  (3) 

где z  – оператор сдвига на один такт вперед2
; 

( )u

yW z  – передаточная (рациональная полиноми-

альная) матрица от входного воздействия 
tu  к вы-

ходу 
ty  системы; ( )u

yW z  – изменение передаточ-

ной матрицы ( )u

yW z , вызванное отказами. 
Обычно модель (3) применяется в тех случаях, 

когда для воздействующих отказов, а также воз-
мущений известны частотные характеристики, что 
позволяет использовать информацию в частотных 
спектрах в качестве критериев для обнаружения 
отказов. 

 

1.2. Формирование невязок 

Общая структура генератора невязки [11, 12] 
показана на рис. 3. Здесь tz  – вспомогательный 
сигнал, который, как правило, содержательно зна-
чим для разработчика (например, вектор состояний 
системы или ее частей), 

tr  – сигнал невязки, 

1( , )t tW u y  и 2 ( , )t tW z y  – основные блоки генерато-
ра.  

 
 

 

 
Рис. 3. Общая структура генератора невязки    

 

Независимо от того, какой метод применяется, 

процесс генерирования невязки представляет со-
бой не что иное, как линейное отображение, входы 
которого состоят из входов и выходов контроли-
руемого процесса. В безотказном состоянии вы-
полняется условие 0tr  . 

Простейший генератор невязки получается, ко-
гда передаточная матрица 1W  идентична модели 
(3) объекта: 1( , ) ( )u

t t yW u y W z , т. е. это описание 
реального процесса, полученное в результате про-
цедуры идентификации системы (например, авто-
регрессионная экзогенная модель [13]). 

Наиболее простой и широко используемый 
способ обнаружения отказов заключается в непо-
средственном сравнении невязки 

tr  или ее некото-

                                                           
2 Такое толкование предполагает игнорирование начальных 
условий модели. При альтернативном толковании оператора 
как z-преобразования учитываются начальные условия. 



 

 
 

 

 
 

 ●

рой функции ( )tJ r  с фиксированным порогом   

или пороговой функцией 
t  следующим образом: 

при 0,
( )

при 0,
t t

t

t t

f
J r

f

  
   

                   (4) 

где 
tf  – обобщенный вектор отказов. Таким обра-

зом, если невязка превышает установленное поро-
говое значение, то объявляется о наличии отказа. 

Такой тест особенно результативен с фиксиро-
ванными порогами ε, если объект работает пре-
имущественно в устойчивом состоянии. Он реаги-
рует либо после большого внезапного, либо после 

длительно постепенно нарастающего отказа. 
В большинстве практических случаев парамет-

ры процесса неизвестны вообще или известны не-
достаточно точно. Тогда их можно определить с 
помощью методов оценки параметров, измеряя 
входные и выходные сигналы 

tu  и 
ty , если из-

вестна основная структура модели. 

 

Дискретно-временна я модель SISO-объекта 
(англ. Single Input Single Output – один вход, один 
выход) порядка n записывается в векторной форме 

T

ty   , 

где  T1 1n na a b b   – вектор пара-

метров объекта;  T1t t ny u    – вектор дис-
кретно-временных данных на n  последовательных 
тактах измерений. 

Вводится сигнал рассогласования 

T ˆ
t te y   , 

где ̂  – оценка параметров. По методу наимень-
ших квадратов, связанному с выполнением ра-
венств 

2 Tˆ( ) t

t

J e e e   ,      
ˆ( )

0ˆ
dJ

d





, 

оценка параметров определяется формулой  
T 1 Tˆ ( )t ty

     .                       (5) 

Как описано в работах [14–16], оценка (5) мо-
жет быть также вычислена с помощью рекуррент-
ного3

 алгоритма наименьших квадратов в режиме 

                                                           
3 В программировании используется эквивалентный термин 
«рекурсивный». 

реального времени 0, 1, 2,t   относительно 
оценок в момент t: 

 T

1 1 1
ˆ ˆ ˆ

t t t t t ty        , 

где 

T 1

1 1 1( 1)t t t t t tP P


        , T

1 2 1( )t n t t tP I P     , 

2nI  – единичная матрица размера 2 2n n . В каче-
стве начальных условий 

0P  для матрицы 
tP  при-

нимается либо единичная матрица, либо предпола-
гаемая ковариационная матрица начальных оши-
бок оценки 0̂ . 

Для улучшения сходимости можно применять 

методы фильтрации. В частности, когда на изме-
рения влияют помехи, для оценки параметров мо-
жет быть использован фильтр Калмана [17, 18]. 

Собственно диагностирование осуществляется 
по различию вектора полученных оценок ˆ t  па-
раметров и его «опорных» значений, соответству-
ющих либо отсутствию, либо наличию определен-
ных отказов в системе. Для этого могут привле-
каться подходы, описанные в § 5 первой части [19] 

и в третьей части данного обзора. 

 

Основная идея методов на основе наблюдате-
лей или фильтров заключается в оценке выходов 
системы по результатам измерений с помощью 
наблюдателей Люенбергера в детерминированном 

случае или фильтров Калмана в случае наличия 
случайных помех. При этом ошибка оценки выхо-
да (или ее взвешенное значение) используется в 
качестве невязки. 

Следует отметить, что при использовании 
наблюдателя для целей диагностирования необхо-
димо оценивать выходы, а оценка вектора состоя-
ния обычно не требуется [20]. Кроме того, пре-
имуществом использования наблюдателя является 
гибкость в выборе его коэффициентов усиления, 
что приводит к богатому разнообразию схем диа-
гностирования [21–30]. 

В линейной динамической модели (1) при точно 
известных матрицах A , B  и C  для восстановле-
ния переменных используется наблюдатель 

1
ˆ ˆ

t t t tx Ax Bu He    ,     ˆ
t t te y Cx  ,        (6) 

где ˆ n

tx   – оценка вектора состояния; m

te   – 

ошибка выхода. В то же время ошибка состояния 
x n

te   удовлетворяет уравнениям 

ˆx

t t te x x  ,     1 ( )x x

t te A HC e    
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и исчезает асимптотически, если матрица A HC  

устойчивая. 
В случае наличия возмущений и отказов спра-

ведливы уравнения 

1 1t t t t tx Ax Bu Qv L f     ,  
2t t t ty Cx Rw L f   , 

где 
tv  – неизмеряемый вектор возмущений на 

входе; 
tw  – неизмеряемый вектор возмущений на 

выходе; 
tf  – приведенный вектор отказов, адди-

тивно влияющих на функционирование объекта; 
Q  и R  – матрицы влияния возмущений; 1L  и 2L  – 

матрицы влияния отказов. 

Тогда для оценки состояния при условиях 
0tv   и 0tw   справедливы уравнения 

1 1 2( )x x

t t t te A HC e L f HL f     , 

2

x

t t te Ce L f  , 

которые описывают влияние обобщенных отказов 
tf  на ошибки x

te  и 
te , используемые в качестве 

невязок. Выбор матрицы H влияет на свойства 
невязок. При этом ограничивающими условиями 
выбора H  являются устойчивость и чувствитель-
ность к возмущениям 

tv  и 
tw . Если на сигналы 

влияют помехи, то вместо классических наблюде-
ний необходимо использовать фильтр Калма-
на [17]. 

Если отказы проявляются в виде изменений 
A  или B  параметров, то поведение процесса 

приобретает вид 

1 ( ) ( )t t tx A A x B B u       , t ty Cx , 

в то время как ошибки оценок представлены в ви-
де 

1 ( )x x

t t t te A HC e Ax Bu     , x

t te Ce . 

В этом случае изменения A  и B  являются 

мультипликативными ошибками, и изменения 
ошибок зависят как от изменений параметров, так 
и от изменений входных переменных и перемен-
ных состояния. Следовательно, влияние изменений 
параметров на ошибки не так однозначно, как в 
случае аддитивных дефектов tf . Конкретные ва-
рианты решения можно найти в работах [14, 25]. 

Для MIMO-процессов (англ. Multiple Input Mul-

tiple Output – много входов, много выходов) при-
меняется следующая декомпозиция: выделяется 
либо один наблюдатель, возбуждаемый одним вы-
ходом [26], либо банк наблюдателей, возбуждае-
мых всеми выходами с проверкой гипотез [27], 

либо банк наблюдателей, возбуждаемых отдель-
ными выходами [26], либо всеми выходами, кроме 

одного [28, 29]. Это позволяет обнаружить отказы 
различных комбинаций датчиков. 

В случае MIMO обратная связь H наблюдателя 
состояния в уравнении (6) выбирается таким обра-
зом, чтобы конкретные сигналы отказов 

1 tL f  из-
менялись в определенном направлении, а сигналы 
отказов 

2 tL f  – в определенной плоскости [29, 31]. 

При наличии направленных векторов невязок 
задача выделения отказа сводится к определению 
того, к какому из известных направлений сигнату-
ры отказов ближе всего лежит вектор невязки. 
Первоначальная форма «фильтра обнаружения от-
казов» была предложена Р. Бирдом [31] и 
Х. Джонсом [32] для генерации направленных век-
торов невязок.  

В дальнейшем было предложено множество 
более простых методов, включая методы получе-
ния «робастного фильтра обнаружения отказов» 
[33]. Такой фильтр представляет собой класс 
наблюдателей Люенбергера со специально разра-
ботанной матрицей усиления обратной связи. Дру-
гой возможностью является использование выход-
ных наблюдателей или так называемых обобщен-
ных наблюдателей, например, наблюдателей с не-
известным входом с реконструкцией выходных 
сигналов, если оценка переменной состояния ˆ

tx  не 
представляет основного интереса. 

 

Возможности и ограничения подходов, исполь-
зующих направления сигнатуры отказа, проиллю-
стрируем фильтром Бирда [31]. 

Рассматривается линейная динамическая си-
стема с дискретным временем 1, 2, ...t  , поведе-
ние которой описывается уравнением 

 T1

0 0

0 0 ,

,

t t t i

t

x Ax Bu B f

x x





  


   (7) 

где n

tx   – вектор состояния; l

tu   – вектор 
управления; n n

A
 , 

n l
B

  – матрицы посто-
янных коэффициентов; дополнительное слагаемое 
 T0 0iB f  соответствует неизвестному 

воздействию if  на i-м входе системы, 1,i l , 

.l n  Предполагается, что все рассматриваемые 
отказы системы сводятся к совокупности неиз-
вестных воздействий на входах. 

Использование фильтра Бирда позволяет как 
обнаружить наличие m  отказов указанного типа, 
так и указать конкретный столбец ib  матрицы ,B  

которому соответствует постороннее воздействие. 
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Фильтр предполагает введение вспомогатель-
ной динамической системы 

1 0 0( ),t t t t t tw Aw Bu K x w w w      ,       (8) 

которая повторяет структуру контролируемой си-
стемы (7) с добавлением слагаемого ( )t tK x w . 

Матрица коэффициентов K  здесь выбирается спе-
циальным образом. 

Вычитая уравнение (8) из уравнения (7), полу-
чаем 

1 1 ( )

0

( ) ( ) .

0

t t t t

t t t t i

x w A x w

K x w B u u B f

    

 
       
             

  (9) 

Вводя обозначение невязки 
t t tr x w  , запи-

шем уравнение (9) в виде 

1

0

( )

0

t t ir A K r B f

 
     
  

.                  (10) 

Заметим, что невязка не зависит от входного 
сигнала 

tu  и состояния системы 
tx , а определяет-

ся лишь наличием постороннего сигнала 
if  и 

свойствами матрицы ( )A K .  

Пусть матрица коэффициентов K  выбрана та-
ким образом, чтобы выполнялось равенство 

nA K I   ,                        (11) 

где nI  – единичная матрица размера n n ;   – 

действительное число с нормой 1  . Тогда фор-
мула (10) принимает вид 

1 0 0

0

,

0

t t i tr r B f r r 

 
     
  

,               (12) 

и фильтр является устойчивым. Это обстоятель-
ство, а также диагональность матрицы (11) приво-
дят к тому, что с течением времени невязка 

tr  при-
ближается к значению вектора 

 Tlim 1

1

1
i ii ni ir b b b f


. 

Матрица B  уравнения (7) содержит m  столб-
цов, каждый из которых задает в n-мерном про-
странстве свое направление4. Вопрос, таким обра-
зом, сводится к определению тех столбцов матри-
цы B , на которые в векторном представлении 
проектируется вектор (12). Оцениваться могут од-
новременно все l  воздействий (отказов) if . 

                                                           
4 Предполагается, что столбцы линейно независимы. 

Этим возможности фильтра Бирда не исчерпа-
ны. Путем аналогичных выкладок можно получить 
соотношения для постолбцового определения из-
менения элементов матрицы A  в уравнении (7). В 
этом случае следует рассмотреть уравнение 

 T1 0 0t t t ix Ax Bu A     .    (13) 

При выполнении соответствующих условий с 
течением времени невязка будет стремиться к зна-
чению 

 Tlim 1

1

1
i ii ni ir a a a 


. 

В дальнейшем все аналогично изложенному 
выше. Одновременно могут оцениваться все n  

воздействий (отказов) 
i . 

Основные свойства фильтра Бирда заключают-
ся в следующем: 

– обнаруживаются постоянные отказы указан-
ного типа, 

– для получения оценки отказа требуется время 
для завершения переходных процессов в фильтре, 

– при доступности для измерения только части 
вектора состояния 

t ty Cx , где m

ty  , m n
C

 , 

возможно оценивание только m  отказов, описыва-
емых m  столбцами по схемам (6) и (12) из множе-
ства всех столбцов матриц A  и B . 

Для дальнейшего изложения воспользуемся 
формулами, приведенными в § 5 первой части об-
зора [19]. 

Пусть синдром представляет собой m-мерный 
вектор  T1 m    , а возможные отказы 
объекта формализуются n -мерным вектором 

 T1 nF f f . Тогда 

( , , ) 0.Y Z F                        (14)  

Для проявления реакции синдрома   на еди-
ничный отказ 0if   достаточно выполнения усло-
вия ненулевой чувствительности 

: 0.
j

i

j
f


 


                          (15) 

В случае же множественного отказа, когда одно-
временно присутствуют несколько отказов fi, тре-
буется выполнение дополнительного условия не-
возможности взаимной компенсации (14) эффек-
тов этих отказов 

1 1 1 1

1

0

      
   

   
         

/ /

.

/ /

n

m m n n

f f f

f f f

    (16) 
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Фильтр Бирда является частным случаем под-
хода с алгебраическими инвариантами, где избы-
точность создается искусственно введением до-
полнительной системы (8). Условие чувствитель-
ности (15) выполняется на каждом такте всегда, 
поскольку в качестве синдрома (14) выступает не-
вязка 

1ir  , а с учетом уравнения (12) 
1 /i ir f B    и 

с учетом уравнения (13) 
1 /i ir A   . Условие же 

(16) выливается в оговоренное выше свойство 
ограниченности числа обнаруживаемых отказов, 
поскольку оно предписывает линейную независи-
мость столбцов  T1. 1 . 1/ /i k m i kr f r f     , 

обеспечивающую невырожденность соответству-
ющей матрицы и, как необходимое условие, ра-
венству числа невязок . 1j ir    и обнаруживаемых 

отказов 
kf . 

 

Основная идея подхода на основе согласован-
ности уравнений (англ. fault detection via parity 

equations) состоит в проверке соответствия раз-
личных (как правило, входных и выходных) изме-
рений, получаемых на контролируемом объекте и 
схеме контроля [34]. 

Как и для наблюдателей, параметры модели и 
структура наблюдаемого процесса должны быть 
известны априори.  

Принцип обнаружения отказа заключается в 
следующем. Для SISO-объекта с известной переда-
точной функцией ( ) ( ) / ( )W z b z a z  параллельно 
используется модель м м м( ) ( ) / ( )W z b z a z , где 

( ),a z  ( )b z , м ( )a z  и м ( )b z  – известные полиномы 
оператора z . По решению разработчика реализу-
ется какая-либо из схем, приведенных на рис. 4.  

Схема, приведенная на рис. 4, а, соответствует 
невязке выходов, на рис. 4, в – невязке входов, а на

рис. 4, б – промежуточному варианту. В этих схе-
мах при совпадении динамических свойств (пара-
метров полиномов) объекта и его модели сигнал 
невязки 

tr  равен нулю. Наличие же отказов, при-
водящих к изменению значений параметров пере-
даточной функции объекта, порождает возникно-
вение сигнала невязки, отличного от нуля. 

Представленные схемы обладают различной 
чувствительностью к различным отказам. Кроме 
того, для достижения приемлемой чувствительно-
сти или грубости они могут быть дополнены раз-
личными фильтрами [34, 35]. Здесь по умолчанию 
измеренные сигналы равны их истинным значени-
ям: 

t tu u   и 
t ty y  . 

В работе [36] показано, что схемы согласован-
ности обеспечивают меньшую гибкость проекти-
рования по сравнению с методами, основанными 
на использовании наблюдателей и не имеющими 
каких-либо ограничений. 

Одним из недостатков данного метода является 
то, что для SISO-объекта формируется только один 
признак (невязка), что не позволяет уточнять ха-
рактер и место отказа: есть одно уравнение, и 
ненулевое значение одной невязки свидетельству-
ет только о рассогласовании этого уравнения. Ни-
чего больше из этого извлечь невозможно. Для 
преодоления указанного недостатка предложены 
различные решения [33, 37]. 

 

Данный метод предложен Л. А. Мироновским 
[38] и относится к наиболее результативным. Ос-
новой метода является введение динамической си-
стемы для переменных k

z , дополняющей мо-
дель контролируемого объекта 

1t t tx Ax Bu   ,                         (17) 

где n

tx  , l

tu  , а A  и B  – постоянные мат-
рицы. 
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Рис. 4. Типовые схемы согласованности уравнений для обнаружения отказов: а – по выходам, б – по промежуточному сигналу, в – по входам 
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Избыточные переменные вводятся с удовлетво-
рением двух условий 

0tMz  ,     
t tTz x ,                     (18) 

где ( )k n k
M

   и ( )n n k
T

   – известные (задава-
емые) постоянные матрицы5. Подставляя выраже-
ние (17) в условия (18) и разрешая относительно 

1tz  , получаем уравнение ( )n k -го порядка 

1 1

1
0 0

t t t

T AT T B
z Tz u

M M

 



       
        
       

, 

описывающее поведение избыточной системы. Эта 
система, если устойчива, эквивалентна исходной 
системе (17) в смысле выхода 

tx , но одновременно 

позволяет контролировать ее функционирование 
по k-мерному вектору невязки 

t tr Mz . 

Известны различные уточнения формулировки 
и решения метода избыточных переменных 
[11, 39], распространяющие его на модели с пере-
даточными функциями и нелинейные модели, а 
также позволяющие минимизировать избыточ-
ность системы. 

Поскольку этот метод, как и фильтр Бирда, яв-
ляется частным случаем метода с алгебраическими 
инвариантами, то на него распространяются усло-
вия чувствительности (15) и (16).  

Если возможные отказы объекта контроля 
формализуются уравнением 

1t t tx Ax Bu F    , 

где  T1 nF f f  – вектор неизмеряемых воз-
действий, представляющих неучтенные изменения 
(отказы) в объекте, то в соответствии с условиями 

(18) получаем на первом такте для каждого из 
формализованных отказов :if  

( 1)
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(19) 

где 1i
 – единица, стоящая в i-й строке последнего 

сомножителя-столбца. А на каждом последующем 
такте , 2,t q q N  , с учетом формулы (17) полу-
чаем 

                                                           

5 Подразумевается, что строки матриц M  и T  линейно неза-
висимы. 
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где s
A  – s-ая степень матрицы A  из формулы (17). 

При этом ненулевые значения компонент (19) и 

(20) при наличии отказов не являются очевидными 
и зависят от выбора матриц T и ,M  что требует 

от разработчика определенного искусства. Так, 
читатель может убедиться, что в простейшем слу-
чае диагональной или кодиагональной матрицы 

T
T T  T M  чувствительность всех компонент не-

вязки 1tr   к любому отказу 
if  имеет нулевое зна-

чение. 

 

Особого внимания заслуживает проблема ро-
бастности алгоритмов диагностирования к различ-
ным неопределенностям, включая ошибки моде-
лирования и действующие шумы измерителей. 

Как правило, в теоретических исследованиях и 
практических приложениях все неопределенности 
обобщаются в аддитивные возмущения, действу-
ющие на систему (объект, датчики, актюаторы). 
Хотя вектор возмущений неизвестен, полагается, 
что оценка его значения может быть получена с 
помощью процедур идентификации.  

Целью подходов к устранению возмущений в 
системе диагностирования является полное ис-
ключение влияния возмущений на невязку, что в 
общем случае может оказаться невозможным. Су-
ществует компромисс между чувствительностью к 
ошибкам и устойчивостью к неопределенности 
моделирования, поэтому робастное формирование 
невязок можно рассматривать как многоцелевую 
оптимизационную задачу [4, 40]. Она состоит из 
максимизации влияния дефектов и минимизации 
влияния неопределенности. 

Один из активных способов достижения ро-
бастности обнаружения отказов [1] основан на 
приближенном представлении в модели (1) оши-
бок моделирования: 

( ) ( )u d

y t y tW z u W z d  , 



 

 
 

 

 

 

   ●

где 
td  – неизвестный вектор, а ( )d

yW z  – оценочная 
передаточная функция. Если использовать эту 
приближенную структуру для проектирования ге-
нераторов невязок, отключающих помехи, то мож-
но получить робастные алгоритмы обнаружения 
отказов. 

Другой подход, называемый пассивной робаст-
ностью, предполагает использование генератора 
невязок с адаптивным порогом. В качестве просто-
го примера можно привести метод робастного об-
наружения отказов с пороговым адаптером или 
селектором [41]. Этот метод не предполагает ника-
ких усилий для разработки робастной невязки. 

В этом случае неопределенность генерации не-
вязок представляется в виде 

( ) ( )u

t y tr H z W z u  . 

В предположении малости ошибок моделиро-
вания 

( )u

yW z    

адаптивный порог может быть сформирован ли-
нейной системой 

( )t tH z u   . 

В этом случае порог 
t  уже не фиксирован, а 

зависит от входного сигнала 
tu , являясь, таким 

образом, адаптивным к рабочему режиму системы. 
Сбой обнаруживается, если 

t tr   . 

Более детальный подход к робастной генерации 
невязки предполагает дискретное описание объек-
та в терминах передаточных матриц 

 ( ) ( ) ( ) ( )u u d f

t y y t y t y ty W z W z u W z d W z f    , (21) 

где 
tu  и 

ty  – вход и выход объекта; 
tf  – вектор 

отказов, подлежащих определению; 
td  – вектор 

возмущений; ( )u

yW z  – ошибка представления 

передаточной матрицы ( )u

yW z ; ( )d

yW z  – влияние 

возмущения моделирования; матрицы ( )u

yW z  и 

( )d

yW z  вместе описывают неопределенности моде-
лирования. 

Генератор невязок 
tr , приведенный на схеме 

рис. 4, а, описывается уравнением 

 м( )t y t tr H z y y  ,                    (22) 

где м
ty  – выход модели (1) без отказов, ошибок и 

возмущений; ( )yH z  – передаточная матрица обра-

ботки невязки. После подстановки выражения (21) 

в уравнение (22) получаем 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

 

  

f

t y y t

d u

y y t y y t

r H z W z f

H z W z d H z W z u
        (23) 

Выделение первого слагаемого в формуле (23) 

на фоне двух других слагаемых является весьма 
сложной задачей. Поэтому обычно робастная гене-
рация невязки сводится к выполнению условия 

( ) ( ) 0d

y yH z W z  ,                       (24)  

для чего применяются различные подходы 

(с наблюдателями, оптимизационные, с заданными 
структурами, схемы идентификации и пр.). Часто 
полное решение такой задачи недостижимо: утра-
чивается чувствительность к отказам. Однако из-
вестны компромиссные решения.  

Развязка от возмущений может быть также до-
стигнута с помощью методов проектирования в 
частотной области. В качестве примера можно 
привести решение задачи робастного обнаружения 

отказов с помощью стандартной формулировки 
фильтрации .H  

Так, в случае невыполнения условия (24) мож-
но получить приближенную оценку, например, в 
виде индекса эффективности [42]: 

( ) ( )

( ) ( )

d

y y

d f

y y

H z W z
J

H z W z
  или r r

J
f

 


 
. 

Более элегантные и продвинутые методы опти-
мизации H∞ основаны на использовании алгебраи-
ческого уравнения Риккати [43]. Часто для форми-
рования невязки используется несколько модифи-
цированный H∞-фильтр, т. е. целью проектирова-
ния является минимизация влияния возмущений и 
ошибок моделирования на ошибку оценивания и, 
как следствие, на невязку. Однако робастное фор-
мирование невязки отличается от робастного оце-
нивания тем, что требуется не только ослабление 
возмущений. Невязка должна оставаться чувстви-
тельной к отказам при минимизации влияния воз-
мущений. 

Из второй части обзора следует, что методы 
диагностирования на основе классического моде-
лировании объекта контроля по-прежнему привле-
кают значительное количество исследователей. 
Активно используются методы диагностирования 
на основе идентификационного подхода, наблюда-
телей, согласованности уравнений. Широкую из-
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вестность получил фильтр Бирда, являющийся 
частным случаем подхода с алгебраическими ин-
вариантами, где избыточность создается искус-
ственно введением дополнительной системы. Од-
ним из результативных подходов к диагностике 
является метод избыточных переменных. Особого 
внимания заслуживает проблема робастности ал-
горитмов диагностирования к различным неопре-
деленностям, включая ошибки моделирования и 
действующие шумы измерителей.   

В третьей части обзора будут изложены методы 
диагностирования, основанные на нейронных се-
тях, нечетких и структурных моделях и моделях в 
виде множеств. Четвертая часть будет посвящена 
новым подходам к диагностированию и объедине-
нию различных моделей и методов. 
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Abstract. Redundancy management of a technical system involves a monitoring procedure (con-

trol of the current state of its components) to reconfigure the system as needed. Consisting of four 

parts, this survey presents modern and newly developed technical condition monitoring methods 

for redundancy management. Part I was devoted to a general description of built-in control tools, 

voting schemes, and fidelity rules; control codes and program execution control methods were 

briefly covered. Part II of the survey considers diagnosis methods based on the classical modeling 

of the system diagnosed in the discrete time and frequency domains. The Chow–Willsky fault 

detection scheme, as well as the definition of a residual and its generation procedures in the diag-

nosis problem, are presented. The main model-based diagnosis methods using equation errors, 

observers, parity equations, and redundant variables are described. In conclusion, the robustness 

problem of diagnosis methods of the corresponding type is briefly discussed. 
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variable method, robustness of methods. 
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Аннотация. Задача оценки фундаментальной частоты ряда гармоник встречается во 
многих областях науки и техники. Так, в задачах вибрационной диагностики требуется, 
например, оценить износ подшипников, что определяется по смещению основания ряда 
гармоник. При обработке аудиосигналов задача оценки основной частоты связана с 
автоматической настройкой инструментов. В задаче синтеза речи фундаментальная частота 
определяет высоту звука. При распознавании речи частота основного тона является 
важным информационным признаком. В радиотехнике эта задача решается в целях 
восстановления сигнала, фильтрации и декодирования. В биомедицинской инженерии при 
анализе ЭКГ, ЭЭГ, голоса, дыхания по основной частоте диагностируются патологии, 
например, аритмии. В задачах обнаружения и классификации морских судов важнейшим 
информационным критерием является основание вально-лопастного ряда. В данной работе 
предлагаются новые подходы для оценки фундаментальной частоты в условиях сильного 
шума. В целях снижения ошибок предлагается применять метод периодограмм, 
фильтрацию, автокорреляцию, преобразование Гильберта. Стоит также отметить, что 
качество оценки основной частоты ряда гармоник в условиях повышенного шума 
значительно возрастает при подборе оптимальных параметров: размера временно го окна, 
параметров фильтрации, интервала спектра для автокорреляции, количества автокорреля-

ций.  
 
Ключевые слова: дискретное преобразование Фурье, автокорреляция, преобразование Гильберта, 
фундаментальная частота.  
 

 

 

Конкретизация задачи в вопросе поиска 
фундаментальной частоты связана с различиями в 
типах сигналов и шумов, методах предобработки 
сигнально-шумовой смеси. Далее в работе  рас-
сматривается  задача поиска основания вально-ло-

пастного ряда (ОВЛР) создавамого винтом мор-

ского судна, хотя предлагаемые методы примени-

мы и в других инженерных дисциплинах. Одним 
из главных источников первичного гидроакусти-

ческого поля морских судов являются гребные 
винты. Они формируют вибрации на двух ключе- 

 
________________________________ 
# Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 
Российского научного фонда (грант № 23-19-00134).  

вых дискретных частотах: на частоте вращения ва-

ла (вальная частота) и на частоте, равной произве-
дению вальной частоты на число лопастей винта 
(лопастная частота) [1, 2]. У современных судов 
вальные частоты обычно находятся в диапазоне 

1–6 Гц, а лопастные – в пределах 6–24 Гц [3]. 

Из-за нелинейных эффектов, возникающих при 
излучении акустических волн, в низкочастотном 
спектре судового шума образуется совокупность 
гармоник с кратными частотами. Эти гармоники, 
амплитуда которых значительно превышает уро-

вень окружающего шума, называются дискрет-
ными составляющими. Группу таких дискретных 
составляющих, расположенных на кратных часто-

тах, называют звукорядом. Если источник этих 
гармоник – гребной винт, звукоряд называется 
вально-лопастным. 
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В вально-лопастном звукоряде можно выделить 
два типа дискретных составляющих: вального и 
лопастного звукорядов. Первая дискретная 
составляющая вального звукоряда соответствует 
частоте вращения вала, которая напрямую связана 
со скоростью движения судна [2, 4]. Основная 
частота лопастного звукоряда определяется 
произведением вальной частоты на число лопастей 
винта. Таким образом, по анализу вально-

лопастного звукоряда можно получить ценную 
информацию о конструкции судна, включая 
количество лопастей гребного винта, что активно 
используется в системах распознавания морских 
целей, основанных на анализе спектра сигнала [5]. 

Современные гидроакустические системы 
позволяют проводить анализ таких сигналов с 
высокой точностью. Однако, несмотря на развитые 
алгоритмы обработки данных, окончательное 
решение в большинстве случаев принимает 
оператор [6]. Определение количества лопастей 
винта осуществляется на основе представленных 
оператору параметров спектра вально-лопастного 
звукоряда. 

Среди методов обработки сигналов выделяют 
вейвлет-анализ, который позволяет обнаруживать 
гидроакустические сигналы в виде звукоряда и 
измерять основную частоту вального звукоряда 
[4]. Другим подходом является спектральный ана-
лиз с последовательным выделением отдельных 
дискретных составляющих и формированием зву-

корядов [3]. 

Для удобства оператора результаты узкополос-

ного частотного анализа обычно представляют в 
двух формах: график спектра сигнала, отображаю-

щий расположение гармоник; таблица параметров 
обнаруженных дискретных составляющих и их 
характеристик. При анализе графика спектра опе-

ратор визуально идентифицирует гармоники, что-

бы выделить среди них основные вальную и ло-

пастную частоты. Вальная частота, как правило, 
является первой по порядку дискретной состав-

ляющей, а лопастная – одной из последующих с 
максимальной амплитудой. Кроме того, таблица 
параметров дискретных составляющих предостав-

ляет оператору числовые значения частот, что по-

вышает точность идентификации и снижает веро-

ятность ошибки. 
Современные исследования направлены на раз-

работку автоматизированных алгоритмов, способ-

ных снизить зависимость анализа от человеческого 
фактора. Наиболее традиционным инструментом 
для анализа акустического шума является преобра-

зование Фурье (англ. Fast Fourier Transform, FFT), 

которое позволяет выделять основные гармониче-

ские составляющие сигнала. Однако FFT имеет 
ограниченную разрешающую способность, особен-

но при низком уровне сигнала и высоком уровне 
шума. Для преодоления этих ограничений приме-

няются методы периодограммы и автокорреляци-

онного анализа. Например, метод Уэлча умень-

шает разброс оценок спектральной плотности 
мощности [7], а методы сверхвысокого разрешения 
MDVR (англ. Minimum Variance Distortionless 

Response), MUSIC (англ. MUltiple SIgnal 

Classification), ESPRIT (англ. Estimation of Signal 

Parameters via Rotational Invariant Techniques) 

обеспечивают повышенную разрешающую способ-

ность [8]. 

Автокорреляция эффективна при анализе сла-

бых сигналов и позволяет выделять закономерно-

сти даже при сильном шуме. Также активно 
используется анализ огибающей спектра, который 
применяется для выделения характеристик лопаст-
ного шума. В работе [9] предложена методика 
адаптивного спектрального анализа огибающей, 
позволяющая учитывать влияние флуктуаций в 
спектре. 

В настоящей работе предлагаются несколько 
подходов при исследовании смеси гармонического 
звукоряда и шума, которые в комплексе позволяют 
производить оценку основания гармонического 
ряда даже при малом отношении сигнал/шум по 
одному временно му окну. В качестве основы 
предлагается использовать логарифм энергетиче-

ского спектра исследуемого сигнала. Далее произ-
водится оценка огибающей логарифма энергетиче-
ского спектра итерационным усреднением по трем 
точкам. Как показано в статье, такой метод весьма 
близок к свертке спектра с функцией Гаусса, но 
при этом стоит сказать, что усреднение по трем 
точкам позволяет в конечном итоге производить 
оценку основания гармонического ряда с меньши-

ми ошибками. Далее анализируется псевдоспектр, 
который представляет собой разницу логарифма 
энергетического спектра и его огибающей. 

Метод последовательных автокорреляций не 
всегда дает возможность верно оценить основание 
гармонического ряда. На результат влияют и плот-
ность спектральных линий, и значение основания 
звукоряда, а также уровень шума. С целью повы-

шения чувствительности метода предлагается до 
применения автокорреляции слегка «размыть» 
дискреты гармоник, с этой целью псевдоспектр 
чуть сглаживается. 

После нескольких последовательных автокор-

реляций при помощи преобразования Гильберта 
вычисляется так называемая кепстральная фаза 
или сафе (см. пояснение в § 1). Дело в том, что 
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после последовательных автокорреляций псевдо-

спектра результат напоминает убывающую 
гармонику во временно й области, но при этом 
полученный ряд значений относится к частотной 
области. Поэтому, применяя преобразование 
Гильберта к автокорреляции псевдоспектра, на 
деле получают оценку кепстральной фазы, которая 
при делении на частоту, к которой относится эта 
фаза, дает оценку основания звукоряда. 

С развитием методов искусственного интел-

лекта стали популярны нейросетевые модели, 
способные классифицировать суда по их акустиче-

ским сигналам. В исследованиях [10, 11] рассмот-
рены сверточные нейронные сети (англ. 
Convolutional Neural Network, CNN), обученные на 
спектрограммах шумов. Подходы на основе 
машинного обучения позволяют повысить точ-

ность определения значений параметров винта, 
однако требуют больших объемов данных для 
обучения. Несмотря на прогресс в области автома-
тизации, участие оператора остается важным эле-
ментом анализа, особенно в сложных акустических 
условиях, где возможны помехи и ложные сраба-

тывания. 
Метод DEMON (англ. Demodulation of Envelope 

Modulation On Noise) специально разработан для 
обнаружения модуляций, возникающих от 
огибающей кавитации гребного винта. При 
помощи DEMON можно выделить кавитационный 
шум из общего спектра сигнала и определить 
количество валов, частоту вращения вала, 
количество лопастей винта. В биоакустике при

помощи данного метода осуществляется анализ 
сигналов китов, дельфинов, других животных. 
Ограничение данного метода заключается в 
необходимости выбора шумовой полосы, что 
требует хороших навыков работы оператора-

гидроакустика. Кроме того, низкая помехоустой-

чивость является еще одним недостатком этого 
метода. Предлагаемый в настоящей работе алго-

ритм, в составе которого используются сглажива-

ние логарифма спектра мощности по трем точкам, 
предварительная фильтрация псевдоспектра, не-

сколько последовательных автокорреляций и пре-

образование Гильберта, позволяет значительно 
увеличить помехоустойчивость при оценке ОВЛР. 

 

Сформулируем основную задачу настоящей 
работы. Пусть 

=1{ }N

k kx  – дискретный ряд аудиоза-
писи шума морского судна во временном окне 
размера T , количество отсчетов в одном окне N , 

[1, ]k N , = sN T f , где T  – длина окна в секун-

дах; sf  – частота дискретизации. Необходимо 
построить алгоритм оценки ОВЛР 0f  по одному 
временному окну, а также определить оптималь-

ные параметры этого алгоритма.  
Далее представлено последовательное описа-

ние структурных элементов алгоритма оценки 
ОВЛР (рис. 1). 

 
 

 
 

 
Рис. 1. Структура алгоритма определения ОВЛР 
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Построение периодограммы 

Периодограмма вычисляется с помощью 
дискретного преобразования Фурье (англ. Discrete 

Fourier Transform, DFT) для сигнала kx  длины N : 

21

=0

= ,
N i jk

N
j k

k

X x e

 

  

где jX  – комплексное значение спектра на j-й 
частоте ( = 0, 1, , / 2j N ), соответственно, значе-

ние частоты в Гц вычисляется так: = s

j

f
f j

N
. 

Далее в работе алгоритма используется только 
диапазон частот min maxjf f f  . Ограничение по 

частотам связано с тем, что на частотах выше maxf  

отсутствуют составляющие гармонического ряда, а 
на частотах ниже minf  присутствует сильный шум, 

следовательно, maxmin < <
s s

ff
N j N

f f
. 

Логарифмирование периодограммы 

При логарифмировании энергетического 
спектра сигнала исчезают резкие скачки, которые 
связаны с гармониками вально-лопастного ряда, 
что, в свою очередь, позволяет выделить огиба-

ющую при сглаживании: 
(0) 2= ln | | .j jS X  

Итеративное сглаживание спектра 

Построение огибающей спектра достигается 
методом усреднения по трем точкам в M  итера-
циях: 

( 1) ( 1) ( 1)
1 1( ) = ,

3

m m m
j j jm

j

S S S
S

  
  

               (1) 

где j  – индекс элемента спектрального ряда 

maxmin < <
s s

ff
N j N

f f

 
 
 

; m  – номер итерации 

( [1, ])m M ; M  – количество итераций. 
Далее требуется уточнить, что границы спектра 

вносят некоторые коррективы в выражение (1): 

( 1)

( )
( 1) ( 1) ( 1)

1 1

(для граничных точек),

3

(для внутренних точек).

m

j

m
m m m

j
j j j

S

S S S S



  
 



   




         (2) 

Определение 1. Итеративный алгоритм 
сглаживания ряда, заданный выражением (2), 
будем называть сглаживанием по трем точкам 
порядка .M  ♦ 

Коррективы в итоговом алгоритме сглаживания 
по трем точкам (2), учитывающие влияние 
граничных точек, не оказывают значительного 
влияния на результат сглаживания спектра при 
M N , поэтому далее в целях упрощения 
доказательств в математических выкладках ис-
пользуется выражение (1). 

Заметим, что M  итераций в выражении (1) 
практически равносильны взвешиванию элементов 
исходного ряда по функции Гаусса со 

стандартным отклонением 2

3

M
  

0,820467 .M  Примеры для = 5M  и = 50M  

приведены на рис. 2 (см. пример для М = 1,…,4 в 
таблице). 

 

Весовые коэффициенты алгоритма сглаживания по трем точкам в зависимости от номера итерации  

m j – 4 j – 3 j – 2 j – 1 j  j + 1 j + 2 j + 3 j + 4 
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Рис. 2. Сравнение соответствующих весов элементов массива, 
полученных согласно формуле (1) при М = 5 и M = 50 и функции 
Гаусса ( σ = 2 / 3М ). По оси абсцисс указаны отклонения 
индекса элемента исходного ряда от индекса j при оценке 
весового коэффициента  

 
Сформулируем следующую лемму. 

Лемма 1 (вычисление весовых коэффициен-

тов). M  последовательных итераций (1) 

порождают весовые коэффициенты, прибли-

женные оценки которых могут быть получены с 
помощью функции Гаусса с параметром 

2
=

3

M
  ( 1M ): 

(0) 2
( )

=

= exp .
4 / 34 / 3

M
j kM

j

k M

S k
S

MM





  
  

   
        (3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство того, что 
весовые коэффициенты, полученные посредством 
последовательных итераций, могут быть оценены 
функцией Гаусса, носит технический характер. 
Покажем, что при M  итерациях веса при усреднении 
по трем точкам (1) аппроксимируются функцией Гаусса 

с параметром 2
=

3

M
 . 

Пусть M  достаточно большое. Рассмотрим 
итерацию 1M  , тогда при условии аппроксимации 

весов в алгоритме усреднения по трем точкам на шаге 
M  функцией Гаусса с параметром 2 =M M   имеем 
следующее при j M : 

2 2 2( 1) ( ) ( 1)

2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2

2

22 2
2

2

1

3 2

1 ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 =

2 2 23 2

1 1 2 1 1
= 1 .

1322 2
1

3

j j j

j

e e e

j j j

j e

 
  

  




 
   
  
 

  
           

                

 

Коэффициент при экспоненте на шаге 1M   должен 
соответственно определяться новым параметром 

2

1 = ( 1)M M   , поэтому 

2

2

1

1 2
= ( 1) = 1 .

3 3
M

M M M M
M


             

 

Откуда следует, что 2
=

3
  и, соответственно,

2
=

3

M
 . ♦  

Сформулируем следующие леммы. 
Лемма 2 (cглаживание спектра при помощи 

свертки). Приближенная оценка результата 
сглаживания при помощи M  последовательных 
итераций (1), примененных к логарифму 
энергетического спектра сигнала во временном 
окне T ,  может быть получена посредством 
свертки логарифма энергетического спектра 
сигнала и функции Гаусса с параметром 

1 2
=

3

M

T
  ( 1M ): 

1 2 2
( ) (0) 2

=

3 3
= exp .

4

M
M

j j k

k M

k T
S S M

M






  
     

      (4) 

Альтернативная запись выглядит следующим 
образом: 

( ) (0)( ) = ( ) ( , ).M
S f S f N f                  (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При увеличении размера 
временного окна T  плотность спектральных линий 
возрастает, а стандартное отклонение – параметр 
функции Гаусса, по которой согласно лемме 1 (см. 
формулу (3)) осуществляется оценка весовых коэффи-

циентов, уменьшается пропорционально размеру окна 
.T  Соблюдая условие нормировки функции Гаусса, 

получаем искомое выражение (4). ♦ 

Лемма 3 (сглаживание спектра при помощи 
кепстра и функции Гаусса). Приближенная 
оценка результата сглаживания при помощи M  

последовательных итераций (1), примененных к 
логарифму энергетического спектра сигнала во 
временном окне T , может быть получена 
посредством преобразования Фурье произведения 
кепстра этого сигнала 1 (0)( ) = ( )K F S f

      на 

функцию Гаусса с параметром * 3
=

2
T

M


( 1) :M  

( ) *= ( ) ( , ) .M
S F K N       

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, так как 
выражение (5) представляет из себя свертку логарифма 
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энергетического спектра сигнала и функции Гаусса, то 
согласно известной формуле о преобразовании Фурье 
произведения двух функций (      =F f g F f F g  ) 

имеем, что представленное выражение есть не что иное 
как преобразование Фурье от произведения обратного 
преобразования Фурье логарифма энергетического 
спектра (что есть кепстр) и обратного преобразования 
Фурье от функции Гаусса в частотной области с 

параметром 1 2
=

3

M

T
  (что также является функцией 

Гаусса, но во временной области с параметром 

* 3
=

2
T

M
 ), см. пример на рис. 3, а. ♦  

Лемма 4 (выделение линейчатого спектра). 
Приближенная оценка линейчатого спектра 
сигнала (0) ( )ˆ( ) = ( ) ( )M

S f S f S f  (ранее эта 
разность была определена как псевдоспектр) 
может быть получена следующими способами: 

– посредством вычисления свертки логарифма 
энергетического спектра сигнала с разностью 
дельта-функции ( )f и функции Гаусса: 

 (0)ˆ( ) = ( ) ( ) ( , ) ,S f S f f N f     

где ( ) ( , )f N f    ,   , причем   

определяет точность линейчатого спектра, а   

определяет степень сглаженности огибающей 
спектра. 

– посредством преобразования Фурье 
произведения кепстра исходного сигнала и 
разности константы и функции Гаусса: 

 *ˆ( ) = ( ) ( , ) ,S f F K N         

где кепстр 1 (0)( ) = ( )K F S f
     ,  1= ( )F f

   

( ( ) ( , ))f N f
   . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Результат, сформулирован-

ный в лемме 4, является следствием леммы 2 и леммы 3, 
а также следствием аддитивности преобразования 
Фурье и формулы преобразования Фурье для дельта-

функции: 

(0) ( )

(0) (0)

(0)

ˆ( ) = ( ) ( ) =

( ) ( ) ( , ) =

( ) ( ( ) ( , )).

M
S f S f S f

S f S f N f

S f f N f



   

    

 

В свою очередь, применяя формулу для 
преобразования Фурье произведения двух функций, 
получаем:  

 

(0)

1 (0) 1

*

ˆ( ) = ( ) ( ( ) ( , )) =

[ ( )] [( ( ) ( , ))] =

= ( ) ( , ) .

S f S f f N f

F F S f F f N f

F K N

 

   

      
       

 

При реализации численного расчета в случае 
дискретного преобразования Фурье оценка дельта-

функции может быть получена из функции Гаусса с 
малым параметром   , с соответствующим 
условием нормировки (сумма всех весов, полученных 
при помощи аппроксимации функцией Гаусса, должна 
быть равна единице), значение  1= ( )F

   , см. 
пример на рис. 3, б. ♦  

Стоит напомнить, что при применении 
методов, относящихся к определению кепстров, 
учитываются функции, которые можно рассмат-
ривать как спектры логарифмических спектров. По 
существу, понятие кепстра было введено уже 
в 1963 г. 

 

а 

 

б 
 

 
Рис. 3: а – оценка огибающей спектра (лемма 3), б – центрированный логарифмический спектр мощности (лемма 4). Оценки получены двумя 
методами: итеративное сглаживание спектра и вычитание огибающей (сплошные линии), оценка огибающей и оценка центрированного спектра 
посредством кепстрального метода (пунктирные линии)  
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Кепстр мощности определяют как «спектр 
мощности логарифмического спектра мощности» 
[12]. Кепстр мощности был предложен в качестве 
более эффективной альтернативы автокорреляци-

онной функции при обнаружении эха в сигналах.  
Поскольку соответствующая функция по 

определению отображала спектр спектра, автор 
работы [13] воспользовался терминологической 
аналогией и, согласно термину «спектр», придал 
этой функции название кепстр1

. 

Однако самая важная особенность кепстра 
заключается не в том, что он представляет спектр 
спектра, а в логарифмическом преобразовании 
исходного и подвергаемого дальнейшей обработке 
спектра. Отметим, что автокорреляционную 
функцию, определяемую на основе собственного 
спектра мощности путем обратного преобразо-

вания Фурье, также можно рассматривать как 
«спектр спектра». По существу, используемое в 
настоящее время определение кепстра определяет 
кепстр мощности как «обратное преобразование 
Фурье логарифмического спектра мощности». Раз-
личие между этим определением и определением 
автокорреляционной функции заключается лишь в 
логарифмическом преобразовании исходного 
спектра. 

Применение кепстров мощности в области 
исследования вально-лопастного ряда основано на 
обеспечиваемой кепстрами возможности обнару-

жения периодичностей спектров, например, серий 
равномерно распределенных гармоник. С точки 
зрения применения в упомянутой области важное 

преимущество кепстров связано с их малой зави-

симостью от путей распространения исследуемых 
сигналов, в том числе путей от источников к 
точкам замера. 

Вычитание тренда и сужение частотного 
диапазона 

Далее в целях выделения линейчатого спектра, 
который содержит важную информацию о вально-

лопастном ряде, предлагается вычитать из 
логарифма спектра мощности сигнала его 
огибающую. Тогда искомый центрированный 
спектральный ряд получается следующим 
образом: 

                                                           
1 Аналогичным образом возникли и термины «квефренция» 
(quefrency), «рагмоника» (rahmonic), «лифтр» (lifter), 

«гамнитуда» (gamnitude) и «сафе» (saphe), основанные на 
аналогии с английскими терминами для частоты (frequency), 

гармоники (harmonic), фильтра (filter), модуля (magnitude) и 
фазы (phase). Относительно часто используются и термины, 
относящиеся к лифтру (лифтрация, пролифтрованный и т. п.) 
и указывающие на процесс фильтрации в кепстральной 
области. 

(0) ( ) (0) ( )ˆ ˆ= ( ) = ( ) ( ) = .M M

j j j j j jS S f S f S f S S   

Затем определяется интервал частот 
min max[ , ]jf f f . Соответственно, для индекса j  

этих частот справедливо следующее: 
min max< <Tf j Tf . 

Последовательные автокорреляции 

Применение нескольких последовательных 
автокорреляций к спектру (точнее к центриро-

ванному логарифму спектральной мощности) – это 
метод, который здесь применяется для дальней-

шего сглаживания, улучшения выделения законо-

мерностей и для более точного извлечения по-

лезной информации из спектра. 
Каждое вычисление автокорреляции усредняет 

информацию, что помогает удалить шумовые ком-

поненты и краткосрочные флуктуации. Выпол-

нение нескольких последовательных автокорре-
ляций усиливает этот эффект. Шумовые ком-

поненты часто имеют короткий период или слу-

чайный характер, а автокорреляция помогает выде-
лить регулярные, повторяющиеся элементы. Если 
спектр сигнала имеет сложную структуру с не-

сколькими периодическими компонентами (в 
спектре присутствует несколько гармонических 
рядов), выполнение нескольких автокорреляций 
позволяет более точно выделить эти компоненты. 
С каждым циклом автокорреляции спектра выде-

ляются более устойчивые гармонические ряды, а 
неустойчивые гармонические ряды и разного рода 
шумы сглаживаются, поэтому несколько последо-

вательных автокорреляций позволяют выделить 
наиболее устойчивую компоненту шума гребного 
винта – ОВЛР. 

При анализе вально-лопастного ряда несколько 
последовательных шагов автокорреляции логариф-

ма спектра мощности позволяют лучше выделить 
низкочастотную составляющую (частоту вала) на 
фоне более высокочастотной составляющей (ло-

пастной частоты). При этом нужно иметь в виду, 
что при применении автокорреляции к спектру 
низкие и высокие частоты как бы меняются 
местами: низкочастотное вращение вала прояв-

ляется частыми пиками, а лопастная частота – 

более редкими пиками, и после каждой следующей 
автокорреляции вальная частота проявляется все 
сильнее. 

Повторная автокорреляция спектра вычисля-

ется уже для сглаженного результата из первой 
автокорреляции спектра, что дает дополнительное 
сглаживание. Поскольку шумовые компоненты в 
первой автокорреляции ослабляются, повторное 
усреднение их во второй автокорреляции приводит 
к еще большему ослаблению как случайных 
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выбросов, так и тех компонент, которые не обра-
зуют гармонических рядов. При этом существует 
ограничение: большое количество автокорреляций 
в конце концов сгладит даже полезную инфор-

мацию об устойчивых, регулярных закономер-

ностях, которые имеют долгосрочную структуру, 
связанную с ОВЛР. 

Определим автокорреляционную функцию 
центрированного логарифмического спектра мощ-
ности ˆ jS  порядка р = 0 следующим образом: 

max
(0) (0)

=
min

ˆ ˆ( ) = = .

Tf k

k k j j k

j Tf

C f C S S



  

Далее, определим ( )p

kC  как автокорреляцион-
ную функцию центрированного логарифмического 
спектра мощности ˆ jS  порядка p : 

max
( ) ( ) ( 1) ( 1)

=
min

( ) = = ,

Tf k

p p p p

k k j j k

j Tf

C f C C C


 


 

где [1, ]p P , Р + 1 – количество последователь-
ных автокорреляций. 

Преобразование Гильберта 

Современные методы теории аналитического 
сигнала [14] позволяют выделить (демодулиро-

вать) из колебательного процесса его мгновенную 
амплитуду (огибающую), мгновенную фазу и 
мгновенную частоту. Для получения этих 
мгновенных функций необходимо с помощью 
интегрального преобразования Гильберта 

преобразовать исходный процесс ( )x t , заданный 
на некотором интервале, в сопряженный процесс 
ˆ( )x t  [5]: 

1 ( )ˆ( ) = { ( )} = .
x

x t x t d
t








    

Аналитический сигнал можно записать как 

ˆ( ) = ( ) ( ).ax t x t ix t  

Легко показать, что функция 0sin t  является 
преобразованием Гильберта функции 0cos t . 

Поэтому аналитический сигнал, соответствующий 
0cos t , имеет вид: 

0 0 0( ) = cos sin = exp( ).ax t t i t i t     

Аналитический сигнал общего вида удобно 
представлять в экспоненциальной форме как 

 ( ) =| ( ) | exp ( ) ,a ax t x t i t  

где 

 

1/2
2 2ˆ| ( ) |= ( ) ( ) ,

ˆ( ) = arctg ( ) / ( ) .

ax t x t x t

t x t x t

  


                  (6) 

Теперь положим 
0( ) = ( )t t t    и запишем: 

  0 0( ) =| ( ) | exp ( ) exp( ) = ( )exp( ).a ax t x t i t i t t i t     

Комплексная огибающая ( )t  получается 
удалением комплексного множителя, связанного с 
несущей, из аналитического сигнала: 

 0( ) = ( )exp( ) =| ( ) | exp ( ) .a at x t i t x t i t     

Если ( )t  – узкополосная относительно 
0 / 2   

функция, то она будет обладать свойствами, кото-

рые интуитивно связываются с понятием огиба-

ющей. 
Физический смысл интегрального преобразова-

ния Гильберта для сигнала, представленного в 
частотной области, заключается в фазовом сдвиге 
всех спектральных составляющих исходного сиг-
нала на / 2 . Двойное преобразование Гильберта 
приводит к исходному процессу, но только с 
обратным знаком, т. е. осуществляет сдвиг исход-

ного сигнала на  . 

Применим преобразование Гильберта к 
( ) ( )P

kC f  для получения аналитической 
автокорреляции: 

( ) ( ) ( )( ) = ( ) { ( )}.P P P

k k kC f C f i C f  

Далее здесь кепстральная фаза определяется 
как аргумент аналитической автокорреляции: 

 ( ) ( ) ( )= arg ( ) = arg ( ) { ( )} ,P P P

k k k kC f C f i C f   

( )

( )

{ ( )}
= arctg .

( )

P

k

k P

k

C f

C f

 
  

 
                  (7) 

Остановимся на этом подробнее и сформули-

руем следующее 
Определение 2. Будем называть кепстральной 

фазой значение, вычисляемое посредством 
выражения (7). ♦ 

Далее частоту, для которой вычисляется 
кепстральная фаза, будем обозначать 

Hf , подчер-

кивая тем самым, что она (сафе) вычисляется 
посредством преобразования Гильберта. 

Лемма 5 (основание гармонического ряда и 
преобразование Гильберта). Пусть задан 
некоторый сигнал ( )x t  с непостоянной 
амплитудой и медленно меняющейся в течение 
всего периода наблюдения T  частотой. Тогда 
средний период колебаний сигнала 0T  за время t  

может быть оценен посредством следующего 
выражения: 

1

0

{ ( )}
= 2 arctg , 0 < <

( )

x t
T t t T

x t


  

   
  
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Доказательство носит технический характер и 
легко может быть получено из выражения (6). 

Следствием этой леммы является следующий 
результат. Представим вместо сигнала ( )x t  (о 
котором идет речь в лемме 5) коррелограмму ( )P

C  

логарифмического энергетического спектра 
сигнально-шумовой смеси, содержащей сигнал 
(гармонический ряд с основанием 

0f ) и некоторый 
шум, причем отношение энергии сигнала (гармо-

нического ряда) к энергии шума достаточно высо-
кое. Тогда для оценки основания гармонического 
ряда справедливо следующее выражение: 

1
( )

0 ( )

{ ( )}
= 2 arctg ,

( )

P

H
H P

H

C f
f f

C f


  

   
     

       (8) 

где min max< < .Hf f f  

Причем стоит отметить, что частоту 
Hf  сле-

дует выбирать в зависимости от конкретной задачи 
и условий. Так, если требуется, чтобы метод рабо-

тал в условиях сильного шума, то рекомендуется 
выбирать значение этой частоты в диапазоне 

max max0,1 < < 0,2Hf f f (коррелограмма «ломается» 
на правом конце вследствие высокой шумовой 
компоненты). Если же требуется оценивать 
основание вально-лопастного ряда с высокой 
точностью в условиях слабой зашумленности, то 
следует выбирать maxHf f . Нетрудно показать, 
что оценка ОВЛР посредством выражения (8) 
представляет усреднение частотных разностей 
пиков автокорреляции, а это, в свою очередь, 

определяет точность оценки 1 0

H

f
T

f

 , что на 

практике составляет тысячные доли герца 
(например, когда размер временного окна =10T с, 
основание вально-лопастного ряда 0 1f  Гц, а 
диапазон поиска мод гармонического ряда 
ограничен частотой max =100f Гц). 

В целом отметим, что метод определения 
основания гармонического ряда посредством 
выражения (8) дает меньше ошибок с увеличением 
значения сигнал/шум (англ. Signal-to-Noise Ratio, 
SNR) и релевантные оценки можно получить 
только выше некоторого порогового значения 

0SNR > SNR . Далее покажем, как дополнительно 
можно снизить этот порог. 

На рис. 4 показан результат численного 
эксперимента (сплошная линия (без сглаживания): 
Ω = (1 + exp(–0,4364·SNR – 0,8545))

–1, пунктирная 
линия: Ω = (1 + exp(–0,4212·SNR – 2,3633))

–1
). 

Каждая точка получена по 500 кейсам. Каждый 
кейс был получен следующим образом: генерация 
временно го ряда размера = 4096N  посредством 

суммирования сигнала (гармонического ряда) и 
белого шума; размер временного окна = 1T  с; 
количество дискрет гармонического ряда =15d ; 

энергии дискрет гармонического ряда равны друг 
другу; частотная разница между дискретами 

0 = 60f  Гц; отношение сигнал/шум в ходе 
эксперимента изменялось от 12  дБ до 7  дБ. 

Причем выяснилось, что предварительное 
сглаживание полученного сгенерированного 
псевдоспектра позволяет уменьшить пороговые 
значения отношения сигнал/шум с нуля до 5 дБ. 
На рис. 4, а показано, что оптимум достигается 
посредством 40 итераций сглаживания псевдо-
спектра по трем точкам, что для этого экспе-
римента эквивалентно свертке псевдоспектра с 
функцией Гаусса ( 5  Гц). На рис. 4, б пред-

ставлен сравнительный анализ безошибочности 
оценок основания гармонического ряда при 
отсутствии сглаживания (нижняя кривая) и при 
сглаживании посредством 40 итераций (верхняя 
кривая). В реальных записях, как правило, псевдо-
спектр получается более или менее «размытым» и 
дополнительное сглаживание не всегда требуется. 

На рис. 5 представлены гистограммы оценок 
основания гармонического ряда для различных 
отношений энергии SNR  гармонического ряда и 
белого шума. Количество сгенерированных сиг-
нально-шумовых смесей для построения каждой 
гистограммы равно одной тысяче. Частотная 
разница между гармониками равна 60 Гц. Пред-
варительного сглаживания псевдоспектра не про-

изводилось. 
На рис. 6 представлены гистограммы оценок 

основания гармонического ряда для уровня 
SNR = 3 дБ. Количество сгенерированных сиг-
нально-шумовых смесей для построения каждой 
гистограммы равно 5000. Частотная разница 
между гармониками равна 60 Гц. На рис. 6, а 
рассмотрен вариант без сглаживания, на рис. 6, б 

рассмотрен вариант с предварительным сглажи-
ванием (100 итераций по трем точкам) псевдо-

спектра сигнально-шумовой смеси. 

 

В результате проверки алгоритма оценки ОВЛР 
на реальных звукозаписях шумов морских судов 
была подтверждена эффективность итерационного 
метода сглаживания по трем точкам при 
построении огибающей спектра. Также была 
подтверждена эффективность метода оценки 
ОВЛР на основе свертки логарифма энергети-

ческого спектра сигнала с разностью двух гаус-
совских функций.  
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Рис. 4: а – зависимость доли безошибочных оценок ОВЛР Ω (SNR = –3 дБ) от предварительного сглаживания псевдоспектра гармоник;  б – 

сравнение зависимостей безошибочности оценок ОВЛР при отсутствии сглаживания спектра и при сглаживании по 40 итерациям 
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Рис. 5. Гистограммы ОВЛР для различных SNR (без сглаживания): а – SNR = – 12 дБ, Ω = 1 %; б – SNR = – 3 дБ, Ω = 40 %; в – SNR = + 7 дБ, 
Ω = 98 % 
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Рис. 6. Гистограммы ОВЛР для различных сглаживаний, SNR = – 3 дБ: а – без сглаживания, Ω = 40 %; б – со сглаживанием (100 итераций), Ω  = 
65 %  
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Подведем итог и выпишем далее основные 
этапы алгоритма оценки основания гармониче-

ского ряда с помощью свертки: 
1. Оценка периодограммы сигнала 

kx  длины ,N  

размер временного окна T : 

21

=0

= .
N i jk

N
j k

k

X x e

 

  

2. Логарифмирование энергетического спектра 
сигнала: 

(0) 2= ln | | .j jS X  

3. Выделение линейчатого (центрированного) 
спектра сигнала посредством свертки ( 0M  – 

итерации размытия центрированного спектра, М – 

итерации сглаживания спектра для оценки 
огибающей, 0M M , min max< <Tf j Tf ): 

2 2 2 2
(0)

00

1 1ˆ = exp exp ,k j

j T j T
S S

M MM M

    
       

    
 

из-за краевых эффектов среднее значение полу-

ченного ряда ˆkS  немного отличается от нуля, и до 
построения автокорреляционной функции требу-

ется из полученного ряда вычитать его среднее 
значение. 

4. Оценка автокорреляционной функции 
центрированного спектра: 

max
(0)

=
min

ˆ ˆ= ,

Tf k

k j j k

j Tf

C S S



  

max
( ) ( 1) ( 1)

=
min

= ,

Tf k

p p p

k j j k

j Tf

C C C


 

  

где [1, ]p P , 1P   – количество последователь-

ных автокорреляций. 
5. Оценка ОВЛР: 

1
( )

0 ( )

{ ( )}
= 2 arctg ,

( )

P

H
H P

H

C f
f f

C f


  

   
  

 где min max< < .Hf f f  

 

Пусть имеется некоторый набор значений 
ОВЛР, полученных в результате обработки данных 
звукозаписей шумов морских судов посредством 
вышеописанного алгоритма: 

( ) ( )

0 0 =1={ } ,
Zr r r
iF f  

где r  – номер wav-файла; ( )

0

r
F  – набор значений 

оценок ОВЛР в каждом временном окне для wav-

файла с номером r ; 
rZ  – количество временных 

окон в звуковом файле с номером r; ZrT – размер 
звуковой записи морского судна. 

Среди всех звуковых файлов отбираются 
только те, для которых справедливо неравенство 

( ) 1<r
T

   ( 10  ), где ( )r  – стандартное 
отклонение оценок ОВЛР для записи ,r  т. е. в 
которых изменение ОВЛР за время наблюдения 
незначительно. Ошибочными считаются такие 
оценки ОВЛР, когда выполняется следующее 
условие: 

( ) ( ) 1

0| |> ,r r
f T

   

где ( )r  – среднее значение оснований вально-

лопастного ряда для записи r . 

Критерий для поиска оптимального кортежа 
параметров ( min max, , , , , HT M f f P f ) алгоритма 
оценки основания вально-лопастного ряда 
определяется следующим образом: 

( )

, , , , ,
min max

min,r

T M f f P f
Hr

   

где ( )r  – количество ошибок для звукового wav-

файла r . 

Согласно этому критерию на реальных данных 
по грузовым и пассажирским морским судам были 
получены следующие оптимальные параметры 
алгоритма: 

 Т = 10 с – размер временного окна;  
 количество итераций сглаживания =100M  

(предварительное сглаживание для размытия 
псевдоспектра 0 =10M );  

 min max( = 2 Гц; = 200 Гц)f f  – интервал авто-

корреляции;  
 = 2P  (количество последовательных авто-

корреляций 1= 3P );  

 частота для оценки «кепстральной фазы» 
= 25Hf Гц. 

В настоящей работе представлены новые 
подходы к оценке фундаментальной частоты ряда 
гармоник по одному временному окну в условиях 
сильного шума. Алгоритм определения основания 
вально-лопастного ряда показал устойчивую 
работу в условиях, когда отношение сигнал/шум 
превышает –5 дБ. В дальнейших работах планиру-

ется усовершенствование метода для получения 
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уточненной оценки при непрерывной обработке 

сигнала по нескольким временным окнам, а также 
с использованием информационных характеристик 
[15]. В статье было показано, что эффективный 
результат может быть получен с помощью 
комплекса мер и верно подобранных значений 
параметров алгоритма. 

В процессе исследования были проведены 
численные эксперименты на некотором количестве 
записей шумов морских судов (всего было исполь-

зовано более 400 звукозаписей судов разного типа: 
пассажирские, контейнеровозы, танкеры, тягачи). 
Результаты численных экспериментов подтвер-

дили эффективность представленных методов. 
В ряде случаев было замечено, что когда 

источником шума морского судна являются 
несколько винтов, то наблюдаются биения. 
Вследствие чего по отдельным временным окнам 
сложно определить частоту оборотов вала (в этих 
окнах сигналы на вальных частотах приходили в 
противофазе). Здесь, в частности, приходится 

сталкиваться с проблемой определения достовер-

ности оценки основания вально-лопастного ряда, 
что также является целью последующих исследо-

ваний. 
Кроме того, стоит сказать, что настоящая 

работа является также составной частью группы 
подходов по исследованию спектров шумов 
морских судов. Отметим, что выявление и 
использование дополнительных информационных 
критериев в других диапазонах спектра шума 
морского судна также значительно повышает 
качество оценки ОВЛР. 
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Abstract. The problem of estimating the fundamental frequency of a harmonic series arises in 

many areas of science and technology. For example, in vibration diagnosis, it is required to esti-

mate the wear of bearings by the shift of the base of a harmonic series. In audio signal processing, 

this problem is associated with automatic instrument tuning. In speech synthesis, the fundamental 

frequency determines the pitch. In speech recognition, the frequency of the fundamental tone is an 

important information feature. In radio engineering, this problem is solved for the purpose of sig-

nal restoration, filtering, and decoding. In biomedical engineering, when analyzing a patient’s 
ECG, EEG, voice, or breathing, pathologies such as arrhythmia are diagnosed by the fundamental 

frequency. In the detection and classification of sea vessels, the most significant information cri-

terion is the base of a propeller shaft-blade harmonic series. This paper proposes new approaches 

to estimating the fundamental frequency in high noise conditions. To reduce errors, the idea is to 

use the method of periodograms, filtering, autocorrelation, and the Hilbert transform. Note that in 

high noise conditions, the estimate of the fundamental frequency of a harmonic series is signifi-

cantly improved by selecting optimal parameters: the size of the time window, filtering parame-

ters, the spectrum interval for autocorrelation, and the number of autocorrelations. 

 
Keywords: fast Fourier transform, discrete Fourier transform, autocorrelation, Hilbert transform, fundamen-

tal frequency.  
 

 
Acknowledgments. This work was supported in part by the Russian Science Foundation, project no. 23-19-00134. 

 
 

 

 

 

 

 

 

mailto:babikov@ipu.ru
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
mailto:babikov.ov@phystech.edu
mailto:babikov@ipu.ru
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


У  правление в социально-экономических системах  

 

 

 
 

 ●

УДК 004.827  

МОДЕЛИ УТОМЛЕНИЯ И ОТДЫХА ПРИ НАУЧЕНИИ. 
Ч. 1. Расширение общей модели итеративного научения  
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Аннотация. Производится расширение классических моделей итеративного научения та-
ким образом, чтобы учитывались факторы утомления и отдыха. На основе анализа суще-
ствующих подходов к моделированию утомления и отдыха из различных областей – обра-
зования, производства, спорта, медицины – обоснована необходимость дополнения моде-
лей этими процессами. Предложены математические модели, описывающие динамику 
уровня научения в периоды отдыха и с учетом снижения эффективности освоения навыков 
из-за утомления. Рассмотрены десять моделей возрастающей сложности: от базовых, без 
учета утомления, до комплексных, включающих зависимость вероятностей освоения и за-
бывания от времени, а также от фазы отдыха. Показано, что наличие перерывов оптималь-
ной продолжительности позволяет повысить терминальный уровень научения. При этом в 
модели с утомлением, отдыхом и без забывания оптимальный момент начала отдыха не 
зависит от меняющейся со временем вероятности освоения и приходится на середину пе-
риода формирования опыта. Полученные модели предназначены для прогнозирования 
производительности, оптимизации образовательных программ, производственных процес-
сов и тренировочных циклов. Работа подчеркивает необходимость учета биологических и 
когнитивных ограничений при проектировании адаптивных систем обучения. 
 

Ключевые слова: опыт, итеративное научение, кривая научения, математическое моделирование, 

утомление, отдых, освоение, забывание. 
 

 

 

Научение – процесс и результат приобретения 
индивидуального опыта [1] – лежит в основе адап-
тации живых и неживых систем к изменяющимся 
условиям. В контексте математического модели-
рования под научением понимается процесс, в хо-
де которого система (биологическая, техническая 
или абстрактно-логическая) оптимизирует свои 
действия для достижения заданной цели. Особый 
интерес представляет итеративное научение (ИН) 
– вид обучения, основанный на многократном по-
вторении системой действий, проб и ошибок для 
достижения фиксированной цели при постоянных 
внешних условиях [2]. Этот процесс формирует 
основу для выработки навыков у человека, услов-
ных рефлексов у животных, а также алгоритмов 

адаптации в робототехнике и искусственном ин-
теллекте. 

Математические модели ИН описывают после-
довательность значений уровня научения – так 
называемые кривые научения (КН) [3] – через си-
стемы уравнений, графиков или алгоритмов, выяв-
ляя универсальные закономерности. Например, КН 
может быть зависимость вероятности освоения 

компонента деятельности от времени или числа 
повторений (итераций). 

Основываясь на экспериментальных данных, 
можно сделать вывод, что для большинства систем 
– от человека до нейронных сетей – эти кривые 
имеют замедленно-асимптотический характер: 
скорость улучшения показателей со временем 
снижается, а сама кривая стремится к некоторому 
пределу [2]. Такое поведение КН часто аппрокси-
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мируется экспоненциальными функциями, что 
подтверждает «насыщение» процесса обучения. 

Несмотря на универсальность замедленно-

асимптотических закономерностей, классические 
модели научения не учитывают такие факторы, как 
утомление и отдых [3]. Для понимания этих огра-
ничений и обоснования расширения моделей 
необходимо проанализировать существующие 
подходы к моделированию научения в различных 
контекстах – от когнитивных процессов в образо-
вании до моторных навыков в спорте и производ-
стве. 

 

Научение играет ключевую роль практически в 
любой человеческой деятельности (деятельность 

– активное взаимодействие человека с окружаю-
щей действительностью, в ходе которого человек 
выступает как субъект, целенаправленно воздей-
ствующий на предмет [4]): от образования до 
промышленного производства, от спорта до робо-
тизированной хирургии – понимание закономер-
ностей научения позволяет оптимизировать про-
цессы и снижать риски. Современные исследова-
ния демонстрируют, что моделирование научения 
требует учета не только индивидуальных особен-
ностей, но и специфики контекста, будь то когни-
тивная нагрузка в образовании или физическое 
утомление в спорте или (и) на производстве. 

В образовании научение тесно связано с 
управлением когнитивными ресурсами. Исследо-
вание влияния когнитивной усталости на результа-
ты стандартизированных тестов выявило четкую 
зависимость между временем суток и успеваемо-
стью [5]. Анализ двух миллионов тестов датских 
школьников показал, что каждый час после начала 
занятий результаты ухудшаются на 0,9 % стан-
дартного отклонения. Это снижение объясняется 
накоплением усталости, которая нарушает концен-
трацию и уменьшает способность к решению 
сложных задач. Однако введение 20–30-минутных 
перерывов не только компенсирует этот эффект, 
но и повышает результаты на 1,7 %, особенно для 
учащихся с низкой успеваемостью. Для детей, ис-
пытывающих трудности в обучении, авторы рабо-
ты [5] рекомендуют небольшие перерывы по 5–10 

минут, которые снижают когнитивную перегрузку 
и улучшают усвоение материала на 12 %. Эти дан-
ные подчеркивают, что образовательный процесс 
должен проектироваться с учетом биологических 

ритмов. Интересно, что аналогичные закономерно-
сти наблюдаются в спорте и производстве, где ко-
роткие паузы помогают сохранить продуктив-
ность [6]. 

В работе [7] рассматривается моделирование 
процесса изучения второго языка и показывается, 
что прогресс в языковом навыке – это не плавный 
рост, а серия резких переходов между устойчивы-
ми состояниями. Например, оптимальное соотно-
шение нового и знакомого материала, примерно 
30 % к 70 %, запускает заметный прогресс в освое-
нии, тогда как дисбаланс приводит к «застрева-
нию» процесса освоения на «плато». Это явление 
хорошо известно педагогам: студенты, сталкива-
ющиеся с чрезмерно сложными заданиями, часто 
теряют мотивацию, в то время как рутинные 
упражнения без элементов новизны также тормо-
зят развитие [8]. Такие выводы согласуются с кор-
пусными исследованиями, где распределение 
ошибок в речи изучающих язык соответствует сте-
пенным законам [9, 10]. 

В профессиональной деятельности, особенно 
в высокотехнологичных отраслях, научение часто 
сопряжено с проблемой утомления. Исследование 
когнитивных эффектов утомления у сотрудников 
инжиниринговых компаний [11] выявило, что по-
сле восьми часов работы точность поиска инфор-
мации в памяти падает на 6 %, а время переключе-
ния между задачами увеличивается на 120 мс. Бо-
лее того, 22 % сотрудников неосознанно переходят 
на менее эффективные стратегии решения задач, 
экономя когнитивные ресурсы. Эти данные осо-
бенно актуальны для сфер, где ошибки могут 
иметь критические последствия, – от авиадиспет-
черских служб до медицинской диагностики. В 
статье [11] рекомендуется внедрять адаптивные 
графики работы, где периоды интенсивной нагруз-
ки чередуются с фазами отдыха, а также использо-
вать тренажеры для отработки навыков в условиях, 
имитирующих утомление. 

Особый интерес представляет освоение слож-
ных медицинских технологий, таких как роботизи-
рованная хирургия. Исследование кривых обуче-
ния для медсестер, работающих в операционных 
[12], продемонстрировало, что достижение мастер-
ства требует в среднем 8–11 процедур. Однако ин-
дивидуальные различия огромны: некоторым до-
статочно трех операций, другим – до 11-ти. 

Наиболее сложными этапами оказались планиро-
вание установки спинальных винтов и управление 
роботизированной рукой, где ошибки часто связа-
ны с когнитивной перегрузкой. Для сокращения 
времени обучения авторы работы [12] предлагают 
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симуляционные тренировки на 3D-моделях позво-
ночника, которые позволяют отработать ключевые 
навыки без риска для пациентов. Этот подход 
снижает уровень стресса и утомления на 35 %, что 
напрямую влияет на скорость освоения техноло-
гии. 

В производственной сфере моделирование 
научения стало основой для оптимизации процес-
сов. Классическая степенная кривая Райта [13], 
описывающая снижение времени выполнения за-
дач с накоплением опыта, до сих пор остается от-
правной точкой. Однако многие задачи, сочетаю-
щие когнитивные и моторные компоненты, требу-
ют более сложных подходов. Модель, представ-
ленная в статье [14], разделяет время выполнения 
задачи на два компонента: когнитивный (планиро-
вание, принятие решений) и моторный (физиче-
ские действия). Например, при сборке механиче-
ского устройства начальные этапы требуют актив-
ного мышления, и их время сокращается быстрее, 
тогда как моторные навыки улучшаются посте-
пенно. Эта модель на 23 % точнее предсказывает 
производительность на ранних стадиях обучения 
по сравнению с традиционными подходами, что 
критически важно для расчета себестоимости и 
планирования производства. 

В метаанализе [15], охватившем 115 наборов 
данных, систематизированы лучшие практики для 
моделирования научения в производстве. Для за-
дач, связанных со снижением времени или затрат, 
наиболее эффективными оказались S-образная и 
трехпараметрическая гиперболическая модели. 
Они учитывают фазу «плато», когда дальнейшее 
улучшение становится минимальным. В контексте 
роста производительности лидирует трехпарамет-
рическая экспоненциальная модель, которая хоро-
шо описывает процессы с эффектом насыщения. 
Интеграция этих моделей в системы управления 
производством сокращает ошибки в планировании 
запасов на 18 %, предотвращая как избыточные 
складские запасы, так и простои. 

В спорте и реабилитации научение неотдели-
мо от управления утомлением. Исследование [16] 
показало, что утомление увеличивает риск травм 
на 40 % из-за снижения проприоцепции – способ-
ности ощущать положение тела в пространстве. 
Например, в футболе 67 % травм случаются в по-
следние 20 минут матча, когда концентрация вни-
мания падает, а мышцы теряют эластичность. Для 
мониторинга состояния спортсменов используется 
комбинация объективных методов (анализ вариа-
бельности сердечного ритма) и субъективных 
опросников. Анализ вариабельности сердечного 

ритма позволяет прогнозировать готовность к 
нагрузке: снижение вариабельности на 15 % кор-
релирует с повышением риска травм. Эти данные 
используются для персонализации тренировок – 

сокращения интенсивности при первых признаках 
переутомления. 

Отдельного внимания заслуживает проблема 
реабилитации после травм или инсультов. В моде-
ли, предложенной в статье [17], утомление рас-
сматривается как баланс между двумя компонен-
тами: объективным снижением производительно-
сти и субъективным восприятием усилий. Напри-
мер, пациенты, перенесшие инсульт, часто ощу-
щают слабость мышц даже при минимальной 
нагрузке. Традиционные тренировки, направлен-
ные на увеличение силы, могут усугубить состоя-
ние, если не учитывают индивидуальные пороги 
утомления. Авторы работы [17] предлагают ис-
пользовать сенсорную обратную связь (например, 
визуализацию мышечной активности в реальном 
времени), которая помогает пациентам учиться 
распределять усилия, избегая перенапряжения. 

В некоторых работах по роботизированным 
системам и промышленному дизайну процесс 
научения описывается с помощью биомеханиче-
ского анализа. Например, в статье [6] представле-
ны дифференциальные уравнения, описывающие 
динамику мышечного утомления. Восстановление 
после нагрузки мышцы в 5 кг требует в среднем 
2,4 минуты отдыха – эти данные используются для 
проектирования рабочих мест на конвейерах. Си-
муляторы, интегрирующие такие модели, позво-
ляют тестировать эргономику еще до запуска про-
изводства. В авиационной промышленности это 
сократило число случаев кумулятивного утомле-
ния на 22 % благодаря оптимизации углов наклона 
инструментов и высоты рабочих поверхностей. 

Таким образом, современные исследования 
процесса научения демонстрируют, что универ-
сальных моделей научения, учитывающих утомле-
ние, не существует – каждый контекст требует 
учета своей специфики. В образовании акцент в 
настоящее время смещается на управление когни-
тивной нагрузкой и временны ми промежутками, в 
производстве – на разделение когнитивных и мо-
торных компонентов, в спорте – на баланс между 
утомлением и восстановлением. Как показывают 
рассмотренные подходы, утомление и отдых иг-
рают важную роль в динамике формирования опы-
та. Следовательно, необходимо дополнить суще-
ствующие классические модели научения учетом 
этих процессов. Возьмем в качестве основы для 
расширения модели из работы [3].  
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Рассмотрим следующие модели научения. 
Пусть обучаемый (агент) приобретает индивиду-
альный опыт – осваивает некоторый вид деятель-
ности посредством последовательных попыток 
(т. е. через ИН), причем опыт в каждом периоде 
характеризуется двумя возможными состояниями 
– «сформирован» или «не сформирован». В каж-
дый период времени t = 1, 2, …, если опыт не 
сформирован, происходит формирование опыта с 
вероятностью 0 ≤ w(t) < 1, зависящей в общем слу-
чае от времени. Параллельно происходит забыва-
ние опыта с вероятностью 0 ≤ u(t) < 1, также зави-
сящей в общем случае от времени. Значение q(t) 

критерия индивидуального опыта агента принад-
лежит единичному отрезку. Значением q(t) будем 
считать вероятность того, что в периоде t опыт 
агента будет сформирован и не забыт. Как зависи-
мость вероятности формирования опыта от време-
ни (убывающая), так и зависимость от него (воз-
растающая) вероятности забывания могут отра-
жать эффекты утомления, усталости и пр. в про-
цессе учебной и (или) продуктивной деятельности. 

Рассмотрим последовательно (в порядке 
усложнения) ряд моделей научения, учитывающих 
такие процессы, как освоение, забывание, утомле-
ние и отдых. Наличие тех или иных процессов в 
моделях отражено в таблице. 

Модель 1. Базовой (простейшей) является мо-
дель научения [3], в которой забывание отсутству-
ет, а вероятность освоения опыта w не зависит от 
времени. В рамках этой модели динамика уровня 
научения имеет вид: 

      1 1 ,   0, 1, 2,...,q t q t q t w t           (1) 

где начальное значение q(0) считается известным. 
В непрерывном времени разностному уравне-

нию (1) соответствует дифференциальное уравне-
ние 

 1 ,q q w   

имеющее решение 

    1 1 0 .wt
q t q e

                     (2) 

Кривая научения (2) не убывает и асимптотиче-
ски стремится к единице. График функции (2) при 
 0 0q   продемонстрирован на рис. 1. 

Процессы и параметры моделей  
формирования опыта 

Модели Освоение Забывание Утомление Отдых 

Модель 1 Не зави-
сит от 

времени 

Нет Нет Нет 

Модель 2 Нет Не зави-
сит от 

времени 

Нет Нет 

Модель 3 Не зави-
сит от 

времени 

Не зави-
сит от 

времени 

Нет Нет 

Модель 4 Зависит 
от  

времени 

Нет Есть Нет 

Модель 5 Зависит 
от  

времени 

Не зави-
сит от 

времени 

Есть Нет 

Модель 6 Не зави-
сит от 

времени 

Зависит 
от  

времени 

Есть Нет 

Модель 7 Зависит 
от  

времени 

Нет Есть Есть 

Модель 8 Зависит 
от  

времени 

Не зави-
сит от 

времени, 
учиты-
вается 
только 

во время 
отдыха 

Есть Есть 

Модель 9 Зависит 
от  

времени 

Не зави-
сит от 

времени 

Есть Есть 

Модель 
10 

Не зави-
сит от 

времени 

Зависит 
от вре-
мени 

Есть Есть 

 
 

 

 
Рис. 1. Пример кривой научения для модели 1 

 

Модель 2 (модель забывания). Предположим, 
что освоения опыта не происходит, а имеет место 
только забывание, не зависящее от времени. 
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Получим: 
     1 ,q t q t uq t    

,q qu   

   0 e .ut
q t q

                          (3) 

График функции (3) при  0 1q   приведен на 
рис. 2.  
 

 

 
 

 
Рис. 2. Пример кривой научения для модели 2 

 

Модель 3. Пусть в условиях модели 1 дополни-
тельно имеет место забывание (или в рамках моде-
ли 2 имеет место научение), не зависящее от вре-
мени. Получим: 

        1 1 ,q t q t q t w uq t      

 1 ,q q w qu                           (4) 

     
0 e .

w u tw w
q t q

w u w u

       
        (5) 

Кривая научения (5) при q(0) < 
w

w u
 не убыва-

ет и асимптотически стремится к w

w u
. График 

функции (5) при  0 0q   и 0,6w   приведен на 
рис. 3. 

 
 

 
 

 
Рис. 3. Пример кривой научения для модели 3  

 

Модель 4. Пусть в условиях модели 1 вероят-
ность формирования опыта w(t) > 0 зависит от 

времени. Предположим, что w(∙) – непрерывная 
невозрастающая функция (ее можно условно 
назвать «кривой утомления»), что содержательно 
может отражать утомление и (или) усталость 

агента в процессе научения. Получим: 

        1 1 ,q t q t w t q t     

   ,1q q w t   

      
,1 1 0

W t
q t q e

                    (6) 

где W(t) =  
0

t

w d  . Очевидно, что эта функция 

обладает следующими свойствами. 
Лемма 1. W (∙) – непрерывная положительно-

значная монотонно возрастающая вогнутая 
функция времени, W (0) = 0. 

Кривая научения (6) не убывает и асимптотиче-
ски стремится к единице. В частном случае, при 
w(t) = w, модель 3 переходит в модель 1. 

Для иллюстраций в качестве  w t  здесь и далее 

будем использовать   0e
t

w t w
  и  W t 

 0 1 e tw  


. График функции (6) при  0 0q   и 

0 0,6w   приведен на рис. 4. 
 

 

 
 

 
Рис. 4. Пример кривой научения для модели 4  

 

Модель 5. Пусть в условиях модели 4 имеет 
место постоянное во времени забывание u(t) = u. 

Получим: 

          1 1 ,q t q t w t q t uq t      

   1 ,q q w t uq    

         

0

e e d .

t
W t ut W u

q t w
                  (7) 

График функции (7) при 0 0,6w   и 0,1u   

приведен на рис. 5. Видно, что кривая научения в 
модели 5 имеет точку максимума. 
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Рис. 5. Пример кривой научения для модели 5  

 

Модель 6. Пусть в условиях модели 3 вероят-
ность забывания зависит от времени: u (∙) – непре-
рывная неубывающая функция. Тогда решением 
уравнения (4) будет кривая научения 

       

0

e 0 e ,

t

U t U
q t q w d

  
 


 


               (8) 

где U(t) = 

0

( ( )) 

t

w u d   . При U(t) = u выражение 

(8) переходит в выражение (5). График функции 
(8) при 0,6w  ,  0 0q  ,   1 e t

u t
   и  U t 

   1
1 1  e t

w t
   


 приведен на рис. 6. 

 
 

 

 
Рис. 6. Пример кривой научения для модели 6  

 

Лемма 2. U (∙) – непрерывная положительно-
значная монотонно возрастающая выпуклая 
функция, U (0) = 0. 

График функции (8) при 0 0,6w   и 0 0,1u   

приведен на рис. 5. 
Кривая (8) может иметь точку максимума при 

значении t
*, удовлетворяющем условию 

      
*

*
*

0

e e .

t
u tu

w u t d
  

 

Cодержательная интерпретация t*
 – максималь-

ная целесообразная продолжительность научения. 

Модель 7. Пусть в условиях модели 4 агент от-
дыхает в промежутке времени [τ; τ + Δ], где τ > 0 – 

момент начала отдыха, Δ ≥ 0 – его продолжитель-
ность. Так как забывание в рассматриваемом слу-
чае отсутствует, предположим, что q(τ + Δ) = q(τ), 

а результат отдыха с точки зрения роста вероятно-
сти формирования опыта здесь и далее отразим 
предположением, что продолжительности отдыха 
Δ ≥ Δ0 достаточно для полного восстановления 
агента (где минимальная необходимая продолжи-
тельность отдыха Δ0 > 0 известна), т. е. 

   ,  .w t w t t       

Тогда 

 

      

      

      

1 1 0 e , 0; ;

1 1 0 e , ; ;

1 1 0 e e , .

W t

W

W W t

q t

q t q t

q t



 

   

    
       


        

 (9) 

Далее для простоты будем считать начальный 
уровень научения равным нулю: q(0) = 0. График 
функции (9) при 0 0,6w   и 0,6   приведён на 
рис. 7. 

 
 

 

 
Рис. 7. Пример кривой научения для модели 7  

 

Выбирая время и продолжительность отдыха, 
можно ставить и решать две задачи. 

Первая задача – максимизация терминального 

(в момент времени T > 0) значения уровня науче-
ния, называемого горизонтом планирования: 

   
   0 00; ,  ;

1 max .
W W T

T T
e
   

    
        (10) 

Вторая задача – максимизация интегрального 
значения уровня научения: 

       

   0 0

0

0; Δ , ;

1 1

max .

T
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e d e e d


     



    

    



 
 (11) 
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Содержательная интерпретация интегрального 
критерия – объем правильно выполненных агентом 
действий, если научение происходит в процессе 
продуктивной деятельности [18]. 

Задачу (10) можно записать в виде: 

   
   0 00; Δ , ;

  max .
T T

W W T
    

    
 
   (12) 

Задачу (11) можно записать в виде: 

     

   0 0

0 0

0; Δ , ;
min .

T

W W W

T T

e d e e d

 
     

    

  



 
          (13) 

В силу леммы 1 и структуры критериев (12) и 

(13), справедливо следующее  
Утверждение 1. В модели 7 оптимальная про-

должительность отдыха Δ*
 (и в задаче максими-

зации терминального уровня научения, и в задаче 
максимизации интегрального уровня научения) 
равна минимально необходимой, т. е. Δ*

 = Δ0. 

С учетом результата утверждения 1 задачи (12) 

и (13) сводятся соответственно к следующим зада-
чам выбора оптимального момента начала отдыха: 

   
 0

0
0; Δ

  max .
T

W W T
 

              (14) 

     
 

0

00; Δ
0 0

min .

T

W W W

T
e d e e d


     

 
      (15) 

Условие первого порядка для решения τ*
 задачи 

(14) имеет вид: w(τ*
) = w(T – τ*

 – Δ0), откуда в силу 
непрерывности и монотонности функции w(∙) по-
лучаем: 

* 0 .
2

T 
                             (16) 

Отрицательность второй производной (14) в 
этой точке легко проверяется. 

Таким образом, согласно модели 7, с точки зре-
ния максимизации терминального значения уровня 
научения перерыв лучше совершать примерно в 
середине периода формирования опыта. 

Утверждение 2. В модели 7 оптимальный (с 
точки зрения максимизации терминального уровня 
научения) момент начала отдыха определяется 
выражением (16) и не зависит от кривой утомле-
ния. 

Выражение (16) дает оптимальный момент 
начала отдыха для случая, если отдых продолжи-

тельностью Δ0 обязательно должен быть осу-
ществлен. Для ответа на вопрос, необходим ли пе-
рерыв на отдых, следует сравнить значения крите-
рия (10) в точке τ*

 с максимальным значением 
уровня научения 1 – e

–W(T), которое может быть до-
стигнуто при отсутствии отдыха. Ответ на этот 
вопрос, конечно, зависит и от свойств функции w 

(∙), и от значений величин T и Δ0, и дается следу-
ющим утверждением. 

Утверждение 3. Перерыв на отдых целесооб-
разен с точки зрения максимизации терминально-
го уровня научения, если выполнено 

 0 .
2 2

W TT
W

   
 

                    (17) 

Условие (17) можно записать в виде: 

   
0

0

2

0

2

.

T

T

T

w d w d





                      (18) 

В силу убывания подынтегральной функции 
при достаточно малых Δ0 и (или) достаточно 
больших T, условие (18) выполнено. В то же время 
при фиксированном Δ0 можно найти значение T, 

обращающее выражение (18) в равенство – мини-
мальный горизонт планирования, при котором от-
дых данной продолжительности будет еще целесо-
образен. И наоборот, при фиксированном T можно 
найти значение Δ0, обращающее выражение (18) в 
равенство – максимальную продолжительность 
отдыха, еще целесообразную при заданном гори-
зонте планирования. 

Перейдем к задаче (15). Условие первого по-
рядка для ее решения τ**

 имеет вид: 

 
 

 

** **
0 0

**

0

1
.

T W T

W e
e d

w

    
  

 
  

Отрицательность второй производной (15) в 
этой точке легко проверяется. 

Модель 8. Пусть в условиях модели 7 во время 
отдыха (и только во время него) имеет место забы-
вание с постоянной и не зависящей от времени ве-
роятностью u. Тогда в соответствии с выражением 
(3) модели 2 получим, что к моменту окончания 
отдыха уровень научения снизится до 

    0

0 .
u

q t q e
     



 

 
 

 

 

 

   ●

Тогда 
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
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


 

     

        

 (19) 

Рассмотрим для модели 8 задачу максимизации 
терминального значения уровня научения. Инте-
гральный критерий исследуется аналогично тому, 
как это делалось в модели 7. 
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т. е. 
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Условие первого порядка для задачи (20) имеет 
вид: 

 
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*
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1 1 .
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w
e e

w T

 
 
   
     

 

График функции (19) при 0 0,6w  , 0 0,6u   и 
α 0,6  приведен на рис. 8. 
 

 

 

 
Рис. 8. Пример кривой научения для модели 8  

 

Модель 9. Пусть в условиях модели 8 постоян-
ное во времени забывание имеет место не только 
во время отдыха, но и во время научения. Участок 
 q t  до отдыха в этом случае будет аналогичен 

формуле (7) из модели 5. Соответствующая кривая 
научения может уже не быть монотонной и может, 
например, иметь точку максимума. 

Модель 10. Пусть в условиях модели 9 освое-
ние не зависит от времени, а забывание – зависит. 
Участок  q t  до отдыха в этом случае будет соот-
ветствовать формуле (8) из модели 6. Тогда аналог 

выражения (19) для этой модели будет выглядеть 
так: 
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где в общем случае    ˆ .U t U t  

Дальнейшее аналитическое исследование этой 
и более комплексных моделей не представляется 
целесообразным, так как полученные результаты 
громоздки и не дают сделать аналитических выво-
дов о закономерностях формирования опыта. В 
последующих расчетах возможно применение 
численных методов. Однако для этого необходимо 
использовать конкретные зависимости вероятно-
стей освоения и забывания от времени. 

В настоящей статье предложено расширение 
моделей формирования опыта из работы [3] с уче-
том факторов утомления и отдыха. Важным ре-
зультатом стало выявление оптимальных времен-
ных интервалов для перерывов: для задач, которые 
описывает модель 7, с точки зрения максимизации 
терминального значения уровня научения опти-
мальный момент начала отдыха не зависит от ме-
няющейся со временем вероятности освоения и 
находится примерно в середине периода формиро-
вания опыта. Кроме того, в более сложных моде-
лях, зная функции освоения и (или) забывания, 
можно выявлять максимальное целесообразное 
время научения и оптимальный момент начала от-
дыха. 

Таким образом, дополнение моделей формиро-
вания опыта учетом процессов утомления и отды-
ха повышает их практическую применимость, поз-
воляя прогнозировать снижение эффективности и 
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оптимизировать ресурсы благодаря расчету интер-
валов отдыха. 

Вторая часть статьи будет посвящена обзору 
наборов данных с динамикой формирования опы-
та, а также примерам применения приведенных 
выше моделей для описания результатов различ-
ных известных экспериментальных исследований. 
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Abstract. In this paper, classical iterative learning models are extended by including the factors 

of fatigue and rest. The existing approaches to model fatigue and rest from various fields––
education, production, sports, and medicine––are analyzed, and the need to include these factors 

in the models is justified accordingly. Mathematical models are proposed to describe learning 

level dynamics during rest periods, considering the reduced efficiency of acquiring skills due to 

fatigue. Ten models of growing complexity are studied: from simple models without any fatigue 

effects to complex ones with the probabilities of skill acquisition and forgetting depending on 

time and rest periods. As is shown, the breaks of optimal duration allow improving the terminal 

learning level. In the model with fatigue, rest, and no forgetting, the optimal time to start rest is 

independent of the probability of skill acquisition as a function of time and lies at the middle of 

the experience acquisition interval. The models proposed are intended for predicting performance 

and optimizing training programs, production processes, and training cycles. This study empha-

sizes the need to consider biological and cognitive constraints when designing adaptive learning 

systems. 
 

Keywords: experience, iterative learning, learning curve, mathematical modeling, fatigue, rest, skill acquisi-

tion, forgetting. 
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СУЩНОСТЬ, ПРИЗНАКИ И ПРИНЦИП ОПИСАНИЯ  
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Аннотация. Обсуждаются понятие и сущность организационной системы. Общая характе-
ристика этого понятия дана в рамках теории управления организационными системами. В 
настоящей работе указаны признаки, при наличии которых систему можно отнести к клас-
су организационных (принцип описания организационных систем). Представлена матема-
тическая модель организационной системы общего вида, дан иллюстративный пример на 
основе дуополии Курно. Приведены примеры частных классов организационных систем, 
специфицированных на основе предложенного принципа. К таким классам отнесены орга-
низационно-технические системы специального назначения, организационные системы 
массового обслуживания, эколого-экономические организационные системы. Для типич-
ных представителей каждого из указанных классов приведено описание в соответствии с 
предложенной общей моделью. Статья имеет методическую направленность и призвана 
стандартизовать подходы к описанию организационных систем. 
 

Ключевые слова: организационные системы, теоретико-игровые модели, управление активными 
агентами.  
 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность проблем организационного 
управления не вызывает сомнений, поскольку 
именно качество этого управления определяет 
производительность труда, экономический рост и 
тем самым возможности государства и благососто-
яние населения. 

В Философском энциклопедическом словаре 

приводится следующее определение организации: 

«1) внутренняя упорядоченность, согласованность 
взаимодействия более или менее дифференциро-
ванных и автономных частей целого, обусловлен-
ная его строением; 2) совокупность процессов или 
действий, ведущих к образованию и совершен-
ствованию взаимосвязей между частями целого; 
3) объединение людей, совместно реализующих 
некоторую программу или цель и действующих на 

основе определенных процедур и правил» [1]. Со- 
  

________________________________ 
# Работа выполнена при финансовой поддержке Российского 
научного фонда, проект №25-11-00094. 

вокупность этих процедур и правил называется 
механизмом функционирования. Третье значение 
термина «организация» и есть определение орга-
низационной системы. В рамках методологии ис-
пользуется аналогичное определение [2]: органи-
зация – комплексная деятельность с целью созда-
ния внутренней упорядоченности, согласованно-
сти взаимодействия более или менее дифференци-
рованных и автономных элементов предмета этой 
деятельности (в том числе путем образования и 
поддержания между этими элементами взаимосвя-
зей с заданными характеристиками). 

Формальные модели управления организация-
ми предоставляют теории активных систем и 
управления организационными системами (ОС) 
[3, 4], информационная теория иерархических си-
стем [5–8], теория контрактов и дизайн механиз-
мов [9], теория управления устойчивым развитием 
активных систем [10–12]. В работе [13] показаны 
возможности использования искусственных 
нейронных сетей в исследовании иерархических 
организационных систем. В значительной степени  
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следует согласиться с мнением автора [13] о том, 
что «многошаговые иерархические игры многих 
лиц представляют собой ЯЗЫК теории управле-
ния организационными системами», хотя модели 

теории управления организационными системами 
используют и другие математические конструк-
ции. Согласно фундаментальной монографии [4] 

объектом исследований теории управления орга-
низационными системами (ТУОС) являются сами 
ОС, предметом исследований – механизмы управ-
ления, а основным методом исследования – мате-
матическое моделирование (с. 7). В соответствии с 
этим подходом основное внимание в работе [4] 

уделяется задачам и механизмам управления, а 
именно, выделяются управление составом и струк-
турой ОС, институциональное управление ограни-
чениями и нормами деятельности, мотивационное 
управление интересами и предпочтениями, ин-
формационное управление, управление порядком 
функционирования – последовательностью полу-
чения информации и выбора стратегий агентами 
(с. 9). Наконец, модель ОС определяется заданием 
состава ОС (множества её участников), структуры 
ОС (совокупности различных связей между участ-
никами), множества допустимых стратегий участ-
ников ОС, их предпочтений, информированности 
и порядка функционирования (с. 8).  

Вместе с тем в значительной степени остаётся 
открытым вопрос о водоразделе между подходами 
менеджмента (который было бы правильно пере-
вести на русский язык именно как управление ор-
ганизациями) и собственно ТУОС. Заслуживает 
внимания и чёткий ответ на вопрос о том, какую 
систему можно считать организационной (ведь не 
все сложные системы реального мира являются 
таковыми).  

Вклад настоящей статьи состоит в: 
 описании сущности организационных систем 

и предложении их математической формализации, 
определяющей подход ТУОС; 

 указании признаков, при наличии которых си-
стему можно отнести к классу организационных 
(принцип описания организационных систем); 

 подробном описании ряда частных классов 
организационных систем, выделенных в соответ-
ствии с указанным принципом. 

В § 1 описывается сущность организационных 
систем, их признаки и общая математическая мо-
дель. В § 2 рассматривается принцип описания 
классов организационных систем. В § 3 приводят-
ся примеры специфических классов организацион-
ных систем, полученных применением этого 
принципа. Итоги и перспективы обсуждаются в 
заключении.  

1. СУЩНОСТЬ И ПРИЗНАКИ  
ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СИСТЕМ 

В замечательной во многих отношениях книге 
[14] дано следующее определение: «Социальная 
система – это динамическая совокупность авто-
номных индивидов, которые преследуют соб-
ственные цели во взаимодействии с окружающей 
средой» (с. 20). Это определение довольно близко 
к тому, что следует понимать под ОС. Однако, по-
скольку любое сложное понятие есть синтез мно-
гих определений, то более удобным представляет-
ся развёрнуто определить ОС через её математиче-
скую модель. Эта модель синтезирует приведённое 
во введении описание из работ [3, 4] и модель ак-
тивной сети из статьи [15] с некоторыми суще-
ственными уточнениями и дополнениями. Счита-
ем, что ОС состоит из управляющей (активной) 
подсистемы и управляемой подсистемы (отметим, 
что такая конструкция включает и организацион-
но-технические системы). Предлагаемая модель 
ОС имеет вид 

, , , , , , , ,N A Х I U S  F  J R .           (1.1) 

Здесь: 
{0, 1,..., }N n  – множество активных агентов, 

образующих состав управляющей подсистемы ОС. 
Индексом 0 обозначается выделенный агент 
(Центр), который пока считается единственным. 

{( , )}A i j  – множество связей различного ти-
па между активными агентами, ,i j N . Ориенти-
рованный граф ( , )D N A определяет структуру 
связей ОС, которые определяются отношениями 
субординации, потоками передачи вещества, энер-
гии и информации.  

Х – множество состояний управляемой подси-
стемы ОС (подмножество некоторого топологиче-
ского векторного пространства).  

0 1 nI I I ...× I   , где iI  – доступная i-му аген-
ту информация об ОС и её внешней среде. По-
скольку рассматривается детерминированная мо-
дель (1.1), то, в отличие от работы [16], эта инфор-
мация содержит сведения агента о действиях дру-
гих агентов и их функциях выигрыша, а также о 
состоянии управляемой подсистемы. Все агенты, 
включая Центр, стремятся максимизировать свой 
выигрыш, а при наличии неоднозначности руко-
водствуются принципом гарантированного резуль-
тата [8]. 

0 1 nU =U ×U ×...×U , где iU  – множество допу-
стимых действий i-го агента (подмножество неко-
торого конечномерного пространства [8]).  
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0 1 ... nS S S S    , где iS  – множество допу-
стимых стратегий i-го агента. Допустимая страте-
гия i is S есть отображение i i is : I U , которое 
определяет выбор i-м агентом допустимого дей-
ствия в зависимости от имеющейся у него инфор-
мации.  

F  – правило изменения состояний с учётом 
действий активных агентов. Это может быть си-
стема алгебраических, дифференциальных или 
разностных уравнений либо алгоритм, явно опре-
деляющий переходы между состояниями управля-
емой подсистемы. Это правило можно рассматри-
вать как обобщённый оператор, действующий в 
пространстве состояний. 

0 1( , ,..., )nJ J J J  – набор функционалов выиг-
рыша активных агентов. Отображение 

:iJ U X   определяет выигрыш i-го агента в 
зависимости от действий всех агентов и текущего 
состояния управляемой подсистемы. Критерием 
эффективности организации в целом является зна-
чение функционала выигрыша Центра, зависящее 
в общем случае от действий всех участников и со-
стояния управляемой подсистемы.  

R – регламент функционирования ОС, алгорит-
мически определяющий порядок выбора активны-
ми агентами стратегий, возможную передачу ин-
формации другим агентам и изменение состояния 
управляемой подсистемы. 

Соответственно, можно выделить следующие 
признаки ОС. 

1. Активность агентов. Каждый агент имеет 
свой функционал выигрыша iJ  и самостоятельно 
выбирает допустимую стратегию i is S . В рамках 
модели оптимизация функционала выигрыша пол-
ностью определяет интересы и предпочтения аген-
та. В частности, агенты могут сознательно иска-
жать передаваемую другим агентам информацию в 
своих интересах (так называемая проблема мани-
пулируемости процедур принятия решений [17]). 

Другими проявлениями активности могут быть 
дальновидность поведения агентов [18] и наличие 
у них рефлексии относительно своей деятельности 
и деятельности других агентов [16]. 

2. Целеполагание. Организационная система 

имеет некоторую цель, устанавливаемую самосто-
ятельно или задаваемую извне (обществом, выше-
стоящей организацией). В общем случае эта цель, 

выражаемая в виде ограничения, состоит как ми-
нимум в выполнении условия жизнеспособности 
организации *X X , при котором значения всех 
существенных показателей её функционирования 
принадлежат заданному диапазону. Технически 

можно включить требование жизнеспособности в 
функционал выигрыша Центра 0J посредством 
штрафной функции ( , *)X X , которая равна нулю 
при выполнении условия жизнеспособности и 
принимает бесконечно большое значение при его 
нарушении. Если условие жизнеспособности от-
сутствует, то цель ОС состоит только в максими-
зации функционала 0J  без штрафной функции. 

3. Организация. Организационная система 

(расширенная активная система) образована 
управляющей подсистемой, состоящей из актив-
ных агентов, включая Центр, и управляемой под-
системой. В состав управляемой подсистемы ак-
тивные агенты не входят: она включает в себя тех-
нические, экономические и иные составляющие, 
контролируемые активными агентами. Взаимодей-
ствие между активными агентами устанавливается 
регламентом R  и определяет динамику управляе-
мой подсистемы (изменение её состояния x X во 
времени в силу правила F ) и выигрыши аген-

тов iJ .  

2. ПРИНЦИП ОПИСАНИЯ  
ОРГАНИЗАЦИОННЫХ СИСТЕМ. ПРИМЕР 

Чтобы назвать некоторую систему организаци-
онной, необходимо и достаточно, чтобы она имела 
все три перечисленных выше признака ОС: актив-
ность агентов, целеполагание, механизм управле-
ния. Тогда можно построить модель (1.1) этой ОС 
и указать конкретные значения её составляющих. 
В частных случаях некоторые составляющие могут 
быть пустыми множествами или принимать триви-
альные значения. 

Рассмотрим следующий упрощённый иллю-
стративный пример (игра Гермейера Г2 в дуополии 
Курно [8]). Здесь в выражении (1.1) {0, 1}N  . Ор-
ганизация состоит из двух активных элементов: 
Центра и агента; {(0, 1)}A . Центр делает первый 
ход, формулируя «правила игры» для агента.  

Центр знает 0U , 1U , 0J , 1J , будет иметь инфор-
мацию о выборе 1 1u U и знает, что выбор агентом 
стратегии определяется его стремлением к макси-
мизации своего выигрыша, то есть стратегия Цен-
тра (механизм управления) – отображение множе-
ства U1 в U0. Агент знает 1U  и 1J . При известной 
стратегии агента Центр стремится максимизиро-
вать свой выигрыш 0J . При неоднозначности вы-
бора агента Центр руководствуется обобщённым 
принципом гарантированного результата 
Ю. Б. Гермейера [5, 6, 8]. Имеем  
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 
 

0 1 1 2 1

1 2 1 2 2

1 2

,

,

J = a c u u u

J = a c u u u

c < c < a .

  

    

Здесь 0 1 [0, 1]U U  , 0 1 0 1 1: ,s U U s u  . Мо-
дель статическая, управляемая подсистема отсут-
ствует, т. е. множество X  и правило F  не рас-
сматриваются. Цель организации –максимизация 
выигрыша Центра 0J . 

Центр делает первый ход: выбирает стратегию 

1 1

0 1

1 1 1

( ) / 2, 0,
( )

, 0,

a c u
u u

a c u u

  
  

 

и сообщает её агенту. Единственный оптимальный 
ответ агента 1 0u  , в результате чего 

2
0 1( ) / 4,J a c  1 0J  (в противном случае 1 0).J   

Возможная содержательная интерпретация для 
дуополии Курно: фирма 0 предлагает фирме 1 не-
которые условия, становясь лидером дуополии. 
Скажем, фирма 0 может предложить фирме 1 по-
бочный платёж за более высокую цену на тендере 
с участием фирмы 0. Более точно эта ситуация 
описывается дуополией Бертрана [7], но объёмная 
конкуренция по Курно также подходит для её опи-
сания. 

3. ПРИМЕРЫ 

Приведём несколько примеров, иллюстрирующих 
предложенный подход к описанию ОС. Сначала даётся 
общая характеристика некоторого класса ОС. Затем она 
конкретизируется для ОС определённого вида, принад-
лежащего выделенному классу.  

 

3.1. Организационно-технические системы 
специального назначения 

Рассмотрим в качестве первого развёрнутого приме-
ра ОС организационно-технические системы специаль-
ного назначения (ОТССН). Здесь речь идёт о системах 
наблюдения и перехвата летательных аппаратов и ракет 
противника. Характеристика таких систем и их приме-
ры даны в статье [19]. В общем случае составляющие 
ОТССН можно охарактеризовать следующим образом. 

N  – группа агентов-наблюдателей. Роль Центра иг-
рает командир группы. Заметим, что сторону противни-
ка тоже представляют активные агенты. Они не вклю-
чаются в состав ОС (являясь для нее внешней средой), 
но их действия могут учитываться в модели ОС, в том 
числе при определении состояния её управляемой под-
системы и в ряде других аспектов, например, активного 
противоборства. 

A – множество связей между агентами, определяе-
мых необходимостью оперативного взаимодействия в 
процессе наблюдения и перехвата. 

iI – информация, которой располагает i-й агент от-
носительно действий остальных агентов, Центра и про-
тивника, а также состояния управляемой системы. 

Ui – множество допустимых действий i-го агента 
(выбор позиции, параметры наведения зенитных 
устройств).  

Si – множество стратегий i-го агента, зависящих от 
действий противника. Поскольку эти действия влияют 
на состояние системы, то в общем случае используются 
позиционные стратегии, зависящие не только от време-
ни, но и от состояния системы. 

1( ,..., )mx = x x X  – вектор состояния системы (ко-
ординаты и скорости наблюдаемых объектов). 

F – общее правило изменения состояния системы, 
определяемое механическими и геометрическими усло-
виями и закономерностями её функционирования. 

Ji – функционал выигрыша i-го агента, определяе-
мый точностью обнаружения цели.  

R – порядок принятия решений в ОТССН. Он опре-
деляется регламентом некоторой игры Гермейера [8], 

где в роли ведущего выступает Центр, а в роли одно-
временно выбирающих действия ведомых – агенты-

наблюдатели и агенты противника.  
Возьмём в качестве конкретного примера ОТССН 

триангуляционную измерительную систему (ТИС) [19]. 

В этом случае множество агентов N  образуют опера-
торы ТИС, каждый из которых ассоциируется со своим 
измерительным пунктом. Множество A  задаётся попар-
ными двусторонними связями между агентами и Цен-
тром. По этим связям агенты передают Центру инфор-
мацию о своих действиях и о состоянии управляемой 
системы, а Центр сообщает агентам выбранные им 
стратегии. Каждый агент знает множество своих дей-
ствий и функционал выигрыша, что определяет множе-
ство iI . Задача управления рассматривается в статиче-
ской постановке, поэтому вектор состояния x и правило 
F не учитываются. 

Пусть    1 1
[ , ]

NN p p
n n nn= n=

P = x y  – измерительные 

пункты ТИС,    1 1
[ , ]

MM s s
m mm= m=

mS = x y – пункты системы 

постановки помех. Здесь N – общее количество измери-
тельных пунктов, M – общее количество пунктов поста-
новки помех, x и y – координаты пунктов на плоскости. 
Верхний индекс p – измерительный пункт, s – пункт 
постановки помех. Нижний индекс – номер пункта. За-
дачу наблюдателя можно записать следующим образом: 

min

( , ) | | max,

/ 2 1,

, {1,..., }: || || ,

, , {1,..., }: ,

p

p s
u

i j

p pp p
i ik k

p p p p
j i j i

J u u N K

K N

i j N P P B

y y x x
i j k N

y y x x

  

   

   

 
  

 

 

где K – количество измерительных пунктов, находя-
щихся в зоне помех; 1[ ... ]p Nu P P , 
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1 1[α , ..., α , ]s M Mu S S ;     – округление до целого в 

меньшую сторону;   – евклидова норма; m   – угол 
поворота сектора помех m -го пункта. Здесь выполне-
ние условия / 2 1K N     обеспечивает необходимое 
для функционирования ТИС количество рабочих изме-
рительных пунктов (более половины общего количе-
ства). Оставшиеся два ограничения – это требования к 
топологии ТИС: minB  – минимально допустимое рас-
стояние между пунктами ТИС; никакие три измери-
тельных пункта ТИС не должны лежать на одной пря-
мой. Итак, множество допустимых действий iU  опре-
делено; для простоты в работе [19] считается, что стра-
тегии iS  совпадают с действиями. 

Значение целевой функции ( , )p sJ u u  представляет 
собой количество рабочих измерительных пунктов. 
Наблюдатель максимизирует это количество с учётом 
указанных ограничений. Задача противника состоит в её 
минимизации по us: 

( , ) | | min,

/ 2 1.

s

p s
u

J u u N K

K N

  

   
 

Таким образом, функционалы выигрыша 
1 2J J J   определяют антагонистическую игру меж-

ду наблюдателем и противником. Условие 
/ 2 1K N     требует, чтобы для значения, обеспечи-

вающего минимум целевой функции, количество изме-
рительных пунктов ТИС, которым поставлена помеха, 
превышало половину от общего их числа (только в этом 
случае ТИС становится неработоспособной). 

Порядок принятия решений R следующий: каждый 
агент выбирает свои допустимые действия и сообщает 
их Центру. Центр анализирует ситуацию в целом и 
утверждает предложенные агентами действия либо кор-
ректирует их в форме приказа, после чего множество 
Nможет рассматриваться как единый игрок. Противник 

действует аналогично, тем самым определяются исход 
антагонистической игры и выигрыши игроков [19].  

 

3.2. Организационные системы массового 
обслуживания 

В качестве второго развёрнутого примера ОС возь-
мём организационные системы массового обслужива-
ния (ОСМО). Этот класс ОС введён в серии работ [20–
24]. В этом случае:  

N – множество активных агентов, осуществляющих 
обслуживание потока заявок. В роли Центра выступает 
руководство организации, обеспечивающей обслужива-
ние. 

A – множество связей между агентами, возникаю-
щих в процессе обслуживания. 

Ii – информация, которой располагает i-й агент от-
носительно целей и возможностей остальных агентов

(особенно Центра) и принципов принятия ими решений. 
Ui – множество допустимых действий i-го агента, 

связанных с процессом обслуживания (значения интен-
сивности и качества обслуживания). 

Центр назначает дисциплину обслуживания, опре-
деляет мощность обслуживающих устройств (например, 
через величину расходов на их закупку и сопровожде-
ние), состав, структуру и квалификацию агентов, значе-
ния параметров административных и экономических 
механизмов управления агентами. 

Si – множество стратегий i-го агента. Как и в случае 
ОТССН, стратегии Центра – это механизмы управления 
с обратной связью по действиям агентов. Однако воз-
можны и вырожденные механизмы управления без об-
ратной связи, например, нормативные установления. 
Стратегии остальных агентов могут как совпадать с их 
действиями (программные стратегии), так и зависеть от 
состояния управляемой системы (позиционные страте-
гии) или действий других агентов (стратегии с обратной 
связью по управлению).  

1
( ,..., ) X

m
x = x x  – вектор состояния ОСМО, ко-

торый включает в качестве основных переменных ин-
тервал времени между последовательно поступающими 
заявками на обслуживание и время обслуживания одной 
заявки, m – число рассматриваемых переменных состо-
яния. Эти переменные могут дифференцироваться для 
различных обслуживающих устройств. Производные 
переменные – время ожидания заявки и время простоя 
обслуживающего оборудования. Возможно также вве-
дение дополнительных переменных, отражающих спе-
цифику конкретной ОСМО. 

F – общее правило изменения состояния ОСМО. 
Оно определяется заданием законов распределения 
упомянутых выше случайных величин и их параметров. 

Ji – функционал выигрыша i-го агента, равный раз-
ности между его доходом и затратами на трудовые уси-
лия и повышение квалификации. Принципиальная цель 
Центра в ОСМО заключается в обеспечении баланса 
между временем ожидания заявки в очереди и временем 
простоя обслуживающего оборудования, который опре-
деляет жизнеспособность ОСМО. 

R – порядок принятия решений в ОСМО. Основную 
роль здесь играют механизмы административного и 
экономического управления Центра, зная которые, свои 
решения принимают агенты обслуживания.  

Теперь рассмотрим ОСМО вида «железнодорожная 
станция – морской порт» [20–24]. Схема такой ОСМО 
показана на рис. 3.1. В качестве органа внешнего управ-
ления (Центра) может выступать Министерство транс-
порта РФ, региональные министерства транспорта или 
иной орган управления, способный координировать 
работу железной дороги и морского порта по распоря-
жению правительства или по добровольному согласию 
экономических субъектов. В роли активных подсистем 
(агентов) выступают руководство и персонал железно-
дорожной станции и морского порта, что определяет 
множество N. Множество A показано на рис. 3.1. 
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Рис. 3.1. ОСМО «железнодорожная станция – морской порт» [24] 

 

Как видно из рис. 3.1, данная ОСМО содержит две 
подсистемы массового обслуживания: «вагон – порт» 
(левая часть рисунка) и «судно–порт» (правая часть ри-
сунка). Рассмотрим сначала подсистему «вагон – порт». 
Каждый вагон будем характеризовать набором 

, , , , , ,w y g s j m b  , 

, , , , 0,y Y g G s S j J m b B      , ,  

где y – тип вагона, Y  – множество типов вагонов, рас-
сматриваемых в рамках данной модели; g – род груза, 
G  – множество родов грузов; s – тип груза, S – множе-
ство разных типов грузов; j – номер партии, J – множе-
ство номеров партий груза; m – масса нетто груза в ва-
гоне, если вагон поступает на выгрузку, либо масса 
нетто требуемого к погрузке груза, если вагон поступа-
ет на погрузку; b – признак, указывающий на тип грузо-
вой операции с данным вагоном (1 – погрузка, 0 – вы-
грузка, т. е.  0, 1 );B    – тип поезда, с которым при-
был вагон,   – множество рассматриваемых типов по-
ездов. 

В качестве требований второй подсистемы «судно–
порт» будем рассматривать суда, приходящие в порт 
для осуществления грузовых операций. Обслуживаю-
щие устройства для них – это причалы, оборудованные 
погрузочно-разгрузочной техникой.  

Введём набор характеристик для каждого судна: 

, , , ,G S J l   . 

Здесь G G  – множество родов перевозимого гру-
за; S S  – множество типов перевозимого груза; 
J J  – множество номеров партий груза; l – длина 
судна; : +

G×S×J ×B×   – отображение, зада-
ющее структуру загрузки судна, т. е. сопоставляющее 
каждой тройке (g, s, j) тройку (m, b, d), где m

  – 

масса груза g-го рода s-го типа j-й партии на судне к 
выгрузке (погрузке), b B  – тип грузовой операции 
(погрузка или выгрузка), d  – натуральное число, 
задающее порядок осуществления грузовой операции с 
данным грузом. Подробнее переменные состояния x и 
правило их изменения F описаны в работах [20–23]. 

Динамическая модель иерархического управления 
ОСМО имеет вид [21–23]: 
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   (3.11) 

Здесь  H , 1 2,C C  – функции прибыли Центра и аген-
тов за время t;  1 s t  – управление Центра агентом 1 в 
момент времени t, т. е. цена аренды стыковочного места 
для клиентов РЖД;  2 s t  – управление Центра аген-
том 2, т. е. размер портового сбора, необходимый для 
уплаты при перевозке товаров;  1y t  управление аген-
та 1 (железнодорожная транспортная компания), т. е. 
размер продукции, отправляемой со склада компании в 
порт;  2 y t   управление агента 2 (порта), т. е. объём 
продукции, отправляемой в качестве поставки со склада 
порта; ( )ix t – количество груза, не доставленного конеч-
ному потребителю агентом i; ( )ic t  – штрафной коэффи-
циент; 1 2,p p  – ценовые коэффициенты; P  – дополни-
тельные затраты; , ,    – подгоночные параметры;
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1 2 3, ,k k k  – коэффициенты для согласования размерно-
сти [20–22]. 

Модель (3.1)–(3.11) содержит описание элементов 
iJ  и iU общей модели (1.1). Порядок функционирова-

ния R  следующий: Центр выбирает свои управляющие 
воздействия 1 2( ), ( )s t s t и сообщает их агентам. Зная 
управления Центра, агенты одновременно и независимо 
выбирают значения своих управляющих воздействий 

1 2( ), ( )y t y t соответственно. Таким образом, стратегии 
агентов и Центра совпадают с их действиями (динами-
ческая игра Гермейера 1t ), взаимная информирован-
ность игроков iI  также описана.  
 

3.3. Эколого-экономические организационные 
системы 

Третий пример специфического класса ОС образуют 
эколого-экономические организационные системы 
(ЭЭОС). Механизмы управления ЭЭОС, включающие 
учёт специфики той или иной управляемой подсистемы, 
описаны в монографиях [25, 26] и статьях [27–30]. В 
общем виде составляющие ЭЭОС можно 
охарактеризовать следующим образом. 

N  – множество агентов (природопользователей), 
ассоциированных с экосистемой, образующей природ-

ную основу рассматриваемой эколого-экономической 
системы. Сюда относятся находящиеся на занимаемой 
экосистемой территории (прилегающие к акватории 
данной экосистемы) предприятия промышленности, 
сельского хозяйства, рекреации, транспорта и иных 
отраслей хозяйства, а также население. Роль Центра 
играет администрация территории. 

A  – множество транспортных, хозяйственных и 
административных связей между агентами.  

iI  – информация, которой располагает i-й агент 
относительно действий и функций выигрыша остальных 
агентов (особенно Центра).  

iU  – множество допустимых действий i-го агента. 
Центр назначает допустимые квоты эксплуатации 
природных ресурсов (вылов рыбы, рубка леса, добыча 
полезных ископаемых и т. п.) и предельно допустимые 
концентрации (выбросы) загрязняющих веществ в 
окружающей среде, а также значения параметров 
механизмов экономического регулирования (налоги, 
штрафы, льготы, субсидии). Хозяйствующие агенты 
выбирают объёмы производства, цены на продукцию, 
параметры природоохранной деятельности.  

iS  – множество стратегий i-го агента. Как правило, 
стратегии Центра – это механизмы управления с 
обратной связью по действиям агентов. В частности, 
при учёте оппортунистического поведения в системе 
управления возникает обратная связь по величине 
взятки Центру от агентов, позволяющая, например, 
ослаблять экологические требования или выделять 
дополнительные ресурсы. Однако возможны и 
механизмы управления без обратной связи, например, 
законодательные установления. Стратегии остальных 

агентов могут как совпадать с их действиями 
(программные стратегии), так и зависеть от состояния 

управляемой системы (позиционные стратегии) или 
действий других агентов (стратегии с обратной связью 
по управлению).  

1( ,..., )mx x x X   – вектор состояния эколого-

экономической системы. Его компоненты естественно 
разбить на два подмножества, описывающие 
соответственно экологическую и экономическую 
подсистемы ЭЭОС.  

F  – общее правило изменения состояния ЭЭОС. 
Фактически оно тоже состоит из двух частей: во-

первых, материальные балансы и производственные 
функции, описывающие экономическую деятельность, 
во-вторых, правила изменения значений природных 
показателей. В свою очередь, вторая часть подразделя-
ется на описание естественной динамики природной 
среды и её антропогенного изменения (загрязнение, 
эксплуатация природных ресурсов, охрана окружающей 
среды и т. д.). 

iJ  – функционал выигрыша i-го агента. Здесь в ка-
честве активных агентов рассматриваются хозяйствую-
щие субъекты, для которых выигрыш – это прибыль с 
учётом природоохранных затрат и возможных экологи-
ческих штрафов. Центр имеет два критерия: экономиче-
ский рост на подведомственной территории и соблюде-
ние экологических требований.  

R  – порядок принятия решений в ЭЭОС. Основную 
роль здесь играют механизмы административного и 
экономического управления Центра, который сообщает 
их агентам. Зная эти механизмы, свои решения прини-
мают хозяйствующие субъекты. 

Теперь рассмотрим ЭЭОС, возникающую при 
управлении рыболовством [31]. Здесь активные агенты 
– рыболовецкие предприятия, Центр – природоохран-
ный орган. Связи ограничиваются воздействием Центра 
на агентов. Агенты максимизируют целевые функцио-
налы 

2

0

{ ( ) ( ) ( ) [ ( ) *] }

( ) [ ( ) *] max

T

t
i i i

T
i

J e av t P t s t M P t P dt

e s T M P T P





   

  


 (3.12) 

при ограничениях на управления (допустимые действия 
агентов) 

( ) ( ) , 1,..., ,i i iq t u t r i N                  (3.13) 

и уравнениях динамики биомассы рыбной популяции 
(правило изменения F  скалярной переменной состоя-
ния x P ) 
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Здесь 0 ,P ( )P t  – начальное и текущее значения био-
массы рыбной популяции; *P  – его идеальное значе-
ние, полностью удовлетворяющее требованиям жизне-
способности популяции. При нарушении условия жиз-
неспособности на агентов налагается штраф с коэффи-
циентом 1M  ; a  – цена единицы биомассы рыбы;   

– коэффициент естественного прироста рыбной попу-
ляции,   – коэффициент самолимитирования;  - ко-
эффициент дисконтирования; ,   – подгоночные па-
раметры модели. 

В работе [31] рассматривается также упрощённая 
линейная версия модели (3.12)–(3.14). 

Предполагается, что каждый агент распределяет 
свой ресурс между общественными и частными интере-
сами, поэтому его выигрыш складывается из двух со-
ставляющих – дохода от частной деятельности и доли 
ущерба от общественного зла, с которым совместно 
борются агенты. Агенты (рыболовецкие предприятия)

1,...,i N  максимизируют доход от рыболовства с учё-
том возможного штрафа за нарушение условий жизне-
способности рыбной популяции. Условие жизнеспособ-
ности (цель управления Центра) имеет вид ( ) *t P t P   

или, в более слабой форме, 2[ ( ) *]t P t P    .   

Управление агента ( )iu t  – часть ресурса ir , ассиг-
нуемая на общественные нужды (тогда ( )i ir u t  – часть 
ресурса, выделяемая на частную деятельность). В дан-
ной модели ( )i ir u t  – это инвестиции в наращивание 
промысловых усилий, тогда доля вылова рыбы i-м 
предприятием вычисляется как функция промыслового 
усилия ( ) ( ( ))i i i iv t h r u t  . Без существенного ограни-

чения общности ( ) ( ( )) , 0 1ip
i i i i iv t k r u t p    , ,i ik p  – 

подгоночные параметры модели. Величина ( )iu t  – ас-
сигнования в повышение экологичности промысла и 
рыборазведение.  

Модель (3.12)–(3.14) представляет собой дифферен-
циальную игру N лиц, в которой условия жизнеспособ-
ности учтены с помощью штрафов 2[ ( ) *]M P t P в целе-

вых функционалах. Переменные  
1

( ) ( )
N

i i
s t s t S 

естественно трактовать как экономические управления 
(управления побуждения) Центра как государственного 
контрольного органа верхнего уровня (например, служ-
бы рыбного хозяйства) такие, что 

1

0 ( ) 1, 1; 0, 1,...,

N

i i

i

s t s t i N



     .       (3.15) 

Центр может использовать и административное 
управление (принуждение)  

1
( ) ( )

N

i i
q t q t Q  

 0 ( ) , 0i iq t r t    , выбирая значения переменных
( )iq t  из условия  

0 ( ) , 0, 1,..., .i iq t r t i N                 (3.16) 

Считается, что интересы Центра описываются 
стремлением к максимизации функционала (утилита-
ристской функции общественного благосостояния) 

1

N

i

i

J J



 → max.                        (3.17) 

Тогда модель (3.12)–(3.17) представляет собой 
иерархическую дифференциальную игру Центра с не-
сколькими активными агентами нижнего уровня управ-
ления. Примем следующие предположения относитель-
но информационного регламента (порядка R) такой иг-
ры: все игроки используют программные стратегии; 
Центр выбирает и сообщает агентам экономические 
(3.15) либо административные управления (3.16), кото-
рые могут быть только функциями времени либо зави-
сеть также от управлений агентов; в частности, Центр 
назначает штрафы; при известных стратегиях Центра 
агенты одновременно и независимо выбирают свои дей-
ствия, что приводит к равновесию Нэша в игре агентов 
в нормальной форме [31]. Все игроки, включая Центр, 
знают свои множества стратегий и функционалы выиг-
рыша; знание игроков о множествах стратегий и функ-
ционалах выигрыша других игроков определяется ре-
гламентом некоторой игры Гермейера [6–8]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Традиционный менеджмент как наука и теория 
управления организационными системами имеют 
один и тот же объект – управление организациями. 
Однако предметом менеджмента являются органи-
зационно-экономические и социально-психоло-

гические отношения и методы управления, а пред-
метом ТУОС – математические модели, информа-
ционные технологии и методы их применения в 
управлении организациями. Подчеркнём, что ма-
тематические модели в ТУОС используются ис-
ключительно как инструменты для решения задач 
(построения и совершенствования механизмов) 
управления, а не как подлежащие исследованию 
абстрактные формально-логические конструкции 
чистой математики. Отметим, кстати, что с точки 
зрения классификатора ВАК первому направле-
нию соответствует специальность 5.2.6 Менедж-
мент (экономические науки), а второму – специ-
альность 2.3.4 Управление в организационных си-
стемах (технические науки).  

В настоящей статье предложена общая матема-
тическая модель, описывающая организационную 
систему с точки зрения ТУОС. Построение такой 
модели и её применение для анализа и управления 
конкретной организацией или классом организа-
ций позволяет отнести исследование к ТУОС 
(принцип описания ОС). Приведены развёрнутые 
примеры частных классов ОС и их конкретных 
представителей (ОС специального назначения, ОС 
массового обслуживания, эколого-экономические 
ОС), описанных в терминах предложенной мате-
матической модели. Конечно, круг известных на 
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сегодняшний день моделей управления ОС, вклю-
чающих помимо активных агентов и управляемую 
ими подсистему той или иной природы, гораздо 
шире. Здесь следует упомянуть производственные 
системы [32,33], организационно-технические си-
стемы [33], управление проектами [33], вооружён-
ную борьбу [34] и др.  

Для простоты изложения модель приведена в 
детерминированной постановке. Конечно, на са-
мом деле в функционировании ОС существенную 
роль играют неопределённые факторы различной 
природы. С точки зрения рассматриваемой в ста-
тье проблематики учёт неопределённости будет 
лишь усложнять понимание. Однако учёт неопре-
делённости, несомненно, формирует первое важ-
ное направление дальнейшего развития исследова-
ний. 

Вторым естественным направлением уточнения 
предложенной модели является учёт ограниченной 
рациональности активных агентов (Г. Саймон, 
Р. Хайнер, Р. Зельтен, Д. Канеман, А. Тверски 
и др.). 

Третье направление развития – исследование 
ОС с несколькими центрами управления (случай 
распределённого контроля), а также многоуровне-
вых ОС. 

Заметим, что управляемая подсистема ОС мо-
жет иметь техническую, биологическую, экономи-
ческую или иную природу. Учёт специфики 
управляемой подсистемы, определяемой характе-
ристикой её состояния, правилом его изменения и 
другими элементами модели, играет существен-
ную роль при разработке и реализации механизмов 
управления ОС. Хотя закономерности процессов 
управления и структура механизмов управления 
имеют общий характер, на практике нельзя успеш-
но управлять ОС, не понимая её технико-

экономической специфики. Поэтому модельное 
описание динамики управляемой подсистемы и 
условий её жизнеспособности играет важную роль 
в ТУОС наряду с учётом и согласованием интере-
сов входящих в её состав активных агентов. 
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described, with an illustrative example based on the Cournot duopoly. Extended examples of 

some classes of organizational systems specified using this principle are presented. Such classes 
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to define a standard description of organizational systems. 
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Аннотация. Предложено при синтезе контролепригодных и самопроверяемых дискретных 
устройств использовать композиции двух равновесных кодов с ортогональными по всем 
разрядам комбинациями. Использование таких кодов позволяет осуществлять контроль 
вычислений на выходах дискретных устройств по признаку принадлежности не только к 

кодовым словам равновесных кодов, но и по признаку принадлежности каждой функции, 
описывающей символы кодовых слов, к классу самодвойственных булевых функций. По-
казано, за счет чего возможно построение помехозащищенных кодов на основе компози-
ции двух равновесных кодов с ортогональными по всем разрядам комбинациями. Получе-
ны формулы, позволяющие определить число ошибок, не обнаруживаемых композициями 
равновесных кодов по видам (по количеству искажаемых нулей и единиц в кодовых сло-
вах) и кратностям. Дана краткая характеристика свойств рассматриваемых кодов. Пред-
ставлена структура организации схем встроенного контроля для дискретных устройств на 
основе композиции двух равновесных кодов с ортогональными по всем разрядам комбина-
циями с контролем вычислений по двум диагностическим признакам. Использование ком-
позиции двух равновесных кодов с ортогональными по всем разрядам комбинациями мо-
жет оказаться эффективным при построении высоконадежных дискретных устройств на 
различных видах элементной базы. 
 

Ключевые слова: контролепригодные и самопроверяемые устройства, контроль вычислений по 

двум диагностическим признакам, композиции равновесных кодов, обнаружение ошибок на выходах 
дискретных устройств.  
 

 

 

Равновесные коды, или коды «r из n» (r/n-

коды), строятся путем выделения из множества 
кодовых слов с числом символов, равным n (с дли-
ной кодовых слов, равной n), тех кодовых слов, 
которые имеют один и тот же вес, равный r. Число 
кодовых слов r/n-кода определяется биномиаль-
ным коэффициентом r

nC . Данные коды описаны в 
работе [1] и нашли широкое применение в практи-
ке обработки и передачи данных [2, 3], а также при 
синтезе контролепригодных и самопроверяемых 

дискретных устройств [4–7]. Теория синтеза де-
текторов и тестеров равновесных кодов достаточ-
но глубоко проработана [8–12], а особые свойства 
и характеристики этих кодов исследованы в боль-
шом количестве работ, например, в статье [13]. 

Отметим также, что равновесные коды тесно свя-
заны с теорией комбинаторного блок-дизайна и 

системами Штайнера [14, 15].  
Остановим внимание читателя на применении 

равновесных кодов при построении устройств с 
обнаружением неисправностей [16, 17]. При син-
тезе подобных устройств с использованием равно-
весных кодов отталкиваются от следующих их 
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преимуществ. Прежде всего, поскольку кодовые 
слова данных кодов имеют один и тот же вес, они 
обнаруживают любые ошибки в кодовых словах, 
кроме разнонаправленных ошибок с четной крат-
ностью, содержащих группу искажений {01, 

10} – это так называемые симметричные ошиб-
ки. Любые несимметричные ошибки, которые 
классифицируются на монотонные (связанные с 
искажениями исключительно нулевых или исклю-
чительно единичных значений) и асимметричные 
(содержащие неравное количество искажений ну-
лей и единиц), они обнаруживают. Эту особен-
ность при синтезе самопроверяемых устройств ис-
пользуют, осуществляя поиск групп монотонно 
независимых выходов устройства [18, 19] либо 
монотонно и асимметрично независимых групп 
выходов [20, 21] и организуя контроль вычислений 
на них с помощью равновесных кодов. Альтерна-
тивным вариантом является модификация струк-
туры контролируемого устройства в структуру с 
единой группой монотонно независимых выходов 
либо монотонно и асимметрично независимых вы-
ходов [22]. Еще одним свойством равновесных ко-
дов является то, что ими не обнаруживается малое 
количество ошибок с четной кратностью, что так-
же способствует покрытию большого количества 
реальных искажений на выходах контролируемых 
устройств. Третьим важным преимуществом рав-
новесных кодов перед другими является простота 
контрольного оборудования для них (тестеров, де-
текторов и блоков контрольной логики) и понят-
ные принципы обеспечения свойства самопроверя-
емости [9]. 

При построении самопроверяемых дискретных 
устройств с использованием равновесных кодов 
можно применять различные подходы. Интерес-
ным является контроль вычислений с использова-
нием не только равновесных кодов, но и свойств 
булевых функций, описывающих разряды кодовых 
слов данных кодов, а именно свойств самодвой-
ственных булевых функций. При таком способе 
организации контроля вычислений существенно 
увеличиваются показатели контролепригодности в 
части наблюдаемости [23]. При построении дис-
кретных устройств с контролем вычислений по 
двум диагностическим признакам можно приме-

нить только коды вида /
2

n
n  [24]. В настоящей 

статье предложено при организации самопроверя-
емых дискретных устройств использовать компо-
зиции пар равновесных кодов с ортогональными 

по всем разрядам комбинациями, что существенно 
расширяет теорию синтеза самопроверяемых дис-
кретных устройств. 

 

Среди множества равновесных кодов могут 
быть выделены такие коды, которые обладают 
следующим интересным свойством – множество 
их кодовых слов содержит исключительно пары 
ортогональных по всем разрядам кодовых слов. 
Такие коды существуют только для четных значе-
ний n, причем для каждого четного n существует 

ровно один такой код со значением 
2

n
r  . Всё 

многообразие равновесных кодов может для 
наглядности быть показано на треугольнике Пас-
каля, где каждое число характеризует мощность 
множества кодовых слов r/n-кодов. Фрагмент тре-
угольника Паскаля изображен на рис. 1. На 
рис. 1, а показан треугольник с выделенными чис-
лами, соответствующими мощностям множеств 
кодовых слов равновесных кодов с отмеченным 
выше свойством. Например, равновесный 1/2-код 
содержит две комбинации {01, 10} и используется 
при кодировании информации для обнаружения 
ошибок, к примеру, в пространственном парафаз-
ном представлении сигналов [25]. Равновесный 
2/4-код содержит шесть комбинаций {0011, 0101, 
0110, 1001, 1010, 1100} и используется при орга-
низации схем встроенного контроля для комбина-
ционных составляющих дискретных 
устройств [26]. 

В работе [24] предложено использовать равно-

весные коды вида /
2

n
n  при синтезе самопроверя-

емых дискретных устройств с контролем вычисле-
ний по двум диагностическим признакам – по 
принадлежности кодовых слов заданному равно-
весному коду и по принадлежности каждой функ-
ции, описывающей символы кодовых слов, к клас-
су самодвойственных булевых функций. Для этого 
необходимо в процессе синтеза схемы встроенного 
контроля (СВК) обеспечить следующее свойство: 
на ортогональных по всем разрядам наборах зна-
чений аргументов требуется формировать в СВК 
ортогональные по всем разрядам кодовые слова 
равновесных кодов. 
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Рис. 1. Варианты выделения на треугольнике Паскаля а) одного и б) двух равновесных кодов с ортогональными по всем разрядам 
кодовыми словами  

 

Исследования возможностей применения рав-
новесных кодов при контроле вычислений на вы-
ходах дискретных устройств по двум диагностиче-
ским признакам привели к задаче определения 
возможностей применения групп иных равновес-
ных кодов для организации СВК. Это позволило 
бы иметь бόльшую вариативность в выборе спосо-
бов синтеза СВК и влияния на ключевые показате-
ли эффективности реализации самопроверяемых 
дискретных устройств. 

Если объединить множества кодовых слов рав-
новесных кодов r/n и (n – r)/n, где 

1, 2, ...,
2

n
r

      
 – вес кодового слова, то получим 

композицию пары равновесных кодов, кодовые 
слова которой обладают искомым свойством. На 
треугольнике Паскаля, расположенном на рис. 1, б, 

соответствующие таким парам равновесных кодов 
биномиальные коэффициенты выделены одним 
цветом. Не выделены на рисунке коды с r = 0, вы-
рожденные пары, для которых при четном n вес 

равен 
2

n
r  , а также пары кодов, для которых вес 

различается на единицу. 
Утверждение 1. Композицией из пар кодов r/n и 

(n – r)/n будут обнаруживаться любые одиночные 
ошибки в кодовых словах при выполнении следую-
щего условия: 

2 2.n r                                 (1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вес кодовых слов кода r/n 

равен r, а вес кодовых слов кода (n–r)/n равен n–r. Ко-
дами r/n, также как и кодами (n – r)/n, будут обнаружи-
ваться любые одиночные ошибки, переводящие кодо-
вые слова, принадлежащие данному коду, в кодовые 
слова этого же кода. Не обнаруживаться могут только 

одиночные ошибки, переводящие кодовые слова кода 
r/n в кодовые слова кода (n – r)/n. Это возможно только 
в том случае, если вес кодовых слов кода (n – r)/n боль-
ше веса кода r/n на единицу. Иными словами, 
  1n r r   , или же 2 1n r  . Отсюда становится 
ясной справедливость неравенства (1) для обнаружения 
любых одиночных ошибок. ♦  

Таким образом, получается целая группа моди-
фицированных кодов, основанных на использова-
нии пар равновесных кодов. Их применение поз-
воляет решать некоторые задачи синтеза контро-
лепригодных и самопроверяемых дискретных 
устройств, а также их диагностического обеспече-
ния. 

 

Определим, какое количество ошибок не будет 
обнаруживаться композициями двух равновесных 
кодов, а также дадим их характеристику. 

Утверждение 2. Общее количество необнару-
живаемых выбранной композицией из пар кодов 
r/n и (n – r)/n ошибок в кодовых словах определя-
ется по формуле 

 2 2 1 .r r

ND n nN С С                        (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мощность множества кодо-
вых слов кода r/n равна r

nС . Мощность множества ко-
довых слов кода (n – r)/n равна n r r

n nС С  . Отсюда сле-
дует, что композиция образована 2 r

nС  кодовыми сло-
вами. Ошибка не будет обнаружена тогда и только то-
гда, когда она переведет кодовое слово данной компо-
зиции кодов в кодовое слово, принадлежащее кодам из 
данной композиции. Всего таких переходов для каждо- 
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го кодового слова 2 1r

nС  . Отсюда становится очевид-
ной справедливость выражения (2). ♦ 

Обозначим далее композицию пар равновесных 
кодов как (r/n + (n – r)/n)-коды. Например, для 
первых значений n они приведены в табл. 1. Цве-
том в ней обозначены равновесные коды вида 

/
2

n
n , также обладающие свойством присутствия 

во множестве кодовых слов пар ортогональных по 
всем разрядам комбинаций.  

В табл. 2 дается характеристика необнаружива-
емых (r/n + (n – r)/n)-кодами ошибок. Для каждого  

 

Таблица 1 

Композиции пар равновесных кодов 

n 
r 

1 2 3 4 5 6 

4 1/4+3/4 2/4 – – – – 

5 1/5+4/5 – – – – – 

6 1/6+5/6 2/6+4/6 3/6 – – – 

7 1/7+6/7 2/7+5/7 – – – – 

8 1/8+7/8 2/8+6/8 3/8+5/8 4/8 – – 

9 1/9+8/9 2/9+7/9 3/9+6/9 – – – 

10 1/10+9/10 2/10+8/10 3/10+7/10 4/10+6/10 5/10 – 

11 1/11+10/11 2/11+9/11 3/11+8/11 4/11+7/11 – – 

12 1/12+11/12 2/12+10/12 3/12+9/12 4/12+8/12 5/12+7/12 6/12 

13 1/13+12/13 2/13+11/13 3/13+10/13 4/13+9/13 5/13+8/13 – 

14 1/14+13/14 2/14+12/14 3/14+11/14 4/14+10/14 5/14+9/14 6/14+8/14 

15 1/15+14/15 2/15+13/15 3/15+12/15 4/15+11/15 5/15+10/15 6/15+9/15 

 
Таблица 2 

Характеристика не обнаруживаемых (r /n + (n – r )/n )-кодами ошибок 

n 
Число необнаруживаемых ошибок и их доля от общего количества ошибок в кодовых словах 

r = 1 r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6 

4 
56 

23,33333 % 

30 

12,5 % 
– – – – 

5 
90 

9,07258 % 
– – – – – 

6 
132 

3,27381 % 

870 

21,57738 % 

380 

9,4246 % 
– – – 

7 
182 

1,11959 % 

1722 

10,59301 % 
– – – – 

8 
240 

0,36765 % 

3080 

4,71814 % 

12432 

19,04412 % 

4830 

7,3989 % 
– – 

9 
306 

0,11696 % 

5112 

1,95389 % 

28056 

10,72346 % 
– – – 

10 
380 

0,03628 % 

8010 

0,76464 % 

57360 

5,47562 % 

175980 

16,79917 % 

63252 

6,03808 % 
– 

11 
462 

0,01102 % 

11990 

0,286 % 

108570 

2,58978 % 

434940 

10,37484 % 
– – 

12 
552 

0,00329 % 

17292 

0,10309 % 

193160 

1,1516 % 

979110 

5,83738 % 

2507472 

14,94935 % 

852852 

5,08464 % 

13 
650 

0,00097 % 

24180 

0,03604 % 

326612 

0,48675 % 

2043470 

3,04538 % 

6622902 

9,8701 % 
– 

14 
756 

0,00028 % 

32942 

0,01227 % 

529256 

0,19718 % 

4006002 

1,49244 % 

16028012 

5,97126 % 

36066030 

13,43646 % 

15 
870 

0,00008 % 

43890 

0,00409 % 

827190 

0,07704 % 

7450170 

0,69387 % 

36066030 

3,35901 % 

100190090 

9,33121 % 
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кода указаны два числа (сверху и снизу в графе) – 

число необнаруживаемых ошибок, а также доля 
необнаруживаемых ошибок от общего их количе-
ства в кодовых словах (γn, %). Композиции двух 

равновесных кодов обнаруживают существенное 
количество ошибок. С ростом значения n для каж-
дого r доля необнаруживаемых ошибок постепен-
но снижается (рис. 2). 

 
 

 

 
Рис. 2. Зависимости γn от n для различных (r/n + (n – r)/n)-кодов 

 

Дадим характеристику не обнаруживаемых раз-
личными (r/n + (n – r)/n)-кодами ошибок по видам 
(монотонные, симметричные и асимметричные) и 
кратностям d.  

Для начала рассмотрим коды вида         
(1/n + (n –1)/n).  

Возьмем первый код (1/4 + 3/4). Выберем про-
извольное кодовое слово 1/4-кода, например, 
<0001>. Оно может исказиться в кодовые слова, 
принадлежащие композиции данных кодов, 

1

42 1 7С    способами. Количество искажений ко-
дового слова <0001> в кодовые слова, принадле-
жащие коду 1/4, равно 1

4 1 3.С    Все эти искаже-
ния в силу того, что сохраняется вес кодового сло-
ва, будут двукратными симметричными искажени-
ями. Исказиться в кодовые слова, принадлежащие 
коду 3/4, кодовое слово <0001> может 3

4 4С   спо-
собами. Причем если искажение произойдет так, 
что единственная единица в кодовом слове сохра-
нит свое значение, то ошибка будет монотонной. 
Так как вес кодовых слов 3/4-кода равен n – r = 3, 

то возможно 3 1 2

4 1 3 3С С
    способа таких искаже-

ний. Кратность монотонных необнаруживаемых 
ошибок будет равна двум. Остается единственное 
слово 3/4-кода <1110>, ортогональное по всем раз-

рядам по отношению к кодовому слову <0001>. 
Последнее может перейти в первое только при че-
тырехкратной асимметричной ошибке. 

Аналогичное обстоятельство имеет место при 
рассмотрении и всех оставшихся кодовых слов 
(1/4 + 3/4)-кодов.   

Возьмем второй код (1/5 + 4/5). Выберем про-
извольное кодовое слово 1/5-кода, например, 
<00001>. Оно может исказиться в кодовые слова, 
принадлежащие композиции данных кодов, 

1

52 1 9С    способами. Количество искажений ко-
дового слова <00001> в кодовые слова, принадле-
жащие коду 1/5, равно 1

5 1 4.С    Все эти искаже-
ния в силу того, что сохраняется вес кодового сло-
ва, будут двукратными симметричными искажени-
ями. Исказиться в кодовые слова, принадлежащие 
коду 4/5, кодовое слово <00001> может 4

5 5С   

способами. Причем если искажение произойдет 
так, что единственная единица в кодовом слове 
сохранит свое значение, то ошибка будет моно-
тонной. Так как вес кодовых слов 4/5-кода равен 
n – r = 4, то возможны 4 1 3

5 1 4 4С С
    способа таких 

искажений. Кратность монотонных необнаружива-
емых ошибок будет равна трем. Остается един-
ственное слово 4/5-кода <11110>, ортогональное 
по всем разрядам по отношению к кодовому слову 
<00001>. Последнее может перейти в первое толь-
ко при пятикратной асимметричной ошибке. Ана-
логично рассматриваются и все оставшиеся кодо-
вые слова (1/5+4/5)-кодов. 

Можно продолжить ряд рассуждений и прийти 
к следующим положениям, справедливым для ко-
дов вида (1/n + (n – 1)/n): 

 для каждого кодового слова существует n – 1 

вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
только этому коду, характеризуемого двукратной 
симметричной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует n – 1 

вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
второму коду в композиции, характеризуемого    
(n – 2r) = (n – 2)-кратной монотонной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует один 
вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
второму коду в композиции, характеризуемого     
n-кратной асимметричной ошибкой. 

Так как всего имеется 12 2nС n  кодовых слов, 
то каждое из полученных чисел по каждому виду и 
кратности ошибки следует умножить на это число, 
что даст общее количество необнаруживаемых 
ошибок по видам и кратностям. 
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Введем следующие обозначения. Будем общее 
количество необнаруживаемых ошибок представ-
лять в виде формулы 

, , ,υ ,ND d d d d d dN N N N                  (3) 

где Nυ, d, Nσ, d, Nα, d – количество необнаруживаемых 
монотонных, симметричных и асимметричных 
ошибок с кратностью d; символом d обозначим 
принадлежность числа необнаруживаемых ошибок 
к классу монотонных с кратностью d, d – принад-
лежность необнаруживаемых ошибок к классу 
симметричных с кратностью d, d – принадлеж-
ность необнаруживаемых ошибок к классу асим-
метричных с кратностью d. 

Используя выражение (3) и проведенные выше 
рассуждения, запишем формулу необнаруживае-
мых ошибок для кодов вида (1/n + (n – 1)/n): 

      
  

1/ 1 /

2 2

2 2

2 1 1 1

2 1 2 .

n n n

ND n n

n n

N n n n

n n n

 




        

      
  (4) 

Например, для (1/4 + 3/4)-кодов формула (4) да-
ет следующий результат: 

  1/4 3/4

2 2

4 2 2 4

2 4 4 1

2 4 24 24 8 .

NDN
        

        
 

Обобщим полученный результат и рассмотрим 
далее композицию кодов вида (2/n + (n – 2)/n). 

Возьмем в качестве примера (2/6 + 4/6)-код. 
Выберем произвольное кодовое слово 2/6-кода, 
например, <000011>. Существует 2

62 1 29С    пе-
реходов его в кодовые слова, принадлежащие этой 
композиции. Среди них 2

6 1 14С    переходов в 
кодовые слова 2/6-кода, вызванные двукратными 
симметричными ошибками. Также имеется 

2

6 15С   переходов в кодовые слова 4/6-кода. 
Структура таких ошибок следующая. Имеется 
один переход в кодовое слово 4/6-кода, ортого-
нальное по всем разрядам к рассматриваемому 
слову <111100>, вызванный шестикратной асим-
метричной ошибкой. Имеется 2 2

6 2 4 6С С    пере-
ходов, при которых единицы в кодовом слове 
<000011> сохраняют свои позиции и искажаются 
два нуля. Такие переходы вызваны двукратными 
монотонными ошибками. Также имеются перехо-
ды, при которых одна единица сохраняет свое зна-
чение в кодовом слове <000011>, одна искажается, 
а также искажаются еще три нулевых разряда. 
Число вариантов искажений единиц равно 1

2С , 

число вариантов искажений нулей – 3

4С . Итого 

имеем 3 1

4 2 8С С   четырехкратных асимметричных 
искажений. 

Такая структура ошибок присуща всем кодовым 
словам в рассматриваемой композиции. 

Нетрудно обобщить полученное для 

(2/n + (n – 2)/n)-кодов: 
 для каждого кодового слова существует 

2 1nС   вариант перехода в кодовое слово, принад-
лежащее только этому коду, характеризуемого 
двукратной симметричной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует 2

2nС   

вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
второму коду в композиции, характеризуемого   
(n – 2r) = (n – 4)-кратной монотонной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует 
3

22 n

nС 
  вариант перехода в кодовое слово, принад-

лежащее второму коду в композиции, характери-
зуемого четырехкратной асимметричной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует один 
вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
второму коду в композиции, характеризуемого n-

кратной асимметричной ошибкой. 
Так как всего имеется 22 nС  кодовых слов, то 

каждое из полученных чисел по каждому виду и 
кратности ошибки следует умножить на это число, 
что даст общее количество необнаруживаемых 
ошибок по видам и кратностям: 

   


 

2/ 2 / 2 2 2

2 2 2

3 2 2

2 4 2 2

2 2 2 3 2
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2 1 2

2 1 4 2 .

n n n

ND n n n

n

n n n n

n

n n n n n n

N С С С

С С С

С С С С С

 



 




     

      

      

    

  (5) 

Например, для (2/6 + 4/6)-кодов формула (5) да-
ет следующий результат: 

 2/6 4/6 2 2 2 2

6 4 2 6 6 2

2 3 2

6 4 4 6 6 2

2 4 6

2 2 1

4 2 180

420 240 30 .

NDN С С С С

С С С

      

      
     

 

Для обобщения и рассмотрения (r/n + (n–r)/n)-

кодов характерно следующее: 
 для каждого кодового слова существует 

1r

nС   вариант перехода в кодовое слово, принад-
лежащее только этому коду, характеризуемого 
двукратной симметричной ошибкой; 

 для каждого кодового слова существует r

n rС   

вариант перехода в кодовое слово, принадлежащее 
второму коду в композиции, характеризуемого    
(n–2r)-кратной монотонной ошибкой; 
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 для каждого кодового слова существует 
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вариантов перехода в кодовое слово, принадлежа-
щее второму коду в композиции, характеризуемого 
асимметричными ошибками, причем первое слага-
емое характеризует количество асимметричных 
ошибок кратности n–2r + 2, второе – количество 
асимметричных ошибок кратности n–2r + 4, …,    
r–1-е слагаемое – количество асимметричных 
ошибок кратности ((n–r)–(r–(r–1)) + (r–1)) = (n–2), 

r-е слагаемое – количество асимметричных оши-
бок кратности n. 

Общее количество кодовых слов в рассматрива-
емой композиции равно 2 .r

nС  

Отсюда приходим к общей формуле, описыва-
ющей количество необнаруживаемых ошибок раз-
личных видов и кратностей (r/n + (n–r)/n)-кодах: 
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С С С С
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    

    

     

    

 1 1

2 2 .r r n r r r n r

n r n r n n r n r nС С С С С   
    

 (6) 

Формулы (4) и (5) являются частными случаями 
формулы (6). 

Полный учет характеристик обнаружения оши-
бок в кодовых словах композиций равновесных 
кодов позволяет на практике выработать алгорит-
мы их использования при построении дискретных 
устройств с обнаружением неисправностей. 

 

Для n ≥ 8 могут быть построены композиции не 
двух, а большего числа равновесных кодов, кото-
рые будут обладать свойством содержания во 
множестве кодовых слов исключительно пар орто-
гональных по всем разрядам кодовых слов. Такие 
коды строятся при четных значениях n ≥ 8. На 
рис. 3 на треугольнике Паскаля выделены четверки 
равновесных кодов, объединения множеств кодо-
вых слов которых позволяет сформировать иско-
мую композицию. 

В табл. 3 приведен состав композиций четверок 
равновесных кодов, а в табл. 4 дана характеристи-
ка не обнаруживаемых ими ошибок. Композиции 
четверок равновесных кодов при n > 8 не обнару-
живают сотые и тысячные доли процента от обще-
го числа ошибок, возникающих в кодовых словах с 
соответствующей длиной кодовых слов. 

Следуя за рассуждениями по определению ха-
рактеристик обнаружения ошибок по видам и 
кратностям для пар композиций равновесных ко-
дов, можно дать более детальную характеристику 
ошибок, не обнаруживаемых рассматриваемыми 
композициями четверок равновесных кодов. 
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Рис. 3. Варианты выделения на треугольнике Паскаля четырех равновесных кодов с ортогональными по всем разрядам комбинациями  
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На рис. 4 изображена структура организации 
самопроверяемого дискретного устройства со схе-
мой встроенного контроля, реализованной на ос-
нове (r/n + (n – r)/n)-кода. Она позволяет учесть 
два диагностических признака при контроле вы-
числений: принадлежность формируемых кодовых 
слов заданному (r/n + (n – r)/n)-коду и принадлеж-
ность каждой функции, описывающей провероч-
ные символы, к классу самодвойственных функ-
ций.  

Объектом диагностирования является комбина-
ционное дискретное устройство F(X), вычисляю-
щее значения булевых функций f1(X), f2(X), …,     
fn–1(X), fn(X) при подаче на входы наборов значений 
аргументов <xt xt–1 ... x2 x1> = <X>. Для контроля 
вычислений устройство F(X) дополняется специа-
лизированной СВК. Кроме того, работа схемы 
настраивается специальным образом [27]. 

Выходы устройства F(X) подключены к входам 
блока коррекции сигналов (БКС) в СВК. Этот блок 
предназначен для преобразования сигналов, фор-
мируемых на выходах устройства F(X), в сигналы 
h1(X), h2(X), …, hn–1(X), hn(X) на каждом наборе 
значений аргументов. Блок коррекции сигналов 

образован каскадом двухвходовых элементов сло-
жения по модулю M = 2 (XOR), на первые входы 
каждого из которых подаются сигналы f1(X), f2(X), 

…, fn–1(X), fn(X), а на вторые – сигналы g1(X), g2(X), 

…, gn–1(X), gn(X) с такими же нижними индексами, 

формируемые блоком G(X) вычисления функций 
логической коррекции:  

     , 1, .i i ih X f X g X i n                (7) 

Преобразование (7) осуществляется на каждом 
наборе значений аргументов и позволяет наделить 
функции h1(X), h2(X), …, hn–1(X), hn(X) следующими 
двумя свойствами. Первое состоит в том, что ко-
довое слово <hn(X) hn–1(X) … h2(X) h1(X)> должно 
принадлежать выбранному (r/n + (n – r)/n)-коду. 
Второе свойство заключается в том, что значения 
каждой функции h1(X), h2(X), …, hn–1(X), hn(X) на 
каждом наборе значений аргументов формируются 
таким образом, чтобы сами функции оказались 
самодвойственными. Как отмечалось выше, это 
требует только того, чтобы на ортогональных 
наборах значений аргументов формировались ор-
тогональные по всем разрядам комбинации, при-
надлежащие (r/n + (n – r)/n)-коду. Необходимо  
доопределение значений векторов                  
<hn(X) hn–1(X) … h2(X) h1(X)> на всех наборах зна-
чений аргументов таким образом, чтобы хотя бы 
единожды были сформированы все кодовые слова, 
принадлежащие r/n-коду и (n – r)/n-коду. Эта осо-
бенность требует выполнения ограничения 

2log 2 .r

nt С     

Контроль принадлежности кодовых слов 
<hn(X)   hn–1(X)   …   h2(X)   h1(X)> выбранному 
(r/n + (n – r)/n)-коду осуществляется с помощью 
самопроверяемого тестера данного кода – устрой-
ства TSC (totally self-checking checker). Такие те-
стеры могут синтезироваться различными спосо-
бами,  например,  с  выделением  двух  функций  
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Рис. 4. Структура организации самопроверяемого дискретного устройства  
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 0

1z X  и  1

1z X , каждая из которых является 
дизъюнкцией конъюнкций, соответствующих ко-
довым словам r/n и (n–r)/n кода (они, к слову, мо-
гут входить в каждую из функций, но только еди-
ножды!). Можно использовать скобочные формы 
для упрощения структур тестеров. Методы же син-
теза тестеров равновесных кодов, изложенные в 

работах [9, 10], напрямую не применимы для син-
теза тестеров их композиций. 

Контроль принадлежности каждой функции 
h1(X), h2(X), …, hn–1(X), hn(X) к классу самодвой-
ственных булевых функций осуществляется с ис-
пользованием устройства nSDC1, на входы которо-
го поступают n самодвойственных сигналов, а на 
выходах формируются значения двух функций 

 0

2z X  и  1

2z X . Такое устройство может быть 
реализовано двумя способами. Первый из них 
предполагает установку n элементарных самопро-
веряемых тестеров самодвойственных сигналов 
SDC (self-dual checker) [27] и n – 1 элементарного 
модуля сжатия парафазных сигналов TRC (two-rail 

checker) [28]. Второй способ основан на использо-
вании предварительного сжатия n самодвойствен-
ных сигналов в один с использованием трехвходо-
вых элементов XOR по схеме из работы [29] и кон-
троль полученного сигнала с использованием од-
ного устройства SDC. 

Выходы  0

1z X  и  1

1z X , а также  0

2z X  и 

 1

2z X  функционируют в парафазной логике. 
Нарушение парафазности свидетельствует о нали-
чии ошибки в вычислениях и косвенно говорит о 
наличии неисправностей в одном из блоков. Вы-
ходы  0

1z X  и  1

1z X , а также  0

2z X  и  1

2z X  

подключаются ко входам одного модуля TRC для 
получения единственного контрольного сигнала 
Z

0
(X) и Z1

(X).  

Принципы организации контроля самодвой-
ственных сигналов требуют последовательного 
сравнения значения на прямой подаваемой комби-
нации и на ортогональной по всем разрядам, что 
требует снижения быстродействия вдвое [30]. То-
гда первая подаваемая комбинация является рабо-
чей, а вторая – контрольной. Таким образом, тре-
буется подача на входы устройства пар наборов 
значений аргументов, составленных из рабочих 
комбинаций и ортогональных по всем переменным 
к ним контрольных комбинаций. Удобным обра-
зом это организуется при импульсном режиме ра-
боты структуры, приведенной на рис. 4. Для такого 
режима работы устанавливается генератор G пря-
моугольных импульсов со скважностью S = 2, на 
выходе которого формируется последовательность 

a 0101…01. Она подается на вторые входы двух-
входовых элементов XOR, устанавливаемых для 
каждого входа x1, x2, …, xt–1, xt. На первые входы 
элементов XOR подаются значения самих входных 
переменных. Такая структура схемы позволяет 
преобразовать сигнал логического нуля в последо-
вательность 0101…01, а сигнал логической едини-
цы – в последовательность 1010…10. Таким обра-
зом, наборы значений аргументов поступают на 
входы блока F(X) парами – рабочий и контроль-
ный, ортогональный по всем разрядам к рабочему. 

Также сигнал от генератора прямоугольных им-
пульсов необходим для работы тестеров самодвой-
ственных сигналов SDC в СВК. 

Отдельные примеры синтеза СВК по приведен-
ному здесь методу оставим за рамками настоящей 
статьи. Отметим лишь, что использование при 
синтезе СВК по представленной на рис. 4 структу-
ре (r/n + (n – r)/n)-кодов позволяет на практике ор-
ганизовывать полностью самопроверяемые дис-
кретные устройства с различными показателями 
эффективности. Прежде всего, здесь важны по-
крытие ошибок на выходах устройства F(X), до-
стижение свойства самопроверяемости СВК, а 
также получение наиболее простой реализации 
СВК, позволяющей синтезировать менее избыточ-
ные структуры, чем при использовании метода 
дублирования. Учитывая высокую вариативность в 
получении значений функций g1(X), g2(X), …,      
gn–1(X), gn(X) на каждом наборе значений аргумен-
тов, можно формировать значительное их количе-
ство и выбирать среди них наиболее простые по 
сложности. Этот показатель определяет сложность 
реализуемого устройства [31]. Так, количество 
способов доопределения значений функций суще-
ственно зависит от числа t входов объекта диагно-
стирования F(X). Достаточно доопределить значе-
ния функций на первой половине наборов, число 
которых равно 12t . На каждом из данных наборов 
можно осуществить доопределение 2 r

nC  способа-
ми. На второй половине наборов значений аргу-
ментов значения функций получаются, исходя из 
свойств самодвойственных функций: требуется на 
ортогональных по всем разрядам наборах доопре-
делить функции до противоположных значений. 
Итого имеется 2t r

nC  способов доопределения зна-
чений функций, реализуемых на выходах блока 
G(X). Имея большое количество способов постро-
ения блоков G(X), можно выбирать наиболее про-
стые их реализации, обеспечивая при этом и те-
стируемость компонентов СВК. Во многих прак-
тических случаях можно добиться более простой 
реализации блока G(X), чем блока F(X), что в су-
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щественной мере влияет на аппаратурную избы-
точность СВК и позволяет строить самопроверяе-
мые устройства, менее избыточные в сравнении с 
использованием дублирования, обладающие к то-
му же улучшенными показателями контролепри-
годности [23]. Тем не менее, более простую реали-
зацию, чем при использовании дублирования, 
применяя рассматриваемую структуру, построить 
удается не для любых блоков F(X), что является 
недостатком применения СВК с коррекцией всех 
сигналов от объекта диагностирования [32]. Ис-
следования показывают, что при определенных 
условиях можно сокращать количество выходов 
блока G(X) путем использования одинаковых 
функций для коррекции различных сигналов от 
блока F(X). Такой подход работает только в част-
ных случаях и до конца не исследован, но также 
может рассматриваться с точки зрения перспекти-
вы совершенствования алгоритмов синтеза СВК по 
структуре, приведенной на рис. 4. 

Использование композиций двух равновесных 

кодов r/n и (n – r)/n при 1, 2, ...,
2

n
r

      
 с учетом 

выполнения условия (1) позволяет существенно 
расширить число способов организации контроле-
пригодных и самопроверяемых дискретных 
устройств с контролем вычислений по двум диа-
гностическим признакам по сравнению с исполь-

зованием в этих целях исключительно кодов /
2

n
n  

с четными значениями n. Композиции равновес-
ных кодов с ортогональными по всем разрядам 
комбинациями могут быть выделены при n ≥ 4. С 
ростом значения n растет и число кодовых слов в 
таких кодах, а число способов выделения именно 
двух равновесных кодов увеличивается всякий раз 
на единицу для каждого четного n, начиная с n = 4. 

При n ≥ 8 возможно построение композиции чет-
ного числа равновесных кодов с ортогональными 
по всем разрядам комбинациями. 

Применение широкого класса композиций рав-
новесных кодов с ортогональными по всем разря-
дам комбинациями позволяет как подбирать ком-
позицию под заданное число выходов объекта диа-
гностирования, так и выбирать композицию с уче-
том возможного выделения групп выходов с 
меньшим их количеством для организации отдель-
ных подсхем контроля вычислений. Интерес мо-
жет вызывать применение композиций равновес-
ных кодов с малыми значениями n, так как для них 

будут более простыми тестеры и условия обеспе-
чения их полной самопроверяемости. 

Дальнейшие исследования могут быть связаны 
с разработкой методов синтеза СВК на основе 
композиций равновесных кодов с учетом миними-
зации различных показателей – структурной избы-
точности, контролепригодности, энергопотребле-
ния и т. д. Интересными могут оказаться практи-
ческие приложения данных кодов, в особенности в 
тех областях науки и техники, где входные данные 
меняются редко (такие системы распространены 
на практике – к ним можно отнести комплексы 
противовоздушной обороны, системы электриче-
ской централизации стрелок и сигналов на желез-
ных дорогах, управляющие комплексы в атомной 
промышленности и др.). В них особо актуальными 

являются задачи рабочего диагностирования и 
обеспечения свойства готовности устройств 
[33, 34]. 

Описанные в настоящей статье принципы вы-
деления композиций равновесных кодов, а также 
их свойства могут оказаться востребованными при 
построении высоконадежных дискретных систем 
на современной и перспективной элементной базе 

[35, 36]. 
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Abstract. This paper proposes using compositions of two constant-weight codes with orthogonal 

combinations over all bits in the design of controllable and self-checking discrete devices. With 

such codes, computation control at the outputs of discrete devices can be implemented via the 

attribute of belonging of the codewords to a given constant-weight code and, moreover, via the 

attribute of belonging of each function describing the codeword bits to the class of self-dual 

Boolean functions. It is shown how to construct noninterference codes based on the composition 

of two constant-weight codes with orthogonal combinations over all bits. Explicit formulas are 

derived to determine the number of errors undetectable by compositions of constant-weight codes 

by their types (by the number of erroneous 0s and 1s in codewords) and multiplicities. The prop-

erties of the codes under consideration are briefly described. The structure of concurrent error-

detection circuits is presented for discrete devices based on the composition of two constant-

weight codes with orthogonal combinations over all bits and computation control via two diag-

nostic attributes. The use of such compositions can be effective in building highly reliable dis-

crete devices on various components. 

 
Keywords: controllable and self-checking devices; computation control via two diagnostic attributes; com-

positions of constant-weight codes; error detection at discrete device outputs.  
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Аннотация. Рассматривается задача математического моделирования процесса передачи 
трафика с применением методов агрегации в подвижных сетях в условиях высокой мо-
бильности абонентов и пространственно неоднородного покрытия, включая зоны деграда-
ции сигнала (так называемые мёртвые зоны). Для повышения надёжности и устойчивости 
передачи данных используется агрегация трафика на уровне канала. Для исследования эф-
фективности алгоритмов агрегации и их адаптации к параметрам работы сети и скорости 
перемещения абонентов предложена марковская модель канала связи. Модель основана на 
периодическом аффинном движении мобильного устройства между базовыми станциями, 
равномерно расположенными на прямой. В рамках модели вводятся понятия зоны устой-
чивого покрытия и переходной зоны, определяемые расстоянием до ближайшей и следую-
щей базовой станции. Состояние канала описывается марковской цепью с состояниями, 
соответствующими дискретизации уровня сигнала: стабильное соединение, ухудшенное 
соединение и разрыв; переходы между состояниями моделируются марковским процессом 
с постоянными интенсивностями, параметры которого определяются на основе данных 
реальных сетей. Рассмотрено также обобщение на случай временно й зависимости состоя-
ний канала, приводящее к полумарковской модели. Для обоих случаев получены аналити-
ческие выражения для стационарных вероятностей состояний и сформулированы условия 
устойчивости системы, гарантирующие ограниченность очередей. Предлагается также мо-
дель для адаптивного управления пропускной способностью сети, оптимизирующая пара-
метры передачи трафика в зависимости от текущего состояния канала, очереди запросов и 
скорости абонента. Эффективность предложенной модели подтверждается численным мо-
делированием, демонстрирующим стабильную работу сети в широком диапазоне скоро-
стей и параметров покрытия. Разработанная модель может применяться для оценки надеж-
ности и оптимизации сетевых протоколов в условиях высокой мобильности абонентов, 

включая высокоскоростной железнодорожный транспорт, автомобильные сети и мобиль-
ные платформы. 
 
Ключевые слова: мобильные сети, марковская модель, полумарковский процесс, устойчивость си-
стемы, преобразование Лапласа.  
 

 

 

Современные системы связи, обеспечивающие 
устойчивую передачу данных от мобильных объ-
ектов, таких как высокоскоростные поезда, беспи-
лотные транспортные средства, дроны и автомо-
били, активно используют инфраструктуру сото-
вых сетей общего пользования. Однако вне зон 
плотной застройки качество связи существенно 
снижается вследствие разреженности расположе-

ния базовых станций (БС), неполного покрытия и 
нестабильности радиоканала. Это проявляется в 
ослаблении сигнала, разрывах соединений и зна-
чительных задержках передачи данных. 

При этом требования к качеству обслуживания 
(англ. Quality of Service, QoS) для абонентов в вы-
сокомобильной среде не уступают запросам поль-
зователей в условиях стабильного покрытия: тре-
буется устойчивая передача объёмного мультиме-
дийного трафика, поддержка потокового видео и 
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передача данных в реальном времени с подвижных 
платформ. Такие сценарии особенно актуальны, 
например, при видеонаблюдении, телеметрии или 
автоматизированном управлении подвижными 
объектами. 

Агрегация трафика является эффективным спо-
собом решения данных проблем [1, 2]. Существу-
ющие методы агрегации трафика (например, Link 

Aggregation Control Protocol (LACP), Multilink PPP) 

применяются в архитектурах LTE и LTE Advanced 

(LTE-A). В настоящей работе основное внимание 
уделяется сценариям, характерным для LTE и 
LTE-A, где агрегация реализуется на уровне про-
токола Packet Data Convergence Protocol (PDCP) и 
через механизмы Carrier Aggregation (CA). Модель 
может быть также адаптирована для сценариев 5G, 
однако специфика NR-архитектуры (New Radio) в 
данной работе не рассматривается подробно. От-
метим, что данные методы демонстрируют высо-
кую эффективность в сетях с устойчивым или уме-
ренным покрытием, однако эффективность суще-
ственно падает при резких изменениях качества 
сигнала и высокой скорости движения абонентов, 
которая требует частого переключения между БС 

[2].  

Анализ типовых сценариев функционирования 
сетей в условиях высокой мобильности абонентов 
позволяет выделить несколько фундаментальных 
проблем: 

 Неполное покрытие сети. Вне городских тер-
риторий наблюдаются значительные мёртвые зо-
ны, в которых уровень сигнала недостаточен для 
устойчивого соединения, что снижает общую про-
пускную способность сети и увеличивает потери 
пакетов. 

 Динамика сигнала. Качество канала связи су-
щественно зависит от траектории и скорости дви-
жения абонента. Доплеровский сдвиг, многолуче-
вое распространение и неоднородность покрытия 
приводят к нестабильности канала и частым раз-
рывам соединений. 

 Неоптимальное поведение при потере связи. 
В случае разрыва соединения или ослабления сиг-
нала инициируются многократные попытки по-
вторной передачи пакетов, что приводит к пере-
грузке как канала, так и сетевой инфраструктуры, 
снижает общую эффективность передачи и увели-
чивает энергопотребление. 

Существующие методы агрегации и управления 
мобильным трафиком недостаточно эффективно 

справляются с перечисленными проблемами. Ос-
новные их недостатки таковы: 

  гнорирование временно й корреляции. 
Большинство моделей предполагает независимые 
переходы между состояниями сети, что не учиты-
вает инерционность оборудования и физические 
закономерности распространения сигнала. 

 Отсутствие адаптации к топологии сети и 
скорости движения абонентов. В ряде подходов 
предполагается стационарная или квазистационар-
ная среда, что делает их неприменимыми при вы-
сокой скорости движения и динамически изменя-
ющемся качестве канала. 

 Высокая латентность при переключении. Ал-
горитмы переключения между базовыми станция-
ми могут приводить к длительным паузам в пере-
даче трафика, особенно в условиях нестабильного 

сигнала. 
Очевидным решением является улучшение су-

ществующих методов агрегации. Однако для оп-
тимизации работы сети и поиска наилучшего ре-
шения требуется разработка соответствующих ма-
тематических моделей. При этом существующие 
модели, как правило, либо являются упрощённы-
ми, либо не учитывают ряд ключевых параметров 
реальных систем, таких как изменяющееся поло-
жение серверов и абонентов в пространстве [3, 4], 
временные корреляции в изменении состояния се-
ти, динамическое перераспределение нагрузки, 
адаптивная буферизация данных; либо же учиты-
вают пространственную геометрию элементов се-
ти, но не учитывают сложную динамику очередей 
[5–7]; либо же анализируют исключительно про-
блемы связности компонентов сети, используя 
теорию графов [8] или методы теории перколяции 
[9–12], добавляя изменчивость состояний узлов во 
времени [13] и адаптируя классические методы 
статистической физики к задачам анализа беспро-
водных сетей [14, 15]. 

Цель данной работы – разработка новой модели 
управления трафиком в мобильных сетях, учиты-
вающей стохастическую изменчивость пропускной 
способности каналов, временную корреляцию со-
стояний сети и адаптивное распределение нагрузки 
для повышения устойчивости соединений и сни-
жения задержек. В данной статье представлена 
стохастическая модель передачи агрегированного 
трафика, в которой характеристики канала описы-
ваются конечной марковской цепью, полученной 
путём дискретизации непрерывного сигнального 
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уровня [16]. Марковская модель оправдана ввиду 
экспоненциального характера статистики перехо-
дов между состояниями в реальных измерениях 
(например, при анализе сценариев переключения 
между базовыми станциями в LTE) [17]. 

В отличие от существующих моделей, предпо-
лагающих либо стационарность состояния канала, 
либо независимость переходов между состояния-
ми, в данной работе предложена стохастическая 
модель, включающая временную корреляцию и 
пространственную структуру покрытия с учётом 
движения абонента между базовыми станциями по 
аффинной траектории. Основной вклад работы 
заключается: 

– в построении марковской и полумарковской 
моделей канала связи на основе дискретизации 
уровня сигнала,  

– в аналитическом выводе стационарных рас-
пределений состояний и условиях устойчивости 
очередей,  

– в разработке адаптивной модели управления 
трафиком, оптимизирующей пропускную способ-
ность с учётом текущего состояния канала, скоро-
сти движения и длины очереди. 

Работа имеет следующую структуру. В § 1 из-
лагается процесс построения модели канала и 
представлена математическая модель адаптивного 
управления трафиком, выводятся основные урав-
нения модели, описывается марковский процесс 
переходов между состояниями и анализируются 

условия устойчивости системы. Формулировки и 
доказательства основных результатов даны в § 2. 

Здесь приводятся явные аналитические формулы 
для стационарного распределения, формулируется 
условие устойчивости модели. В § 3 представлены 
результаты численного моделирования предло-
женной модели в различных сценариях работы се-
ти и осуществляется ее сравнение с существую-
щими методами агрегации трафика. В заключении 
формулируются основные выводы по результатам 
исследования, оценивается эффективность пред-
ложенной модели и приводятся направления даль-
нейших исследований. 

Настоящая работа ориентирована на архитекту-
ры LTE и LTE-A, в которых агрегация трафика 
осуществляется на уровне PDCP и через механиз-
мы Carrier Aggregation (CA). Рассматриваемая мо-
дель применима к сценариям с высокоскоростным 
перемещением (например, железнодорожного 

транспорта), характерным для данных технологий. 
Хотя в 5G NR применяются более сложные схемы 

агрегации (включая Dual Connectivity и Service 

Data Adaption Protocol (SDAP)), они выходят за 
рамки данной статьи и могут быть предметом по-
следующего обобщения. Основное внимание со-
средоточено на формализованном описании стоха-
стической структуры радиоканала и адаптивного 
управления пропускной способностью в рамках 
LTE/LTE-A. 

 

Мобильную сеть будем рассматривать как со-
вокупность базовых станций и мобильных абонен-
тов, перемещающихся по маршрутам с различным 
уровнем покрытия сигнала. При этом под мобиль-
ным абонентом будем понимать единый агрегатор 
или сервер, формирующий объединённый трафик 

от множества устройств на борту высокоскорост-
ного поезда или автомобиля. Практическая реали-
зация такой схемы получила распространение в 
современных сетях 4G/5G (примером могут слу-
жить мультирелейные системы, в рамках которых 

поезд или автобус имеет единую точку доступа к 
сотовой сети) [1]. Это позволяет агрегировать тра-
фик множества устройств в один канал и упро-
стить процесс переключения между базовыми 
станциями, в то время как отдельные устройства 
внутри вагона подключаются к этому «серверу» [1, 
18, 19]. В контексте LTE- и LTE-A-архитектур аг-
регатор реализуется в виде абонентского термина-
ла или мультирелейной платформы, объединяю-
щей трафик с борта транспортного средства и вза-
имодействующей с несколькими компонентными 
несущими (CA). 

Будем предполагать, что покрытие сети не-
плотное, т. е. БС располагаются на таком удалении 
друг от друга, чтобы имели место разрывы в по-
крытии, а скорость движения абонентов достаточ-
но высокая, чтобы для передачи необходимого 
объема трафика нужно было задействовать после-
довательно несколько БС. 

 

1.1. Предположения модели 

Топологию сети естественно моделировать в 
виде ориентированного графа  ,G V E  [3, 5, 8], 

где V  – множество узлов сети (например, базовых 
станций); E V V   – множество ориентирован-
ных рёбер, представляющих возможные маршруты 
передачи данных между узлами. 
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Сделаем несколько предположений относитель-
но рассматриваемой модели, которые существенно 
упрощают анализ, но при этом не ограничивают 
общность подхода и основные качественные выво-
ды. 

 Граф базовых станций является линейным: 

будем предполагать, что БС расположены вдоль 
прямой линии в точках с координатами 

, ,jx j x j     

где x  – фиксированное расстояние между сосед-
ними БС. Другими словами, предполагается, что 
БС расположены равномерно в узлах одномерной 
решётки  . Такое предположение отражает ти-
пичную ситуацию покрытия вдоль транспортных 
магистралей или железных дорог. 

Замечание. Следует подчеркнуть, что рассмат-
риваемая линейная расстановка БС с равномерным 
шагом вдоль прямой является идеализированным 
допущением, характерным в первую очередь для 
магистральных сценариев (железнодорожных, ав-
томагистралей и т. д.). В реальных системах могут 
встречаться вариации во взаимном расположении 
БС, участки трассы с кривизной, зоны неоднород-
ного рельефа (туннели, мосты и пр.). Тем не менее, 
линейная модель даёт удобный базовый каркас для 
анализа основных закономерностей, особенно при 
движении по относительно прямым участкам пути. 
Это упрощение не влияет на общую логику мето-
дов и выводы, но при необходимости может быть 
уточнено. 

 Движение агрегатора равномерно: агрегатор 
перемещается вдоль указанной прямой линии с 
постоянной скоростью: 

0 0( ) , 0.v t v v   

Это предположение оправдано при моделиро-
вании стандартных сценариев (например, движе-
ния высокоскоростных поездов или автомобилей 
на автомагистралях), в которых изменения скоро-
сти относительно малы и агрегатор движется ста-
бильно. 

Замечание. В работе предполагается постоян-
ная скорость агрегатора 0( )v t v  (или нормирован-
ная единичная скорость). Такой выбор оправдан 
стационарностью условий высокоскоростного 
транспорта на длинных магистралях. При этом ре-
альные сценарии могут включать участки разгона 

(торможения), а также колебания скорости. Если 
такие эффекты существенны, модель можно рас-
ширить. В данном же исследовании сосредоточим-
ся на базовом сценарии с постоянной или почти 
постоянной скоростью, что обеспечивает перио-

дичность движения и упрощает дальнейшие анали-
тические выкладки без потери общности. 

 Влияние БС локализовано: качество соеди-
нения в каждой точке траектории агрегатора опре-
деляется только двумя ближайшими БС – текущей 
(позади агрегатора) и следующей (перед агрегато-
ром). Такое упрощение обосновано быстротой за-
тухания сигнала с расстоянием и позволяет прене-
бречь влиянием дальних БС без существенной по-
тери точности. 

Таким образом, при условии равномерного рас-
положения базовых станций и равномерного дви-
жения агрегатора процесс перемещения агрегатора 
можно моделировать как периодическое движение 
точки по полуинтервалу [0, 1). Можно считать 
также, что при достижении агрегатором положения 
1 происходит смена текущей и следующей базовых 
станций, и агрегатор снова начинает движение из 
точки 0. Такая интерпретация существенно упро-
щает математический анализ и численное модели-
рование динамики сети. 

С учётом этих предположений состояние агре-
гатора в любой момент времени может быть пол-
ностью параметризовано его положением на аф-
финном полуинтервале [0, 1), а исследование мо-
дели можно ограничить периодом прохождения 
данного расстояния. 

Таким образом, при условии равномерного рас-
положения базовых станций и равномерного дви-
жения агрегатора его движение можно строго опи-
сать следующим образом. 

Обозначим через 
0

x
T

v


  время прохождения 

агрегатором расстояния x  между двумя соседни-
ми БС. 

Тогда положение агрегатора в любой момент 
времени t  моделируется с помощью периодиче-
ского аффинного параметра    0,1s t  , задаваемо-
го формулой 

mod
( ) ,

t T
s t

T
  

где ( ) 0s t   соответствует положению агрегатора 

ровно в точке текущей базовой станции, а ( ) 1s t   – 

достижению следующей БС. 
При достижении агрегатором положения 

( ) 1s t   он мгновенно начинает движение на новом 
отрезке, где следующая базовая станция становит-
ся текущей, а новая соседняя базовая станция – 

следующей. 
Таким образом, движение агрегатора по сети 

представляет собой периодический процесс, кото-
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рый в рамках модели можно представить как по-
вторяющееся движение точки по полуинтерва-

лу [0, 1): 

   .x t s t  

Важным частным случаем, который позволяет 
максимально упростить модель и последующий 
анализ, является выбор единичной скорости агре-
гатора 

0 1v   и единичного расстояния между базо-
выми станциями 1x  . 

В этом случае время прохождения между сосед-
ними БС становится единичным ( 1T  ), и положе-
ние агрегатора  x t  на полуинтервале [0,1) задаёт-
ся простой периодической зависимостью 

( ) mod 1.x t t  

Таким образом, агрегатор перемещается по по-
луинтервалу [0,1) с постоянной единичной скоро-
стью и, достигая точки 1 , мгновенно переходит к 
следующему полуинтервалу, начиная вновь с по-
зиции 0. Графически эта функция представляет со-
бой периодическую пилообразную зависимость с 
единичным периодом. 

Таким образом, положение агрегатора на полу-
интервале [0, 1) полностью определяет его удалён-
ность от двух соседних базовых станций. 

Ввиду периодичности модели для анализа 
свойств системы достаточно рассмотреть её пове-
дение на одном фиксированном периоде  0, 1t . 

Результаты на остальных временны х интервалах 
будут аналогичны вследствие указанной перио-
дичности. 

 

1.2. Динамика расстояний до базовых станций  
и качества сигнала с учётом топологии сети 

Расстояния от агрегатора до текущей (позади 
него) и следующей (впереди него) базовых стан-
ций при положении  ( ) 0, 1x t   задаются следую-
щими формулами: 

       current next, 1 ,d t x t d t x t    0 0,5;x t   

       current next1 , ,d t x t d t x t    0,5 1.x t   

 з этих формул явно следует, что: 
 в начале периода  ( 0)x t   агрегатор нахо-

дится непосредственно на текущей базовой стан-
ции (расстояние до неё равно нулю), а до следую-
щей станции расстояние максимально (равно еди-
нице); 

 в середине периода ( )( 0,5)x t   агрегатор 
находится ровно посередине между двумя сосед-
ними базовыми станциями, и расстояния до них 
равны 0,5;  

 в  конце периода ( )( 1)x t   агрегатор достигает 
следующей базовой станции, после чего происхо-
дит мгновенный переход на новый отрезок, где 
следующая базовая станция становится текущей, и 
положение агрегатора снова становится равным 
нулю. 

Таким образом, за один период агрегатор сна-
чала удаляется от текущей базовой станции (при 
движении от 0 до 0,5), а затем приближается к сле-
дующей станции (при движении от 0,5 до 1). В ре-
зультате расстояние до ближайшей базовой стан-
ции за один период сначала монотонно возрастает 
от 0 до 0,5, а затем монотонно убывает обратно до 
нуля. 

Дополнительно предположим, что каждая базо-
вая станция характеризуется конечным радиусом 
действия R , в пределах которого агрегатор полу-
чает устойчивый сигнал (состояние 1S ). Кроме то-
го, за пределами радиуса R  существует небольшая 
переходная зона шириной  , в которой сигнал 
ослаблен (состояние 2S ). 

Таким образом, для каждой базовой станции 
выделяются три зоны покрытия: 

– зона устойчивого сигнала (состояние 1S ): 

0 d R  , 

– переходная зона ослабленного сигнала (со-
стояние 2S ): R d R   , 

– мёртвая зона (состояние 3S ): d R  , где d  

– текущее расстояние до базовой станции 

      current nextmin , .d d t d t d t   

Предполагается, что выполнено следующее 
естественное условие: 

 2 1,R     

т. е. суммарный диаметр зон покрытия одной базо-
вой станции (зона устойчивого сигнала плюс пере-
ходная зона с обеих сторон) существенно меньше 
расстояния между соседними базовыми станция-
ми. Это гарантирует наличие мёртвых зон между 
зонами покрытия соседних БС, где сигнал полно-
стью отсутствует. 

При движении агрегатора по полуинтерва-

лу [0, 1) агрегатор последовательно проходит: 

– через зону устойчивого сигнала текущей 
станции, 

– через переходную зону ослабленного сигнала 
текущей станции, 

– через мёртвую зону, 
– через переходную зону ослабленного сигнала 

следующей станции, 
– через зону устойчивого сигнала следующей 

станции. 
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В общем случае влияние скорости движения и 
расстояния до ближайшей базовой станции на ка-
чество соединения моделируется специальной 
функцией потерь, объединяющей линейные и не-
линейные эффекты [20]: 

 
 

0 1

2 3 ,

( ) ( ) ( ) (,

log (1

)

) ( )

tL d v L a d k vt t t

tk v k v t





   

  
 

где 0L  – базовые потери при идеальном случае 

(нулевое расстояние и нулевая скорость);  a d t

 – 

компонент затухания сигнала, зависящий от рас-
стояния ( )d t  до базовой станции (степенная мо-
дель распространения сигнала, обычно  2, 4 ; 

 1k v t  – линейный компонент, связанный с допле-

ровским сдвигом частоты;   2log 1k v t  – лога-
рифмическое затухание, вызванное многолучевы-
ми замираниями (fading);  3k v t


 – нелинейные 

эффекты, возникающие при переключении между 
базовыми станциями и высоких скоростях ( 1  ). 

Таким образом, представленная модель одно-
временно учитывает влияние обоих ключевых 
факторов – удалённости от базовой станции и ско-
рости движения агрегатора – что делает её физиче-
ски адекватной и практически полезной для даль-
нейшего анализа. 

Линейная модель      0 1L v L ad t k v t
    со-

храняется как частный случай ( 2 3 0k k  ), обес-
печивая аналитическую простоту для базового 
анализа [20], и в рамках данной работы будет рас-
сматриваться именно данная модель. 

 

1.3.  Процесс переходов между дискретными 
уровнями сигнала в общем случае  

В рамках предложенной модели агрегатор по-
следовательно проходит три зоны с различным 
качеством сигнала (устойчивый сигнал, ослаблен-
ный сигнал и мёртвая зона). В реальных сетях пе-
реходы между состояниями соединения 

1 2 3)( , ,S S S  происходят не мгновенно, а характе-
ризуются некоторой задержкой и инерционностью. 
Основными причинами таких эффектов являются 
[20]: 

 Постоянство внешних условий: параметры 
канала связи остаются относительно стабильными 
на протяжении некоторого времени, поэтому пере-
ходы между состояниями происходят постепенно, 
а не резко. 

  нерционность оборудования: переключение 
между базовыми станциями требует дополнитель-
ного времени на согласование и обработку сигна-
лов. 

 Физическая траектория движения: при движе-
нии по определённой траектории переходы между 
состояниями связаны с топологией сети и регуляр-
ностью расположения базовых станций. 

Эти эффекты создают временную корреляцию 
между состояниями канала, что означает зависи-
мость вероятностей переходов не только от теку-
щего состояния, но и от времени пребывания в 
нём. Строгое математическое описание таких си-
туаций приводит к необходимости рассмотрения 
более общего класса процессов, называемых по-
лумарковскими (англ. Semi-Markov Processes, 

SMP) [21, 22]. 

Рассмотрим случайный процесс  X t , модели-
рующий изменение уровня сигнала в мобильной 
сети. Этот процесс представляет собой полумар-
ковскую модель с тремя состояниями: 1S  (устой-
чивый сигнал), 2S  (ослабленный сигнал), 3S  

(мёртвая зона). Моменты переходов образуют воз-
растающую последовательность  n  случайных 
величин, при этом  X t  сохраняет текущее состо-
яние между переходами [23]. 

Полумарковская модель уровней сигнала зада-
ётся следующей системой интегро-дифференци-

альных уравнений для вероятностей состояний 
 , 1, 2, 3( ) ( )i ip P X St it   : 

   

   
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             (1) 

где интенсивность перехода задаётся функцией 

0

exp ( ) ,

, 1, 2, 3,
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ij ij i

i ik

k i

dt t

t

u

it

u
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


 

Будем полагать, что заданы фиксированные 
начальные условия      1 2 30 1, 0 0 0p p p   . 

Для решения системы (1) удобно применять 
преобразование Лапласа [24]. При этом в про-
странстве Лапласа получаем систему алгебраиче-
ских уравнений 
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В общем случае времена пребывания могут 
иметь произвольные распределения  iF t : 

 .i iT F t  Тогда система уравнений (1) становится 
достаточно сложной для аналитического решения. 
В такой ситуации можно применять численные 
схемы по временно й сетке  nt , например: 
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При более сложных распределениях (гамма-, 

Вейбулла и т.  п.) такой прямой численный подход 
позволяет эффективно получать решения. 

На практике часто используются следующие 
распределения времён пребывания в состояниях: 
гамма- (Эрланга), Вейбулла и равномерное рас-
пределения. Ниже приведены распределения вре-
мён пребывания и соответствующие выражения 

для интенсивностей переходов    ij ijt t   

 
0

exp

t

i u du
 

    
 
 , а также их преобразования 

Лапласа для данных распределений 
    ij ijs t   : 

 Гамма-распределение (распределение Эрлан-
га): 

Функция интенсивности, интенсивность пере-
хода в соседнее состояние и преобразование 
Лапласа соответственно имеют следующий вид: 
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 Распределение Вейбулла: 
1 1

, ( ) exp ,( )i ij ij
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 Равномерное распределение на отрезке 
 , :a b  
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Подстановка вышеописанных параметров в си-
стему уравнений (1) позволяет получить явные 
выражения для вероятностных характеристик мо-
дели при различных распределениях времени пре-
бывания в состояниях, а также вывести важнейшие 
метрики качества функционирования системы. 

Однако аналитическое исследование таких мо-
делей в общем случае приводит к громоздким вы-
ражениям, затрудняющим их интерпретацию и 
применение. Поэтому в дальнейшем ограничимся 
рассмотрением марковского случая, предполага-
ющего экспоненциальное распределение времени 
пребывания в каждом состоянии: 

  ,it

iT t e
   

что соответствует отсутствию памяти и суще-
ственно упрощает анализ. Такое допущение озна-
чает, что временные корреляции и инерционность 
каналов считаются усреднёнными и аппроксими-
руются постоянными интенсивностями переходов 
между состояниями. 

Это упрощение позволяет получить строго ана-
литические и легко интерпретируемые результаты, 
которые и будут изложены в § 2 как основные ана-
литические следствия модели. 

 

2.1. Механизм оптимального управления 

Для адаптивной корректировки параметров пе-
редачи трафика (формально) введём функцию 
 u t , зависящую от текущего состояния сети: 
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где  2 ,g    – адаптивная функция, зависящая от 
времени пребывания в состоянии 2S  и параметров 
 , подлежащих оптимизации. 

Для оптимизации работы системы формулиру-
ется целевая функция 

       1 pack 2

0

,

T

J u L u t D u t dt    
 

   (2) 

где   packL u t  – функция, отражающая потери 
пакетов в зависимости от выбранной стратегии 
 u t ;   D u t  – функция задержек передачи дан-

ных; 1  и 2  – коэффициенты важности соответ-
ствующих критериев; T  – рассматриваемый вре-
менной интервал. 

Оптимальная стратегия  *
u t  достигается пу-

тём минимизации целевой функции (2). В качестве 
метода оптимизации можно использовать, напри-
мер, градиентный спуск или методы динамическо-
го программирования [25, 26]. Для градиентного 
спуска по параметрам   корректировка осуществ-
ляется по хорошо известному алгоритму [25, 27] 

 1 ,n n J u       

где   – параметр алгоритма, а  J u  – градиент 
целевой функции по параметрам  . Подобные 
подходы широко применяются в задачах калиб-
ровки систем связи и управления потоками в сетях. 

Кроме управления скоростью передачи, функ-
ция  u t  может влиять и на переходные интен-
сивности между состояниями сети. Например, 
можно модифицировать интенсивности так, чтобы 
уменьшить вероятность разрыва связи или уско-
рить восстановление: 

    ( )0λ , ( ) λ ( ) ,vk v t

ij ijv u t h u t e
             (3) 

где 0
ij  – базовые интенсивности; функция   h u t  

описывает корректирующий эффект управления, а 
 vk v t

e


 отражает влияние скорости движения  v t  

агрегатора (при необходимости). Подобные по-
правки позволяют моделировать физические и 
протокольные механизмы, при которых, например, 
более агрессивное использование ресурса 
(бо льшая мощность передачи) увеличивает значе-
ние   h u t  и тем самым снижает вероятность пе-
рехода в мёртвую зону. 

В рамках данной работы используется экспо-
ненциальная форма управляющей функции (3) как 

базовая. Она хорошо отражает интуитивно ожида-
емое экспоненциальное ухудшение параметров 
канала при длительном нахождении в ослабленном 
состоянии [28], выбор экспоненты оправдан ана-
литической простотой, применимостью в извест-
ных моделях каналов  с затуханием возможностью 
калибровки параметра   в рамках процедуры оп-
тимизации [29]. 

Однако возможны и другие виды функций (ло-
гистическая, линейная и др.), в зависимости от фи-
зических или протокольных ограничений. Подоб-
ный выбор функции  2 ,g    может быть обосно-
ван с помощью данных или в рамках аппроксима-
ции механизмов, реализуемых, например, в адап-
тивной модуляции современных протоколов связи 
(см. LTE, 5G [30]). 

В настоящей работе целевая функция (2) рас-
сматривается в общем виде, однако для численно-
го моделирования можно конкретизировать её сле-
дующим образом: 

 pack loss

0

1
,

T

L t dt
T

    

где   packL u t  – доля потерянных пакетов, 

 loss 1t  , если пакет в момент t  был отброшен, и 

 loss 0t   в противном случае. 
Усреднённая задержка передачи пакетов 
  D u t  может быть оценена, например, по сле-

дующей формуле: 

  
1

1
,

N

i

i

D u t W
N 

   

где iW  – суммарное время пребывания i -го пакета 
в системе. 

Таким образом, введение управления  u t  и 
целевой функции даёт возможность комплексного 
подхода к оптимизации в сетях мобильной связи 
[31]: как регулирования скорости передачи (или 
других параметров канала), так и управления веро-
ятностью разрывов и восстановлений путём изме-
нения интенсивностей ij . На практике выбор 

конкретной формы функции  u t  и метода опти-
мизации определяется требованиями к качеству 
(снижению задержек, потерь) и доступными аппа-
ратными (протокольными) возможностями [32]. 

Кроме того, подобное управление может быть 
реализовано посредством дополнительного модуля 
(платы) с программным управлением, в котором, 
например, применяются нейронные сети для про-
гнозирования состояния канала и динамической 
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настройки параметров. Тем самым удаётся вовре-
мя реагировать на ухудшения связи и заранее 
адаптировать скорость передачи и вероятность 
разрывов в реальном времени. 

В зависимости от специфических требований к 
обслуживанию (например, ограничения на задерж-
ку, порог вероятности потерь или ограничения на 
энергоёмкость передачи) предложенная целевая 
функция (2) может быть уточнена путём добавле-
ния дополнительных критериев или штрафов за 
превышение норм качества. Таким образом, при 
решении конкретных инженерных задач форма 

 packL   и  D   может быть выбрана с учётом 
практической значимости конкретных метрик ка-
чества работы сети (пакетные потери, время про-
стоя и пр.). В настоящей работе функция  J u  

остаётся в общем виде; в разделе, посвящённом 
частным предположениям и упрощениям, проде-
монстрируем, как именно происходит выбор целе-
вой функции для специальных случаев. 

 

2.2. Основные свойства системы 

Теперь рассмотрим основные характеристики 
системы. Для простоты и прозрачности дальней-
шего анализа предположим, что интенсивности 
переходов между состояниями связи постоянны в 
пределах каждой зоны и зависят только от текуще-
го состояния, в котором находится агрегатор. Это 
означает, что переходы между уровнями качества 
сигнала можно описывать с помощью фиксиро-
ванных параметров, отражающих физические ха-
рактеристики среды и динамику перемещения. 

Таким образом, модель использует конечное 
число постоянных интенсивностей переходов, 
каждая из которых характеризует типичный режим 
перехода между зонами покрытия базовой стан-
ции. При предположении об экспоненциальном 
распределении времени пребывания в каждом со-
стоянии модель сводится к непрерывному марков-
скому процессу с конечным числом состояний, 

задаваемому системой уравнений Колмогорова и, 

таким образом, вместо рассмотрения системы (1) 
можно перейти к рассмотрению инфинитезималь-
ной матрицы переходов 

 
12 12

21 21 23 23

32 32

0

,

0
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  
        
   

 

а вектор вероятностей состояний 
        1 2 3, ,p t p t p t p t  удовлетворяет системе 

уравнений Колмогорова 

    .
dp t

p t Q
dt

  

Здесь коэффициенты ij  имеют следующую 
физическую интерпретацию: 

 12  – интенсивность перехода от устойчивого 
сигнала 1S  к ослабленному 

2S , соответствующая 
движению из зоны d R  в зону R d R   ; 

 21  – интенсивность восстановления сигнала 
от состояния 

2S  к 
1S  при обратном переходе в зо-

ну хорошего покрытия; 
 

23  – интенсивность потери сигнала (переход 
от состояния 2S  к 3S ), что соответствует попада-
нию в мёртвую зону; 

 32  – интенсивность восстановления сигнала 
при возвращении из мёртвой зоны 3S  в переход-
ную зону 

2S . 

Замечание. В описываемом подходе структура 
сети явно не входит в модель. Однако она может 
быть косвенно учтена путём параметризации мат-
рицы Q  на основе матрицы смежности графа по-
крытия или других структурных характеристик 
сети. Такой подход открывает возможность для 
обобщения модели на случай пространственно не-
однородных сетей или реальных телекоммуника-
ционных инфраструктур. 

Теорема 1 (о существовании кусочно-

гладкой управляющей функции). Для канала, 
находящегося в одном из трёх состояний: 1S  

(устойчивое состояние), 2S  (ослабленное состоя-
ние) и 3S  (разрыв связи), существует кусочно-

гладкая управляющая функция общего вида  u t , 

зависящая только от текущего состояния канала 
 X t  такая, что 
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2 2
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где iu  – параметры управления в состоянии iS  

( 1, 2, 3)i  . Интенсивности обслуживания 

  i u t  в каждом состоянии канала и переходов    

  ij u t  между состояниями при этом коррект-
но определены и управляемы на каждом интервале 

постоянства состояния. 
Данная функция управления определяет интен-

сивность обслуживания   i u t  в каждом состо-
янии канала, а также может влиять на интенсивно- 
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сти переходов   ij u t   между состояниями 
(например, путём управляемого ускорения восста-
новления канала или замедления его ухудшения). 
 ными словами, когда канал находится в состоя-
нии 

iS , система применяет управление 
iu , которое 

задаёт текущую скорость обслуживания  i iu  и 
может изменять переходные интенсивности 

 ij iu  в другие состояния. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (обоснование выбора формы 

 u t ). Управление, зависящее только от текущего со-

стояния  X t , естественно в контексте адаптивных си-

стем связи. Такая кусочно-заданная функция  u t  поз-
воляет мгновенно реагировать на изменения качества 
канала: при переходе из устойчивого состояния в 
ослабленное или при разрыве связи управление скачко-
образно меняет свое значение на новое, соответствую-
щее ухудшившимся условиям. Это обеспечивает адап-
тивное регулирование обслуживания – например, при 
ухудшении канала ( 2S ) можно уменьшить скорость 
обслуживания или включить более надёжный режим 
передачи, а при разрыве ( 3S ) – инициировать процеду-
ры восстановления связи (что эквивалентно увеличению 
интенсивности перехода обратно в состояние 1S  или 

2S ). В устойчивом состоянии 1S  управление может 
возвращаться в режим максимальной пропускной спо-
собности. Такая форма функции  u t  гарантирует, что 
система динамически подстраивается под текущее со-
стояние канала, улучшая устойчивость обслуживания 
при деградации канала и сокращая длительность про-
стоев при разрывах. ♦ 

Теорема 2 (критерий устойчивости системы с 
очередью). Рассмотрим марковский процесс 

 ,X t  принимающий три состояния  1 2 3, , ,S S S  

где состояния 1S  и 2S  имеют интенсивности об-
служивания 1  и 2  соответственно, а в состоя-
нии 3S  передача невозможна ( 3 0  ). Пусть in  – 

интенсивность входного (пуассоновского) потока 
заявок. Обозначим через 1 2 3,   ,      стационарные 
вероятности пребывания канала в состояниях 

1 2 3, ,S S S  (если они существуют). 
Система очередей (с неограниченным буфером) 

и переменным качеством сигнала устойчива то-
гда и только тогда, когда 

in 1 1 2 2.                               (4) 

Условие (4) означает, что средняя входная 
нагрузка должна быть меньше средней пропускной 
способности канала, равной 1 1 2 2     . При 

нарушении условия (4) очередь (при неограничен-
ной ёмкости) возрастает неограниченно, см. рабо-
ты [3, 24]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В модели M/M/1 условие 

устойчивости in    есть необходимое и достаточное 
[2]. Для случая с переменной  , зависящей от состоя-
ния канала, средняя скорость обслуживания равна 

3

1

i i

i

  . Так как 3 0  , вклад состояния 3S  в пропуск-

ную способность нулевой. Следовательно, критерий 
переходит в неравенство (4). При выполнении условия 

(4) существует единственное стационарное распределе-
ние размера очереди; иначе стационарное распределе-
ние отсутствует. 

Стационарные вероятности 1 2 3,   ,      определяются 
из уравнений Колмогорова (1). Стационарный вектор 

 1 2 3, ,      удовлетворяет системе 

 
12 1 21 2

12 1 21 23 2 32 3

1 2 3

0,

0,

1.

     
          
     

 

Решая систему, получаем: 

23 12 2312
2 1 3 2 1

21 32 21 32

.,
  

       
   

 

Подставляя в условие нормировки: 

12 2312
1 2 3 1

21 21 32

1 1 
  

              
 

1

12 2312
1

21 21 32

1 .


  

        
 

Подстановка 1 2 3, ,    в неравенство (4) даёт явное 
численное условие 

21 32 12 32
in 1 2 ,

                 
 

где 

21 32 12 32 12 23.           ♦ 

Следствие (условие устойчивости системы с 
управлением). В стационарном режиме условие 
устойчивости системы с учётом оптимального 
управления записывается как 

   * *
in 1 norm 2 slow ,u u        

где стационарные вероятности  *
i u  зависят 

от оптимальной стратегии  *
u t . 
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2.3. Операционные характеристики системы  
в стационарном режиме 

Хотя в предыдущих разделах изложение было 

сосредоточено на описании канала (состояний 

1 2 3, ,S S S ) и его переходных интенсивностях, в 
реальной системе с очередью полное состояние в 
момент времени t  задаётся парой «состояние ка-
нала – длина очереди». 

Умея оценивать эволюцию канала в терминах 
состояний  1 2 3, ,S S S  и управляющей функции 

 u t , можно оценить качество работы системы с 
учётом трафика в реальных системах. Для этого 
объединим марковскую модель канала с моделью 
очереди типа М/M/1 (либо М/M/1/N при конечном 
буфере), где скорость обслуживания зависит от 
текущего состояния канала и, при необходимости, 
от управления  u t . 

Такой подход основан на классических резуль-
татах теории массового обслуживания [3, 4], при-
менённых к ситуации, когда параметры обслужи-
вания (и даже переходы канала из одного состоя-
ния в другое) могут меняться в зависимости от 
стратегии управления. Как как будет показано да-
лее, в стационарном режиме ключевые вероят-
ностные характеристики – вероятность потерь, 
среднее число заявок в системе, пропускная спо-
собность – выражаются через стандартные форму-
лы Эрланга и Литтла, но с учётом средних (эффек-
тивных) скоростей, задаваемых состояниями кана-
ла. 

Рассмотрим систему с очередью, которую об-
служивает управляемый марковский канал с тремя 
состояниями  1 2 3, , ,S S S  где управление  u t  мо-
жет влиять как на интенсивность обслуживания 

 i u  в состояниях iS , так и на интенсивности 
переходов  ij u . Предположим следующее: 

 Очередь имеет конечную ёмкость: максимум 
N  пакетов в ожидании (значит, всего 1N   паке-
тов вместе с обслуживаемым). 

 В стационарном режиме канал проводит долю 
времени  *

i u  в состоянии iS  (при оптимальном 

или фиксированном управлении *
u ). 

 Если  3 0u   (пребывание в «мёртвой» 

зоне), то        * * * *
1 1 2 2u u u u       есть 

эффективная (средняя) скорость обслуживания. 
  нтенсивность входного потока заявок – in . 

Тогда с учётом предположений можно найти 
операционные характеристики работы системы. 

 Коэффициент загрузки. Определим относи-
тельную нагрузку (загрузку): 

       
in in

* * * *
1 1 2 2

.
u u u u

 
  

     
 

Если 1  при данном *
u , система может работать 

без «коллапса» в неограниченном буфере; если 
1 , очередь растёт или происходят большие по-

тери. 
 Вероятность потерь. Для конечного N  веро-

ятность потери пакета при переполнении очереди 
задаётся (аналогично формуле Эрланга) через 

 
1

loss 1

0

очередь ,
N

N
k

k

P P N







  


 

где   определяется через  *
i u  и  *

i u . При 

1  и N   получаем loss 0P  , а при 1   

имеем loss 1P  . 

 Среднее число пакетов и задержка. Обозна-
чим  L E n  математическое ожидание числа па-
кетов в очереди и на обслуживании. При 1   

справедлива формула 

   2

2

2 1
.

1 1

N

N

N
L





  
 

 
 

Среднее число пакетов в очереди qL  получается 
вычитанием средней занятой позиции обслужива-
ния; аналогично для среднего времени пребывания 
 W  и ожидания  qW  применяем закон Литтла: 

eff eff, ,q qL W L W     

где  eff in loss1 P     – интенсивность фактиче-
ского потока поступающих и обслуживаемых па-
кетов. 

 Средняя пропускная способность. В стацио-
нарном режиме система пропускает поток с интен-
сивностью 

 out eff in loss1 .P       

Если 1  и N  , то out in    (нет потерь). 
При 1   очередь переполнена и out   . 

2.4. Следствия и замечания 

 Граничные случаи (сводимость к класси-
ческим моделям). Если канал практически всегда 



 

 
 

 

 
 

 ●

находится в хорошем состоянии 1S  (т.  е. 1 1  , 

2 3 0    , 1   ), то вся система сводится к 
классическому M/M/1. Тогда критерий устойчиво-
сти принимает вид in   , а формулы для вероят-
ности потерь, среднего числа пакетов и времени 
ожидания упрощаются до хорошо известных ре-
зультатов (формула Эрланга, формулы Литтла 
и т.  д.). Напротив, если значительную долю вре-
мени агрегатор пребывает в мёртвой зоне 3S  ( 3  

велика, 3 0  ), то эффективная скорость   резко 
падает, и система ведёт себя как «медленный сер-
вер» с высокой нагрузкой  . 

 Пример влияния пребывания в мёртвой зоне на 
потери. Пусть 1 1  , 2 0,5  , 3 0  , а доли времени 
в состояниях таковы: 1 0,8  , 2 0,15  , 3 0,05  . 

Тогда 0,8 1 0,15 0,5 0,875      . При входном потоке 

in 0,7   имеем 0,8 1   , и система работает без су-
щественных потерь. Однако при in 1,0   ( 1,14 1)    

очередь начинает неограниченно расти (при большом 
буфере) либо достигает максимума N  (при конечном 
буфере); возникает ощутимая вероятность потерь 

loss( 0,2)P  , а выходная пропускная способность насы-
щается на уровне out 0,875    . 

 Физический смысл управления переходами 
и скоростью обслуживания. Если в системе мож-
но управлять интенсивностями   ij u t  (ускоряя 
восстановление из состояния 3S  или замедляя уход 
из состояния 1S ) и (или) изменять   i u t  (выби-
рая более агрессивные или безопасные режимы 
передачи), то фактически можно контролировать 

долю времени 3  (пребывание в мёртвой зоне) и 
эффективную скорость  . Тем самым можно су-
щественно понизить нагрузку  , уменьшить веро-
ятность потерь и среднюю задержку. Однако на 
практике повышение i  или сокращение времени 

пребывания в состоянии 3S  может требовать до-
полнительных ресурсов (мощность, резервные ка-
налы и т. д.), поэтому приходится искать компро-
мисс между затратами и выигрышем в качестве 
обслуживания. 

 Область применения и перспективы. Сде-
ланные допущения (экспоненциальные распреде-
ления, марковские или полумарковские переходы) 
упрощают анализ и дают элегантные формулы, но 
могут быть лишь приближением к реальным кана-
лам с коррелированным трафиком и сложной ди-
намикой распространения сигнала в неоднородной 
среде. Тем не менее, основной вывод (необходи-
мость выполнения условия in    для устойчиво-

сти) и принципы оптимизации управления  u t  

сохраняют силу. Предложенная модель позволяет 
оценить предельную производительность сети, а 
также адаптировать стратегию обслуживания и 
переходов в современных мобильных сетях, где 
важны как пропускная способность сети, так и 
энергопотребление, время восстановления связи и 
пр. 

 Связь с M/G/1-системами с прерываниями. 
Рассматриваемая в данной работе модель канала с 
тремя состояниями (как обобщение системы с 

3n   состояниями [33–35]) c изменяющейся ско-
ростью обслуживания и периодами полной недо-
ступности (разрывами) концептуально близка к  
M/G/1-системам с прерываниями (см., например, 
работы [36, 37]). Однако, в отличие от типовых 
моделей M/G/1 с прерываниями, учитывается до-
полнительная управляющая функция  u t , влия-
ющая на интенсивности переходов и скорость об-
служивания. Это позволяет подстраивать парамет-
ры под текущие условия мобильного канала, что 
расширяет классические подходы и открывает 
возможность адаптивной оптимизации. 

 Таким образом, сходство с M/G/1 с прерыва-
ниями присутствует, и полученные в настоящей 
работе результаты (в частности, критерий 

in i i

i

    ) повторяют логику классических мо-

делей. Однако из-за динамического управления, 
физической интерпретации состояний (радиока-
нал) и целевой функции  J u  представленная мо-
дель приобретает более гибкую структуру, откры-
вая новые возможности адаптации в инженерных 
приложениях. 

 

В данном параграфе представлены результаты 
имитационного моделирования, подтверждающие 
теоретические выводы, изложенные выше. Рас-
сматривается стохастический канал с тремя состо-
яниями  1 2 3, ,S S S  и входным потоком заявок 
интенсивности in . Пропускная способность си-
стемы зависит от текущего состояния канала и 
управляющей функции ( )u t . 

Моделирование выполнено методом дискрет-
ных событий на интервале max .T   сследуются 
ключевые характеристики: устойчивость системы, 
длина очереди, вероятность потерь, а также влия-
ние  параметров  сети  и  стратегии  управления  на  
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качество работы сети. Ниже приведены параметры 

эксперимента, метрики и визуализация поведения 
системы в различных режимах. 

 

3.1. Параметры модели 

Поток заявок моделируется пуассоновским 
процессом с интенсивностью in . Заявки обраба-
тываются по принципу FIFO (first in, first out) с 
буфером конечной ёмкости. 

Канал может находиться в трёх состояниях: 
– 1S : устойчивая связь, пропускная способ-

ность norm ; 

– 2S : ослабленный сигнал, пропускная способ-

ность slow  (или 2

slowe
 ); 

– 3S : разрыв связи, обслуживание недоступно 
( 0)  . 

Переходы между состояниями описываются 
либо фиксированной матрицей интенсивностей 
(марковский случай), либо функциями  ij t  в 
полумарковской модели. Обслуживание выполня-
ется, если канал находится в состоянии 1S  или 2S  

и очередь не пуста. В состоянии 3S  приём заявок 
продолжается, но обслуживание приостанавлива-
ется. 

Основные метрики качества работы сети: дина-
мика длины очереди и влияние интенсивности in  

и скорости движения на устойчивость. 
 

3.2. Результаты моделирования 

Приведённые ниже графики демонстрируют 
поведение модели в двух режимах: 

– устойчивый: in 1 norm 2 slow       ; 

– неустойчивый: in 1 norm 2 slow       . 

В устойчивом режиме (рис. 1) очередь (размер 
буфера агрегатора) стабилизируется и не растёт 
неограниченно. Однако при перегрузке (рис. 2) 

имеется положительный снос. 
На рис. 3 видно, что в устойчивом режиме даже 

при разрывах связь восстанавливается достаточно 
быстро. При перегрузке даже кратковременные 
перебои в обслуживании вызывают лавинообраз-
ный рост буфера агрегатора. 

На рис. 4 показано влияние экспоненциального 
затухания в состоянии 2S : при высокой нагрузке 

увеличивается время пребывания в состоянии 3S , 

что резко ухудшает устойчивость. 

 

 

 
Рис. 1. Динамика длины очереди в устойчивом режиме 

 

 
 

 

 
Рис. 2. Рост очереди в неустойчивом режиме 
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Рис. 3. Очередь: а – в устойчивом режиме ( 3,0 ед./с, 30 м/с),p    

б – в неустойчивом режиме ( 7,0 ед./с, 30 м/с).p    Красные зоны 
– периоды разрыва связи  
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Рис. 4. Затухающая пропускная способность в состоянии 2S : а – устойчивый режим ( 3,0),  б – неустойчивый режим ( 7,0)    

Рис. 5 демонстрирует преимущество адаптив-
ного управления: вблизи критической нагрузки 
оно эффективно стабилизирует длину очереди. 

 
 

 

 
Рис. 5. Сравнение: динамика длины очереди при адаптивном 
управлении и при его отсутствии 

 
На рис. 6 показана граница устойчивости. 

Адаптивная модель демонстрирует смещение по-
рога перегрузки, позволяя системе функциониро-
вать ближе к критическим значениям. 

Рис. 7 показывает влияние полумарковских эф-
фектов: при гамма-распределении и распределении 
Вейбулла система становится более инерционной, 
что повышает чувствительность к перегрузкам. 
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Рис. 6. Фазовый переход: средняя длина очереди в зависимости от 

значения inλ  
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Рис. 7. Зависимость динамики длины очереди от закона 
распределения времени обслуживания 

 

Предложенная модель описывает систему с 
адаптивным управлением в условиях стохастиче-
ски меняющихся характеристик канала, находяще-
гося в одном из трёх состояний: стабильной связи, 
ослабленного сигнала и полного разрыва связи.  

Было показано, что включение управляющей 

функции ( )u t , влияющей как на интенсивность 
обслуживания, так и на переходы между состояни-
ями, позволяет динамически адаптировать поведе-
ние системы к текущим условиям. В отличие от 
классических моделей, в которых параметры фик-
сированы, в предлагаемом подходе они становятся 
функциями стратегии, что даёт возможность прямо 
учитывать влияние управления на производитель-
ность сети. 

Проведённый численный анализ подтверждает, 
что при in    система устойчива: очередь оста-
ётся ограниченной. При перегрузке ( in   ) про-
исходит лавинообразный рост длины очереди. Од-
нако адаптивное управление замедляет этот рост и 
фактически сдвигает границу устойчивости. Были 
также продемонстрированы эффекты временной 
корреляции: при переходе к полумарковским мо-
делям система становится инерционной, но общие 
критерии устойчивости сохраняются. Это подчёр-
кивает универсальность предложенной конструк-
ции и её применимость как в классических, так и в 
более сложных телекоммуникационных сценариях. 

Практическая реализация модели возможна в 
виде программируемого блока, встроенного в 
устройство агрегации. Такой модуль может ис-
пользовать нейросетевые схемы для оценки теку-
щего состояния канала и управления параметрами 
передачи. Кроме того, модель может быть обоб-
щена в сторону марковского управления: когда 
решения зависят не только от текущего состояния, 
но и от времени пребывания в нём. Это естествен-
ным образом реализуется через системы с памятью 

или логики, способные учитывать историю состо-
яний. Также возможна реализация промежуточных 
состояний связи, задаваемых средствами много-
значной логики, что позволяет описывать не толь-
ко резкие, но и плавные деградации канала. 

Таким образом, модель объединяет стохастиче-
скую динамику, управление и очереди в единую 
систему и может быть использована как в теорети-
ческих исследованиях устойчивости подобных си-
стем, так и при разработке новых стеков протоко-
лов передачи данных, особенно в контексте мо-
бильных сетей нового поколения. Перспективы 
дальнейших исследований включают многополь-
зовательские сценарии, исследование стратегий 
управления на данных и построение энергоэффек-
тивных алгоритмов для устройств с ограниченны-
ми вычислительными ресурсами на базе интеллек-
туального управления. В качестве самостоятель-
ной теоретической задачи отметим исследование 
фазового перехода, открытым является вопрос 
устранения экспоненциального характера роста 

очереди и замедление адаптивного управления. 
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Abstract. This paper considers the mathematical modeling problem of traffic transmission in 

mobile networks under high user mobility and spatially heterogeneous coverage, including signal 

degradation (“dead”) zones. Traffic aggregation at the channel level is applied to increase the 

reliability and stability of data transmission. A Markov model of a communication channel is 

proposed to study the effectiveness of aggregation algorithms and adapt them to network operat-

ing parameters and user velocity. The model is based on a periodic affine motion of a mobile de-

vice between base stations (BSs) uniformly distributed along a straight line. Within this model, 

the concepts of stable coverage zones and transition zones are introduced in terms of the distances 

to the nearest and next BSs. The channel state is described by a Markov chain with states corre-

sponding to signal quality sampling: stable connection, degraded connection, and disconnection. 

Transitions between states are governed by a continuous-time Markov process with constant 

rates, and the parameters of this process are determined from empirical network data. An exten-

sion of the model to incorporate the time dependence of channel states is also considered, leading 

to a semi-Markov framework. For both cases (Markov and semi-Markov chains), explicit expres-

sions are derived for the stationary probabilities of states, and system stability conditions are for-

mulated to ensure bounded traffic queues. In addition, an adaptive control model of the channel 

throughput is proposed; this model optimizes transmission parameters depending on the current 

channel state, request queue length, and user velocity. The effectiveness of the approach is 

demonstrated by numerical simulations: the network has stable performance across a wide range 

of mobility levels and coverage parameters. The model can be applied to the reliability analysis 

and optimization of network protocols in highly mobile environments, including high-speed rail-

way transport, vehicle networks, and mobile platforms. 
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