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Аннотация. Технология RFID (Radio Frequency Identification) нашла широкое применение 
во многих областях науки и техники и повседневной жизни людей. Одним из интенсивно 
развивающихся направлений применения RFID является идентификация быстродвижу-
щихся транспортных объектов. Несмотря на большое количество научных статей, посвя-
щенных данной тематике, последние результаты в этой области нашли слабое отражение в 
существующих обзорах. Настоящая статья призвана восполнить этот пробел. Приведен 
обзор публикаций в области технологий и стандартов RFID, а также особенностей распро-
странения сигналов в беспроводном канале связи между RFID-метками и считывателем. 
Дано описание теоретических и экспериментальных результатов, а также архитектуры и 
аппаратно-программных средств практической реализации систем идентификации назем-
ных транспортных средств. Приведен также обзор публикаций о применении RFID на бес-
пилотных летательных аппаратах. 
 

Ключевые слова: радиочастотная идентификация, транспорт, беспилотный летательный аппарат, 
считыватель, метка.  
 

 

 

Технология радиочастотной идентификации 
(англ. Radio Frequency Identification, RFID) нашла 
широкое применение во многих областях науки и 
техники и повседневной жизни людей (в библио-
теках, магазинах, при регистрации пассажиров в 
метро и автобусах и т. д.). С каждым годом коли-
чество приложений RFID растет, а вместе с этим 
увеличивается количество научных работ, в кото-
рых исследуются те или иные вопросы, касающие-
ся данной темы. 

В обзоре [1] выделены следующие области 
применения RFID: транспорт, сельское хозяйство 
и животноводство, здравоохранение и социальное 
обеспечение, экологические приложения, а также 
защита и безопасность. Эти сферы могут быть рас- 

ширены и уточнены применением радиочастотной 
идентификации в строительстве, транспортировке 

материалов и грузов при отслеживании и контроле 

  
________________________________ 
# Исследование выполнено при финансовой поддержке Рос-
сийского научного фонда, грант № 23-29-00795. 

скорости спецтехники и организации ее парков-
ки [2]. 

В качестве отдельной большой области приме-
нения RFID можно выделить логистику. Данному 
вопросу посвящены десятки статей, о чем можно 
судить по обзору [3]. Эффективное применение 
радиочастотной идентификации для определения 
местоположения объектов, навигации, а также 
маркировки и поиска различных объектов внутри 
помещений, где затруднено использование техно-
логии GPS, описано в обзоре [4]. Маркировка осу-
ществляется путем размещения на идентифициру-
емых объектах дешевых пассивных RFID-меток, 
содержащих информацию о своем точном место-
положении. Часто такие системы применяются в 
качестве ассистента-помощника для слабовидящих 
людей в общественных пространствах, например в 
метро [4]. 

Одним из интенсивно развивающихся в по-
следнее десятилетие направлений применения 
RFID является радиочастотная идентификация 
быстро двигающихся транспортных средств (авто-
мобили, поезда, беспилотные летательные аппара-
ты). Однако в настоящее время теоретические и 

http://doi.org/10.25728/pu.2024.1.1
mailto:vishn@inbox.ru
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практические исследования этого направления 
нашли слабое отражение в опубликованных в ми-
ровой литературе обзорах. Данная статья призвана 
восполнить этот пробел. 

Структура статьи включает следующие разде-
лы. В § 1 дано краткое описание технологий и 
стандартов RFID. Приводятся используемые в 
дальнейшем термины. В § 2 рассматриваются осо-
бенности распространения сигналов и оценка ха-
рактеристик производительности беспроводной 
связи между RFID-меткой и считывателем. Приво-
дится обзор работ, посвященных математическим 
методам проектирования радиоканала в RFID-

системах. Обзору публикаций по применению 
RFID на наземном транспорте (автомобильных 
дорогах и железнодорожном транспорте) посвя-
щен § 3. Дано описание теоретических и экспери-
ментальных результатов, а также архитектуры и 
аппаратно-программных средств практической 
реализации систем идентификации наземных 
транспортных средств (ТС). Обзор публикаций по 
применению RFID на беспилотных летательных 
аппаратах рассмотрен в § 4. 

 

 

Радиочастотная идентификация – технология 
маркировки и автоматической идентификации 
объектов, в которой посредством радиосигналов 
считываются или записываются данные, хранящи-
еся в RFID-метках (тегах). Простейшая RFID-

система состоит как минимум из двух частей: соб-
ственно, меток – радиоэлектронных устройств, 
находящихся на идентифицируемом объекте, и 
считывателей – активных устройств, инициирую-
щих процедуру обмена данными. Важной особен-
ностью RFID-систем является то, что метки пред-
ставляют собой, как правило, пассивные устрой-
ства, не имеющие встроенного источника питания 
и ожидающие инициации обмена данными со сто-
роны считывателя. Благодаря этому метки стано-
вятся настолько дешевыми и простыми, что появ-
ляется возможность оснащать ими большинство 
бытовых товаров в розничных магазинах, напри-
мер ярлыки одежды, обложки книг в библиотеках 
и т. д. Также RFID-система может содержать дру-
гие устройства для расширения своего функциона-
ла или являться частью большей системы. Напри-
мер, данные, полученные считывателем, отправ-
ляются посредством других протоколов связи в 
удаленную базу данных. 

Для увеличения числа задач, решаемых с по-
мощью RFID, были созданы полупассивные и ак-

тивные метки. Полупассивные метки имеют свой 
источник энергии (литиевую или солнечную бата-
рею), благодаря которым организуется электропи-
тание встроенной микросхемы. Соответственно, 
они способны принимать и передавать сигналы на 
существенно бо льшие расстояния по сравнению с 
пассивными метками. При этом полупассивные 
метки не могут генерировать собственный высоко-
частотный сигнал, инициируя тем самым сеанс 
связи. Они могут только модулировать поле счи-
тывателя так же, как это делают пассивные метки. 
Активные метки имеют другой принцип работы, 
так как они включают в себя активный передатчик, 
а иногда и приемник. Для передачи данных на счи-
тыватель они излучают высокочастотное электро-
магнитное поле вместо того, чтобы модулировать 
поле считывателя. 

В RFID используются три основных диапазона 
передачи информации, для каждого из которых 
существуют свои стандарты:  

– диапазон низких частот: 30–300 кГц (НЧ, 
англ. low frequency, LF) используется для близкой 
связи между меткой и считывателем на расстоянии 
до 1 см [5]; 

– диапазон высоких частот: 3–30 МГц (ВЧ, 
англ. high frequency, HF) используется для связи на 
расстоянии 0–1 м [6]; 

– диапазон сверхвысоких частот: 860 МГц – 

960 МГц (СВЧ, англ. ultra high frequency, UHF) 

применяется для связи и идентификации на рас-
стоянии более 1 м [7]. 

Технология радиочастотной идентификации 
начала широко применяться в различных областях 
с конца ХХ в. Помимо классического применения 
RFID для идентификации объектов в магазинах и 
складах, создания электронных карт доступа и т. д. 
данная технология может быть использована для 
позиционирования мобильных объектов [8–10] или 
для помощи в поиске потерявшихся в городе лю-
дей с ограниченными возможностями [11]. По-
дробнее о технологии RFID в целом можно прочи-
тать в книге К. Финкенцеллера [12]. Далее в обзоре 
будет рассматриваться только UHF RFID, так как 
именно эта технология позволяет идентифициро-
вать объекты, оснащенные RFID-метками, на зна-
чительных расстояниях от считывателя, располо-
женного на БПЛА или над полотном автодороги. 

Стандарт EPC Class 1 Generation 2 [7] (ISO/IEC 

18000-6C, ГОСТ Р 58701–2019) [13] описывает фи-
зический (PHY) и канальный (MAC) уровни си-
стемы радиочастотной идентификации пассивных 
и полупассивных меток. На физическом уровне 
стандарт описывает способы модуляции и кодиро-
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вания сигналов, а на канальном уровне – протокол 
обмена данными между считывателем и метками. 
Протокол основан на стандарте Slotted ALOHA, 
описанном в работе [14]. Он позволяет бороться с 
коллизиями при нахождении нескольких меток в 
зоне считывателя, а также содержит средства для 
чтения и записи данных на метки. 

Для подключения RFID-считывателей к систе-
мам управления используются стандартные прото-
колы, которые поддерживаются большинством 
производителей. Протокол Low Level Reader 
Protocol (LLRP) [15] определяет низкоуровневый 
интерфейс между считывателем и контроллером. 
Этот протокол позволяет выполнять произвольные 
операции доступа и инвентаризации, настраивать 
параметры радиоинтерфейса считывателя, полу-
чать данные о состоянии радиоканала и диагно-
стические данные о работе считывателя. Протокол 
LLRP поддерживается большинством существую-
щих считывателей. Стандарт определяет возмож-
ность работы протокола по каналам TLS (transport 

layer security). Помимо LLRP, организация 
EPCglobal опубликовала несколько стандартов 
[16–19], которые можно использовать при разра-
ботке считывателя и системы управления. Стан-
дарт Reader Management 1.0.1 (RM) [16] определя-
ет модель системы и MIB (Management Information 

Base) для сбора данных о состоянии работы счи-
тывателя через протокол SNMP. Стандарт 
Discovery, Configuration, and Initialization (DCI) for 

Reader Operations [17] позволяет считывателю, 
контроллерам и LLRP-клиентам находить друг 
друга в сети, производить аутентификацию между 
контроллерами и считывателями, управлять рабо-
той считывателей, загружать новые образы про-
граммного обеспечения и выполнять прочие слу-
жебные функции. Стандарт Application Level 
Events (ALE) Standard [18, 19] описывает рекомен-
дации по разработке промежуточного программ-
ного обеспечения.  

Стандарты RFID непрерывно совершенствуют-
ся, появляются новые дополнения и специфика-
ции. В 2020 г. альянсом RAIN RFID предложена 
спецификация интерфейса между считывателем и 
контроллером [20]. Эта спецификация более высо-
коуровневая по сравнению с LLRP. Она описывает 
основные действия, включая конфигурацию и по-
лучение статуса считывателя, настройки радио-
протокола, доступ к меткам. Спецификация опре-
деляет сообщения, передаваемые между считыва-
телем и контроллером, в формате JSON, а также их 
использование для решения проблемы идентифи-
кации транспорта [21]. 

 

Затухание сигналов в беспроводном канале свя-
зи UHF RFID-системы существенно влияет на 
дальность идентификации объекта (расстояние 
между меткой и считывателем). Дальность иден-
тификации является одним из наиболее важных 
показателей эффективности систем радиочастот-
ной идентификации, так как от данного параметра 
зависит принципиальная возможность использова-
ния RFID на транспорте. 

Большой вклад в изучение вопросов затухания 
сигналов в канале и исследования характеристик 
протокола связи стандарта UHF RFID внесли рабо-
ты К.В. Рао и П.В. Никитина. В частности, в пуб-
ликациях [22–24] дано описание параметров и 
структуры пассивных меток, а также антенных 
устройств в их составе, оказывающих наибольшее 
влияние на дальность считывания в UHF RFID-

системе. К ним относятся: 
 Порог чувствительности чипа метки Pth – ми-

нимальная мощность, необходимая для включения 
RFID-чипа. Чем он ниже, тем больше расстояние, 
на котором может быть обнаружена метка. 

 Усиление антенны метки Gr, зависящее от 
формы диаграммы направленности антенны, огра-
ниченное рабочей частотой и размерами метки. 

 Коэффициент согласования поляризации χ, 
характеризующий совпадение поляризации антен-
ны метки с поляризацией антенны считывателя. 
Для увеличения дальности действия поляризации 
должны совпадать. 

 Коэффициент передачи мощности τ характе-
ризует согласование импеданса между антенной и 
чипом также влияет на дальность действия.   

Величина Ptag мощности, необходимой для ак-
тивации метки, определяется неравенством [25, 26] 

χτ ,tag t t r thP PG PlG P   

где Pt – излучаемая считывателем мощность; Gt – 

усиление антенны считывателя; Pl – потери на пу-
ти распространения сигнала. Следует отметить, 
что максимальная допустимая величина мощности 
считывателя ограничивается законодательством 
(например, в США это 4 Вт). 

На вероятность успешного обнаружения метки 
оказывают значительное влияние особенности 
протокола связи и помехи от сигналов других счи-
тывателей и меток. Идеальный считыватель всегда 
может обнаружить пассивную RFID-метку, если 
она получает достаточную энергию для включения  
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и обратного рассеяния. Как правило, в диапазоне 
сверхвысоких частот необходимая мощность, при-
нимаемая меткой, оценивается с помощью модели 
распространения сигналов в свободном простран-
стве, основанной на формуле Фрииса [27] 

   
 

2

2 2
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в которой Pr – принятая меткой мощность; λ – 

длина волны; r – расстояние между антеннами, θ и 
ϕ – углы азимута и места соответственно, показы-
вающие зависимость диаграммы направленности 
от положения в пространстве; t – передатчик (от 
англ. transmitter; как правило, относится к считы-
вателю); r – приемник (от англ. receiver; как пра-
вило, относится к метке). Отметим, что в настоя-
щее время гораздо более точные оценки могут 
быть получены благодаря сложному моделирова-
нию распространения электромагнитных волн с 
учетом значений различных параметров приемни-
ка и передатчика, а также канала распространения 
сигнала [28]. 

Так как в основном применяются пассивные 
метки ввиду их дешевизны и простоты, то именно 
их чувствительность и конструкционные особен-
ности выступают основным ограничивающим фак-
тором дальности связи всей RFID-системы. По-
этому их устройству посвящено большое количе-
ство исследований, описание которых приведено в 
обзоре [29]. В докладе [30] приведены результаты 
тестирования многих типов меток на лаборатор-
ном стенде. Исследованы такие параметры, как 
корректность ответов меток на соответствующие 
команды считывателя, входной импеданс, рабочий 
диапазон мощности микросхемы метки, а также 
эффективность обратного рассеивания. В публика-
ции [31] авторы рассматривают параметры метки, 
отвечающие за бюджет канала связи со считывате-
лем. Описывается оборудование, необходимое для 
проведения экспериментов по измерению произ-
водительности RFID-канала. В работе [32] анали-
зируется влияние протокола Gen2 [7] на чувстви-
тельность метки и эффективность ее обратного 
рассеяния. Проведен эксперимент по измерению 

значений этих характеристик для различных UHF 
RFID-меток. 

Большое количество статей посвящено харак-
теристикам протокола связи и математическим 
моделям канала между считывателем и меткой. 
Рассматривается многолучевое распространение 
сигнала, а также зависимость качества связи от

 эффекта Доплера. Например, в докладах [33, 34] 
описывается разработанный метод визуализации 

распространения сигнала в UHF RFID-системе. 
Данный метод применяется для оценки скорости 
чтения метки при наличии различных препятствий, 
а также в зависимости от высоты подвеса антенны 
считывателя и высоты расположения метки. Раз-
работана математическая модель, основанная на 
уравнении Фрииса, модифицированном для двух- 

и трехлучевого случаев распространения сигналов. 
В статье также описаны проведенные эксперимен-
ты по определению необходимой мощности для 
активации метки в безэховой камере. 

В статьях [35–38] представлены модели канала 
связи для оценки мощности, передаваемой считы-
вателем метке, необходимой для ее активации, а 
также выбор различных вариантов организации 
антенных систем, отвечающих за передачу и при-
ем сигналов в RFID-системе. Некоторые модели 
канала создаются не только для расчета уровня 
затухания, но и для определения вероятности 
успешного обмена данными. Например, в статье 
[39] строится модель канала, учитывающая поля-
ризацию антенн и материалов объектов, от кото-
рых происходит отражение. Разработанная модель 
позволяет определять плотность вероятности 
успешного чтения в любой точке исследуемого 
пространства, рассматривая множество отражен-
ных лучей. Теоретические результаты сравнивают-
ся с экспериментальными. В работе [24] обсужда-
ется канал связи считыватель – метка – считыва-
тель. Описываются различные конфигурации ан-
тенн считывателя, приводится анализ их недостат-
ков и достоинств. Обсуждаются вопросы поляри-
зации антенны считывателя. Описывается модель 
потерь в канале беспроводной связи с учетом мно-
голучевого распространения сигнала. 

Значительный вклад в развитие исследований 
беспроводного RFID-канала внесла работа [27]. В 
ней рассматривается вопрос определения дально-
сти считывания в RFID-системах с учетом рабоче-
го цикла опроса меток и региональных ограниче-
ний мощности, а также диаграммы направленно-
сти антенн считывателя и метки. В данной статье 
также рассматриваются модели канала для оценки 
зоны считывания систем UHF RFID с разным 
уровнем детализации и вычислительной сложно-
сти. 

Анализ большого количества статей в рамках 
тематики настоящего раздела позволяет классифи-
цировать их в соответствии с табл. 1. 
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Таблица 1 

Классификация статей, относящихся к 
исследованию беспроводного канала связи в 

RFID-системе 

Предмет исследования Статьи 

Факторы, влияющие на дальность 
чтения меток 

[22, 24, 32] 

Исследование характеристик  
канала 

[23, 27, 33–39] 

Конструкция и параметры меток [25, 29–32] 

Нестандартные применения [26] 
 

 

 

Исторически одним из первых применений 
технологии RFID на транспорте стало ее использо-
вание на платных автодорогах для идентификации 
автомобилей и сбора платы за проезд. Впервые 
такие системы начали использоваться в 1980-х гг. 
в США. В 1990-е годы применение RFID на плат-
ных дорогах стало повсеместным не только в 
США, но и в европейских странах [40, 41]. 

Вопросам идентификации наземных транс-
портных средств с использованием RFID-

технологий посвящено значительное количество 
публикаций. Информация об идентифицирован-
ных автомобилях может эффективно использо-
ваться во многих целях: например, для управления 

шлагбаумом и оплаты проезда ТС, корректировки 

фаз светофоров, поиска угнанных машин и т. д. 
[42–45]. Один из примеров применения системы на 
базе RFID изложен в работе [46], где описывается 
аппаратно-программный комплекс для создания 
системы контроля управления доступом автомо-
билей в университетский кампус. Описан экспе-
римент, в котором была протестирована работо-
способность и стабильность функционирования 
разработанной системы. В нем приняло участие 20 
автомобилей, оборудованных RFID-метками. В 
результате были сделаны выводы о загруженности 
тех или иных проездов, а также времени пребыва-
ния автомобилей на территории кампуса. Для уве-
личения радиуса действия системы идентифика-
ции можно использовать активные метки [47]. 

Другая задача решалась в работах [48–50], где 
было дано описание принципов построения и реа-
лизации автоматизированной системы контроля 
нарушений правил дорожного движения с исполь-
зованием RFID-технологий. Проведен крупномас-
штабный эксперимент с участием 800 автомоби-
лей, в номерные знаки которых были установлены 
пассивные RFID-метки, а считыватели располага-

лись над полотном автодороги. Трехмесячные ис-
пытания, проведенные в зимнее время, показали, 
что применение RFID-технологии обеспечивает 
вероятность обнаружения транспортного средства 
порядка 95 % [51]. Результаты эксперимента сов-
пали с теоретическими исследованиями по оценке 
вероятности радиочастотной идентификации 
транспортных средств [52–55]. Контроль времени 
нахождения транспорта в пути также изучается в 
работе [56], где используются данные с RFID-

считывателей. Проведено сравнение результатов 
теоретической модели с экспериментальными дан-
ными. 

В статьях [57–59] предлагается метод измере-
ния скорости автомобиля путем оценки мощности 
принятого считывателем сигнала от RFID-метки. В 
частности, в докладах [57, 58] описан метод реше-
ния этой задачи при расположении RFID-меток в 
дорожном полотне и RFID-считывателей на ТС. В 
статье [59] предлагается использовать RFID для 
мониторинга трафика и определения скорости 
движения автомобилей в случае размещения RFID-

метки на номерном знаке ТС, а считывателя над 
полотном автодороги. 

В последнее время актуальной темой становят-
ся автомобильные самоорганизующиеся сети 
(англ. Vehicular ad hoc networks, VANETs) [60, 61], 

которые обеспечивают высокоскоростную связь от 
различных устройств на дорогах, включая RFID-

считыватели, с базами данных центра управления. 
Сети VANET являются одной из главных состав-
ных частей интеллектуальной транспортной си-
стемы (англ. Intelligent Transportation System, ITS) 

[61–63]. В подобных системах предполагается ис-
пользование большого количества технологий и 
различных систем связи, причем особое место в 
них занимает RFID [50, 52, 54, 64–69]. В работе 

[64] представлена система мониторинга транс-
портного потока, обнаружения дорожно-

транспортных происшествий с помощью радиоча-
стотной идентификации. Решается задача поиска 
оптимальных мест для установки считывателей с 
целью минимизации затрат на разворачивание си-
стемы. В работах [62, 70, 71] рассматривается ме-
тод оптимального размещения базовых станций 
беспроводной сети вдоль протяженных транспорт-
ных магистралей для сбора информации от систем 
видеофиксации и оперативной передачи данных о 
нарушениях ПДД в центр управления. Этот метод 
был применен при проектировании реализации 
эффективно функционирующей широкополосной 
высокоскоростной беспроводной сети вдоль Ка-
занской объездной дороги (М7 Волга). 
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В статье [65] представлен метод обнаружения 
пробок на дорогах в городских условиях, который 

использует позиционирование ТС на основе RFID. 
При этом подразумевается, что все транспортные 
средства смогут обмениваться данными друг с 
другом и образовывать кластеры, объединенные 
VANET-сетью. В докладе [66] представлен прото-
тип системы мониторинга трафика транспортных 
средств. Система состоит из пьезодатчиков, уста-
новленных под дорожным покрытием для оценки 

плотности потока, а также RFID-считывателей, 
принимающих информацию от меток, располо-
женных на автомобилях. Система предназначена 
для обеспечения приоритета движения на пере-
крестках специальным транспортным средствам 
(скорой помощи, полиции и т. д.) В статье [67] 

описана архитектура системы, идентифицирующей 
большое количество автомобилей в единицу вре-
мени, а также рассматриваются зоны считывания 
RFID-меток и их зависимость от скорости ТС. 
Описана математическая модель, учитывающая 
особенности протокола RFID, скорость движения 
и другие параметры. Аналитические результаты 
сравниваются с данными экспериментов. Оценка 
производительности систем идентификации ТС на 
основе UHF RFID рассмотрена в работе [72]. Ис-
следуется возможность идентификации меток, 
расположенных как на автомобилях, так и на поез-
дах. Разработаны модели определения оптималь-
ного расположения метки на различных транс-
портных средствах. 

Ряд работ посвящены исследованию вопросов 
определения местоположения транспортного сред-
ства с использованием RFID-технологий. Несмот-
ря на то, что в настоящее время повсеместное рас-
пространение получили спутниковые навигацион-
ные системы (ГЛОНАСС и GPS), актуальным 
остается вопрос повышения их точности в том 
числе с помощью технологии радиочастотной 
идентификации. В работе [73] представлен метод 
позиционирования транспортных средств, исполь-
зующий данные GPS, уточненные с помощью тех-
нологии RFID. Для этого предлагается устанавли-
вать считыватель на движущемся ТС, а метки, 
хранящие информацию о своем точном местопо-
ложении, на различных объектах дорожной инфра-
структуры. Разработаны математические модели 
для расчета погрешности определения местополо-
жения. В публикации [74] протокол RFID исполь-
зуется для определения местоположения ТС и по-
следующей передачи этих данных через сеть 
VANET на сервер для планирования и оценки 
маршрута в реальном времени. Приводятся ре-
зультаты сравнения для двух случаев: использова-

ние только технологии GPS и использование RFID 
совместно с VANET. В работе [75] рассматривает-
ся система определения местоположения и иден-
тификации препятствий в условиях плохой види-
мости. Описывается аналитическая модель канала 
связи, в том числе для случая двухлучевого рас-
пространения. Проводится математическое моде-
лирование предложенной системы, а также лабо-
раторный и полевой эксперименты. 

Размещать метки можно не только на дорожной 
инфраструктуре, но и непосредственно в дорож-
ном полотне, как предлагается в работе [76]. Бла-
годаря этому машины, оснащенные считывателя-
ми, могут определять свое местоположение. В ста-
тье исследуются алгоритмы борьбы с коллизиями, 
возникающими при попытке чтения одной метки 
несколькими считывателями одновременно. Оце-
нивается эффективность предложенных алгорит-
мов с помощью имитационного моделирования. 

Определение местоположения актуально не 
только на автомобильных дорогах общего пользо-
вания, но и на железнодорожном транспорте для 
точного позиционирования составов. В работах 
[77, 78] исследуются вопросы идентификации 
сверхвысокоскоростных поездов, скорость кото-
рых достигает 500 км/ч. Предлагается устанавли-
вать считыватели между шпалами, а поезда осна-
щать набором меток, закрепленных по всей длине 
состава. В докладе [79] предлагается иной способ 
определения местоположения железнодорожного 
транспорта путем крепления считывателя на поез-
де, который будет получать информацию о место-
положении от меток, распределенных по пути его 
следования. Аналогичный метод рассматривается 
в работе [80], где предложено использовать RFID в 
системе метрополитена для уточнения данных о 
местоположении, полученных методом одометрии, 
традиционным для подземных железных дорог. 

Технология RFID в области транспорта может 
быть также применена для решения различных 
проблем, не связанных напрямую с идентификаци-
ей объектов. Множество дорожно-транспортных 
происшествий происходит из-за усталости и засы-
пания водителя за рулем. В настоящее время си-
стемы, предотвращающие засыпание водителя, 
начинают активно использоваться в общественном 
транспорте [81]. В публикации [82] предлагается 
аналогичная система, в работе которой применяет-
ся технология RFID. Другой пример использова-
ния RFID представлен в докладе [83], где описаны 

алгоритм движения и лабораторный стенд для ро-
бота малых размеров, оборудованного RFID-

считывателем, благодаря которому робот движется 
вдоль траектории, выделенной RFID-метками. 
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В 2022 г. опубликована работа [68], в которой 
впервые в мировой практике дано описание разра-
ботанного гибридного комплекса идентификации 

ТС на базе совместного использования существу-
ющих систем видеофиксации ТС и RFID-

технологий. Гибридный комплекс, предназначен-
ный для реализации опытных зон новой системы 
повышения безопасности на автодорогах в 
Москве, Санкт-Петербурге и Казани, прошел 
успешные испытания на полигоне ГИБДД Респуб-
лики Татарстан. 

Классификация публикаций по возможным 
применениям радиочастотной идентификации на 
транспорте приведена в табл. 2. 

 

Таблица 2 

Сферы применения RFID на транспорте 

Применение RFID Работы 

Идентификация транспорта [42–47, 56, 67, 84–88] 

Измерение скорости ТС [57–59] 

Умные автодороги [48–54, 60–70, 72] 

Железнодорожный транс-
порт 

[77–80] 

Определение  
местоположения ТС 

[73–76] 

Нестандартные применения [82, 83] 
 

 

 

Беспилотные летательные аппараты широко 
применяются в гражданских и оборонных отраслях 

[89–91]. В последние годы в различных целях 

начинает активно применяться совместное исполь-
зование RFID-технологии и БПЛА. Одним из 
наиболее распространенных сценариев совместно-
го использования технологий RFID и БПЛА явля-
ется установка считывателя на борт беспилотного 
аппарата, с которого осуществляется опрос меток, 
расположенных на идентифицируемых объектах. 
Например, в статьях [92, 93] рассматривается сбор 
данных о растениях на сельскохозяйственных по-
лях с помощью БПЛА. Описаны эксперименты, 
определяющие оптимальную высоту полета БПЛА 
и другие параметры, которые оказывают суще-
ственное влияние на вероятность чтения RFID-

меток. В статье [93] также описываются экспери-
менты по исследованию различных алгоритмов 
полета БПЛА с RFID-считывателем, осуществляе-
мые с целью определения скорости пролета над 
каждой меткой для считывания ее с заданной ве-
роятностью. С помощью радиочастотной иденти-

фикации и БПЛА можно также решать некоторые 
задачи, связанные с морским и рыбным промыс-
лом. Например, в публикации [94] рассматривается 
проблема брошенных рыболовных снастей для вы-
ращивания устриц, расположенных в юго-

западной части Тайваня. Для решения этой про-
блемы предлагается устанавливать RFID-метки в 
снасти для их обнаружения с использованием счи-
тывателя на БПЛА. 

Состояние почвы на больших открытых про-
странствах можно определять с помощью опроса с 
БПЛА сенсорных меток, в которые встроен датчик 
температуры, влажности и т. д. (можно измерять 
только один конкретный параметр) [95]. Такие 
метки могут быть пассивными и полупассивными 

и их можно найти в продаже на сайтах производи-
телей [96, 97]. В работе [98] рассматривается сбор 
информации с сенсорных меток с БПЛА, который 
пролетает по маршруту с известными координата-
ми точек расположения RFID-меток. По достиже-
нии соответствующей точки БПЛА снижается на 
высоту до 1 м и зависает на время сбора информа-
ции с метки, а затем перелетает к следующей точ-
ке. Разработан алгоритм передачи информации от 
метки на сервер через ретранслятор, расположен-
ный на БПЛА. 

С помощью сенсорных RFID-меток и БПЛА 
можно также собирать данные о температуре или 
влажности воздушных масс [99–101]. С целью со-
ставления пространственной карты окружающей 
среды предложено использование роя сверхмалых 
БПЛА с сенсорными RFID-метками на борту и 
дрона больших размеров, оснащенного RFID-

считывателем [100, 101]. Строится математическая 
модель, результаты вычислений сравниваются с 
экспериментальными данными по измерению тем-
пературы воздуха на разных высотах. В статье 
[102] проводится сравнительный анализ парамет-
ров канала связи между RFID-считывателем на 

БПЛА и разными типами меток (пассивными и 
полупассивными). 

В работе [103] рассматривается вопрос оценки 
состояния упаковки продуктов питания, храня-
щихся на больших складах. Авторы предлагают 
использовать БПЛА с установленным RFID-

считывателем для сбора информации со специаль-
но разработанных меток, позволяющих определить 
состояние упаковочного материала. 

В работах [104–106] обсуждаются вопросы 
определения местоположения объектов с совмест-
ным применением технологий RFID и БПЛА. Раз-
работан алгоритм, использующий данные о место-
положении  БПЛА  и  траектории  его  полета  для по- 
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иска меток, расположенных в заранее неизвестных 
местах. Для этого БПЛА оборудован не только 
RFID-считывателем и Wi-Fi-модулем для управле-
ния с земли, но и модулем GPS. Дается описание 
математических моделей системы определения 
местоположения объектов, результаты которого 
сравниваются с результатами полевых экспери-
ментов. 

В статье [107] рассматривается один из методов 
локализации, основанной на измерении мощности 
принимаемого сигнала (англ. Received Signal 

Strength, RSS). Метод обеспечивает решение про-
блемы слежения за БПЛА путем сбора значений 
RSS между БПЛА, на котором закреплена RFID-

метка, и считывателем, расположенным на земле. 
В работе [108] также рассматривается вопрос 
оценки вероятности чтения неподвижных меток, 
расположенных на земле, со считывателя, который 
закреплен на БПЛА, с использованием как анали-
тического, так и имитационного моделирования. 
Определяются оптимальные параметры полета 
БПЛА и настройки протокола RFID для успешного 
чтения метки. 

Определять положение промаркированных 
объектов можно также внутри помещений. В пуб-
ликации [109] предложена система позициониро-
вания запасов на крупных складах, где различные 
объекты хранятся на нескольких уровнях верти-
кальных стеллажей. Разработан алгоритм поиска 
объектов с помощью RFID-считывателя на БПЛА, 
который позволяет определить не только стеллаж, 
но и номер полки, на которой находится искомый 
объект. Для увеличения точности определения ме-
стоположения применяются методы машинного 
обучения [110]. Предлагается также использовать 
две антенны RFID-считывателя, чтобы летящий 
БПЛА мог идентифицировать объекты на полках с 
двух сторон одновременно. Проведенные экспе-
рименты подтвердили высокую точность предло-
женного подхода. 

Применение RFID совместно с БПЛА можно 
использовать для аутентификации беспилотных 
летательных аппаратов на военных объектах. Этот 
вопрос рассматривается в работе [91]. В статье 
описан защищенный алгоритм связи между меткой 
на БПЛА и наземным стационарным считывате-
лем. 

В статье [111] представлена концепция умной 
парковки, в соответствии с которой предполагает-
ся поиск свободных мест с помощью RFID-

считывателя, закрепленного на БПЛА. Практиче-
скую реализацию подобной системы разработала 
компания Exponent [112]. Помимо определения 
свободного места на парковке разработанная си-
стема позволяет узнать местоположение автомо-
биля относительно других машин. Другой проект 
этой же компании заключался в идентификации и 
определении местоположения металлоконструк-
ций на складе с помощью активных меток. Анало-
гичные услуги предоставляют компании 

[113, 114], у которых для различных целей мони-
торинга и идентификации объектов имеются соот-
ветствующие БПЛА, оснащенные специализиро-
ванным оборудованием, включая оборудование 
RFID. 

Отметим, что в существующей литературе от-
сутствует ряд важных исследований, в частности 
применения RFID-технологии для точной посадки 
БПЛА, решения проблемы локальной навигации 
высотных беспилотных платформ в условиях от-
сутствия сигналов спутниковой навигации, что 
может рассматриваться в качестве предмета даль-
нейших разработок. Перспективным направлением 
дальнейших исследований может также стать при-
менение RFID-технологии для решения актуаль-
ной проблемы идентификации неопознанных 
БПЛА [115–118]. 

Совместное использование RFID и БПЛА мож-
но разделить на несколько направлений, представ-
ленных в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Направления совместного использования технологий RFID и БПЛА 

Применение RFID на БПЛА Место крепления метки Статьи 

Сбор данных из труднодоступных мест Идентифицируемый объект [92–94; 99, 100, 102, 109] 

Сбор данных с сенсорных меток 
Идентифицируемый объект [95, 98, 101, 103] 

БПЛА [99, 100] 

Определение местоположения Стены и поверхности [104–107, 109, 111] 

Военное дело БПЛА [91] 
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В настоящей работе приведен обзор статей в 
области интенсивно развивающегося направления 
использования RFID для идентификации быстро-
движущихся транспортных средств, что в настоя-
щее время нашло слабое отражение в существую-
щих мировых обзорах. 

Рассмотрены стандарты RFID, а также множе-
ство работ, посвященных особенностям распро-
странения сигналов в беспроводном канале связи 
между RFID-метками и считывателем. Приведен 
обзор публикаций по оценке параметров дальности 
считывания информации в RFID-системах, от ко-
торых зависит принципиальная возможность при-
менения RFID-технологий на транспорте. Дано 
описание теоретических и экспериментальных ре-
зультатов, а также архитектуры и аппаратно-

программных средств практической реализации 
систем идентификации наземных транспортных 
средств, применяемых в различных областях. При-
веден также обзор публикаций о применении RFID 
на беспилотных летательных аппаратах. 

В конце каждого раздела приведен анализ ко-
личества статей (в основном зарубежных) и их 

распределение по тематическим направлениям 
данного раздела. Проведенный анализ позволяет 

сделать вывод о том, что технология RFID наибо-
лее широко используется на наземном транспорте 
в следующих целях: идентификации ТС при про-
езде по платным дорогам; обнаружения автомоби-
лей, нарушающих ПДД; управления движением 
транспорта на перекрестках и т. д. Перспективным 

направлением является также применение радио-
частотной идентификации на железнодорожном 

транспорте и в метрополитенах для определения 
местоположения ТС и повышения безопасности 
движения. 

Следует отметить, что в современной отече-
ственной и зарубежной литературе практически 

отсутствует описание применения перспективной 
RFID-технологии при решении следующих акту-
альных проблем: идентификация несанкциониро-
ванных БПЛА, точной посадки БПЛА, локальной 
навигации привязных высотных беспилотных 
платформ и т. д., что может стать предметом даль-
нейших исследований в этой области. 
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Abstract. RFID (Radio Frequency Identification) has been widely used in many areas of science 

and technology as well as everyday life. An intensively developing line of RFID applications is 

the identification of fast-moving transport objects. Despite numerous scientific articles, the latest 

results on the subject are poorly reflected in the existing surveys. This paper fills the gap by over-

viewing key publications on RFID technologies and standards and the features of signal propaga-

tion in a wireless communication channel between RFID tags and a reader. We describe related 

theoretical and experimental results as well as the architecture and hardware and software tools 

for the practical implementation of land vehicle identification systems. In addition, this survey 

covers publications on utilizing RFID on the base of unmanned aerial vehicles. 
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Аннотация. Ранее авторами был предложен и развит новый подход к определению сред-
них величин, основанный на идеях многокритериальной оптимизации. Расстояния между 
текущей точкой и точками выборки рассматривались как компоненты векторной оценки. 
Обычный подход к определению средних основан на скаляризации векторных оценок за-
меной векторов, например, суммами квадратов их компонент. Авторы, напротив, исходили 
из сравнения по предпочтительности самих векторных оценок. Было рассмотрено несколь-
ко видов средних, соответствующих различным объемам информации о предпочтениях. 
Исследованы свойства введенных средних и даны вычислительные методы их построения. 
Однако для случая равноважных критериев метод был приближенным и достаточно трудо-
емким. В данной статье представлен точный и эффективный численный метод построения 
множества средних указанного вида. Работа метода проиллюстрирована расчетным приме-
ром. 
 
Ключевые слова: средние величины, многокритериальные задачи выбора, отношения предпочтения, 
теория важности критериев. 
 

 

 

В управлении, экономике, технике и других об-
ластях науки и практики широко применяются 
средние величины (см., например, работы [1, 2]). 

Однако «…не существует возможности нахожде-
ния некой универсальной формулы, исчерпываю-
щей понятие средней величины и обладающей 
конструктивными достоинствами.» (см. книгу [3], 

предисловие). Поэтому актуальной остается про-
блема поиска подходов к общей формулировке 
понятия средней величины и ее конкретизации для 
различных ситуаций. 

Данная работа является непосредственным 
продолжением статей авторов [4, 5], в которых 

предложен и развит новый подход к определению 
средних величин как недоминируемых точек по 
специальным отношениям предпочтения. В них 
изложены методы построения множеств таких 
средних для отношений предпочтения, соответ-
ствующих различным видам информации о крите- 

  

________________________________ 
# Работа выполнена при частичной поддержке Международ-
ного центра анализа и выбора решений.  

риях. В частности,  предложен метод и для случая 
равноважных критериев (информация E). К сожа-
лению, он является приближенным и требует до-
статочно больших затрат машинного времени даже 
при не оченьбольшой размерности выборки. В 
настоящей работе предлагается точный и эффек-
тивный метод построения множества средних 
G

E
(X).  

 

Для удобства читателя вначале кратко приве-
дем необходимые для дальнейшего изложения 
сведения из работы [4]. 

Пусть имеется совокупность X, состоящая из 
n  2 действительных чисел, называемых далее 
данными, или точками, и являющихся результата-
ми измерения интенсивности некоторого выделен-
ного признака: 

X = {x1, x2, …, xn}.                        (1) 

Эти данные являются однородными в том 
смысле, что измерения производились по одной и 
той же шкале, которая не менее совершенна, чем 

http://doi.org/10.25728/pu.2024.1.2
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шкала интервалов [6, 7]. Упорядоченные соответ-
ственно по неубыванию и невозрастанию множе-
ства 

X = <x(1), x(2), …, x(n)>; 

X = <x[1], x[2], …, x[n]>, 
(2) 

где x(1)  x(2)  … x(n) и x[1]  x[2] … x[n] получа-
ются из совокупности чисел (1) при помощи соот-
ветствующих перестановок. 

Пусть х – произвольное фиксированное число – 

точка на числовой прямой Re. Удаленность ее от 
отдельной точки xi из множества X можно оценить 
расстоянием yi = x  xi. Тогда удаленность х от 
совокупности всех точек из множества X характе-
ризуется вектором y = (y1, y2, …, yn), составленным 
из таких расстояний. Его можно считать значением 
векторного критерия f(x) = (f1(x), f2(x), …, fn(x)), где 
fi(x) = x  xi. Областью значений Z этого вектор-
ного критерия является положительный ортант 
Re [0, )n n

    – множество n-мерных векторов с 
неотрицательными компонентами. Значение f(x) = 

(f1(x), f2(x), …, fn(x)) векторного критерия f, называ-
емое векторной оценкой точки x, для краткости 
будем обозначать также y = (y1, y2, …, yn), где 
yi = fi(x), i  N = {1, 2, …, n}. 

Пусть на множестве Z задано отношение пред-
почтения – строгий частичный порядок P, где  – 

информация о предпочтениях ЛПР, касающаяся 
удаленности: если верно yP

y, то точка y = f(x) 
ближе ко множеству значений векторного крите-
рия Y ={yZ y = f(x), xX}, чем y = f(x). Отно-
шение P


 порождает имеющий аналогичный 

смысл отношение P на числовой прямой: xPx  

yP
y, где y = f(x), y = f(x). На роль наиболее 

близких к X и представляющих все множество X 

могут претендовать те и только те точки, которые 
недоминируемы по P. (Точка x недоминируема по 
P, если не существует точки x такой, что верно 
xPx.) Если множество таких точек G

(X) внешне 
устойчиво (т. е. для каждой доминируемой точки x 

найдется недоминируемая точка x такая, что верно 
xPx), то все они будут именоваться средними по 
P. 

Естественно полагать, что предпочтения с уве-
личением значений критериев fi убывают или, 
иными словами, что критерии желательно мини-
мизировать. При отсутствии иной информации о 
предпочтениях на множестве Z предпочтения опи-
сывает отношение Парето P

, определяемое так: 
yP


z  (yi  zi, i = 1, 2, …, n, причем хотя бы одно 

из неравенств является строгим). Отношение P


 

порождает на Re отношение Парето P: xPx  

yP


y. Оказывается, что средними по P являются 

все точки отрезка с концами x(1) = miniNxi и 
x(n) = maxiNxi, т. е. G

(X) = X  = [x(1), x(n)]. 

Пусть все критерии имеют равную важность 
(информация  = E). Пусть  – множество всех 
перестановок  = <(1), (2), …, (n)> множества 
{1, 2, …, n}. Критерии f1, f2, …, fn называются рав-
новажными, если любая векторная оценка y одина-
кова по предпочтительности (безразлична) с ее 

перестановкой (y) = (y(1), y(2), …, y(n)), где . 

Отношение нестрогого предпочтения R
E
 на Z 

определяется так:  

yR
E
z  [существуют ,  такие, что 

y(1)  z(1), y(2)  z(2), …, y(n)  z(n)]. 
(3) 

Удаленность точки x от множества X оценива-
ется отношением RE на Re. Оно порождается от-
ношением RE

 на Re
n, которое определяется каждым 

из двух равносильных решающих правил: 

yP
E
z  [y(1)  z(1), y(2)  z(2), …, y(n)  z(n), 

причем хотя бы одно из нестрогих          (4) 

неравенств является строгим];  

yP
E
z  [y[1]  z[1], y[2]  z[2], …, y[n]  z[n], 

причем хотя бы одно из нестрогих          (5) 

неравенств является строгим]. 

Средними по PE, составляющими множество 
G

E
(X), здесь являются недоминируемые по PE точ-

ки числовой прямой. Множество таких точек явля-
ется внешне устойчивым. Поскольку P  PE, то 
G

E
(X)  G


(X). 

 

Предлагаемый метод основан на следующих 
двух утверждениях, характеризующих важные 
свойства средних по PE. 

Утверждение 1. Если все исходные точки 
множества расположены в узлах равномерной 
сетки, то для проверки принадлежности к сред-
ним по RE любого узла этой сетки достаточно 
сравнить его векторную оценку с векторными 
оценками остальных узлов этой сетки.  

Утверждение 2. Пусть точки множества X 

расположены в узлах равномерной сетки с шагом 
h = 2. Тогда либо весь интервал (k, k + ), где k 

– целое число, принадлежит множеству средних 
G

E
(X), либо ни одна точка этого интервала не 

принадлежит GE
(X).  

Утверждение 1 доказано в работе [4]; доказа-
тельство второго вынесено в приложение. 

Вначале заметим, что равномерная сетка, удо-
влетворяющая условиям утверждений, всегда мо-
жет быть построена, если все точки в множестве X 
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 – рациональные числа. В практических приложе-
ниях типичен случай, когда эти числа являются 
целыми или же конечными десятичными дробями. 
А поскольку множество G

(X) внешне устойчиво и 
P  PE, достаточно рассматривать сетку только на 
отрезке X  = [x(1), x(n)]. Действительно, пусть для 
рассматриваемой точки x X  верно uPEx для неко-
торой точки uRe\ X . Поскольку G


(X) = X  и 

внешне устойчиво, то найдется точка x* X  такая, 
что выполнено x*Pu. Но тогда верно  x*PEu, а по 
транзитивности выполнено и x*PEx . 

Согласно утверждению 2, множество G
E
(X) 

есть объединение промежутков между узлами сет-
ки, состоящими из всех недоминируемых по PE 

точек, и недоминируемых узлов этой сетки – гра-
ниц указанных интервалов. 

Метод состоит в следующем. На отрезке X  

строится сетка с шагом ½ = ¼ h: 

{x(1), (x(1) + ¼ h), (x(1) + ½ h), …, (x(n)  ¼ h), x(n)}. (6) 

Выделяются недоминируемые ее узлы – точки 
из сетки (6) – путем попарных сравнений по PE 

этих узлов с использованием любого из решающих 
правил (4) или (5). Согласно утверждению 1 они 
будут входить в множество G

E
(X). 

Далее среди интервалов длиной  = ½ h, грани-
цы которых лежат в узлах сетки, т. е. из интерва-
лов 

(x(1), x(1) + ½ h), (x(1) + ½ h, x(1) + h), …, 
(x(n)  ½ h, x(n)), 

середины которых являются узлами сетки, т. е. 
точками 

x(1) + ¼ h, x(1) + ¾ h, …, x(n)  ¼ h, 

выделяются все интервалы, у которых середины 
являются недоминируемыми по PE. 

Наконец, выделенные интервалы объединяются 
и к ним добавляются недоминируемые границы 
этих интервалов – узлы сетки с шагом ½ h. 

Предлагаемые алгоритмический метод постро-
ения множества G

E
(X) является точным и эффек-

тивно реализуемым. Следующий расчетный при-
мер иллюстрирует, как работает метод. 

 

Пусть X = {1, 2, 5, 9, 11}. Поскольку все числа в 

множестве X натуральные, то используем сетку с шагом 
0,25, покрывающую отрезок X  = [1, 11]. 

Проведенные попарные сравнения по PE показали, 
что недоминируемыми по PE точками, лежащими в уз-
лах этой сетки, являются следующие: 

1,5; 1,75; 2; 2,25; 2,5; 2,75; 3; 3,25; 3,5;  

3,75; 4; 4,25; 4,5; 4,75; 5; 5,25; 5,5; 5,75;          (7) 

6; 6,25; 6,5; 6,75; 7; 7,25; 8,75; 9; 9,25. 

Согласно утверждению 1 эти точки принадлежат 
множеству GE

(X). Остальные точки – узлы сетки доми-
нируемы. Например, точка 4,5 доминирует точки 7,5 и 

8,5, а точка 2,5 доминирует точку 9,5. 
Поскольку точка 1,25 доминируема, то согласно 

утверждению 2, интервал (1; 1,5) не пересекается со 
множеством G

E
(X). Точка 1,75 недоминируема, и по-

этому (1,5; 2)  G
E
(X). Далее аналогично устанавлива-

ем, что интервалы 

(2; 2,5), (2,5; 3), (3; 3,5), (3,5; 4), 

(4; 4,5), (4,5; 5), (5; 5,5), (5,5; 6), (6; 6,5),          (8) 

(6,5; 7), (7; 7,5), (8,5; 9) и (9; 9,5) 
включены в множество G

E
(X), а интервалы 

(7,5; 8), (8; 8,5), (9,5; 10), (10; 10,5), (10,5; 11) 

со множеством G
E
(X) не пересекаются. 

Учитывая полученные результаты (7) и (8), а также 

то, что (1,5; 2)  G
E
(X), приходим к выводу, что 

G
E
(X) = [1,5; 7,5)  (8,5; 9,5).  

 

 В статье предложен алгоритмический метод 
построения множества средних для случая равно-
важных критериев. Метод является точным. Его 
несложно реализовать на компьютере. Приведен 

расчетный пример. 
Таким образом, для всех видов средних, вве-

денных и изученных в работах [4, 5], теперь име-
ются точные вычислительные методы, которые 
можно эффективно применять на практике при 
анализе данных.  

Доказательство  утверждения 2. Докажем снача-
ла, что если произвольная точка k +  , где k – целое, 
0 <  < , из интервала (k; k + ) доминируема по PE на 
Re, то доминируема и любая другая точка k + , 

0 <  < , из этого интервала. Возможны два варианта: 
точка k +  доминируема точкой m, лежащей на сетке 
с шагом , или точкой вне сетки m + , где m – целое, 
0 <  < . 

Пусть (m) PE (k + ). Тогда согласно определе-
нию (3) имеем неравенства 

fπ(i)(m)  fρ(i)(k + ), i = 1, 2, ..., n,            (П1) 

среди которых хотя бы одно строгое. Здесь π = {π(1), 

π(2), …, π(n)} – перестановка номеров компонент i = 1, 

2, …, n в векторе f↑(m), а ρ = {ρ(1), ρ(2), …, ρ(n)} – в 
векторе f↑(k + ). Поскольку fπ(i)(m) – расстояния меж-
ду точками на сетке, то они кратны , а fρ(i)(k + ) нет. 
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Поэтому все неравенства (П1) строгие, причем для каж-
дого i = 1, 2, ..., n верно 

fπ(i)(m)  fρ(i)(k) = fρ(i)(k + ) – ,  

если xρ(i)  k < k + , 

fπ(i)(m)  fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + ) – ( – ),  

если k +  < k +   xρ(i). 

Но при xρ(i)  k верно xρ(i) < k +  и fρ(i)(k + ) = 

= fρ(i)(k) +  > fπ(i)(m). А при k +   xρ(i) верно k +  < 

< xρ(i) и fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + ) + ( – ) > fπ(i)(m). Сле-
довательно, 

fπ(i)(m) < fρ(i)(k + ),   i = 1, ..., n, 

т. е., точка k +  оказывается доминируемой той же 
точкой m. 

Пусть теперь (m + ) PE (k + ). Тогда согласно от-
ношению (3) имеем неравенства 

fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ),   i = 1, 2, ..., n,        (П2) 

среди которых хотя бы одно строгое. Здесь π = {π(1), 

π(2), …, π(n)} – перестановка номеров компонент i = 1, 

2, …, n в векторе f↑(m + ). 

Покажем, что в том же интервале (m; m + ) 

найдется точка (m + ), 0 <  < , доминирующая точку 
(k + ). Здесь нам понадобится тот факт, что точки 

множества X расположены в узлах «крупной» сетки с 
шагом h = 2. Пусть для определенности этим узлам 
соответствуют узлы «мелкой» сетки с шагом  с четны-
ми номерами. Если число k четное, то левая граница 

интервала (k; k + ) примыкает к узлу k «крупной» 
сетки; если же k нечетное, то правая граница примыкает 
к узлу k +  «крупной» сетки. Всего имеется четыре 

комбинации четности чисел k и m. 

1. Пусть k – четное, m – четное. Рассмотрим i-е нера-
венство (П2). Возможны четыре варианта расположения 

точек xπ(i) и xρ(i) относительно интервалов. 

1.1.  xπ(i)  m, xρ(i)  k. Тогда 

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m) + ,  fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m) + , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + ,  fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + . 

Из формулы (П2) следует (fπ(i)(m) < fρ(i)(k))  

(fπ(i)(m) = fρ(i)(k)    ). 
Если fπ(i)(m) < fρ(i)(k), то (0; ) выполняется 

fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

Если fπ(i)(m) = fρ(i)(k), то (0; ] выполняется 
fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ). 

Причем если i-е неравенство в (П2) выполняется как 
равенство, то должно быть  = , а  также можно вы-
брать равным . 

1.2. xπ(i)  m, xρ(i) > k. Тогда  

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m) + ,  fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m) + , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + 2) + 2 – , 

fρ(i)(k + ) =  fρ(i)(k + 2) + 2 – . 

Из формулы (П2) следует fπ(i)(m) < fρ(i)(k + 2). То-
гда для (0; ) выполняется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + 

+ ). 

1.3. xπ(i) > m, xρ(i)  k. Тогда  

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + 2) + 2 – ,   

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + 2) + 2 – , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + ,  fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + . 

Из формулы (П2) следует fπ(i)(m + 2) < fρ(i)(k). То-
гда (0; ) выполняется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

1.4. xπ(i) > m, xρ(i) > k. Тогда  

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + 2) + 2 – ,  

 fπ(i)(m + ) =  fπ(i)(m + 2) + 2 – , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + 2) + 2 – ,  

fρ(i)(k + ) =  fρ(i)(k + 2) + 2 – . 

Из формулы (П2) следует (fπ(i)(m + 2) < fρ(i)(k + 

2))  (fπ(i)(m + 2) = fρ(i)(k + 2)    ). 
Если fπ(i)(m + 2) < fρ(i)(k + 2), то (0; ) вы-

полняется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

Если fπ(i)(m + 2) = fρ(i)(k + 2), то [; ) вы-
полняется fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ). 

Причем если i-е неравенство в (П2) выполняется как 
равенство, то должно быть  = , а  также можно вы-
брать равным . 

Если в разных неравенствах (П2) встречаются слу-
чаи 1.1 и 1.4, из которых следует одновременно    и 
  , то такое возможно только при  = , тогда и  

должно быть равным . В результате получаем 

fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ),   i = 1, 2, ..., n,       (П3) 

причем, если в (П2) есть строгое неравенство, то и в 
(П3) соответствующее неравенство строгое. Таким об-
разом, для случая, когда k четное и m четное, доказано 
существование  такого, что (m + ) PE (k + + ). 

2. Пусть теперь k – четное, m – нечетное. Рассмот-
рим i-е неравенство (П2). Возможны четыре варианта 
расположения точек xπ(i) и xρ(i) относительно интервалов. 

2.1. xπ(i)  m, xρ(i)  k. Тогда  

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m – ) +  + ,  

fπ(i)(m + ) =  fπ(i)(m – ) +   + , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + ,  fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + . 

Из формулы (П2) следует fπ(i)(m – ) < fρ(i)(k). То-
гда (0; ) выполняется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

2.2. xπ(i)  m, xρ(i) > k. Тогда 

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m – ) +   + ,  

fπ(i)(m + ) =  fπ(i)(m – ) +   + , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + 2) + 2 – ,  

fρ(i)(k + ) =  fρ(i)(k + 2) + 2 – . 

Из формулы (П2) следует (fπ(i)(m – ) < fρ(i)(k + 2)) 

 (fπ(i)(m – ) = fρ(i)(k + 2)    ( – )). 
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Если fπ(i)(m – ) < fρ(i)(k + 2), то (0; ) выпол-
няется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

Если fπ(i)(m – ) = fρ(i)(k + 2), то (0; ( – )] 

выполняется fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ). 

Причем если i-е неравенство в (П2) выполняется как 
равенство, то должно быть  = ( – ), а  также можно 
выбрать равным ( – ). 

2.3. xπ(i) > m, xρ(i)  k. Тогда 

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + ) +  – ,  

fπ(i)(m + ) =  fπ(i)(m + ) +  – , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + ,  fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k) + . 

Из формулы (П2) следует (fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k))  

(fπ(i)(m + ) = fρ(i)(k)    ( – )). 
Если fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k), то (0; ) выполняется 

fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

Если fπ(i)(m + ) = fρ(i)(k), то [( – ); ] выпол-
няется fπ(i)(m + )  fρ(i)(k + ). 

Причем если i-е неравенство в (П2) выполняется как 
равенство, то должно быть  = ( – ), а  также можно 
выбрать равным ( – ). 

2.4. xπ(i) > m, xρ(i) > k. Тогда 

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + ) +  – ,  

fπ(i)(m + ) = fπ(i)(m + ) +  – , 

fρ(i)(k + ) = fρ(i)(k + 2) + 2 – ,  

fρ(i)(k + ) =  fρ(i)(k + 2) + 2 – . 

Из формулы (П2) следует fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + 2). 

Тогда (0; ) выполняется fπ(i)(m + ) < fρ(i)(k + ). 

Если в разных неравенствах (П2) встречаются слу-
чаи 2.2 и 2.3, из которых следует одновременно   ( – 

) и   ( – ), то такое возможно только при  = ( – 

), тогда и  должно быть равным ( – ). В результате 
получаем неравенства (П3), причем если в (П2) есть 
строгое неравенство, то и в (П3) соответствующее нера-
венство строгое. Таким образом, для случая, когда k 

четное, а m нечетное, также доказано существование  

такого, что (m + ) PE (k + ). 

Для комбинаций k – нечетное, m – нечетное; k – не-
четное, m – четное доказательства проводятся анало-
гично. В итоге доказана первая часть утверждения 2: 

если произвольная точка из интервала (k; k + ) доми-
нируема по PE на Re, то доминируема и любая другая 
точка из этого интервала. 

Докажем теперь, что если произвольная точка k + 

, где k – целое, 0 <  < , из интервала (k; k + ) не 
доминируема по PE на Re, то недоминируема по PE на 
Re и любая другая точка k + , 0 <  < , из этого ин-

тервала. Предположим обратное, что точка k +  до-
минируема по PE на Re. Но тогда из доказанного выше 
следует, что и точка k +  доминируема по PE. А это 
противоречит сделанному предположению. Вторая 
часть утверждения 2 доказана. 
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Abstract. A new approach to defining mean values based on the ideas of multicriteria optimiza-

tion was proposed and developed previously; see the papers [4] and [5]. The distances between 

the current point and the sample points were treated as components of a vector estimate. The con-

ventional approach to defining mean values involves the scalarization of vector estimates: they 

are replaced, e.g., by the sums of their squared components. On the contrary, we proceeded from 

comparing vector estimates by preference. Several types of mean values corresponding to differ-

ent amounts of information about preferences were considered. The properties of such mean val-

ues were investigated, and computational methods for constructing them were given. However, in 

the case of equally important criteria, the method turns out to be approximate and rather computa-

tionally intensive. In this paper, we present an exact and efficient numerical method for construct-

ing a set of mean values of the specified type. The method is illustrated by a computational ex-

ample. 
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Аннотация. Рассматривается задача планирования маршрутов группы беспилотных лета-
тельных аппаратов в составе перспективной системы доставки последней мили, формали-
зованная в виде двухкритериальной NP-трудной задачи многих коммивояжеров с одним 
депо. Применение стандартных методов оптимизации для получения точного решения не-
 ффективно с точки зрения временны х затрат на их реализацию, и в условиях реальной 
системы становится необходимым применение  вристических алгоритмов поиска прибли-
женного решения. Для решения поставленной задачи был применен  литарный генетиче-
ский алгоритм недоминирующей сортировки NSGA-II, хорошо зарекомендовавший себя в 
случае многокритериальной оптимизации. Для исследования  ффективности применения 
комбинированного иерархического оператора скрещивания в сравнении со стандартными 
операторами скрещивания было реализовано программное средство имитационного моде-
лирования и был проведен сравнительный анализ результатов применения различных опе-
раторов скрещивания в составе генетического алгоритма. 
 

Ключевые слова: доставка последней мили, задача многих коммивояжеров, многокритериальная 
оптимизация, генетический алгоритм, оператор скрещивания. 
 

 

 

Быстрая и  кономичная коммерческая доставка 
малогабаритных товаров, заказываемых онлайн, 
является сложной комплексной логистической за-
дачей, которую в настоящее время пытаются ре-
шить многие компании. Одной из наиболее пер-
спективных технологий для решения  той задачи 
на заключительном  тапе цепочки поставок, так 
называемой доставки «последней мили», является 
применение беспилотных летательных аппаратов 
(БПЛА) в составе системы доставки товаров из 
распределительных центров до покупателей [1]. 

Использование БПЛА для доставки малогабарит-
ных грузов в городской среде  ффективнее клас-
сической курьерской доставки с  кономической 

точки зрения, так как БПЛА не ограничены от-
дельным статичным набором дорог и могут гибко 
перемещаться в трех измерениях, что существенно 
сокращает время и, как следствие, стоимость до-
ставки [2]. Кроме того, автоматизация подобной 
системы позволяет существенно снизить число 
работников, задействованных в процессе транс-
портировки заказов, что также ведет к снижению 
ее общей стоимости. 

Хотя доставка последней мили с использовани-
ем БПЛА и предполагает более  ффективную аль-
тернативу курьерской доставке, ее реализация в 
составе реальной системы ограничена техниче-
скими возможностями существующего в настоя-
щее время аппаратного и программного обеспече-
ния. Также стоит отметить, что реальные системы 
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доставки грузов предполагают наличие большого 
числа клиентов, которых необходимо обслужить 
единовременно.  

В обзоре [3] показано, что задача предвари-
тельного централизованного планирования марш-
рутов группы БПЛА с учетом того, что каждый 
БПЛА может обслужить за вылет одного или не-
скольких клиентов, в простейшей постановке мо-
жет быть сведена к NP-трудной задаче многих 
коммивояжеров (англ. Multiple Travelling Salesman 

Problem, MTSP). Для уменьшения размерности 
задачи оптимизации в настоящей статье предлага-
ется разделение всей системы доставки на отдель-
ные зоны обслуживания с единственным распре-
делительным центром внутри и обособленное ре-
шение задач многих коммивояжеров с одним депо 
(англ. Single-Depot Multiple Travelling Salesman 

Problem, SD-MTSP). В § 1 показана необходимость 
одновременной оптимизации двух конфликтую-
щих целевых функций и приведена формальная 
постановка задачи. 

Применение стандартных методов оптимиза-
ции для получения точного решения приводит к 
 кспоненциальному росту времени вычислений с 
ростом числа оптимизируемых параметров, и в 
условиях реальной системы становится необходи-
мым применение  вристических алгоритмов поис-
ка приближенных решений. В настоящее время 
основным подходом к решению  того класса задач 
является применение различных мета вристиче-
ских алгоритмов [4]. Для решения поставленной 
задачи был  выбран  литарный генетический алго-
ритм недоминирующей сортировки (англ. Non-

dominated Sorting Genetic Algorithm II, NSGA-II). В 
§ 2 подробно описаны сам алгоритм NSGA-II и 
алгоритмы используемых генетических операто-
ров селекции, скрещивания и мутации. 

Эффективность работы генетического алгорит-
ма в наибольшей степени зависит от возможностей 
локального поиска используемого оператора 
скрещивания (кроссовера). В § 3 приведен сравни-
тельный анализ результатов работы алгоритма с 
использованием комбинированного иерархическо-
го кроссовера и таких стандартных операторов 
скрещивания, как частично соответствующий, 
циклический и порядковый кроссоверы. 

 

Задача многих коммивояжеров с одним депо в 
общем виде формулируется следующим образом. 
Существует набор из n >1 городов (точек) и m 

идентичных коммивояжеров. Каждый коммивоя-
жер отправляется из одной и той же стартовой 
точки с номером 0, совершает тур и возвращается 
в исходную стартовую точку. Каждая точка, не 
считая стартовой, должна быть посещена ровно 
один раз. Решение задачи заключается в миними-
зации некоторой глобальной целевой функции F 

[5]. 

В стандартной постановке задачи в качестве 
целевой функции принимается суммарная протя-
женность маршрутов всех коммивояжеров. Однако 
минимизация такой целевой функции в отсутствие 
дополнительных ограничений на маршруты ком-
мивояжеров приводит к сильной несбалансиро-
ванности маршрутов в получаемых решениях 
(рис. 1).  

 
 

 

 

 
Рис. 1. Типичный результат решения задачи в стандартной 
постановке  

 

С практической точки зрения использование 
нескольких коммивояжеров направлено на сокра-
щение времени обслуживания всех клиентов, по-
 тому для обеспечения сбалансированности марш-
рутов коммивояжеров по их протяженности ис-
пользуются различные вариации минимаксной по-
становки задачи, где в качестве целевой функции 
может использоваться, например, протяженность 
максимального маршрута или так называемая 
«степень несбалансированности», которая рассчи-
тывается как разность протяженностей макси-
мального и минимального маршрутов. В свою оче-
редь, такой подход может привести к тому, что 
маршруты коммивояжеров будут нерациональны-
ми в смысле минимизации их протяженностей 
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(рис. 2) и время обслуживания всех клиентов так-
же будет неоптимальным. 

 
 

 
 

 
Рис. 2. Типичный результат решения задачи в минимаксной 
постановке  

 

Таким образом, минимизация суммарной про-
тяженности и обеспечение сбалансированности 
маршрутов –  то две конфликтующие задачи оп-
тимизации, которые необходимо рассматривать 
совместно. Многокритериальный подход к реше-
нию задачи многих коммивояжеров зарекомендо-
вал себя  ффективным [6–8], поскольку он позво-
ляет сглаживать недостатки конфликтующих целе-
вых функций без введения дополнительных огра-
ничений на решения. Кроме того, наличие не-
скольких целевых функций в задаче закономерно 
приводит к появлению набора Парето-

оптимальных решений вместо единственного оп-
тимального решения, что позволяет гибко выби-
рать лучшее в некотором смысле решение при 
наличии дополнительной информации о задаче. 

Двухкритериальная задача многих коммивоя-
жеров с одним депо может быть формализована [6] 
с использованием ориентированного графа  
G = (V, A), где V – множество вершин и A – мно-
жество дуг. С графом связана симметричная весо-
вая матрица (матрица расстояний) C = (cij), (i, j) ∈ 

A, которая может быть определена с учетом огра-
ничений, налагаемых внешней средой функциони-
рования реальной системы доставки. В настоящей 
статье рассматривается простейший вариант опре-
деления значений cij евклидовыми расстояниями 
между точками. Пусть xijk – двоичная переменная, 
принимающая значение 1, если k-й коммивояжер 

проходит по дуге графа (i, j), и 0 – в противном 
случае; ui – количество точек, посещенных комми-
вояжером на пути от стартовой точки с номером 0 

до точки с номером i. С учетом введенных обозна-
чений формальная запись задачи имеет вид: 

 1 2,  min F f f  ,                      (1) 

1

1 0 0

,
m n n

ij ijk

k i j

f c x
  

                        (2) 

2
11

0 0 0 0

max min ,
n n n n

ij ijk ij ijk
k mk m

i j i j

f c x c x
  

   

         (3) 

где    0, 1     , ,,    1, ,ijkx i j A k m      такие, что  

0

1

1,    1, ,
n

jk

j

x k m


   ,                     (4) 

0

1

1,    1, ,
n

i k

i

x k m


   ,                     (5) 

1 1

1,    1 ,    ,
m n

ijk

k i

x j n i j
 

                   (6) 

1 1

1,    1 ,    ,
m n

ijk

k j

x i n i j
 

                    (7) 

1 1

,    1, , ,  1, , ,    ,
n n

ijk jik

i i

x x j n k m i j
 

        (8) 

 
1

1,

  2 .

m

i j ijk

k

u u n m x n m

i j n



      

  


           (9) 

Выражения (2) и (3) определяют две целевые 
функции, которые необходимо минимизировать 
совместно (1): суммарную протяженность марш-
рутов всех коммивояжеров и разность протяжен-
ностей максимального и минимального маршрутов 
соответственно. Условия (4) и (5) гарантируют, что 
ровно m коммивояжеров покинут стартовую точку 
и возвратятся в нее. Условия (6)–(8) гарантируют, 
что каждая точка, не считая стартовой, будет по-
сещена ровно один раз. Ограничение (9) представ-
ляет собой классическую формулировку ограниче-
ния исключения промежуточных туров (англ. 
subtour elimination constraint, SEC), которое гаран-
тирует, что решение не будет содержать маршру-
тов коммивояжеров, не включающих в себя уже 
посещенные точки. 
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2.1. Представление хромосомы 

Ключом к получению хороших решений  
задачи оптимизации с применением генетического 
алгоритма является корректное представление 

особи или хромосомы, которая должна точно 
определять решение задачи и позволять генетиче-
ским операторам  ффективно генерировать луч-
шие решения по мере продолжения итеративного 
 волюционного процесса. В работе [9] был пред-
ложен пригодный для решения задачи многих 
коммивояжеров метод представления хромосомы, 
состоящей из двух частей, позволяющий умень-
шить избыточность пространства решений (в срав-
нении с однострочным и двухстрочным методами 
представления хромосомы) и, как следствие, повы-
сить  ффективность работы алгоритма. 

Хромосома состоит из двух частей (рис. 3): 
первая часть содержит набор из n – 1 чисел, харак-
теризующих порядок посещения точек в маршру-
тах коммивояжеров, вторая часть состоит из m – 1 

разделителей, которые делят первую часть на m 

групп. Каждая группа представляет собой тур од-
ного из коммивояжеров (рис. 4). 

 
 

 
 

 
Рис. 3. Представление хромосомы 

 

 

 
Рис. 4. Визуализация решения задачи  

2.2. Операторы скрещивания 

Известно, что используемый в генетическом 
алгоритме оператор скрещивания (кроссовер) ока-
зывает наибольшее влияние на возможности ло-
кального поиска и  ффективность работы алго-
ритма в целом. Наиболее широкое распростране-
ние в работах, посвященных решению комбина-
торных задач оптимизации, получили такие опера-
торы скрещивания, как частично соответствующий 
кроссовер (англ. Partially-Mapped Crossover, 

PMX), порядковый кроссовер (Order Crossover) и 
циклический кроссовер (Cycle Crossover). Принци-
пы их функционирования были описаны в множе-
стве работ (см., например, книги [10, 11]). Исполь-
зуемые в настоящей работе алгоритмы стандарт-
ных операторов скрещивания были адаптированы 

для соответствия методу представления хромосо-
мы, состоящей из двух частей. Модифицирован-
ные алгоритмы операторов скрещивания подробно 
описаны далее. 

Алгоритм работы частично соответствующего 
кроссовера таков (рис. 5). 

Шаг 1. На вход алгоритма подается пара осо-
бей-родителей. Из первых частей родительских 

хромосом PA и PB случайным образом равномерно 
выбираются две точки разреза. Последовательно-
сти генов между двумя точками разреза называют-
ся секциями отображения. 

Шаг 2. Секции отображения меняются местами 
и копируются с соблюдением позиций генов в пер-
вые  части  хромосом особей-потомков  CA  и  CB.  

 
 

 
 

 
Рис. 5. Модифицированный алгоритм работы частично 
соответствующего кроссовера  
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Прочие гены при  том считаются неопределенны-
ми. 

Шаг 3. Определяется взаимосвязь генов между 
двумя секциями отображения. 

Шаг 4. Неопределенные в CA и CB гены запол-
няются путем копирования генов соответствующе-
го родителя. Если ген уже присутствует в особи-

потомке, он заменяется в соответствии с его отоб-
ражением. 

Шаг 5. Вторые части хромосом особей-

потомков генерируются случайным образом. 
Алгоритм работы порядкового кроссовера та-

ков (рис. 6). 
Шаг 1. На вход алгоритма подается пара осо-

бей-родителей. Из первых частей родительских 

хромосом PA и PB случайным образом выбирают-
ся две точки разреза. 

Шаг 2. Полученные последовательности генов 
меняются местами и копируются с соблюдением 
позиций генов в первые части хромосом особей-

потомков CA и CB. Прочие гены при  том счита-
ются неопределенными. 

Шаг 3. Определяются порядки следования ге-
нов слева направо в PA и PB. 

Шаг 4. Неопределенные в CA и CB гены запол-
няются в соответствии с порядком следования ге-
нов соответствующих родителей, начиная со вто-
рой точки разреза. Если ген уже присутствует в 
особи-потомке, он пропускается. 

Шаг 5. Вторые части хромосом особей-

потомков генерируются случайным образом. 
 

 

 
Рис. 6. Модифицированный алгоритм работы порядкового 
кроссовера  

Алгоритм работы циклического кроссовера та-
ков (рис. 7). 

Шаг 1. На вход алгоритма подается пара осо-
бей-родителей. Из первой части родительской 
хромосомы PA случайным образом выбирается 
стартовая позиция цикла. 

Шаг 2. Ген, занимающий стартовую позицию в 
PA, записывается в первую часть хромосомы по-
томка с соблюдением его позиции. Ген, занимаю-
щий ту же позицию в первой части родительской 
хромосомы PB, не может быть записан в хромосо-
му потомка на  ту же позицию, по тому он запи-
сывается в хромосому потомка в соответствии с 
его позицией в PA. Цикл продолжается до нахож-
дения в PB гена, занимавшего стартовую позицию 
в PA.  

Шаг 3. После завершения цикла оставшиеся 
неопределенные гены копируются из PB с соблю-
дением их позиций. 

Шаг 4. Вторая часть хромосомы особи-потомка 
генерируется случайным образом. 

Шаг 5. Для формирования второй особи-

потомка особи-родители меняются местами и шаги  
1-4 алгоритма повторяются. 

 
 

 
 

 

Рис. 7. Модифицированный алгоритм работы циклического 
кроссовера  

 

Описанные операторы скрещивания являются 
универсальными для комбинаторных задач опти-
мизации и позволяют генерировать лучшие реше-
ния по мере продолжения итеративного  волюци-
онного процесса генетического алгоритма, однако 
в практических приложениях их возможности ло-
кального поиска сравнительно невелики. 
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В работе [12] для решения задачи многих ком-
мивояжеров был предложен комбинированный 
иерархический оператор скрещивания (Combined 

HGA), обеспечивающий высокую  ффективность 
локального поиска путем учета расстояний между 
точками в основном процессе формирования осо-
би-потомка и хорошее разнообразие популяции 
благодаря применению разных подходов к форми-
рованию двух особей-потомков. 

Основной алгоритм комбинированного иерар-
хического оператора скрещивания таков. 

Шаг 1. На вход алгоритма подается пара хро-
мосом PA и PB. Из PA случайным образом выби-
рается ген PAk, который записывается в начало 
хромосомы потомка. 

Шаг 2. В зависимости от заданного направле-
ния поиска из хромосом родителей выбираются 
два последующих PAk+1, PBk+1 или два предыду-
щих PAk–1, PBk–1 гена. 

Шаг 3. Из хромосом родителей удаляется ген 
PAk. 

Шаг 4. Сравнивается пара расстояний cij между 
выбранными на втором шаге генами и PAk. Ген, 
имеющий меньшее расстояние, записывается в 
особь-потомка и становится новым геном PAk. Ал-
горитм продолжает работу, начиная с шага 2, пока 
длина хромосомы родителя PA > 1. 

Авторами работы [12] было показано, что по-
лучаемые с помощью такого алгоритма особи-

потомки будут иметь разные показатели по двум 
целевым функциям в зависимости от представле-
ния входных данных PA и PB. Для получения хо-
рошо сбалансированного набора решений было 
предложено два метода формирования входных 
данных. 

Метод формирования первой особи-потомка 
(рис. 8) заключается в том, что в качестве входных 
данных основного алгоритма выбираются первые 
части хромосом родителей. Результатом работы 
алгоритма будет первая часть хромосомы потомка, 
вторая часть хромосомы потомка выбирается слу-
чайным образом из вторых частей хромосом роди-
телей.  Большинство  получаемых  таким  образом  

 
 

 

 
Рис. 8. Алгоритм формирования первой особи-потомка  

потомков будут иметь достаточно сбалансирован-
ные маршруты коммивояжеров, но не будут спо-
собствовать уменьшению общей протяженности 
всех маршрутов. 

Метод формирования второй особи-потомка 
(рис. 9) состоит в предварительном декодировании 
хромосом родителей в однострочное представле-
ние: в начало первой части хромосомы и на опре-
деляемые разделителями позиции добавляются 
гены стартовой точки 0, вторая часть хромосомы 
удаляется. Декодированные родительские хромо-
сомы подаются на вход основного алгоритма.  
 

 

 

 

 
Рис. 9. Алгоритм формирования второй особи-потомка   

 

Результат работы алгоритма подвергается про-
цедуре рационализации, состоящей в удалении 
«нулевых» маршрутов (перенос правых смежных 
генов стартовой точки 0 в случайно определяемую 
позицию правее по хромосоме), а затем кодируется 
в изначальное представление хромосомы, состоя-
щей из двух частей. Большинство получаемых та-
ким образом потомков будут способствовать 
уменьшению общей протяженности всех маршру-
тов, однако не будут способствовать уменьшению 
степени несбалансированности маршрутов. 

 

2.3. Операторы селекции и мутации 

Оператор селекции осуществляет отбор особей, 

обладающих наибольшим значением функции 

приспособленности, из которых формируется 
набор допущенных к скрещиванию особей. В 
предложенном алгоритме используется стандарт-
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ный для генетического алгоритма недоминирую-
щей сортировки оператор бинарной турнирной 
селекции.  

Операторы мутации предотвращают сужение 
области поиска оптимального решения из-за попа-
дания в локальный минимум путем редактирова-
ния генов у создаваемых потомков. В предложен-
ном алгоритме были использованы четыре различ-
ных оператора мутации [10, 13]: мутация вставки 
(Insertion Mutation), мутация взаимообмена (Ex-

change Mutation), мутация инверсии (Inversion Mu-

tation) и мутация скремблирования (Scramble Mu-

tation). Все операторы мутации имеют равную ве-
роятность вызова. 

 

2.4. Генетический алгоритм недоминирующей 
сортировки NSGA-II 

Для решения поставленной задачи в качестве 
мета вристического алгоритма оптимизации был 
применен предложенный в работе [14]  литарный 

генетический алгоритм недоминирующей сорти-
ровки NSGA-II (рис. 10), хорошо зарекомендовав-
ший себя в случае многокритериальной оптимиза-
ции. Алгоритм основан на процедуре быстрой не-
доминирующей сортировки множества решений на 
фронты (англ. fast non-dominated sort, FNDS), ко-
торая обеспечивает высокую скорость сходимости 
алгоритма, и на процедуре сортировки по степени 
скученности решений в пространстве функциона-

лов (crowding-distance sort), которая обеспечивает 
хорошее разнообразие формируемой популяции. 

Быстрая недоминирующая сортировка со-
стоит в определении ранга r для каждой особи и 
объединении особей с одинаковым рангом в под-
множества ℱr – фронты ранга r. 

Определение. Решение p называется домини-
рующим над решением q, если одновременно вы-
полняются два условия: 

1. Решение p не хуже решения q по всем функ-
ционалам. 

2. Решение p строго лучше решения q хотя бы 
по одному функционалу. ♦ 

Таким образом, для поставленной задачи двух-
критериальной оптимизации можно записать усло-
вие доминирования особи p над особью q: 

 
 

1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ( )   

    ( ) .( ) ( ) ( )

р q p q
p q

f f f f

f f f f qp

   
   

         (10) 

Представим условие (10) как p ≺ q для удоб-
ства дальнейшего изложения. 

Алгоритм быстрой недоминирующей сорти-
ровки таков. 

Шаг 1. Для каждой особи p в популяции вы-
полняются следующие действия: 

 Инициируется список Sp = ∅ особей популя-
ции, над которыми доминирует особь p. 

 Инициируется счетчик np = 0 особей популя-
ции, которые доминируют над особью p. 

 

 

 

 

 

 
Рис. 10. Процесс оптимизации популяции в алгоритме NSGA-II   
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 Для каждой особи q в популяции проверяется 
условие доминирования (10): 

o если p ≺ q, особь q добавляется в список 

Sp, т. е. Sp = Sp ∪ {q}.  

o если q ≺ p, счетчик np увеличивается на 1, 

т. е. np = np + 1. 

 Если для особи p счетчик np = 0, она записы-
вается в первый недоминирующий фронт ℱ1 ∪ {p}. 

Шаг 2. Инициируется счетчик фронтов i = 1. 

Шаг 3. Пока i-й фронт ℱi ≠ ∅, выполняются 
следующие действия: 

 Инициируется список Q = ∅ для хранения 
особей (i + 1)-го фронта. 

 Для каждой особи p ∈ ℱi рассматривается 
список Sp: если для особи q ∈ Sp выполняется ра-
венство nq – 1 = 0, она записывается в список Q 

= Q ∪ {q}. 

 Счетчик фронтов увеличивается на 1, т. е. 
i = i + 1. 

 Формируется i-й фронт ℱi = Q. 

Процедура продолжается до идентификации 
всех фронтов ℱr, r = 1,…, rmax. 

Сортировка по степени скученности реше-
ний в пространстве функционалов необходима 
для отбора решений в пределах одного фронта. 
Для каждой особи ℱr (i)∈ ℱr вычисляется величина 
расстояния 

   
2

1

di ( ) ( )st   dist , r m r

m

i i


  

где  (ist )d m r i  – расстояние до m-го функциона-
ла, которое рассчитывается следующим образом. 

Шаг 1. Решения в пределах фронта ℱr длиной l 
сортируются по возрастанию значений m-го функ-
ционала. Тогда для граничных решений фронта 
справедливы выражения 

min(1) ,r mf  max( ) .r mfl   

Шаг 2. Искомым расстояниям для граничных 
решений присваивается максимальное значение 

расстояния     9dist dist(1) ( ) ,10m r m r l   а рас-
стояния промежуточных решений определяются 
по формуле 
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Алгоритм NSGA-II (см. рис. 10) состоит из пя-
ти шагов. 

Шаг 1. Начальная популяция родителей P0 раз-
мером N особей формируется случайным образом. 
На ее основе при помощи генетических операто-

ров селекции, скрещивания и мутации генерирует-
ся начальная популяция потомков Q0 также разме-
ром N. Поскольку  литизм вводится путем сравне-
ния текущей популяции с ранее найденными 
наилучшими решениями, процесс формирования 
последующих популяций будет отличаться. 

Шаг 2. Популяции родителей и потомков объ-
единяются в множество Rt = Pt ∪ Qt, которое раз-
деляется на фронты Fr, r = 1,…, rmax, при помощи 
процедуры быстрой недоминирующей сортировки. 

Шаг 3. Из множества Rt выбираются N лучших 
особей, которые формируют новую популяцию 
родителей Pt+1. Лучшими считаются особи с 
меньшим рангом r. Если очередной фронт не мо-
жет быть записан целиком в Pt+1, он подвергается 
процедуре сортировки по степени скученности 
решений в пространстве функционалов, лучшими 
считаются особи с бо льшим значением расстояния 
скученности. 

Шаг 4. На основе популяции Pt+1 при помощи 
генетических операторов селекции, скрещивания и 
мутации генерируется новая популяция потомков 
Qt+1. 

Шаг 5. Алгоритм продолжает работу, начиная с 

шага 2, пока не будет достигнут терминальный 
критерий алгоритма (заданное число поколений 
или достаточная однородность популяции). 

 

Для организации вычислительных  ксперимен-
тов с целью исследования влияния используемого 
оператора скрещивания на  ффективность работы 
алгоритма было реализовано программное сред-
ство имитационного моделирования, которое поз-
воляет: 

 задавать состояние системы – набор точек 
доставки {n}, количество используемых коммиво-
яжеров m; 

 задавать параметры работы алгоритма – раз-
мер популяции N, количество итераций алгоритма 
NGen, количество повторений алгоритма NRep, веро-
ятность вызова оператора скрещивания 0 ≤ px ≤ 1, 

вероятность вызова оператора мутации 0 ≤ pm ≤ 1, 

зерно генератора псевдослучайных чисел; 
 выбирать используемые в алгоритме генети-

ческие операторы скрещивания и мутации; 
 в автоматическом режиме набирать стати-

стику по поколениям и визуализировать конечный 
набор Парето-оптимальных решений; 

 визуализировать конечное решение на интер-
активной карте, если точки доставки в используе-
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мом наборе имеют привязку к географическим ко-
ординатам; 

 создавать новые наборы данных на интерак-
тивной карте. 

Программное средство было реализовано на 
языке программирования Python 3.9.6, все вычис-
ления производились на процессоре AMD Ryzen 7 
5800X3D, 4.70 ГГц и 64 Гб ОЗУ. 

Для всех вычислительных  кспериментов раз-
мер популяции N принимался равным 100 особям, 
количество повторений алгоритма NRep = 1, веро-
ятность вызова оператора скрещивания px = 1, ве-
роятность вызова оператора мутации pm = 0,05. 

Для проведения сравнительного анализа результа-
тов работы алгоритма с использованием описан-
ных операторов скрещивания в качестве наборов 
данных использовались  талонные тесты berlin52, 

eli76 и rat99 [15–17], в которых первая точка при-
нималась за стартовую (условия приведены в таб-
лице). 

Финальные недоминированные Парето-фронты 
для соответствующих наборов данных, представ-
ляющие собой наборы возможных решений задачи 

Условия вычислительных экспериментов 

Набор  
данных 

Число 

точек n 

Число комми-

вояжеров m 

Число 

итераций 
NGen 

berlin52 52 5 1400 

eli76 76 7 1800 

rat99 99 7 2200 

 

многих коммивояжеров, изображены на графиках 
(рис. 11). По оси абсцисс каждого графика откла-
дывается общая протяженность маршрутов, по оси 
ординат – разность между максимальной и мини-
мальной протяженностью маршрутов (обе величи-
ны безразмерные). 

Парето-фронты, полученные при помощи алго-
ритма с использованием комбинированного иерар-
хического кроссовера, во всех  талонных тестах 
показывают лучшие результаты с точки зрения 
совместной минимизации двух целевых функций 
по сравнению со стандартными операторами 
скрещивания. 

  

 

 
Рис. 11. Сравнительный анализ финальных недоминированных Парето-фронтов для наборов данных: а - berlin52, m=5; б – eli76, m=7; в – 

rat99, m=7
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Для оценки скорости сходимости алгоритма с 
использованием комбинированного иерархическо-
го оператора скрещивания были построены графи-
ки  волюции минимальных значений двух целевых 
функций, соответствующие крайним особям теку-
щего недоминированного Парето-фронта. Для всех 
 талонных наборов данных прослеживается сле-
дующая закономерность: на первых поколениях 
значения целевых функций уменьшаются стреми-
тельно, затем скорость их изменения резко снижа-
ется (рис. 12). Таким образом, в составе реальной 
системы доставки последней мили для  кономии 
вычислительных и, как следствие, временны х ре-
сурсов можно использовать наборы решений, по-
лученные за малое количество итераций предло-
женного алгоритма.   

 

 

 
Рис. 12. Эволюция значений целевых функций для набора данных 
rat99, m=7   

 

Так, например, для набора данных Moscow-ICS, 

созданного при помощи интерактивной карты про-
граммного средства, было получено решение 
(рис. 13) при следующих условиях работы алго-
ритма: n = 41, m = 5, NGen = 200. Для визуализации 

решения задачи (рис. 14) из полученного набора 

Парето-оптимальных решений было выбрано Па-
рето- ффективное решение, занимающее середин-
ное положение в финальном фронте. 

 

 

 
Рис. 13. Финальный недоминированный Парето-фронт для 
набора данных Moscow-ICS 

 

 

 
Рис. 14. Визуализация решения задачи для набора данных 
Moscow-ICS  

 

 

Рассмотрена задача планирования маршрутов 
беспилотных летательных аппаратов в составе 
перспективной системы доставки последней мили 
в виде двухкритериальной задачи многих комми-
вояжеров с одним депо. Показана необходимость 
совместной оптимизации двух конфликтующих 
целевых функций. Описаны использованные гене-
тические операторы. Реализовано программное 
средство для решения поставленной задачи, в ос-
нову которого положен  литарный генетический 
алгоритм недоминирующей сортировки NSGA-II.  

Проведены вычислительные  ксперименты и 

сравнительный анализ  ффективности применения 
различных операторов скрещивания в составе ге-
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нетического алгоритма решения двухкритериаль-
ной задачи многих коммивояжеров. Показано, что 
комбинированный иерархический кроссовер обес-
печивает наилучшие результаты с точки зрения 
совместной оптимизации двух целевых функций. 
Исследование скорости сходимости алгоритма с 
использованием комбинированного иерархическо-
го кроссовера показало, что предложенный алго-
ритм позволяет получать приемлемые решения в 
кратчайшие сроки. 
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Abstract. This paper considers routing for a group of unmanned aerial vehicles within a promis-

ing last-mile delivery system. The routing problem is reduced to the bi-criteria single-depot mul-

tiple traveling salesman problem and formalized using a directed graph. Being NP-hard, this 

problem cannot be efficiently solved by standard exact optimization methods. Therefore, heuristic 

algorithms should be applied to obtain good approximate solutions in a short time. The problem is 

solved using NSGA-II, the widespread elitist non-dominated sorting genetic algorithm that 

demonstrates good results in multicriteria optimization. Some chromosome representation and 

crossing and mutation operators are implemented in the algorithm. A simulation software tool is 

presented to investigate the influence of the crossing operators used on the convergence speed of 

the algorithm. Finally, several genetic crossing operators (Partially-Mapped Crossover, Order 

Crossover, Cycle Crossover, and Combined Hierarchical Crossover) are compared in terms of 

efficiency. 
 

Keywords: last-mile delivery, multiple traveling salesman problem, multicriteria optimization, genetic algo-

rithm, crossover. 
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Аннотация. Предметом настоящего исследования являются взаимодействие школ и по-
ставщиков, а также процессы конкуренции между поставщиками за осуществление госу-
дарственной закупки. Школа, максимизируя значение своей функции полезности, опреде-
ляет оптимальное распределение своего бюджета между расходами на оплату труда и за-
купку оборудования. Далее за бюджет школы на оборудование начинают конкурировать 
различные поставщики, максимизирующие либо свою прибыль, либо выручку. В зависи-
мости от рынка (муниципальный, региональный, российский) для описания процесса за-
купки могут применяться различные модели, начиная от модели совершенно конкурентно-
го рынка и олигополии и заканчивая монополией. В случае монополии поставщики не бу-
дут предоставлять скидки на продукцию, при совершенной конкуренции поставщики 
предоставляют скидки на уровне их максимальной прибыли.  Предложены новые приме-
нения ряда моделей теории игр к закупкам материально-технического обеспечения и к 
описанию конкуренции между поставщиками.  
 

Ключевые слова: школьное образование, конкуренция, принятие решений, олигополия, монополия, 
аукцион, теория игр. 
 

 

 

Школа является важным институтом социаль-
но-экономического развития любой страны. Имен-
но в ней закладываются основы личности челове-
ка, базовые навыки, умения и ценности, инстру-
менты общения и эмоционального интеллекта. Для 
того, чтобы школа могла осуществлять свою дея-
тельность, необходимо наличие профессионально-
го педагогического состава и, что не менее важно, 
наличие специализированной материальной базы. 
Материальная база может быть различной: начи-
ная  от  базовых  парт,  досок  и  заканчивая  совре- 

  
________________________________ 
# Исследование выполнено при финансовой и организацион-
ной поддержке лаборатории нейротехнологий и человеко-

машинного взаимодействия МФТИ и Минобрнауки в рамках 
грантов молодежным лабораториям. 

менными интерактивными досками и робототех-
ническими наборами [1]. 

В связи с тем, что школа несет в себе не только 
образовательную функцию, но и формирует в Рос-
сии огромный рынок поставок материального 
обеспечения объемом более 100 миллиардов руб-
лей в год, этот рынок представляет особый интерес 
для анализа с использованием инструментов тео-
рии игр и теории управления.  

Для анализа вышеупомянутого рынка прежде 
всего необходимо установить, как школа опреде-
ляет необходимый перечень оборудования и годо-
вой бюджет на него. Далее школа осуществляет 
закупку материально-технического обеспечения, 

для чего объявляет конкурсную процедуру, нахо-
дясь под нормативно-правовыми ограничениями и 
ограничениями, накладываемыми на нее иными 
центрами принятия решений (муниципалитетом, 

http://doi.org/10.25728/pu.2024.1.4


 

 
 

 

 
 

 ●

субъектом федерации и т. д.). В случае Российской 
Федерации данными ключевыми ограничениями 
выступают Федеральные законы № 223 и 44 [2, 3], 

а также организационно-правовая форма школ и 

нормативные ограничения каждого отдельного 
региона.  

Закупка осуществляется либо напрямую, либо 
через специальные механизмы государственных 
закупок. Чаще всего несколько ключевых постав-
щиков (2–4), конкурируют за поставку материаль-
ного обеспечения, предлагая наименьшую стои-
мость закупаемого оборудования. Однако может 
существовать и иная ситуация, в которой либо 

данную поставку оборудования может осуще-
ствить только единственный поставщик на рынке 
(оборудование уникально), либо лоты настолько 
стандартны, что могут быть поставлены широким 
кругом компаний.  

Поставщики определяют, участвовать им в за-
купке или нет, ориентируясь на несколько крите-
риев. Во-первых, это возможность поставить необ-
ходимое оборудование. Во-вторых, это функция 
полезности поставщика, которая является либо его 

выручкой (если данный поставщик является круп-
ным (более 400 млн руб. годового оборота), при 

условии положительной маржинальности проекта), 

либо прибылью. В-третьих, это ситуация на рынке 
(количество иных поставщиков) и наличие инсай-
дерской и иной информации. 

Важно отметить, что в данной работе рассмот-
рена лишь часть моделей определенного спектра 
ситуаций, которые могут наблюдаться на реальном 
рынке образования, а также исследовано прежде 
всего влияние материально-технического обеспе-
чения и оплаты труда педагогов на значение функ-
ции полезности школы. 

 

Возьмем среднестатистическую российскую 
школу, прием детей в которую осуществляется без 
вступительных испытаний. Школа работает в ста-
бильном режиме, в ней нет недовольства уровнем 
образования и финансовых проблем. Функцией 
образовательного результата [4] школ, которая 
также является функцией полезности, являются 
средние результаты выпускников, измеряемые в 
самой распространенной метрике – в баллах ЕГЭ. 
Материально-техническая (или материальная) база 
может быть накопленной (показатель A), если 

школа имеет определенную материально-

техническую базу, которая была сформирована 

ранее. А в текущем году школа тратит свой бюд-
жет (M) на оплату труда педагогов в текущем году 
(L) и на увеличение материально-технической ба-
зы в текущем году (K). Все переменные выража-
ются в рублях, так как общий бюджет, накоплен-
ная и закупленная на текущий год материальная 
база, затраты на оплату труда работников выра-
жаются в рублях [5].  

Таким образом, имеем следующий общий вид 
функции образовательного результата: 

       ,   ,   ,   .U f A K L M
 

Весь бюджет школы распределяется на матери-
альное обеспечение и зарплату учителей 
(M = L + K), т. е. M = M(K, L). Таким образом, по-
лучаем упрощенную функцию f от трех, а не четы-
рех переменных: 

       , , .U f A K L
 

В работе [6] рассмотрены различные потенци-
альные функции полезности школ и выделена одна 
из них, которая отвечает большому числу требова-
ний к функции полезности школ (возрастающая по 
K, A и L функция, обладающая убывающим эффек-
том масштаба, равна нулю, если все показатели 
равны нулю или если нет расходов на оплату труда 
педагогов). Данной функцией является сумма раз-
новидностей функций Кобба – Дугласа, которую 

мы назовем в данной работе «двойной» функцией 

Кобба – Дугласа [5] 

  1 1, , ,  

0 1,  0   1, , 0.

U f A K L СK L BA L

C B

     

      
 

Школа отчитывается о результатах предыдуще-
го года и формирует свой бюджет M из финансо-
вых поступлений со стороны муниципальных, ре-
гиональных и/или федеральных органов власти, а 
также в пределах внебюджетных средств. Бюджет 

M является в данной модели внешне заданным 
фиксированным параметром. Далее школа решает 
задачу максимизации своей функции полезности 
(на множестве ,  ,  0)A L K  . В источнике [6] рас-
смотрены различные решения данной задачи мак-
симизации и показано, что задача имеет решение 
при данном виде функции, и решение справедливо 

для любых значений параметров на множестве 
,  ,  0A L K  . Таким образом, школа определяет 

свой оптимальный бюджет на требуемое к постав-
ке в текущем году оборудование ( 0K ), измеряе-
мый в рублях, и сообщает его поставщикам 

(рис. 1) [5, 7].  
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Рис. 1. Трехуровневая обобщенная схема распределения бюджетов 
на материально-техническое обеспечение 

 

Более подробно определение функции полез-
ности количественными методами и применение 
«двойной» функции Кобба – Дугласа рассматрива-
ется в статье [6] для решения задачи определения 
вида функции полезности на количественных дан-
ных Комитета образования Санкт-Петербурга и 
сервиса государственных закупок на множестве 

,  ,  0A L K  . Так, на основе реальных данных школ 
города Санкт-Петербурга получено следующее 
выражение: 

0,55 0,45 0,12 0,882
.~

3
U K L A L  

 

2.1. Базовая модель 

Рассмотрим модель взаимодействия школы и 
поставщиков, которую будем называть базовой. 
Данная модель имеет место для компаний, кото-
рые максимизируют свою прибыль. Также компа-
нии имеют представление о виде функции полез-
ности друг друга (функция полезности является 
«двойной» функцией Кобба – Дугласа), но не зна-
ют значений внутренних показателей друг друга 
(постоянные и переменные издержки), а также не 
знают значений прибыли друг друга и могут пред-
положить, что издержки их конкурентов находятся 
«где-то между нулем и стоимостью закупки» (т. е. 

в диапазоне от максимальной скидки на уровне 
цены поставки, если компания несет очень низкие, 
равные нулю издержки, до минимальной, равной 
нулю, когда издержки компании находятся на 
уровне цены поставки). Данная модель часто 

наблюдается в реальной жизни, когда компании 
конкурируют в рамках закрытого аукциона первой 
цены и нет компании, которая знает информацию 
о внутренних процессах других компаний (процесс 
государственной закупки). Будем считать, что по-
ставщики оборудования конкурируют сразу за весь 
размер бюджета школы на материально-

техническое обеспечение в текущем году ( 0K ), 

т. е. в данной модели школа в текущем году тратит 
единоразово все свои средства на материально-

техническое обеспечение, а не делит свой размер 
бюджета на несколько закупок. Когда поставщи-
кам становится известен данный размер бюджета, 

те поставщики, которые могут поставить запраши-
ваемое школой оборудование, начинают конкури-
ровать по стоимости, предоставляя различные 
скидки ( iM  – скидка, которую i-й поставщик 
предоставляет в рамках закупки).  

Рассмотрим сначала общую схему (рис. 2), ко-
гда на рынке существует n поставщиков, которые 
могут поставить запрашиваемое оборудование. 

Сделаем предположение, что все поставщики мак-
симизируют свою прибыль  

 
0 0

0

     

1       ,   

i i i i

i i i

K FC p K M

p K FC M

     

   
 

где ip  – отношение переменных издержек по по-
ставке материально-технического обеспечения в 
объеме 0K  к сумме поставки 0K ; iFC  – постоян-
ные издержки i-го поставщика (индивидуальные 
для каждого поставщика, но не зависящие от объ-
ема произведенной продукции, например, расходы 

на аренду офиса, охрану, коммунальные расходы, 
часть затрат на оплату труда). Поставщик начинает 
максимизировать свою прибыль в зависимости от 
предоставляемой скидки iM , так как остальные 
показатели являются для каждого поставщика за-
данными. 

Фактически между поставщиками начинается 
Байесова игра [7], иначе называемая игрой с не-
полной информацией. Данная игра проводится, 
если хотя бы один из игроков не знает как мини-
мум одну функцию полезности иных игроков. В 
нашем случае функции полезности каждого по-
ставщика в базовом варианте неизвестны никому, 
кроме него самого. 

Функцию прибыли поставщика мы можем при-
вести к следующему виду: 

  01    i i i ip K FC M      
 

 0   , , .      i i i i ig p FC K M U M     
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Рис. 2. Двухуровневая обобщенная схема конкуренции поставщиков за осуществление поставки 

 

Предположим, что поставщики не знают пред-
лагаемых стоимостей продукции друг друга, а 
также что функции полезности каждого поставщи-
ка независимы друг от друга. Согласно законода-
тельству Российской Федерации закупка фактиче-
ски осуществляется как аукцион первой цены 

[8, 9], т. е. тот поставщик, который предложит са-
мую низкую стоимость (самую высокую скидку на 
набор оборудования), получает возможность по-
ставки. 

Поскольку полезности iU  у каждого поставщи-
ка независимы друг от друга, игрок i рассматрива-
ет ,   1 ,   ,j j n j i     j  как равномерно распреде-

ленную от нуля до 0 K  величину (рис. 3). 
Функция выигрыша i-го поставщика примет 

следующий вид: 
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Для начала рассмотрим частный случай олиго-
полии, когда на рынке борются за поставку трое 
поставщиков. Рассмотрим данную ситуацию со 
стороны условного первого поставщика (i = 1). 

Вычислим вероятность того, что 1 2M M   и 

1 3M M   со стороны первого поставщика. В 
данном случае, если поставщик 1 дает наиболь-
шую скидку, он выигрывает закупку:  
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Такой же результат можно получить в более 
общем случае, зная функцию распределения веро-
ятности  
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Рис. 3. График плотности вероятности скидки у иных 
поставщиков, рассматриваемый i-м поставщиком 

 

Фактически i-й поставщик решает задачу мак-
симизации своего математического ожидания:  

   20 max.i i iU M M K     Решая эту задачу, 
получим, что наибольшее математическое ожида-
ние соответствует случаю, когда / 32 .i iM U   

Таким образом, все поставщики предложат такие 
скидки и победит в закупке поставщик, предло-
живший наибольшую скидку.  

Аналогично, решая задачу для n = 2, мы можем 
получить / 2i iM U  , а  1 2 p M M   

1 0  / .M K   Данное утверждение будет базой ма-
тематической индукции для доказательства общего 
случая. 
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Докажем переход. Предположим, что для опре-
деленного n = k выполняется 
  1 1

0,   .    k k

i j ip M M i j M K
       Обозначим 

случайную нумерацию поставщиков. Тогда для 
n = k + 1 поставщиков будет выполняться следую-
щее: 
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Тогда согласно принципу математической ин-
дукции для любого 2n   имеем 
  1 1

0  ,     .n n
i j ip M M i j M K

         

Решим задачу максимизации математического 
ожидания прибыли от закупки одним поставщи-
ком. В общем случае решается задача 

    1

0 max.
n

i i iU M M K
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в результате 

получим, что скидка, которую будет делать по-
ставщик, равна 

 1
.

i

i

U n
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n


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Данная модель позволяет описать реальную 
рыночную ситуацию. Действительно, в крайнем 
случае монополии поставщик оборудования ски-
док делать не будет ( 0)iM  . Решение является 
логичным, в частности, если n  ,  i iM U  , 

т. е. в случае идеальной совершенной конкуренции 
поставщики будут предлагать поставить оборудо-
вание с нулевой для них прибылью. 

Это описывает и ситуацию на реальном товар-
ном рынке. Так, в качестве яркого примера можно 
привести группу компаний «Просвещение», кото-
рая является монополистом по ряду позиций рын-
ка образовательной продукции. На целый ряд дан-
ной продукции (такой, как учебники) поставщик 
отказывается делать скидки, что также сказывается 
на рыночной цене и ее росте за последние годы. 
Рынок же канцелярских товаров является рынком 
почти совершенной конкуренции. На этом рынке 
наблюдается низкая маржинальность, что является 
следствием большого числа поставщиков. 

2.2. Дополнительная модель 

Рассмотрим модель, включающую сначала 

двух, а затем нескольких поставщиков, часть из 
которых максимизируют прибыль, а часть выруч-
ку. Так же, как и в п. 2.1 данной статьи, компании 
имеют представление о виде функции полезности 

друг друга, но не знают значений внутренних по-
казателей друг друга (постоянные и переменные 
издержки), а также не знают значений прибыли 
друг друга и могут предположить, что их издержки 
находятся «где-то между нулем и стоимостью за-
купки» (т. е. от максимальной скидки на уровне 
стоимости поставки, если компания несет очень 
низкие, равные нулю издержки, до минимальной, 
равной нулю, когда издержки компании находятся 
на уровне цены поставки). Данный случай описы-
вает вариант, когда в закупку вмешиваются круп-
ные поставщики (чья выручка составляет более 
400 млн руб./год). В п. 2.1 в качестве базового бы-
ло выдвинуто предположение, что все поставщики 
оборудования для образовательных организаций 

максимизируют свою прибыль, которая является 
функцией полезности поставщика. Однако это не 
всегда так. Обычно крупные поставщики, которые 
конкурируют за закупку с малыми, максимизиру-
ют свою выручку.  

Таким образом, их функция полезности являет-
ся выручкой и поставщик решает задачу ее макси-
мизации:  

max,iTR   

 0 0   ,   1      i i i i i iTR K M p K FC M       

 0   ,  ,         0.i i i i ig p FC K M U M    
 

Из этого следует, что максимальный уровень 
скидки, который может сделать поставщик, со-
ставляет   0 1    i i iM p K FC    . 

Рассмотрим случай, когда в конкурсе участву-
ют два поставщика: один максимизирует прибыль, 
а второй выручку, при этом оба знают свой тип 

(рис. 4).  
 

 

 
Рис. 4. Двухуровневая схема конкуренции двух поставщиков за 
осуществление поставки: поставщик 1 максимизирует прибыль, 
поставщик 2 максимизирует выручку 
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Поставщики не знают вероятность того, что их 
скидка больше скидки конкурента, поэтому будут 
считать друг для друга ее равнораспределенной от 
нуля до 0K . Аналогично прошлому случаю, по-
ставщик, максимизирующий прибыль (постав-
щик 1), выставит скидку 1 1 / 2M U  . Рассмотрим 
действия второго поставщика (максимизирующего 
выручку). Он будет максимизировать математиче-
ское ожидание своего выигрыша 
   0 2 2 0/K M M K    , таким образом выставляя 
скидку 2 0  / 2M K  , если при этом прибыль 
останется положительной. В противном случае 
скидка будет равна 2 2M U  . Победитель кон-
курса будет определяться в зависимости от того, 
чья скидка будет больше.  

Рассмотрим общий случай n  поставщиков, 
n k m  , где k  – число поставщиков, максимизи-
рующих прибыль (тип I), а m  – число поставщи-
ков, максимизирующих выручку (тип II). Тогда 
организации выставят следующие скидки: 

  
 

 

1i

i k

U n
M

n


   – скидка компаний типа I; 

  
   

 

0 0

 

 

1 1
,    0,

, в противном случае

ii m

ii m

K n K n
M U

n n

M U

 
   

 







 – скид-

ка компаний типа II.  
Отсюда следует достаточно логичный выход. 

Пусть мы имеем хорошо управляемую компанию 
типа II, у которой низкий уровень внутренних из-
держек (FC, p). Тогда у этой компании потолок 
скидки очень высок, и она имеет гораздо больше 
возможностей выиграть закупку у компании, мак-
симизирующей прибыль. В реалиях российского 
образовательного рынка при процессе конкурен-
ции, когда встречается малый (максимизирующий 
прибыль) и большой (максимизирующий выручку) 
поставщик, а закупка абсолютно конкурентна и 
отсутствует влияние нерыночных механизмов, то 
действительно большой поставщик выигрывает ее 
(как пример, ГК Просвещение, «Школьный мир» 

и т. д.). 

 

В данной работе рассмотрен ряд моделей за-
купки школами оборудования у поставщиков, а 
также моделей конкуренции между поставщиками. 

Значительная часть закупок в образовательной 

сфере согласно законодательству, действующему в 
отношении школ [2, 3], осуществляется по прин-
ципу Байесовой игры, в которой поставщики не 

обладают информацией о функциях полезности 
друг друга, причем закупка будет являться аукци-
оном первой цены. 

Одним из таких случаев является случай, когда 
несколько поставщиков, максимизирующих свою 
прибыль, конкурируют за закупку (базовая мо-
дель). Отдельный поставщик в рамках базовой мо-
дели рассматривает прибыль другого поставщика 
как равномерно распределенную от нуля до стои-
мости закупки величину. Логичным является тот 
факт, что если имеет место монополия, то постав-
щик не будет снижать свою стоимость поставки, 
предлагая школе скидки на оборудование, однако 
при стремлении к совершенной конкуренции 
участники рынка будут предлагать скидки на 
уровне их максимальной прибыли.  

Второй важный случай – это конкуренция за 
закупку поставщиков, максимизирующих или при-
быль, или выручку (дополнительная модель). В 
данном случае при достаточно эффективных внут-
ренних процессах в компании, максимизирующей 
выручку, можно ожидать ее победы в конкурент-
ной закупке.   
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Abstract. This paper is devoted to the interaction of schools and suppliers as well as the pro-

cesses of competition among suppliers for public procurement. Maximizing its utility function, a 

school determines an optimal distribution of its budget between labor costs and the purchase of 

equipment. Next, different suppliers begin to compete for the equipment budget, maximizing ei-

ther their profit or revenue. Depending on the market (municipal, regional, or All-Russian), the 

procurement processes can be described using various models, ranging from perfect competition 

and oligopoly to monopoly. In the case of monopoly, suppliers provide no discounts on their 

products; under perfect competition, suppliers reduce prices to the level of their maximum profit. 

New applications of several game-theoretic models to the procurement of equipment and the de-

scription of competition among suppliers are proposed.  
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Аннотация. Исследование посвящено моделированию управления во властных иерархиях. 
Приведён краткий обзор работ в этой области. Описаны принципы построения таких моде-
лей и лежащие в их основе предположения. Проведена их математическая формализация в 
виде разностных игр в нормальной форме с информационным регламентом игр Гермейера. 

Выполнено аналитическое исследование для частного случая системы двухуровневых 
властных иерархий. Сформулированы общие задачи исследования властных иерархий. Да-
но определение однополярной, двухполярной и многополярной властной иерархии, про-
анализированы условия их возникновения. Приведены иллюстративные примеры. Рас-
смотрена альтернативная модель конкуренции за ресурс. Осуществлено имитационное мо-
делирование системы властных иерархий для различных случаев и проведён сравнитель-
ный анализ результатов имитации. Сделаны выводы и намечены пути дальнейших иссле-
дований. 
 

Ключевые слова: властные иерархии, имитационное моделирование, методы управления, разност-
ные игры, согласование интересов, однополярная система, двухполярная система, n-полярная систе-
ма, сравнимость полюсов, конкуренция за ресурс, агенты влияния, базовые агенты, властная группи-
ровка, множество QRS. 
 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Подробно разработанная концепция математи-
ческого моделирования динамики распределения 
власти в иерархических структурах принадлежит 
А.П. Михайлову [1–8]. Идеология этого подхода 
описана уже в основополагающей статье [1]. Мо-
дель основана на балансовых соотношениях. Ос-
новной переменной модели служит объём власти

( , )p x t как функция времени и положения агента в 
иерархической структуре. Для этой функции вы-
писывается параболическое дифференциальное 
уравнение в частных производных с некоторыми 
краевыми условиями. Иерархическая структура в 
базовой версии представляет собой линейную це-
почку, которая достаточно легко обобщается на 
случай нескольких агентов на каждом уровне 
управления. Правая часть уравнения динамики оп- 
 

 
________________________________ 

# Статья написана при финансовой поддержке РНФ, проект 
№ 23-21-00131 (О. И. Горбанёва). 

ределяется потоками распоряжений в иерархиче-
ской структуре и функцией реакции общества на 
действия власти. Предполагается, что функция 

( , )p x t ограничена сверху и снизу функциями мак-
симального и минимального объёма властных 
полномочий, заданными законодательно. Дано по-
дробное описание содержательных гипотез, поло-
женных в основу построения модели и устанавли-
вающих область её применимости. Модель перво-
начально строится для дискретного времени, а за-
тем стандартным образом осуществляется переход 
к непрерывному времени.  

Модель предназначена для ответа на ряд со-
держательных вопросов, среди которых условия 
существования стационарных распределений вла-
сти и их устойчивости, анализ и прогноз «кризи-
сов» власти различного типа, изучение влияния 
активности гражданского общества на распределе-
ние власти и т. д. Сильные упрощения (например, 
использование линейных функций) позволяют от-
ветить на некоторые из этих вопросов в явном ви-
де, в более общих случаях проводится численный 
анализ [1]. 

http://doi.org/10.25728/pu.2024.1.5
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Итоги первого этапа исследований подведены 

А.М. Михайловым в монографии [2]. В последу-
ющих работах проведены различные обобщения и 
дополнения, например, изучение случая двух цен-
тров власти [4], борьба власти и оппозиции [5] 

и др. В частности, на основе базовой модели пред-
ложены модели коррупции во властных иерархиях 
[3, 6–8] и борьбы с ней. 

Оригинальная содержательная концепция вла-
сти разработана М.Л. Хазиным [9,10]. Дано опре-
деление власти как конкурентной борьбы малых 
организованных группировок, выявлены основные 
мотивы, принципы и способы поведения «людей 
власти», типы отношений между ними, приведён 
ряд ярких исторических примеров. Однако мате-
матические модели в этой концепции не применя-
ются. 

Упомянем также работы [11–13], посвящённые 
моделированию иерархий. 

Математическое моделирование властных 
иерархий в настоящей работе проводится на осно-
ве авторской теории управления устойчивым раз-
витием активных систем [14], продолжающей тео-
рию активных систем и теорию управления орга-
низационными системами [15,16]. В частности, 
используются следующие направления этой тео-
рии. 

 Модели согласования общественных и част-
ных интересов (СОЧИ-модели). В этих моделях 
предполагается, что каждый агент делит личный 
ресурс (временной, финансовый и т. п.) между 
производством некоторого общественного блага и 
частными интересами. Соответственно, выигрыш 
агента складывается из полезности от участия в 
потреблении общественного блага и от реализации 
частных интересов [17]. 

 Иерархическое управление осуществляется 
методами принуждения и побуждения. При при-
нуждении вышестоящий уровень управления за-
ставляет агентов нижестоящего уровня выполнять 
некоторые желательные для себя действия (адми-
нистративно-законодательное воздействие), а при 
побуждении мотивирует (стимулирует) агентов к 
выполнению этих действий (экономическое воз-
действие). При математическом моделировании 
принуждение означает ограничение области допу-
стимых действий агента, а при побуждении – воз-
действие на его функцию выигрыша, обычно с об-
ратной связью по управлению агента [14]. 

 Основным подходом к решению сложных ди-
намических задач управления служит компьютер-
ная имитация на основе метода качественно репре-
зентативных сценариев имитационного моделиро-
вания (метод КРС ИМ). Идея данного метода со-

стоит в том, что достаточно точный прогноз дина-
мики управляемой системы можно получить с по-
мощью очень небольшого числа сценариев управ-
ления (множество КРС ИМ). Для проверки репре-
зентативности этого множества применяются 
условия внутренней и внешней устойчивости. 
Множество КРС ИМ внутренне устойчиво, если 
для любых двух входящих в него сценариев 
управления выигрыши Центра различаются суще-
ственно. Внешняя устойчивость означает, что для 
любого не входящего в множество КРС ИМ сцена-
рия найдётся такой сценарий из этого множества, 
что выигрыши Центра будут различаться незначи-
тельно [18]. 

Замысел настоящей статьи состоит в построе-
нии и исследовании математических моделей 
властных иерархий на основе теории управления 
устойчивым развитием активных систем с исполь-
зованием идей упомянутых выше концепций 
А.П. Михайлова и особенно М.Л. Хазина. Для это-
го необходимо решить следующие задачи: 

– предложить принципы построения модели 
трёхуровневых властных иерархий и провести со-
ответствующую математическую формализацию в 
виде разностной игры в нормальной форме; рас-
смотреть альтернативный подход к построению 
модели; 

– выполнить аналитическое исследование для 
частного случая системы двухуровневых властных 
иерархий; 

– сформулировать общие задачи исследования 
властных иерархий; 

– осуществить имитационное моделирование 
системы властных иерархий для различных случа-
ев и провести сравнительный анализ результатов 
имитации. 

Статья организована следующим образом. В § 1 

описано построение модели трёхуровневых власт-
ных иерархий типа «Центр – агенты». В § 2 прове-
дено аналитическое исследование системы двух-
уровневых властных иерархий при упрощающих 
предположениях. В § 3 сформулированы некото-
рые задачи исследования властных иерархий и 
подходы к их решению. В §4 приведены результа-
ты численных расчётов и их анализ. Альтернатив-
ной модели конкуренции за ресурспосвящён § 5. 

Итоги подведены в заключении. 

1. ПРИНЦИПЫ ПОСТРОЕНИЯ МОДЕЛИ СИСТЕМЫ 
ТРЁХУРОВНЕВЫХ ВЛАСТНЫХ ИЕРАРХИЙ 

Предметом анализа в модели выступает власт-
ная иерархия (группировка), т. е. «группа людей, 
связанная личными отношениями подчинения, 
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объединившаяся с целью захвата тех или иных ре-
сурсов» [10, т. 1, с. 35]. Отношения внутри власт-
ной группировки строятся по строго иерархиче-
скому принципу: все её участники подчиняются 
главе группировки, а между собой конкурируют в 
той мере, в какой это не противоречит приказам 
главы. 

Задача каждой властной группировки, олице-
творяемой её главой, состоит в максимальном уве-
личении её властного ресурса. Это трудно опреде-
лимое понятие. В первом приближении можно 
считать, что ресурс финансовый, хотя на самом 
деле речь идёт о любом ресурсе, который способ-
ствует увеличению власти: административном, 
политическом, кадровом, социальном, информа-
ционном, символическом и т. п. Коротко это мож-
но выразить формулой: ресурс → власть → боль-
ший ресурс. 

Участники властной группировки связаны от-
ношениями личной преданности и действуют как 
единое целое. Следует различать два способа ор-
ганизации властных группировок: феодальный 
(монархический) и родоплеменной (олигархиче-
ский), но в настоящей работе это различие не учи-
тывается. 

Властная группировка стремится к «постепен-
ному, снизу вверх, заполнению своими сторонни-
ками публичных позиций в системе организаций 
(частных и государственных), контролирующей 
ресурсы страны или группы стран» [10, т. 1, 

с. 220]. Это увеличивает количество ресурсов 
группировки и усиливает её относительные пози-
ции. 

Стратегическая цель каждой властной группи-
ровки заключается во встраивании в господству-
ющую группировку: «Провести своего сюзерена в 
вассалы первого лица, оттеснить остальных сюзе-
ренов, переключить на себя контроль над основ-
ными ресурсами – вот за что бьётся каждая из кон-
курирующих группировок» [10, т. 1, с. 223]. Точно 
так же устроено стратегическое взаимодействие на 
более низком уровне внутри каждой властной 
группировки, где идёт борьба между её участни-
ками. 

Для формального анализа динамики системы 
властных иерархий без ограничения общности до-
статочно рассмотреть три уровня иерархии. При-
ведём описание этой иерархической системы. 

 Будем представлять властную иерархию дре-
вовидным ориентированным графом, дуги которо-
го отображают соподчинённость её членов (аген-
тов). Дуга означает, что конечная вершина подчи-
нена начальной. Корневую вершину дерева (пер-
вый уровень иерархии) назовём Центром. Второй 

уровень образуют агенты влияния, подчинённые 
Центру. На третьем уровне находятся базовые 
агенты1

.  

 Каждое невырожденное поддерево с одним из 
агентов влияния в качестве корня образует власт-
ную группировку в рамках данной иерархии. 
Иерархия в целом – предельный случай властной 
группировки во главе с Центром. 

 Имеется несколько трёхуровневых властных 
иерархий, конкурирующих за ресурс, создаваемый 
общими усилиями всех агентов. Будем для просто-
ты считать этот ресурс финансовым (измеренным 
в денежном выражении)2. В каждый момент дис-
кретного времени доля ресурса, контролируемая 
любой властной группировкой, в том числе иерар-
хией (фактически её объём власти), пропорцио-
нальна совокупным усилиям (затратам времени) 
агентов нижнего уровня этой группировки. Заме-
тим, что механизм пропорционального распреде-
ления служит одним из методов экономического 
управления (побуждения). Распределение кон-
троля над ресурсом между властными группиров-
ками не меняет его количества, что важно для 
определения динамики ресурса. 

 Каждый агент (в том числе Центр) делит лич-
ное время между усилиями по увеличению доли 
властного ресурса своей группировки и конкурен-
цией. Соответственно, выигрыш агента складыва-
ется из полезности от увеличения совместно со-
здаваемого ресурса и от победы над конкурентами 
(СОЧИ-идеология), что отвечает отношениям кон-
куренции – кооперации (coopetition). 

 Базовые агенты конкурируют с другими базо-
выми агентами, подчинёнными тому же агенту 
влияния (в пределах властной группировки). В ка-
честве управления они используют время на уве-
личение властного ресурса своей группировки. 

 Агенты влияния конкурируют с другими 
агентами влияния своей властной иерархии.   В 
качестве управления они используют контроль де-
ятельности своих базовых агентов (ограничение 
снизу их усилий по созданию ресурса). 

 Центры конкурируют с Центрами других 
властных иерархий. Их управление – также кон-
троль деятельности своих агентов влияния. Таким 
образом, Центр и агенты влияния осуществляют 
административное управление (принуждение). 

                                                           
1 В работах [9, 10] применяются термины «сюзерен» и «вас-
сал». В настоящей работе используется терминология, приня-
тая в теории активных систем. 
2 Ещё раз напомним: на самом деле ресурс – это всё, что спо-
собствует увеличению власти [9, 10]. 
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Итак, модель системы трёхуровневых властных 
иерархий имеет следующий вид: 

1 1

max
T N

t t t t

i p i i

t p

J A v v R
 

  
      

   
  ,       (1) 

0 1;t

ijq                                 (2) 

1 1

max
inT

t t t t

ij i ir ij ij

t r

J A v v R
 

  
      

  
  ,      (3) 

1;t t

ij ijkq q                               (4) 

1 1

max,
ijmT

t t t t

ijk ij ijs ijk ijk

t s

J A v v R
 

  
          
 

    

(5) 

1;t t

ijk ijkq u                              (6) 

1 0

0

1 1 1

1 ,
iji

mnN
t t t

ijk

i j k

R u R R R


  

 
    
 

 ;          (7) 

1 1 1 1 1 1 1 1

/ , 0;

0, иначе;

ij ij iji i i

t

i

m m mn n nN N
t t t t

ijk ijk ijk

j k i j k i j k

R

R u u u
       



    
            




   (8) 

1 1 1 1 1

/ , 0;

0, иначе;

ij ij iji i
m m mn n

t t t t

i ijk ijk ijk
t

k j k j k
ij

R u u u
R     

    
            




  

  

(9) 

1 1

/ , 0;

0, иначе;

1,..., ; 1,..., ; 1,..., ; 1,..., .

ij ijm m

t t t t

ij ijk ijk ijk
t

k k
ijk

i ij

R u u u
R

i N j n k m t T

 

  
      




   

 
  (10)

 

Здесь i  – индекс Центра (властной иерархии); j  – 

индекс агента влияния (властной группировки) 
данной иерархии; , , ,k p r s – индексы базового 
агента данной группировки; t – индекс шага по 
времени; N – число властных иерархий; in  – число 
властных группировок данной иерархии; ijm  – 

число базовых агентов данной группировки;
, ,i ij ijkJ J J  – выигрыши Центра, агента влияния и 

базового агента соответственно; , , ,t t t t

i ij ijkR R R R  – 

общий ресурс, ресурс властной иерархии, властной 
группировки и базового агента соответственно;  

t

ijq
 
– управление Центра; 

1

in
t

ij

j

q

 – доля усилий Цен-

тра, направленных на контроль своей иерархии; 

1

1
in

t t

i ij

j

v q


   – доля его усилий, направленных на 

конкуренцию с другими Центрами; t

ijkq  – управле-

ние агента влияния; 
1

ijm

t

ijk

k

q

  – доля усилий агента 

влияния, направленных на контроль своей группи-

ровки; 
1

1
ijm

t t

ij ijk

k

v q


   – доля его усилий, направ-

ленных на конкуренцию с другими агентами влия-
ния своей иерархии; t

ijku  – доля усилий базового 
агента, направленных на увеличение ресурса;

1t t

ijk ijkv u   – доля его усилий, направленных на 
конкуренцию с другими базовыми агентами своей 
группировки; , ,i ijA A A  – параметры конкуренции; 

(0, 1)  – коэффициент дисконтирования; 0R  – 

начальное значение общего ресурса; T – горизонт 
планирования. 

Величины усилий, направленных на контроль 
своей иерархии, представляют собой ограничения 
снизу, поскольку предполагается, что агенты более 
склонны к конкуренции, чем к регулярной дея-
тельности по увеличению властного ресурса своей 
группировки. Поэтому начальники должны огра-
ничивать «эгоистические» стремления своих под-
чинённых, что влечёт затраты на контроль. 

При 1,...,i N соотношения (1)–(10) определя-
ют разностную игру N лиц в нормальной форме. 
Приведём регламент этой игры для программных 
стратегий без обратной связи по управлению (игра 
Гермейера 1t ). 

1. Центры всех властных иерархий 1,...,i N
одновременно и независимо друг от друга выби-
рают программные стратегии 1 1{ } int T

ij t jq   и сообщают 
их своим агентам влияния. 

2. Зная управления Центра, агенты влияния од-
новременно и независимо от других агентов влия-
ния своей и всех остальных властных группировок 
выбирают программные стратегии 1 1{ } ijmt T

ijk t kq   , рав-
новесные по Нэшу в игре агентов влияния 
(3), (4), (9), и сообщают их своим базовым агентам. 

3. Зная равновесные управления своего агента 
влияния, базовые агенты данной властной группи-
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ровки одновременно и независимо от других базо-
вых агентов своей и всех остальных группировок 
выбирают свои программные стратегии 1 1{ } ijmt T

ijk t ku   . 

Оптимальным ответом базовых агентов на набор 

1 1{ } ijmt T

ijk t kq   считается равновесие Нэша в игре базо-
вых агентов (5), (6), (10) при данномj. 

4. Каждый Центр выбирает управление 1 1{ } int T

ij t jq    

так, чтобы решить свою задачу оптимального 
управления (1), (2), (7), (8) на множестве равнове-
сий Нэша в игре агентов влияния (3), (4), (9). 

5. Полученный набор 1 1 1{ , , } iji
mnt t t T

ij ijk ijk t j kq q u    есть 

решение игры Гермейера 1t  (1)–(10) при фикси-
рованном i, а совокупность этих решений для всех 

1,...,i N есть решение общей разностной игры. 
Аналогично определяется регламент этой игры 

для программных стратегий с обратной связью по 
управлению (игра Гермейера 2t ), позиционных 
стратегий без обратной связи по управлению (игра 
Гермейера 1x ) и позиционных стратегий с обрат-
ной связью по управлению (игра Гермейера 2x ). 

Итак, можно дать следующее определение. 
Определение 1. Система властных иерархий 

есть набор 

0 0 1, ,{ }N

i iS N R H  , 

где N  – число властных иерархий в системе; 0R  – 

начальное количество ресурса; ( , )i i iH V A  – ор-
граф i-й властной иерархии; 0 11{ , ,..., }

i ki
i i i ik nV L L L  – 

множество вершин (членов i-й иерархии); iA  – 

множество дуг i-й иерархии (задающих отношения 
соподчинённости между членами иерархии).♦ 

Тогда модель (1)–(10) описывает конфликтно-

управляемую динамику системы 0S  за время T . 

2. АНАЛИЗ ПРОСТОЙ СИСТЕМЫ ДВУХУРОВНЕВЫХ 
ВЛАСТНЫХ ИЕРАРХИЙ 

Для аналитического исследования сделаем сле-
дующие упрощающие предположения. Пусть 

1 2 2, , ,t t

i ij ij ij ijN n n A A q q u u      . Обозначим 

1 2 , 1, 2i i iu u u i   . 

Получаем простую систему двухуровневых 
властных иерархий, изображённую на рисунке. 

 

 

 
Простая система двухуровневых властных иерархий 

 

Модель (1)–(10) принимает вид 

1 2

1

1 2

[( ) ] max,

0 1, 0 1;

T
t t

i i i

t

i i

J A v v v R

q q



     

   


       (11) 

1 2

1

1 1 2 2

[( ) ] max,

1, 1;

T
t t

ij i i ij ij

t

i i i i

J A v v v R

q u q u



     

   


     (12) 

1 0

1 2 0(1 ) ,t t
R u u R R R

    ;              (13) 

1 2 1 2 1 2( ) / ( ), 0;

0, иначе;

t

i it

i

u u R u u u u
R

     
    

   (14) 

1 2 1 2/ ( ), 0;

0, иначе;

, 1,2; 1,..., .

t

ij i i i i i
t

ij

u R u u u u
R

i j t T

    


 

         (15) 

Из выражения (13) получаем 

0 1 2(1 ) , 1,...,t t
R R u u t T    .             (16) 

Подставляя выражение (16) в формулу (14) и 
затем в формулу (15), получаем 

0 1 2 1 2(1 ) / ( )t t

ij ijR u R u u u u    . 

Тогда задача (12) с учётом 1ij ijv u  принимает 
вид 

1

0 1 2 1 2

1 1 2 2

( 2 )(1 )

(1 ) / ( ) max,

1, 1.

T
t

ij i ij

t

t

ij

i i i i

J A u u

u R u u u u

q u q u



     

    

   



 

Очевидно, что в силу наличия показательной 
функции максимум достигается при 1 2 1u u  . 

Таким образом, 1iju   и тогда 0, , 1, 2ijq i j  , 

что образует решение игры. 
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3. ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ ИССЛЕДОВАНИЯ И ПОДХОДЫ 
К ИХ РЕШЕНИЮ 

Сформулируем ряд задач исследования власт-
ных иерархий на основе предложенных моделей. 
Во-первых, дадим следующее определение. 

Определение 2. Система властных иерархий в 
момент времениt: 

– однополярная, если {1,..., }i N   такое, что 
0,75t t

iR R ; 

– двухполярная, если , {1,..., }i j N   такие, что 
0,75 | | 0,15t t t t t t

i j i jR R R R R R     ; 

– многополярная, иначе. ♦ 

Разумеется, что свойство однополярности 
определено субъективно: значение коэффициента 
0,75 взято из соображений «квалифицированного 
большинства», значение коэффициента «сравни-
мости полюсов» 0,15 тоже произвольно. Так или 
иначе, представляют большой интерес условия 
возникновения систем властных иерархий с раз-
личным числом полюсов. 

Заметим, что для модели (11)–(15) условие од-
нополярности (i-полярности) имеет вид 

3i ju u ,                               (17) 

а условие двухполярности сводится к системе не-
равенств 

(1 ) (1 ) 0, (18)

(1 ) (1 ) 0. (19)

i j

j i

u u

u u

   


     

Здесь   – малый параметр, к примеру, 

0 0,15   . Если оба неравенства (18), (19) верны, 
то система властных иерархий двухполярная, ина-
че она однополярная с тем полюсом i, для которо-
го верно условие (17). Отсюда получаем два про-
стых утверждения. 

Утверждение 1. Если i ju u , то система двух 
властных иерархий двухполярная. 

Утверждение 2. Если 0, 0i ju u  , то систе-
ма двух властных иерархий j-полярная. 

Таким образом, для доминирования нужно 
прилагать усилия к увеличению ресурса. 

Во-вторых, важно исследовать сравнительную 
эффективность методов принуждения и побужде-
ния, программных и позиционных стратегий, а 
также регламентов игр Гермейера Г1 и Г2 с точки 
зрения Центра при учёте интересов агентов.  

В-третьих, модель (1)–(10) можно дополнить 
требованиями устойчивого развития властной 
иерархии, за выполнение которых отвечает Центр. 
Например, можно потребовать, чтобы количество 

властного ресурса иерархии в любой момент вре-
мени было не меньше заданной величины. 

Заметим, что возможности аналитического ис-
следования модели (1)–(10) ограничены даже при 
сильных упрощающих предположениях. Поэтому 
основным подходом к исследованию моделей 
властной иерархии представляется компьютерная 
имитация, в том числе с применением метода ка-
чественно репрезентативных сценариев имитаци-
онного моделирования [18]. Главную роль здесь 
играет планирование имитационных вычислитель-
ных экспериментов с моделями. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОЙ ИМИТАЦИИ 

Рассмотрим двухуровневую модель 

1 1

max
T N

t t t t
i p i i

t p

J A v v R
 

  
          
  ; 0 1;t

ijq   

1 1

max
inT

t t t t
ij i ir ij ij

t r

J A v v R
 

  
          
  ; 

1;t t
ij ijq u   

1 0
0

1 1

1 ,
inN

t t t
ij

i j

R u R R R


 

 
    
 
 ; 

1 1 1 1 1

/ , 0,

0, иначе;

i i in n nN N
t t t t

ij ij ij
t

j i j i ji

R u u u
R     

    
             




  

 

1 1

/ , 0,

0, иначе;

i in n

t t t t
i ij ij ij

t
j jij

R u u u
R  

  
       




 

1, , , 1, , ; 1,...,ii N j n t T     . 

Заметим, что модель симметрична относитель-
но базовых агентов каждого агента влияния, а зна-
чит, все базовые агенты одного и того же агента 
влияния ведут себя одинаково, т. е.    t t

ij iu u  и 
t t
ij iq q . Симметрии модели относительно агентов 

влияния мешает различие значений in  и iA . По-
этому в модели можно избавиться от индекса j, но 
нельзя избавиться от индекса i. С учётом того, что

t t
ij iu u , ,t t

ij iq q можно определить величины 

1t t
ij iv u  , 

 1 , t t
i iv q  и рассматриваемая модель 

упрощается: 
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 
1 1

1 max,
T N

t t t t
i p i i

t p

J A N q q R
 

  
            
  (20) 

0 1;t
iq 

                  
          (21) 

   
1

1 1 max ,
T

t t t t
ij i i i i ij

t

J A n u u R


         (22) 

1;t t
i iq u                 (23) 

1 0
0

1

1 ,
N

t t t
i i

i

R n u R R R




 
   
 
 ;           (24) 

1 1

/ , 0,
  

0, иначе;

N N
t t t t

i i i i i i
t

i ii

R n u n u n u
R  

  
    




 

     

(25) 

/ , 0,

0, иначе;

1, , , 1, , ; 1,..., .

t t
i i it

ij

i

R n u
R

i N j n t T

  


    
  

      (26) 

В частности, видно, что все базовые агенты од-
ного агента влияния получают одно и то же коли-
чество ресурсов. 

Для численного исследования рассмотрим мо-
дель (20)–(26) при следующих значениях парамет-
ров: начальное количество ресурсов 0  100R  , ко-
эффициент дисконтирования   0,8  , период про-
гнозирования T = 5 лет, коэффициенты   50iA A  , 

количество агентов влияния N = 2, количество ба-
зовых агентов у первого агента влияния 1  2n  , ко-
личество базовых агентов у второго агента влия-
ния 2  3n  .  

Перебирались различные сценарии с учётом то-
го, что все базовые агенты одного и того же агента 
влияния прилагают одинаковое количество уси-
лий. Находилось равновесие по Штакельбергу. 
Сначала фиксируем все стратегии агентов влия-
ния, допустим, все величины 0t

ijq  , i = 1, 2, 

j = 1,…,ni, t = 1,…,5. Рассмотрим различные вари-
анты стратегий базовых агентов первого агента 
влияния  в момент времени  t = 0 (табл. 1). 

Отсюда видно, что базовым агентам первого 
агента влияния наибольший выигрыш приносит  
стратегия 0

1 1ju  , т. е. в первый момент времени 
всем базовым агентам первого агента влияния вы-
годно  все  усилия  прилагать  только  к  увеличению  

Таблица 1 

Стратегии и выигрыши базовых агентов 

Стратегия базового 

агента 0
1 ju , j= 1, 2 

Выигрыш базового 

агента 1 jJ , j = 1, 2 

0 129,085 

0,1 173,389 

0,2 177,661 

0,3 181,901 

0,4 186,109 

0,5 190,285 

0,6 194,429 

0,7 198,541 

0,8 202,621 

0,9 206,669 

1 210,685 

 

ресурса. Дальнейшие исследования подтвердили 
это свойство для базовых агентов всех агентов 
влияния во все моменты времени, причём поведе-
ние базового агента одного агента влияния никак 
не влияет на поведение базовых агентов другого 
агента влияния. 

Теперь перейдём к определению оптимальных 
значений величин t

ijq . Заметим, что эти величины 
влияют на целевую функцию агентов влияния, но 
никак не влияют на целевую функцию базового 
агента. Эта стратегия агента влияния может только 
ограничить стратегию базовых агентов снизу. Но 
этого не требуется, поскольку базовый агент и так 
выбирает максимально возможное значение 
управления. Поэтому с учётом влияния стратегии 

t

ijq  на целевую функцию агентов влияния получим, 

что её оптимальное значение 0t

ijq  , т. е. агентам 
влияния не нужно контролировать базовых аген-
тов. 

Итак, оптимальными стратегиями участников 
системы в данной модели являются следующие: 

0t

ijq  , 1t

iju  . Выигрыши агентов влияния

1  128 822J  , 2 193165J  . В силу симметричности 
модели, одинаковых усилий базовых агентов и 
пропорциональности распределения ресурсов каж-
дый базовый агент имеет выигрыш 64 346,3ijJ  . 

Изменения в ресурсах представлены в табл. 2. 
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Таблица 2 

Динамика ресурсов 

Количество 
ресурсов 

t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 

Общее 100 600 3 600 21 600 129 600 777 600 

Первого 
агента 

влияния 

– 240 1 440 8 640 51 840 311 040 

Второго 
агента 

влияния 

– 360 2 160 12 960 77 760 466 560 

базовых 
агентов 

– 120 720 4 320 25 920 155 520 

 

5. АЛЬТЕРНАТИВНАЯ МОДЕЛЬ КОНКУРЕНЦИИ           

ЗА РЕСУРС 

Рассмотрим теперь модель конкуренции между 
властными иерархиями за ресурс вида 

1

max, 0 1
T

t t t

i i i

t

J R u


     ;             (27) 

1 0

0

1

,
N

t t t

i

i

R R F u R R




 
   

 
 ;             (28) 

1

1

1
, (1 ) 0,

(1 )

0, иначе,
1,..., , 1,..., .

t N
t ti

jN
t j

t
j

i
j

u
R u

uR

i N t T





 
 

  




 




        (29) 

Здесь iJ  – выигрыши i-й властной иерархии на 
горизонте планирования Т;

1 ...t t t

NR R R    – об-
щее количество властного ресурса в момент t; t

iR  –
количество ресурса властной иерархии i в момент 
t; N  – число властных иерархий; (0,1)  – коэф-
фициент дисконтирования; , 1t t

i iu u  – доли усилий 
i-й иерархии, направленных на увеличение ресурса 
и установление контроля над ним в момент t соот-
ветственно; F – функция увеличения ресурса за 
счёт усилий агентов.  Как и ранее, формула (28) 

описывает динамику ресурса, а формула (29) – 

распределение контроля над ним. 
Пример 1. Рассмотрим случай двух властных 

иерархий, использующих не зависящие от времени 
стратегии и степенную функцию увеличения ресурса. 
Тогда получаем 

1 0

1 2 0

1 2

1 2

, ;

1
, 2,

2

0, иначе,

1,2, 1,..., .

t t

ti

t

i

R R u u R R

u
R u u

u uR

i t T

   

     



 

             (30) 

Возьмём в модели (27), (30) характерные сценарии 
управления {0; 1/ 2; 1}, 1, 2iu i  . В табл. 3 показаны 
соответствующие значения ресурсов, а в табл. 4 – выиг-
рыши иерархий. В каждой ячейке табл. 4 в левом верх-
нем углу содержится выигрыш первой властной груп-
пировки, а в нижнем правом – выигрыш второй власт-
ной группировки. 

 

Таблица 3 

Динамика ресурса и контроля над ним для выбранных сценариев управления  

 
2 0u   2 1/ 2u   2 1u   

1 0u   
0

0 / 2, 1,2

t

t
i

R R

R R i



 
 

0 2 / 2t
R R t   

1 02 / 3 2 / 3 2 / 3t t
R R R t    

2 0/ 3 / 3 2 / 6t t
R R R t    

0

1 0

t

t

R R t

R

 


 

2 0
t t

R R R t    

1 1/ 2u   
0 2 / 2t

R R t   

1 0/ 3 / 3 2 / 6t t
R R R t    

2 02 / 3 2 / 3 2 / 3t t
R R R t    

0

0( ) / 2, 1, 2

t

t
i

R R t

R R t i

 

  
 

0 6 / 2t
R R t   

1 0 6 / 2t t
R R R t    

2 0t
R   

1 1u   
0

t
R R t   

1 0
t t

R R R t    

2 0t
R   

0 6 / 2t
R R t   

1 0t
R   

2 0 6 / 2t t
R R R t    

0 2t
R R t   

0, 1,2t
iR i   
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Таблица 4 

Выигрыши властных иерархий для выбранных сценариев управления 

 
2 0u   2 1/ 2u   2 1u   
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                                        0 

Приведём определение из работы [18]. Пусть 

1 1... ...N NS S X X      , где 
1

0;   ;

n

i i i

i

S s s S



 
    
 


 0  , 1,2,..., ,i iX x i N  

 
– множества допустимых 

управлений агентов и Центра. Множество 

 

1 2 1 2... ...

QRS QRS

QRS QRS QRS QRS QRS QRS
N N

QRS S X

S S S X X X

  

        
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
1 1, ,..., ; ,..., ;

;

N N

QRS QRS
i i i i i i

s x s s x x

s S S x X X

 

   
 

называется множеством QRS иерархической игры с 
точностью    , если: 

– для любых двух элементов  
( , ) ,

i
s x

     
0 0( , )   
i jj

s x QRS J J     (внутренняя устойчи-

вость);                                                                                        
– для любого элемента  

 ( , )
l

s x QRS найдётся эле-

мент  
 ( , )

j
s x QRS  такой, что     

0 0

l j
J J    (внеш-

няя устойчивость).     
Таким образом, любые сценарии из множества QRS 

существенно отличаются с точки зрения выигрышей 
игроков, а для любого «постороннего» сценария можно 
подобрать такой сценарий из множества QRS, что раз-
личие выигрышей будет несущественным. Это означа-
ет, что рассмотрение небольшого числа сценариев из 
множества QRS необходимо и достаточно для каче-
ственного анализа ситуации. 

В нашем случае при заданной допустимой погреш-
ности в выигрыше   данное множество сценариев бу-

дет обладать внутренней устойчивостью, если выпол-
няются условия 
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Заметим, что чем больше начальный общий объём 
ресурсов, тем вероятнее выполнение условий внутрен-
ней устойчивости множества QRS. 

В силу симметрии задачи рассмотрим построение 
множества QRS, основываясь на выигрышах первой 
иерархии при 0 100R  , 0,8  , 5T  . Сначала рас-
смотрим потенциальное множество QRS из выписанных 
девяти сценариев, т. е. пока рассматривается множество 
стратегий одной иерархии  0  0;  0,5; 1 S  . Возьмём 
допустимую погрешность в выигрыше 30   (табл.5). 

 
Таблица 5 

Выигрыш первой властной иерархии при множестве 
стратегий S0 

 
2 0u   

2 0,5u   
2 1u   

1 0u   134,464 182,535 275,821 

1 0,5u   91,2673 137,91 277,37 

1 1u   0 0 0 
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Синим цветом отмечены сценарии, которые удовле-
творяют условию внутренней устойчивости. Удовле-
творяют ли они условиям внешней устойчивости? Рас-
ширим множество стратегий каждой иерархии до пяти 
элементов  1 S 0; 0,25;  0,5;  0,75;1   (табл.6). 

 

Таблица 6 

Выигрыш первой властной иерархии при множестве 
стратегий S1 

 u2=0 u2=0,25 u2=0,5 u2=0,75 u2=1 

u1=0 134,464 155,643 182,535 219,918 275,821 

u1=0,25 116,732 136,901 164,938 206,866 276,634 

u1=0,5 91,2673 109,959 137,91 184,423 277,37 

u1=0,75 54,9795 68,9552 92,2115 138,685 278,046 

u1=1 0 0 0 0 0 

 

Как видно из табл. 6, сценарии со стратегиями 
ui = 0,25 включать в множество QRS не следует, но 
стратегии с ui = 0,75 стоит. Для решения вопроса о вы-

полнении условия внешней устойчивости выделенного 
синим цветом множества сценариев расширим множе-
ство стратегий каждой иерархии до семи элементов

 2  0;  0,25;  0,5;  0,625;  0,75;  0,875;  1S   (табл. 7). 
Как видно из табл. 7, сценарии со стратегиями 

ui=0,625 включать в множество QRS не следует, но 
стратегии с ui=0,875 стоит. Для решения вопроса о вы-
полнении условия внешней устойчивости выделенного 
синим цветом множества сценариев расширим множе-
ство стратегий каждой иерархии до девяти элементов 

 3 0;  0,25;  0,5;  0,625;  0,75;  0,8125;  0,875;  0,9375; 1 S 
(табл. 8). 

Как видно из табл. 8, сценарии со стратегиями 
ui=0,8125 включать в множество QRS не следует, но 
стратегии с ui=0,9375 стоит. Для решения вопроса о 
выполнении условия внешней устойчивости выделен-
ного синим цветом множества сценариев расширим 
множество стратегий каждой иерархии до десяти эле-
ментов 4 0;  0,25;  0,5;  0,625;  0,75;  0,8125;  0,875;S 

 0,9375;  0,96875; 1  (табл. 9). 

 

Таблица 7 

Выигрыш первой властной иерархии при множестве стратегий S2 

 u2=0 u2=0,25 u2=0,5 u2=0,625 u2=0,75 u2=0,875 u2=1 

u1=0 134,464 155,643 182,535 199,547 219,918 244,778 275,821 

u1=0,25 116,732 136,901 164,938 183,584 206,866 236,776 276,634 

u1=0,5 91,2673 109,959 137,91 157,851 184,423 221,608 277,37 

u1=0,625 74,8302 91,7919 118,388 138,317 166,206 208,027 277,715 

u1=0,75 54,9795 68,9552 92,2115 110,804 138,685 185,143 278,046 

u1=0,875 30,5973 39,4627 55,4021 69,3425 92,5715 139,023 278,366 

u1=1 0 0 0 0 0 0 0 

 
Таблица 8 

Выигрыш первой властной иерархии при множестве стратегий S3 

 u2=0 u2=0,25 u2=0,5 u2=0,625 u2=0,75 u2=0,8125 u2=0,875 u2=0,9375 u2=1 

u1=0 134,464 155,643 182,535 199,547 219,918 231,698 244,778 259,39 275,821 

u1=0,25 116,732 136,901 164,938 183,584 206,866 220,826 236,776 255,175 276,634 

u1=0,5 91,2673 109,959 137,91 157,851 184,423 201,327 221,608 246,393 277,37 

u1=0,625 74,8302 91,7919 118,388 138,317 166,206 184,795 208,027 237,895 277,715 

u1=0,75 54,9795 68,9552 92,2115 110,804 138,685 158,597 185,143 222,306 278,046 

u1=0,8125 43,4433 55,2066 75,4976 92,3974 118,947 138,857 166,729 208,535 278,208 

u1=0,875 30,5973 39,4627 55,4021 69,3425 92,5715 111,153 139,023 185,472 278,366 

u1=0,9375 16,2119 21,2646 30,7991 39,6491 55,5764 69,5116 92,7359 139,183 278,522 

u1=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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Таблица 9 

Выигрыш первой властной иерархии при множестве стратегий S4 

 u2=0 u2=0,25 u2=0,5 u2=0,625 u2=0,75 u2=0,8125 u2=0,875 u2=0,9063 u2=0,9375 u2=0,96875 u2=1 

u1=0 134,5 155,6 182,5 199,5 219,9 231,7 244,8 251,9 259,4 267,4 275,8 

u1=0,25 116,7 136,9 164,9 183,6 206,9 220,8 236,8 245,6 255,2 265,5 276,6 

u1=0,5 91,3 110,0 137,9 157,9 184,4 201,3 221,6 233,3 246,4 261,0 277,4 

u1=0,625 74,8 91,8 118,4 138,3 166,2 184,8 208,0 222,0 237,9 256,3 277,7 

u1=0,75 55,0 69,0 92,2 110,8 138,7 158,6 185,1 202,0 222,3 247,1 278,0 

u1=0,8125 43,4 55,2 75,5 92,4 118,9 138,9 166,7 185,3 208,5 238,4 278,2 

u1=0,875 30,6 39,5 55,4 69,3 92,6 111,2 139,0 158,9 185,5 222,6 278,4 

u1=0,90625 23,6 30,7 43,8 55,5 75,8 92,7 119,2 139,1 167,0 208,8 278,4 

u1=0,9375 16,2 21,3 30,8 39,6 55,6 69,5 92,7 111,3 139,2 185,6 278,5 

u1=0,96875 8,4 11,1 16,3 21,4 30,9 39,7 55,7 69,6 92,8 139,3 278,6 

u1=1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Из табл. 9 видно, что в множество QRS стоит вклю-
чать только те сценарии, которые содержат стратегии 
иерархий из множества 0{1 0,5 }n

n

 . Очевидно, доми-

нирующая стратегия каждого игрока 0iu  . Поэтому 
равновесие по Нэшу NE={(0,0)}. ♦ 

Пример 2. Положим 1 2F u u   и рассмотрим мо-
дель из примера 1 в непрерывном времени без учёта 
дисконтирования: 

0

( ) max, 0 1, 1, 2

T

i i iJ R t dt u i     ;         (31) 

1 2 0, (0)R u u R R   ;                         (32) 

1 2
1 2

1
( ), 2,

2( )

0, иначе,

1,2.

i

i

u
R t u u

u uR t

i

     



            

(33) 

Из формулы (32) получаем 1 2 0( ) ( )R t u u t R   , от-
куда в силу выражения (33) задача (31) принимает вид 

1 2 0
1 2 0

1
[( ) ] max,

2

0 1, 1, 2,

T

i
i

i

u
J u u t R dt

u u

u i


   

 

  


 

или после преобразований 

2
1 2 0

1 2

1
( ( ) / 2 ) max,

2

0 1, 1, 2.

i
i

i

u
J T u u R T

u u

u i


   

 

  

 

Условия первого порядка приводят к системе урав-
нений 

1 1 2 2 1 2 0(1 )(2 ) ( 1)( ) 0u u u u u u R T        ; 

2 1 2 1 1 2 0(1 )(2 ) ( 1)( ) 0u u u u u u R T        , 

откуда в силу симметрии (других решений нет) 

0

1 2

2(1 )(1 ) (1 )(2 ) 0,

.

u u u u R T

u u u

     

 
 

Если 1u  , то 0, 1,2i iR J i   . Поэтому решение 
игры (31) имеет вид  

0
1 2

2

4

R T
u u u


   , 

при этом  

1 2 0 0(2 4 ) / 2J J T T R T R    . 

Исследуем теперь число полюсов. Заметим, что 
условия из определения 2 не зависят от вида функции 
для величины R . Условиеi-полярности имеет вид 

1 3

2 4

t
i i

t
i j

R u

u uR


 

 
, 

или 

3 2i ju u  .                               (34) 

Первое из условий двухполярности для системы 
двух властных иерархий выполняется всегда, поэтому 
интерес представляет второе условие 

| | 0,15t t t t
i jR R R R    , 

или для данных из примера 

2

j i

i j

u u

u u


 

 
, 

что эквивалентно системе неравенств 

(1 ) (1 ) 2 , (35)

(1 ) (1 ) 2 . (36)

j i

i j

u u

u u

    


    
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Если оба неравенства (35), (36) верны, то система 
властных иерархий двухполярная, иначе она однопо-
лярная с тем полюсом i, для которого верно условие 
(34). Например, при 1 2 0,5u u   оба условия (35), (36) 

верны, поэтому система двухполярная. Если же 
1 20, 1u u  , то условие (36) не выполняется, а условие 

(34) выполняется, поэтому система однополярная. Та-
ким образом, здесь для достижения доминирования 
нужно прилагать усилия не к увеличению ресурса, а к 
установлению контроля над ним. ♦ 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Математическая теория властных иерархий 
А.П. Михайлова [1–8] основана на естественных, 
но довольно абстрактных предположениях. 
Намного ближе к реальности концепция властных 
иерархий М.Л. Хазина [9,10], но в ней математиче-
ские модели не используются. Отдавая себе отчёт 
в трудности математической формализации дан-
ной концепции, авторы всё же предприняли по-
пытку её реализации на базе теории управления 
устойчивым развитием активных систем [14].  

В настоящей статье изложены принципы по-
строения математической модели властных иерар-
хий, приведена эта модель для случая трёхуровне-
вых иерархий, описан регламент соответствующей 
разностной игры, дано определение системы 
властных иерархий. Проведено аналитическое ис-
следование простой системы двухуровневых 
властных иерархий. Даны постановки задач, ис-
следовано число полюсов власти, проведены чис-
ленные расчёты для тестового примера. 

Кроме того, предложена альтернативная поста-
новка модели конкуренции за ресурс, проведено её 
аналитическое и численное исследование с помо-
щью метода качественно репрезентативных сцена-
риев имитационного моделирования [18]. 

По мнению авторов, основная ценность статьи 
состоит в демонстрации возможностей математи-
ческой формализации теории власти [9,10] (с ис-
пользованием некоторых идей из работ [1–8]). 

Теория власти [9,10] представляется весьма инте-
ресной и подкреплена множеством убедительных 
примеров, но её математическая формализация 
представляет собой непростую задачу, и такие по-
пытки пока не осуществлялись.  

В результате проведённого исследования: 
– предложены принципы построения модели 

трёхуровневых властных иерархий и проведена 
соответствующая математическая формализация в 
виде разностной игры в нормальной форме; рас-
смотрен также альтернативный подход к построе-
нию модели; 

– выполнено аналитическое исследование для 
частного случаясистемы двухуровневых властных 
иерархий; 

– сформулированы общие задачи исследования 
властных иерархий; 

– осуществлено имитационное моделирование 
системы властных иерархий для различных случа-
ев и проведён сравнительный анализ результатов 
имитации. Особо отметим выводы о числе полю-
сов, чрезвычайно актуальные в нынешней геопо-
литической ситуации. Действительно, до оконча-
ния Второй мировой войны мир был многополяр-
ным, с 1945 по 1991 г.–двухполярным (США и 
СССР с их союзниками), затем однополярным 
(только США), а теперь снова возвращается к мно-
гополярности, что принципиально важно. 

Полученные результаты имеют преимуще-
ственно иллюстративный характер. Однако пред-
ставляется, что предложенный подход при его 
дальнейшем развитии может оказаться полезным 
для изучения реальных властных иерархий.  

В дальнейшем предполагается: 
– уточнить основные гипотезы, положенные в 

основу моделирования; 
– продолжить сравнительный анализ различных 

информационных регламентов; 
– рассмотреть версии модели в непрерывном 

времени; 
– выявить условия существования систем 

властных иерархий с различным числом полюсов в 
максимально общей постановке. 
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Abstract. This paper is devoted to the modeling of control in power hierarchies. Publications in 

this research area are briefly overviewed. The design principles of such models and the underly-

ing assumptions are described. They are mathematically formalized using difference normal-form 

games with the information rules of Germeier games. An analytical study is carried out for a sys-

tem of two-level power hierarchies as a particular case. The general problems of investigating 

power hierarchies are posed. One-, two-, and n-polar power hierarchies are defined, and their 

emergence conditions are analyzed. Illustrative examples are provided. An alternative resource 

competition model is considered. The system of power hierarchies is simulated for different cas-

es, and the simulation results are compared. Conclusions are drawn, and some lines of further 

research are indicated. 
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Аннотация. Рассматривается задача проектирования системы управления устойчивым 
развитием пойменных социоприродохозяйственных систем (СПХС) на основе гидротехни-
ческих проектов стабилизации их гидрологического режима. Общая задача стратегическо-
го развития пойменной СПХС сформулирована как задача долгосрочной условной оптими-
зации ее социоприродохозяйственных  потенциалов. С целью снижения неопределенности 
параметров эта задача трансформирована в задачу поиска оптимальных мест установки 
паводковых плотин в руслах поймы и  адаптивных режимов их функционирования в пери-
од весенних попусков ГЭС для реализации целевой стабильной проектной комплексной 
структуры пойменной территории, удовлетворяющей условиям социохозяйственной без-
опасности и устойчивого затопления биотопа пойменной экосистемы. Для решения по-
ставленной задачи разработан эмпирический метод оптимизации «доноры – акцепторы», 
применены точные методы оптимизации, экспертного оценивания, геоинформационного, 
численного гидродинамического моделирования, высокопроизводительные вычисления, 
методы статистического анализа данных природных наблюдений и результатов вычисли-
тельных экспериментов. Представлены результаты реализации развитого подхода для по-
иска оптимальных мест расположения и режимов функционирования паводковых плотин, 
обеспечивающих устойчивое безопасное весеннее затопление территории Волго-

Ахтубинской поймы с учетом пространственной неоднородности эффекта депрессии русла 
р. Волги. При этом не учитывались условия судоходства на р. Волге в период весеннего 
попуска Волжской ГЭС, а также иные технические аспекты гидротехнического проектиро-
вания. 
 

Ключевые слова: устойчивое развитие, оптимизация гидротехнических проектов, высокопроизво-
дительные вычисления, Волго-Ахтубинская пойма.  
 

 

 

ВВЕДЕНИЕ 

Процесс социохозяйственного освоения пойм 
крупных зарегулированных рек вблизи ГЭС можно 

разделить на три периода. Первый  –  период созда- 
 

________________________________ 
# Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда № 23-21-00176, https://rscf.ru/project/23-21-00176/. 

ния пойменных социоприродохозяйственных си-
стем (СПХС) в условиях плановых весенних по-
пусков ГЭС – характеризуется высокой эффектив-
ностью сельского хозяйства на плодородных зем-
лях с низкими затратами на их орошение, активной 

урбанизацией и развитием социально-экономи-

ческой инфраструктуры. В этот период создается 
функциональная структура пойменной террито-
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рии, наилучшим образом отвечающая ее гидроло-
гической структуре, определяемой весенними за-
топлениями. Контролируемая деградация паводко-
вых процессов и пойменных экосистем кажется 
приемлемой платой за производство электроэнер-
гии и развитие пойменных СПХС.  

В то же время резкое нарушение природного 
динамического  равновесия между вымыванием и 
осаждением донного грунта в главном речном рус-
ле запускает процесс медленного понижения (де-
прессии) речного дна на протяжении многих де-
сятков километров ниже ГЭС [1–4]. Этот процесс 
служит главным фактором медленного уменьше-
ния площади устойчиво затапливаемой территории 
и увеличения площади неустойчиво затапливаемой 
и незатапливаемой территорий пойм. Прогресси-
рующая комплексная деградация пойменных 
СПХС вследствие роста дисгармонии между 
функциональной и гидрологической структурами 
пойменной территории определяет существо вто-
рого периода их развития.   

Третьим периодом развития пойменных СПХС 
является их стабилизация в новых условиях.  По-
степенное замедление русловой депрессии и уста-
новление новых природно-техногенных равновес-
ных значений  параметров речного русла и гидро-
логической структуры поймы служит основой ее 
новой функциональной структуры, продуктив-
ность которой значительно снижена по сравнению 
с  первоначальной в связи с преобладанием наиме-
нее продуктивной в социальном, природном и хо-
зяйственном отношениях неустойчиво затаплива-
емой территории.  

Это обстоятельство свидетельствует об акту-
альности исследуемой в настоящей работе задачи 
достижения и  поддержания равновесной высоко-
эффективной комплексной территориальной 
структуры поймы как основы ее устойчивого раз-
вития. Такая структура должна включать в себя 
достаточно большую площадь устойчиво затапли-
ваемой территории. Управление территориальной 
структурой реализуется комплексным гидротехни-
ческим проектом возведения системы плотин с 
адаптивно управляемым переменным сечением, 
функционирующей в период первой фазы весен-
них попусков ГЭС и  обеспечивающей устойчивое 
затопление целевой территории в широком диапа-
зоне значений их параметров.  

В первой части статьи [5] представлен общий 
подход к проектированию системы управления 
развитием пойменных СПХС зарегулированных 

рек на основе оптимизации гидротехнических и 
социохозяйственных проектов, направленных на  
достижение и поддержание оптимальной стацио-
нарной комплексной (К) структуры пойменной 
территории, характеризуемой наилучшим проект-
но достижимым соответствием функционального 
назначения ее фрагментов характеру их весеннего 
паводкового затопления. В настоящей работе 
представлена вторая  часть развиваемого подхода: 
совокупность алгоритмов поиска оптимальных 
мест расположения и адаптивных режимов функ-
ционирования  паводковых плотин в руслах пой-
мы, а также результаты  реализации этих алгорит-
мов для северной части Волго-Ахтубинской пой-
мы. При решении задачи управления применяются 
методы геоинформационного и численного гидро-
динамического моделирования, динамического 
программирования,  эвристические методы опти-
мизации и экспертного оценивания, высокопроиз-
водительные вычисления. 

Объект  реализации предлагаемого подхода – 

расположенная в пределах Волгоградской области 
северная часть Волго-Ахтубинской поймы (далее – 

ВАП) – занимает территорию 867 км2
 с общей 

протяженностью больших и малых русел около 
800 км. Во время весеннего половодья более 70 % 

территории ВАП затапливается из р. Ахтубы, яв-
ляющейся рукавом р. Волги [6, 7]. Создание Волж-
ского гидрокаскада и в особенности Волжской 
ГЭС (ВГЭС) в 1961 г. стало главным фактором 
формирования, функционирования и последующей 
деградации ВАП [8, 9]. За период функционирова-
ния ВГЭС средняя доля вод, поступающих в р. Ах-
тубу из р. Волги во время весеннего попуска 
ВГЭС, снизилась в три раза [8, 9].  

Тема и методы, рассматриваемые в настоящей 
работе, лежат в русле современных исследований 
проблем деградации пойменных территорий (см. 
обзор [10]), а также проблем проектирования и 
функционирования комплексов речных плотин. 
Главными целями исследования функционирова-
ния и проектирования плотин в последние десяти-
летия в мире являются эколого-экономические (см. 
обзоры [11, 12]). Наибольшая  часть работ посвя-
щена проблеме удержания плотинами речных 
наносов (см. обзоры [11, 12], а также [13–20]). 

Следующими по популярности целями исследова-
ния  являются восполнение запасов грунтовых вод 
[17, 22–27]), защита от природных и техногенных 
наводнений и минимизация их ущерба [18–20, 28–
34]. Проблема воздействия плотин на речные рус- 
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ла и почву исследуется в работах [35, 36]. Темой 
обзора [37]  является прогнозирование состояния 
водной системы  р. Нил с каскадом плотин. В ра-
боте [10] проводится системный  анализ целостно-
сти пойм США. В статье [38] представлен обзор 
основных гидрологических и водохозяйственных 
задач и проблем, возникших в последние десяти-
летия на Нижней Волге (в особенности в северной 
части ВАП) в результате строительства и эксплуа-
тации Волжско-Камского каскада водохранилищ, 
климатических изменений, техногенной деформа-
ции русел (в особенности в нижнем бьефе ВГЭС).  

Среди методов исследования этих проблем ос-
новную часть занимают полевые и гидрологиче-
ские  наблюдения в сочетании с моделями водного 
баланса, гидродинамики и динамики накопления 
осадков (см. обзоры [11, 12], а также [13–17, 28]). 

Сценарно-имитационное моделирование использу-
ется авторами работ [18, 22]. Проблема оптималь-
ности мест установки плотин также находится в 
центре внимания многих авторов. Авторы обзора  
методов оптимизации задач управления водными 
ресурсами [23], отмечая многочисленность и про-
тиворечивость их целей, а также их NP-полноту, 
делают вывод о целесообразности использования 
недетерминированного метаэвристического под-
хода (генетические алгоритмы, метод поиска гар-
монии и др.), обеспечивающего эффективный по-
иск приемлемых решений. Авторами статьи [22] 

предложена экспертная социально-гидрологиче-

ская модель принятия решения с учетом предпо-
чтений агентов в сложной социоприродохозяй-
ственной водной системе для анализа целесооб-
разности строительства крупной плотины в водо-
сборном бассейне р. Сега в центральной Испании. 
В публикации [39] для создания карт восприимчи-
вости к наводнениям  фрагментов территории 
поймы р. Прахова в  Румынии используются не-
четкие и итеративные оптимизационные модели 
машинного обучения. 

1. МЕТОДЫ И ТЕХНОЛОГИИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

1.1. Задача управления К-структурой 

Общую задачу стратегического управления 
пойменной СПХС можно сформулировать как сле-
дующую задачу условной оптимизации ее социо-
природохозяйственных (СПХ) потенциалов: 
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(1) 

Здесь 
m  – прогнозная оценка m -го СПХ-

потенциала территории (годы 1,...,T  относятся 
к будущему); ijm , ijmS , ( )ijmf   – соответственно 
коэффициент ценности, площадь, характеристиче-
ская функция (ХФ) i -го фрагмента территории с 
закрепленным за ним j -м видом землепользова-
ния, отнесенным к m -му СПХ-потенциалу (ХФ 
характеризует эффективность землепользования 
данного фрагмента территории в год  , обуслов-
ленную фактом его затопления или  незатопления 
в период весеннего попуска ГЭС); lim,m mR R  – СПХ-

риски и их предельные величины; jI – число ком-
пактных фрагментов территории, отнесенных к    
j -му виду землепользования; 

mJ – число видов 
землепользования, отнесенных к m -му СПХ-

потенциалу; M  – количество СПХ-потенциалов, 
определяемое моделью К-структуры пойменной 
территории, являющейся суперпозицией гидроло-
гической (

1 ) и функциональной (Ф) структур 
(подробнее см. в первой части статьи [5]); T – го-
ризонт планирования (число лет). Вектор управле-
ния u  характеризует совокупность социохозяй-
ственных (СХ) проектов, изменяющих виды зем-
лепользования некоторых фрагментов территории, 
и гидротехнических (ГТ) проектов в руслах поймы 
(установка паводковых плотин с управляемым по-
перечным сечением), перераспределяющих павод-
ковые воды для изменения режима затопления це-
левых  фрагментов  территории.  Формально  сово- 
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купность  ГТ-проектов  представляет  вектор  (1)

u ,  

координаты которого обозначают доли перекры-
тых частей пойменных русел в год   при извест-
ном значении гидрографа  весеннего попуска ГЭС. 
Соответствующий вектору δ  упорядоченный 
набор координат ячеек ( , ), 1,..., ,k kx y k K  

цифро-
вой карты рельефа пойменной территории, явля-
ющихся местами возможной установки плотин, 
считается известным. Вектор (1) (2) r r r  описы-
вает финансовые ресурсы, необходимые для уста-
новки плотин. Вектор (1)r  представляет собой 

ограниченную величиной max lim
r r  часть ресурса, 

выделяемого Центром (величина max
r  является 

параметром). При использовании механизмов со-
финансирования проекта со стороны экономиче-
ских субъектов территории (агентов) установка 
плотин в малых руслах пойм является потенциаль-
ным источником дополнительного финансирова-
ния (2)r . (При введении постоянных коэффициен-
тов, характеризующих отношение затрат на возве-
дение плотин в руслах разных иерархических 
уровней, зависимость решения задачи (2) от векто-
ра r  сильно упрощается). Механизм управления, 
обеспечивающий изменение j -го вида землеполь-
зования i -го фрагмента территории на вид земле-
пользования ,j  обозначен как j

ijM . Формальным 
описанием механизма можно считать математиче-
скую формулировку соответствующей иерархиче-
ской игры; 

M  – множество допустимых меха-
низмов управления. Содержанием рисков sR  яв-
ляются ущербы от частичного затопления соци-
ально-экономических или незатопления соответ-
ствующих природных или природохозяйственных 
фрагментов территории. Предельные величины 

lim

mR  характеризуют допустимую  меру этого явле-
ния, косвенным образом сводя это условие с уче-
том вида землепользования фрагментов террито-
рии к разделению карт ее затопления на желатель-
ные, допустимые и недопустимые.  

Зависимость целевых функций 
m  

от управ-
ления описывается характеристическими функци-
ями ( ) [0;1]ijmf   . Результатом оптимизации 

управления является их максимизация, достигае-
мая целевым изменением режима паводкового за-
топления пойм и/или вида природопользования 
ряда фрагментов территории. Решением задачи (1) 

служит вектор-функция 
* (1)( , )u r , зависимость 

которой от года   характеризует обусловленность  
площади сечения плотин ежегодным плановым 
гидрографом весеннего попуска ГЭС. 

Задача (1) относится к области принятия реше-
ний вследствие векторного вида целевой функции 
и неопределенности функций ( )ijmf  . Высокая ал-
горитмическая сложность этой задачи обусловлена 
большой размерностью вектора δ . Описанные 
выше модели и алгоритмы, снижающие сложность 
и задачи (1) и неопределенность ее параметров, в 
совокупности составляют авторский подход к про-
ектированию системы управления территориаль-
ной структурой пойм зарегулированных рек, обра-
зующей основу устойчивого развития их СПХС.  

Главным мотивом введения 
1 -структуры яв-

ляется замена в характеристических функциях 
( )ijmf   задачи (1) аргумента   на аргумент n  (ча-

стоту паводковых затоплений). Помимо снижения 
неопределенности это дает возможность эффек-
тивного агрегирования 

1 - и Ф-структур. В целом, 
рост уровня агрегирования К-структуры снижает 
как сложность, так и точность решения задачи 
управления, поэтому при выборе оптимального 
способа агрегирования необходим сравнительный 
анализ полученных решений по критерию «слож-
ность – точность».  

Предполагается, что климатические условия в 
бассейне главного русла поймы, определяющие 
постоянство функции распределения объемов ве-
сенних попусков ГЭС и  рельеф пойменной терри-
тории, не изменяются в течение горизонта плани-
рования. Поэтому единственным фактором дина-
мики 

1 -структуры в исследуемый период време-
ни является депрессия главного речного русла. 
Возможность прогнозирования эффекта этого яв-
ления создает основу для трансформирования за-
дачи (1) в задачу управления К-структурой пой-
менной территории посредством координации ГТ- 

и СХ-проектов, изменяющих соответственно 
1 - и 

Ф-структуру. Недопустимость деградации ценных 
природных зон при изменении 

1 -структуры, а 
также изменения функциональной принадлежно-
сти ряда социохозяйственных территорий при 
адаптивном изменении Ф-структуры приводят к 
необходимости стабилизации 

1 -структуры (и, 
соответственно, К-структуры) как необходимого 
условия существования решения задачи (1). Это 
условие согласуется с главным приоритетом кон-
цепции устойчивого развития – стабильностью 
экосистемы, необходимым условием которой яв-
ляется устойчивость паводкового затопления ее 
биотопа, требующая в сильной версии ежегодного 
превышения порогового значения площади затап-
ливаемой территории stab stab

min 0( ( ) ( ,S S    

0 1,...)).   
 Пороговое значение  stab

minS  
определяется  
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для каждой территории в результате экспертного 
анализа. Природная неопределенность ослабляет 
это условие до требования устойчивого затопления 
биотопа пойменной экосистемы (с частотой, пре-
вышающей пороговое значение ( lim

n n )). В связи 
с отсутствием обоснованных оценок величин lim

n  

и 
stab

minS
 
в задаче управления величина lim

n  является 
параметром, а целью управления является  макси-
мизация суммы СПХ-потенциалов, связанных с 
устойчиво затапливаемой территорией поймы. При 
использовании в задаче (1) модели 8-элементной 
функциональной структуры 

1 , являющейся ча-
стью 24-элементной комплексной структуры 

24 ,K  

максимизируется сумма природного, природохо-
зяйственного, социоприродного и социоприродо-
хозяйственного потенциалов при условии со-
циохозяйственной безопасности. Величина про-
ектного ресурса является параметром задачи 
управления, регулирующим максимальное проект-
но достижимое значение целевой функции и, сле-
довательно, максимальное или почти максималь-
ное значение stab

S .  

 Таким образом, задача (1) трансформируется в 
следующую задачу поиска целевой стабильной 
проектной структуры 24

pr
K , удовлетворяющей усло-

виям социохозяйственной безопасности и устой-
чивого затопления биотопа пойменной экосисте-
мы: 

(1) max

( )

2 4 5 7

2 4 5 7

1

1

8
stab lim

1 min 3
1

(1) (2)

1

( ( )) max, ( , ) ,

;
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(2) 

Здесь im  – карта элемента ( , )i m  
структуры 24

pr
K ; 

stab

min
 

– минимальная экологически безопасная  
карта устойчивого затопления; ,

mp mpi iS – соответ-
ственно коэффициент ценности и площадь ком-
пактно расположенного территориального фраг-
мента mpi , входящего в элемент m  агрегированной 
функциональной структуры 

1  в зоне p  
структу-

ры 
2  

(см. первую часть статьи [5]); P  – число 
элементов (зон) структуры 

2 ; 
lim

m – пороговая 
карта безопасного затопления элемента m  агреги-
рованной функциональной структуры 

1 . Векто-
ры , ,u δ r  и числа max ,r K  описаны в задаче (1).  

Условия социохозяйственной безопасности и 
устойчивости затопления пойменного биотопа, 
эквивалентные ограничениям на СПХ-риски в за-
даче (1), имеют вид 

8,
lim stab

3 1 min

, 1

( 1,3,6; 1,..., ); .
P

mp ijp mp

m p

S S m p P S S


     (3) 

Здесь impS – площадь элемента ( , )i m  
структуры 

24

pr
K  в зоне p  структуры 

2 . Далее приводится 
алгоритм решения частной задачи (2), (3) для 

(1)

u u , т. е. для задачи поиска значений парамет-
ров ГТ-проекта, обеспечивающих устойчивое оп-
тимальное безопасное затопление биотопа пой-
менной территории и ведение сельского хозяйства, 
основанного на ежегодном устойчивом затоплении 
целевой территории. 

 

1.2. Алгоритм решения задачи обеспечения 
устойчивого оптимального безопасного затопления 

пойменной территории 

Представим эвристический алгоритм прибли-
женного (с погрешностью моделирования м  [5]) 

решения задачи (2), (3) в случае  выполнения соот-
ношений lim

гл 1 1 2 мсрr k r k k r r   , где  гл м, ,срr r r  – 

соответственно затраты на возведение одной пло-
тины в главном магистральном,  среднем маги-
стральном и малом русле;  

1 2,k k  
– целые числа. 

Поиск оптимальной целевой структуры 
*

24

pr
K  про-

водится для уст
G , т. е. для гидрографа, карта за-

топления которого наиболее близка к карте  устой-

чивого затопления периода , 1
2 2

       
. 

Алгоритм и результаты поиска гидрографа 
уст

G  с 



 

 
 

 

 
 

 ●

погрешностью моделирования м  
описан в первой 

части статьи [5]. 

 
1.2.1. ДА-алгоритм 

Поиск оптимальных конфигураций плотин в 
малых  руслах зон (или их объединениях) структу-
ры 

2  проводится эвристическим алгоритмом 
«доноры – акцепторы» (ДА-алгоритмом). Согласно 
этому алгоритму для заданного значения гидро-
графа с

G  русловая система зоны ,p  насчитываю-

щая pM  малых русел, разделяется на три группы 
русел: «доноров»,  «трансакцепторов» и «акцепто-
ров». Акцепторы – это целевые русла, в микрозо-
нах которых сконцентрировано большое количе-
ство целевых ячеек (т. е. ячеек, не затопленных на 
карте ( )p p c

G  , но затопление которых увели-
чивает значение p )  цифровой карты террито-
рии. Микрозоной каждого русла зоны p  в данном 
алгоритме считается часть ее территории,  каждая 
точка которой удалена от русла не более, чем на 
расстояние 1( )p pS L

 , где pS
 
–  площадь зоны, pL   

– совокупная протяженность ее малых русел. В 
класс трансакцепторов входят русла, из которых 
вода может попадать в акцепторы согласно 
направлению течений. Доноры определяются ис-
ходя из заданной группы акцепторов и являются 
объектами для потенциальной установки дамб. В 
число доноров входят русла, не являющиеся ни 
акцепторами, ни трансакцепторами, и при этом 
являющиеся их ответвлениями согласно ориенти-
рованному графу русел. Таким образом, объем вод 
из доноров может быть передан по течению акцеп-
торам путем установки в их основаниях перелив-
ных плотин, высота которых обеспечивает их пол-
ное заполнение без выхода  вод на территорию.  

Входными данными ДА-алгоритма для зоны p  

являются: максимальное число плотин в малых 
руслах зоны  1,...,p pn M , карта p  затопления 
зоны p  из корпуса карт моделирования затопле-
ний (ККМЗ), граф русел пойменной территории 

( , )Gr N E  и соответствующий зоне p  
его подграф 

( , )p p pGr N E . Ранжирование акцепторов произво-
дится на основе оценки площади целевой террито-
рии в их микрозонах. Подбор множества акцепто-
ров осуществляется взятием первых  

( 1,..., )ps s M  русел из списка всех русел зоны ,p  

упорядоченного по числу целевых ячеек в их мик-
розонах. 

На предварительном этапе  для каждого русла

pc N  при помощи ККМЗ вычисляются значение 
рейтинга русла  

cR  (количество  целевых ячеек в 
его микрозоне) и оценка суммарного объема вод, 

который потенциально может быть предоставлен 
данным руслом при его перекрытии 

cV , равного 
поступающему в него объему вод за вычетом объ-
ема, необходимого для его максимального запол-
нения. В результате составляется Rating  – список 
русел, упорядоченных в порядке убывания значе-
ний 

cR .  

На основном этапе для каждого значения s  

строятся: множество акцепторов 
sA  как первые s  

русел из списка Rating ; множества  трансакцепто-
ров 

sTS  и потенциальных доноров 
sPD   при по-

мощи поиска в ширину по подграфу ( , )p p pGr N E  с 
инвертированными ребрами, начиная от каждой 
вершины из 

sA ; множество актуальных доноров  

sD  и соответствующий ему вектор конфигурации 

1( ,..., ),
p

p

s s M s  δ  {0;1},js  1,..., ,pj M  путем 

решения следующей задачи о булевом ранце 

max,
s

cs

c PD

cV


   
s

sp cs p

c D

n n


   , а также рассчи-

тываются верхние оценки количества дополни-
тельно затопленных ячеек 

s  
и приращения  p

s  

целевой функции для зоны p  по формулам 
min 1min( , ( ) ), , max ,

mp
mp

p

s s s s s p p i
i

TT TV h
        

  ,
s

s

s

s

A

TT R


 .
s

c

c

s

D

TV V


   

После этого решается задача 

( ( , )) maxp p p

s s p
s

n  δ .                 (4) 

Решение задачи  (4)  – оптимальное число ак-
цепторов *( )ps n , вектор оптимальной конфигура-

ции плотин *

* ( , ) ( , )p p p p

p ps
n n  δ δ  с числом пло-

тин * ( )ps p
n n  и величина *( ( , ))p p p

pn δ , отве-

чающие исходной карте затопления  p  –  счита-
ются результатом работы ДА-алгоритма для зоны 
p . Максимальное оптимальное число плотин в 

зоне p  
равно *

*

max

( )
1max ,

p

p
s n

p ps p
n n n M  . 
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1.2.2. Алгоритм поиска эффективных решений 
задачи (2), (3) в зонах структуры Г2 пойменной 

территории 

Для каждой из зон структуры 
2  

с номерами 

11,..., ,p P  не содержащих средних магистральных 

русел (СМР), при помощи алгоритма, изложенного 
в п. 1.3 первой части статьи [5], для гидрографа 

уст уст( ) ( ( ,2022, ,G L Q    уст), )L t  из фрагментов 
карт  ККМЗ с учетом конфигурации границы зоны 
формируется предварительная карта затоплений 

уст( ),p p
pG  уст уст ( )p

pG G L  , где p
L – расстоя-

ние от нижнего бьефа плотины ГЭС до зоны p  с 
числом малых русел pM .  (Эта карта может фор-
мироваться из одного или нескольких фрагментов 
карт ККМЗ.) Для каждой из этих зон ДА-

алгоритмом рассчитываются оптимальные конфи-
гурации * ( , ),p p

pnδ max1,..., ,p pn n  плотин в их 
малых руслах. 

Конфигурация * ( , )p p
pnδ считается значимой 

(и обозначается * з( , )p p
pnδ ), если 

*
отн ( ( , ),( p p p

pn  δ  м( ) ) ,p p     

*
отн ( ( , ),( p p p

pn  δ ( ))p p 
*( ( , )

.
( )

p p p
p

p p

n 


 

δ
 

Для незначимых конфигураций * ( , )p p
pnδ

 
при-

нимается 
**ˆ ( , ))p p

pn  * *ˆ ( , ( , ))p p p p
pn   δ

( ),p p   * ( , ) .p p
pn δ 0  Расчет соответству-

ющих значимым конфигурациям * з( , )p p
pnδ

 
зна-

чений целевой функции **ˆ ( , )p p
pn  

* уст * зˆ ( ( ( )), ( , ))p p p p
p pG n   δ

 
производится по 

карте затопления 
* з( , ( , )),p c p p

pG n δ  полученной 
прямым численным моделированием для рельефа 
дна малых русел, включающего плотины в их ос-
нованиях в соответствии с этими векторами. В 
случае нарушения условий безопасного затопле-
ния для некоторого ˆ

pn n
 
происходит переход к 

субоптимальному решению задачи (4) 
*

*

1
ˆ ˆ( , ) ( , )p p p p

с s
n n


  δ δ . После проводится про-

верка на значимость величин
* уст *ˆ ˆ( ( ( )), ( , )).p p p p

p сG n   δ  В случае их значи-

мости рассчитываются величины  **ˆ ˆ( , )p p
n  

* устˆ ( ( ( )),p p
pG   * з ˆ( , ))p p

с nδ
 

с повторной про-
веркой условий безопасного затопления и т. д.  

Опишем алгоритм поиска оптимальных значи-
мых конфигураций плотин в руслах зон  с номера-
ми 

1 1,...,p P P  , образуемых СМР. Целью уста-
новки каждой переливной плотины в СМР являет-
ся повышение уровня затопления части зоны, рас-
положенной выше нее по течению, за счет сниже-
ния уровня затопления части зоны, расположенной 
ниже по течению. Обозначим ( , )

d dd d i ji j l h , 

{1,..., }, {1,..., },
dd p d ii D j J 

 
вариант  размещения 

плотины с номером 1,..., pd D , удаленной от 
начала русла на  расстояние 1{ ,..., }

d pi Dl L L ,

1( ,...,
pDL L   –  расстояния от начала русла до мест 

расположения плотин) с абсолютной  высотой 
min max

d d di j ih h h   (
min max,
d di ih h

 
–  соответственно уро-

вень дна русла и максимальный уровень безопас-
ного затопления в данной точке СМР).  При помо-
щи алгоритма, изложенного в п. 1.3 первой части 
статьи [5], рассчитываются величины  уст ( )p  

уст
1( ,2022, , ), 1,...,p

Q L p P P     , где p
L   – рас-

стояние от нижнего бьефа плотины ГЭС до начала 
СМР, образующего зону p с числом малых ру-
сел pM .  

Эффективными решениями задачи (2), (3) в 
зоне p  считаются такие конфигурации pn  плотин 

в СМР и малых руслах 1( ,..., ,..., ),
p p

p
D D M   σ

{0;1}, 1,...,i p pi D M     (первые pD  компонент 
отвечают плотинам в СМР, а остальные – плоти-
нам в малых руслах), которым соответствуют зна-
чения целевой функции уст( ( , ( ))p p

p pG n  σ ,     

удовлетворяющие неравенству  
уст уст

муст

( ( , ( )) ( ( , )

( ( , )

p p p p p
p p p

p p
p

G n G

G

 



    
 

 

σ 0
0

. Для 

гидрографа уст
pG  в ККМЗ разыскивается фрагмент 

p  карты 
уст( )pG , отвечающий зоне p , и рас-

считывается значение ( )pp  . Для каждого   ва-

рианта 1 1i j
 

расположения первой плотины пря-
мым численным моделированием рассчитываются 
предварительная карта затопления 

1 1 1 1

уст( )p p

i j i j pG 
 

и значение 
1 1

)( p

i j

p  . Если



 

 
 

 

 
 

 ●

1 1отн м,( )))(( ,p

i

p

j

p p      то вариант  1 1i j
 
счи-

тается значимым (обозначается з з
1 1i j )

 
и ему ставит-

ся в соответствие значимая  тривиальная конфигу-
рация дамб в малых руслах з з з з

1 1 1 1

* з ( ,0)p p

i j i j
δ 0 . Далее 

по каждой из карт 
1 1

p

i j
 ДА-алгоритмом рассчиты-

ваются оптимальные конфигурации 
1 1

* ( ),p
p pi j

n n δ

 2 11,...,min ( 1), pk k M   и оценки соответствую-

щих им величин  
1 1 1 1

*ˆ ( , ( ))p pp

i j pi j
n δ , которые затем 

проверяются на значимость. Для незначимых кон-
фигураций 

1 1

* ( )p

i j pnδ
 

принимается 
1 1

ˆ ( ,
i

p p

j
 

1 1 1 1

* ( )) ( )p p

i j i j

p
pn δ . Для значимых конфигураций 

1 1

* з ( )p
pi j

nδ
 

расчет 
1 1 1 1

ус *т з( , ( ))(
j

p
p

p p

i j pi
G n  δ произво-

дится по результатам прямого численного модели-
рования карты затопления 

1 1 1 1

с * зу т , ( ))(p
p

p

i j i j pG n δ для 
рельефа дна  с вариантом 1 1i j  

плотины в СМР и 
рельефа дна малых русел, поднятого до высот пло-
тин в их основаниях в соответствии с вектором 
конфигурации, обеспечивающих их наполнение 
без выхода вод на территорию (эти высоты опре-
деляются в ходе предварительных вычислитель-
ных экспериментов). В случае нарушения условий 
безопасного затопления для некоторого ˆ

pn n
происходит переход к субоптимальному решению 
задачи (4) 

1
*

11 11 1

*

1
ˆ ˆ( , ) ( , )p p

сi
p

j

p

i j js i
n n


 δ δ . После этого 

производится проверка на значимость величин 

1 1

**ˆ ˆ( , )p

i j

p
n  

1 1

* устˆ ( ( ),p

i

p
pj

G
1 1 1 1

* ˆ( , ));p

i j i j

p

с nδ  в 
случае их значимости рассчитываются значения  

1 1

* устˆ ( ( ),p

i j

p
pG 

1 1 1 1

* ˆ( , ))p

i j i j

p

с nδ  с повторной провер-
кой условий безопасного затопления и т. д.  

Вариант 1 1i j , для которого существуют нетри-
виальные значимые конфигурации, также считает-
ся значимым (и обозначается з з

1 1i j ). Если значимые 
конфигурации отсутствуют, то вариант 1 1i j   счита-
ется незначимым и исключается из дальнейшего 
анализа. Если все варианты установки первой пло-
тины незначимы, то эффективные решения задачи 
(2), (3) в зоне  p  

отсутствуют. Обозначим 

*з *з
1 1 ( )pi j n  з з з зз з 1 1 1 1

1 1

* зуст
2arg max ( , ( )),(p p

i j ip j

p

i j
pG n k  δ

2 1 2 ,pk n k k   *з *з *з *з
1 1 1 1

** * з
2 21 ) ( , ),( p

p p

i j p
p

i j
n k n k  δ δ

 

2
**
1 )(p

pn k  *з *з *з *з
1 1 1 1

у *
2

*
1

ст( , ))( (p p p
p pi j i j

G n k  δ . 

Варианты установки второй плотины в СМР 
рассматриваются для  значимых вариантов разме-
щения первой плотины ниже нее по течению. Обо-
значим з з

1 1 2 2i j i j
 
вариант установки второй плотины 

2

з
2 1 2{ 1,..., }, {1,..., }p ii i D j J   . Для каждого из  

вариантов прямым численным моделированием 
рассчитывается предварительная карта затопления 

з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2

уст( )p p

i j i j i j j pi
G 

 
и  значение з з

1 1 2 2

)( p

i j i j

p  . 

Если неравенства з з
1 1 2 2

отн м( ), )) ,( (p p

i j i

p p

j
     

з з з з
1 1 2 2 1 1

отн м( ))(( ),p p

i j

p

i

p

j i j
      выполнены, то 

вариант з з
1 1 2 2i j i j

 
считается значимым (и обознача-

ется з з з з
1 1 2 2i j i j ), и ему ставится в соответствие зна-

чимая  тривиальная конфигурация дамб в малых 
руслах з з з з

1 1 2 2

* з (0)p

i j i j
δ 0 . Предварительное исключе-

ние незначимых вариантов з з
1 1 2 2( )i j i j происходит в 

случае выполнения неравенств з з з з з
1 1 1 1 1

0( ) ,p p p

i j i j i
H H 

з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2 2

0( )p p p

i j i j i j i j i
H H  , где з з з з

1 1 1 1

( )p p

i j i j
H    –  высота 

воды в нижнем бьефе  плотины; з
1

0 p

i
H ,

2

0 p

i
H – высо-

ты уровней, с которых начинается затопление зо-
ны; з з

1 1 2 2

p

i j i j
H  –   высота воды над второй плотиной. 

Для оставшихся вариантов по каждой из карт 
з з
1 1 2 2

p

i j i j


 
ДА-алгоритмом рассчитываются опти-

мальные конфигурации з з
1 1 2 2

* ( )p

i j i j pnδ , pn 

 2 11,...,min ( 2), ,pk k M   и соответствующие им 

оценки з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2

*ˆ ( , ( ))p p p

i j i j i j pj i
n δ , которые затем 

проверяются на значимость. Для незначимых кон-
фигураций з з

1 1 2 2

* ( )p

i j i j pnδ
 

принимается 

з з з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

* )ˆ ( , ( )) (p p p p

i j i j i j i j j

p
p i j i

n  δ . Для значи-

мых конфигураций з з з з
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p
pnδ

 
расчет  

з з з з з з з з з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

* з( ( , )))(p p

i j i j i j i j i j i j i j i

p

j

p
pn  δ

 
производится 

по результатам прямого численного моделирова-
ния карты з з з з з з з з

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

* з ( , ))(p p

i j i j i j i j

p

i j j pi
n δ . В случае 

нарушения условий безопасного затопления в ДА-

алгоритме происходит возврат к  решению задачи 
(4)  с уменьшением  pn

  
на единицу. Если все ва-

рианты установки второй плотины незначимы, то 
эффективные решения задачи (2), (3) в зоне p  для 



 

 
 

 

 

 

   ●

двух и более плотин отсутствуют. Обозначим
з з з з з з з зз з з з 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

*з *з *з *з уст * з
1 1 2 2 ( ) arg max ( , ((p p p
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1 2pn k k  , 2 1 22 pk n k k  . Если неравенство 
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(
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p

p
p

pn k n k
n k k k

n k

   
  

 
верно, то варианты установки двух плотин в СМР 
считаются неэффективными. Если для некоторого 

2 1 2[2 , ]pn k k k  это неравенство неверно, то вари-

ант *з *з *з *з
1 1 2 2 ( )pi j i j n

 
считается эффективным. 

 Варианты установки третьей плотины в СМР 
рассматриваются для  эффективных вариантов 
размещения  двух плотин ниже их по течению. Для 
вариантов установки трех и более плотин в СМР 
алгоритм в целом повторяется. Однако ввиду вы-
сокой вычислительной  сложности прямого расче-
та большого числа вариантов эти карты конструи-
руются из фрагментов ККМЗ с погрешностью мо-
делирования м . Для этого по значениям высот 

воды в  СМР над плотинами з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2

( )p p

i j i j i j i j
H   и в их 

нижних бьефах з з з з
1 1 2 2 1 1 2 2

( )p p

i j i j i j i j
H  , выбранным из 

построенного массива цифровых карт з з
1 1 2 2

,p

i j i j


строятся регрессии  

2 1 1 2 2 1 3 2

2 2 2

( ) ,

( ).

p p

p p

H b H b L L b h

H с H h

      

    
          (5) 

Здесь 2
p

H – разность  абсолютных высот уровня 
воды над второй плотиной и рельефа дна СМР у ее 
основания,  ( 1,2)p

qH q 
 
– разность  абсолютных 

высот уровня воды в нижнем бьефе q  
первой пло-

тины и рельефа дна СМР у ее основания, 2 1L L  – 

расстояние между двумя плотинами, 2h – относи-
тельная высота второй плотины.  

Для каждого варианта з з
1 1q q q qi j  i j

з з з з
1 1 1 1... q q q qi j i j i j 

 
расположения 1 ( 2,...,q q 

1)D  
плотины по формуле (5) и данным абсо-

лютных высот ячеек цифровой карты  в местах 
расположения плотин рассчитываются  значения  

з з з з
1 1 1 1

, ,
q q q q q q q q

p p

i j i j
H H
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 з з з з з з
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H H H

 
 

i j i j i j
, по 
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чения расходов з з з з

ˆ ˆ( )
q q q q

p p
Q H

i j i j  
и  разыскиваются со-

ответствующие им фрагменты карт из ККМЗ. Из 
этих фрагментов алгоритмом, изложенным в п.1.3 

первой части статьи [5], конструируются предва-
рительные карты затоплений з з

1 1q q q q

p

i j 


i j  
и рассчи-

тываются значения 
1 1

).( з з
q q q q

p

i

p
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 Если неравен-
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 выполнены, то 

вариант з з
1 1q q q qi j i j считается значимым (обозна-

чается з з
1 1q q i j ), и ему ставится в соответствие зна-

чимая  тривиальная конфигурация дамб в малых 
руслах з з

1 1

* з (0) .
q q

p

 

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После  поиска ДА-алгоритмом оптимальных 
конфигураций з з
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q q q q
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i j pn
 i j

δ  1,...,pn 

 2 1min ( 1), ,pk k q M   и их проверки на значи-
мость для незначимых конфигураций принимается 
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функции 
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 
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рассчитываются  по карте

з з з з
1 1 1 1

* )( ( )
q q q q

p
p p

n
   


i j i j

δ , построенной прямым вычисли-

тельным гидродинамическим моделированием. 
Проверка  условий безопасного затопления осу-
ществляется аналогично случаю установки двух 
плотин.  

Обозначим max( 1,..., )p p m p pr n r n n   ресурс, 
выделяемый зоне p  для возведения плотин в ее 
руслах. Представим pn  в виде 1 2 2 ,pn q k q 

10 ,q D   2 20 q k  . Тогда при этом pn  возмо-
жен 1 1q   

вариант установки плотин: 1q s  пло-
тин в СМР и 2 2q k s  

плотин в малых руслах 

1( 0,..., )s q . Обозначим 1 2, spnq s qq   

2 1( ),k q q   з з з зз з

*з *з * * з( ( )),argmax (
q q q q

q q

p
p p p

sq q n 
i j i ji j

i δj

*з *з
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q q

p p
sp sps

n n
i j

δ δ
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p
s s
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)),spn  
** arg ,ma ˆ( ) )x ( ,p
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s
p sps n n   

** ( ),p
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* ** ** ** *
1 * *

ˆ ˆ( ) ( ) )., ,..., ), ( , ( ,
p

p p p

M p s ps

p p

p ss
n n n    δ δ

 Тогда * * уст **ˆ( ( ( , ) )( ,p p p
p p p

p
G n n  σ , а ком-

поненты векторов 
** ( ),p

pnσ определяются равен-

ствами ** *
11, 1,..., ( );p

i pi q s n     
** 0,p
i 

*
1 ( ) 1,..., ;p pi q s n D  

 
**** ;, )(

p

pp
i pi D

n   
 

i 

1,...,p p pD D M   .  

 

1.2.3. Решение задачи  (2), (3)  на всей территории 
поймы 

При помощи построенных функций 
** ( , ), 1,..., ,p

pn p P    и соответствующих им 

конфигураций плотин 
** ( , )p

p
nδ  и ** ( , )p

pnσ  за-
дача (2), (3) приводится к следующей задаче рас-
пределения ресурса с параметром k : 

( ) ** ( )

1

( ) max

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1

1

( , ) ( , ) max,

0 , 1,..., ;

, 1,..., ; ( ,..., ).

P
k p k

p

p

k
p p

P
k k k k

p P

p

n

n n p P

n k k k k n n





     

  

  





n

n

    (6) 

Задача (6) при каждом значении 1 21,...,k k k
max( )mr kr  решается методом динамического 

программирования. Ее решениям 
*( ) *, ( )k

k  n

*( )( , )k   n
 

отвечают конфигурации плотин в 

СМР и малых руслах 
* ( )k     

1 1

1 1

1* ****1 ***( ) ( ) *( )
1 1( , ), ..., ( , ), ( , ), ...,

Pk k k

P P

P
n n n


   δ δ σ

** *( )( , )
P k

Pnσ .  

Целевая карта уст *( ), ( ))( kG  
 
является при-

ближением карты устойчивого затопления проект-
ной структуры 24 ( )pr

K  . Однако возможность изме-
нения высот переливных плотин в зонах с СМР 
позволяет получить закон  управления ими,  реали-
зующий эту карту для уст ( )с

Q Q 
 
в год  0.    

Для этого серией прямых гидродинамических рас-
четов с рельефом дна СМР в зонах с номерами

1 1,...,p P P  , имитирующих установку в них од-

ной плотины переменной высоты 1 ,p
h

 
для каждого 

значения расхода ГЭС с
Q подбираются решения 

1 2022( )p с
h Q  уравнений 

*
1 1 2022 1( ( ) ,p p с p

H h Q H

1 1,...,p P P  , где *
1

p
H  – высота воды над  плоти-

ной зоны p  в конфигурации * ( )k  . Искомый закон 
управления  высотами единственных плотин в зо-
нах СМР имеет вид 1

1 1( ) ( ( , , , ))p c p c p
h Q h Q L


     , 

где функция   определена в п. 1.3 первой части 

статьи [5]. 
При max lim

глr r r 
 
также рассматриваются ва-

рианты установки одной паводковой плотины с 
пропускными воротами в главном русле поймы 
для повышения уровня затопления зон, располо-
женных выше  по течению, за счет  снижения 
уровня затопления  зон, расположенных ниже по 
течению. Обозначим ( , ),i jij L l {1,..., },i I

{1,..., },j J  вариант  размещения плотины, уда-
ленной от ГЭС на  расстояние 

iL i L   с шириной 

ворот min
jl l (

min ,l  минимальная для безопасного 
затопления территории ширина ворот, рассчитыва-
емая из условий задачи (2), (3), а также значение 

L  определяются алгоритмом, изложенным в 

п. 1.3 первой части статьи [5]). Для каждого вари-
анта алгоритмом, изложенным в п. 1.3 первой ча-
сти статьи [5], рассчитывается значение 

уст уст уст( ) ( ( , 2022, , ), )i iG L Q L t   
 

гидрографа 
главного русла непосредственно перед моделиру-
емой плотиной. Величина расхода в нижнем бьефе 
моделируемой плотины после установления его 
постоянного значения, равного ijQ , определяется  
прямым численным гидродинамическим модели-
рованием с рассчитанным при помощи алгоритма, 

изложенного в п. 1.3 первой части статьи [5], гид-
рографом ГЭС 

уст ( , )iG L  и измененным в соответ-
ствии с конфигурацией ij

 
рельефом дна главного 

русла. Далее алгоритмом, изложенным в п. 1.3 

первой части статьи [5], рассчитываются перемен-
ные гидрографы главного русла уст ( )G L 

уст уст
2022( ( ,2022, , ), ),Q L t  

 0 ;iL L   
уст ( )G L 

уст( ( ,2022, , ), ), ,ij iQ L t L L   
 

и строится карта 

затопления территории  ( )ij  как композиция со-
ответствующих фрагментов ККМЗ.  

Обозначим * * arg max ( ( )),ij
ij

i j      
*
гл ( )  

* *( ( ))
i j

    . Решением задачи (2), (3) при 
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lim
глr r r   является конфигурация ( * *

i j  или

1 2

* ( )k k  ), отвечающая значению  * ( )  

1 2

* *
глmax( ( ), ( ))k k     .  

Задача реализации карты  весеннего затопления 
поймы * * ( )

i j
   для уст ( )с

Q Q 
 
в год  

0    ре-

шается с помощью адаптивного управления шири-
ной пропускных ворот плотины в главном русле. 
Для этого серией прямых гидродинамических рас-
четов с рельефом дна главного русла, имитирую-
щим   установку   в   нем   паводковой  плотины,  для  

каждого значения расхода ГЭС с
Q подбираются 

решения 2022( )с
l Q  уравнений 

*
2022( ( )с

H l Q H , где 
*

H
 
– высота воды в нижнем бьефе плотины в ва-

рианте * *
i j . Искомая формула управления  имеет 

вид 1( ) ( ( , , , ))c c
il Q l Q L


     , где функция 

 
определена в п. 1.3 первой части статьи [5]. 

Логическая связь между описанными здесь и в 

первой части статьи [5]  алгоритмами построения и 
решения задачи управления представлена на 
рис. 1–3. Структурные связи между схемами обо-
значены соответствующими цветовыми фонами. 

 

 

 
Рис. 1. Общая связь алгоритмов построения и решения задачи управления 



 

 
 

 

 
 

 ●

 

 

 

 

Рис. 2. Алгоритм поиска оптимальных конфигураций плотин в зонах структуры 
2  
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Рис. 3. Алгоритм «доноры – акцепторы» 

 

2. ОПТИМИЗАЦИЯ ПРОЕКТА СТАБИЛИЗАЦИИ 
УСТОЙЧИВО ЗАТАПЛИВАЕМОЙ ТЕРРИТОРИИ 

СЕВЕРНОЙ ЧАСТИ ВОЛГО-АХТУБИНСКОЙ ПОЙМЫ 

На рис. 4 приведена карта территории и русло-
вой структуры ВАП. Макрозона В включает в себя  

11 зон структуры 
2  (границы этих зон указаны на 

рис. 7). Самую крупную, занимающую около 70 % 

территории ВАП, зону А (зона 12 структуры 
2 ) 

образует магистральный рукав р. Волги – р. Ахту-
ба. Указаны места расположения виртуальных 
плотин на р. Волге (ПВ1, ПВ2, ПВ3) и на р. Ахтубе 
(ПА1, ПА2, ПА3) 



 

 
 

 

 
 

 ●

 

 
Рис. 4. Карта территории северной части Волго-Ахтубинской 
поймы.  

 
При численном решении задачи (2), (3) для 

территории ВАП использовались значения 

1 210, 50k k  . (Итоги исследования показали, что 
варьирование этих коэффициентов в достаточно 
большом диапазоне не оказывает влияния на ре-
зультат решения задачи.) В ВАП р. Ахтуба являет-
ся СМР, т. е. в расчетах использовались значения  

1 11, 12P P  .  

Для исследования влияния погрешности гео-
информационного моделирования (равной 0,5 м) 
на точность гидродинамического моделирования 
проведена серия вычислительных экспериментов, 
имитирующих затопление ВАП трапециевидным 
ступенчатым гидрографом устойчивого затопле-
ния уст

тр ( ) {16000 1650 , 0 5; 24250,Q         

0 10; 24250 1650 ,10 15}    м3/с, наибо-
лее приближенным к реальному гидрографу ве-
сеннего попуска ВГЭС,  с псевдослучайным варь-
ированием абсолютных высот ячеек цифровой мо-
дели рельефа с амплитудами {0,5;1,0;1,5}b   

м.  

Результаты моделирования иллюстрирует рис. 5, 

на котором приведена динамика площади затоп-
ленной территории ВАП fS

 
и соответствующего 

ей объема паводковых вод fV
 
для актуального ре-

льефа территории (базовая модель), а также дина-
мика средних значений этих параметров  для из-

мененных рельефов. Максимальные значения от-
носительных погрешностей определения карт 
наибольшего затопления ( )b   (алгоритм расчета 
описан в первой части статьи [5]) составили: 

(0,5) 0,05; (1,0) 0,15; (1,5) 0,40      . Эти ре-
зультаты подтверждают корректность использова-
ния значения 0,05 для характеристики агрегиро-
ванной относительной погрешности гидродинами-
ческого моделирования. В работе [40] показано, 
что погрешность определения границ зон структу-
ры 

2  в ВАП при исследуемом диапазоне пара-
метров гидрографа ВГЭС также не превышает 
0,05 .  

Реализация ДА-алгоритма осуществлена на 
языке программирования C# с использованием 
средств стандартной библиотеки и библиотеки 
lp_solve  версии 5.5. Для решения задачи о ранце 
библиотека lp_solve использует модифицирован-
ный метод ветвей и границ, адаптированный под 
решение задач целочисленного линейного про-
граммирования. 

Анализ результатов применения ДА-алгоритма 
в 11-ти зонах малых тупиковых русел показал от-
сутствие значимых конфигураций малых плотин 
для относительной погрешности моделирования

0,1м  . Эта величина равна наибольшей из по-
грешностей реализации всех алгоритмов представ-
ленного метода  –  погрешности прогнозирования 
русловой депрессии до 2052 г. (см. первую часть 
статьи [5]). Реализация описанного в п. 1.2.2 и 
п. 1.2.3 алгоритма поиска  решения задачи (2), (3) в  
зоне р. Ахтубы при м 0,1   и 121 50n   показала 
отсутствие эффективных решений. При  

1250 500n   
установлено наличие большого чис-

ла значимых конфигураций плотин, отвечающих 
различным вариантам расположения одной пере-
ливной плотины в русле р. Ахтубы и большому 
числу комбинаций расположения переливных пло-
тин в малых руслах зоны; наличие эффективных 
решений, отвечающих двум и более плотинам в 
р. Ахтубе, не установлено. На рис. 6 представлены 
линии уровней вод р. Ахтубы при уст (2052)G и 
нескольких вариантах размещения одной и двух 
переливных плотин (в скобках указаны абсолют-
ные высоты плотин). Значения абсолютных высот 
переливных плотин и соответствующие им линии 
отмечены одинаковыми цветами. 
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Рис.  5. Результаты моделирования: а – динамика площади затопленной территории ВАП при случайном возмущении ЦМР на 0,5 м, 1,0  м и  1,5 м  
для гидрографа  уст ( ),трQ t  б – соответствующая динамика объема воды   

 

 

 
Рис.  6. Зависимость уровня воды в р. Ахтубе для различных вариантов расположения одной (ПА1, ПА2,ПА3) и двух (ПА1 + ПА2, ПА1 + ПА3) 

плотин для уст(2052)G  

 

На рис. 7 приведена карта результата реализа-
ции проекта в 12-й зоне (А), соответствующая од-
ному из значимых вариантов расположения одной 

плотины на р. Ахтубе (плотины ПА3: 1 35000 м;i   

1 5,0 мj   ) для 12 55n   и оптимальной конфигу-
рации 45 плотин в малых руслах зоны. Синим цве-
том отмечены территории, устойчиво затапливае-
мые в отсутствие плотин; розовым цветом – целе-



 

 
 

 

 
 

 ●

вые территории, оставшиеся незатопленными в 
результате установки плотин; бледно-зеленым 
цветом – целевые территории, затопленные в ре-
зультате установки плотины ПА3; темно-зеленым 
цветом – целевые территории, дополнительно за-
топленные в результате оптимального размещения 
плотин в малых руслах. Проектное приращение 
площади устойчиво затапливаемой территории для 
этой конфигурации плотин составляет 16 %. 

 

 

 
Рис. 7. Карта анализа результата реализации проекта в  зоне А с  
плотиной ПА3  на р. Ахтубе и оптимальной конфигурации 45 
плотин в малых руслах 

 

Как показали результаты исследования, задача 
(2), (3) при м 0,1   и max50 500m mr r r   

имеет 
множество решений, соответствующих значениям 
целевой функции с относительными отличиями 
менее м . Все решения с точностью м эквивалент-
ны варианту 1 120000 м; 4,1 мi j    (плотина ПА1) 

в русле р. Ахтубы и различным конфигурациям 
плотин в малых руслах зоны А. Другими словами,  
решение  задачи (2), (3) при м 0,05   и 

max50 500m mr r r   
в пределах погрешности не за-

висит от значения max .r  С учетом этого обстоя-
тельства наилучшим решением задачи (2), (3), при 

max50 500m mr r r   
можно считать вариант 

1 120000 м; 4,1 мi j    (плотина ПА1) без плотин 
в малых руслах, отвечающий наименьшему значе-
нию проектного ресурса  max 50 mr r . В этом вари-
анте площадь территории, введенной проектом в 
устойчивое затопление, составляет 81 км2

 (на рис. 
8  эта территория окрашена зеленым цветом). При 
этом  из устойчивого затопления выведена терри-
тория площадью 34 км2

 (на рис. 8  эта территория 

окрашена красным цветом). Таким образом, при-
рост устойчиво затапливаемой территории состав-
ляет 25 %.  

 

 

 
Рис.  8. Проектное изменение территории устойчивого затопления 
структуры 

24 (2052)prK  для наилучшего решения задачи (2), (3), 
при max50 500m mr r r   

 

Этот эффект можно объяснить наличием в зоне 
А длинного сильно разветвленного малого русла 
(ерика Гнилой – Пахотный) с большой площадью 
территории его микрозоны. Установка плотины 
ПА1  немного ниже этого русла приводит к значи-
тельному увеличению направляемого в него объе-
ма паводковых вод и, как следствие, к дополни-
тельному затоплению значительной части зоны А 
при незначительном эффекте перераспределения 
вод в ее малых руслах путем установки в них ма-
лых плотин. 

В то же время значительное понижение уровня 
р. Ахтубы ниже плотины ПА1 является причиной 
отсутствия дополнительного эффекта от установки 
в этой части русла других плотин. Оптимальный 
режим управления высотой этой плотины для 

уст ( )с
Q Q 

 
при  0   , рассчитанный при помо-

щи линейной регрессии 
12
1 2022( )c

h Q 

20220,00088 15,48c
Q   , построенной по результа-

там вычислительных экспериментов,  с учетом 
формулы (3) из первой части статьи [5] имеет вид  

12

1 ( ) 0,00088 0,0611 138,52c c
h Q Q     .    (7) 

Для поиска решения задачи (2), (3) при
max lim ( 500)r r k 

 
в ходе вычислительных экспе-

риментов, имитирующих варианты размещения 



 

 
 

 

 

 

   ●

одной плотины в русле р. Волги для
7500 м ( 1,...,3); 100 50 м ( 1,...,16),i jL i i l j j      

с помощью алгоритмов, изложенных в п. 1.3 пер-
вой части статьи [5], и ККМЗ строились карты 

(2052)ij
 
затопления территории ВАП и рассчи-

тывались значения функций ( (2052))ij  .  

На рис. 9 представлены рассчитанные линии 
уровней вод р. Волги при уст (2052)G  

для несколь-
ких вариантов размещения одной плотины. Анализ 
результатов исследования показывает, что вариан-
ты 

1 14( , ) (7500 м, 800 м);L l   2 3( , ) (7500 м,L l 

250 м);  3 1( , ) (22500 м, 150 м)L l  , соответствую-
щие границе безопасного затопления,  обеспечи-
вают максимальные (неразличимые в пределах 

м 0,1  ) значения функции   и  постпроектные 
структуры 

24 (2052)pr
K . С учетом этого обстоятель-

ства наилучшим выбором можно считать вариант
1 14( , ) (7500м, 800м)L l   плотины ПВ1, имеющий 

наибольшее значение ширины пропускных ворот. 
На рис. 10 приведены зависимости соответствую-
щих этому решению значений СПХ-критериев 

( 1,...,8)m m   от ширины пропускных ворот l .   

На рис. 11 зеленым цветом отмечено проектное 
приращение территории устойчивого затопления

структуры 24 (2052)pr
K

 
по сравнению с прогнозной 

структурой mod
24 (2052)K  для плотины ПВ1

( 8500 м, 800 м)L l  . Красным цветом отмечены 
территории, выведенные из устойчивого затопле-
ния. Соответствующее этому решению прираще-
ние площади территории устойчивого затопления 
в зоне А составляет 146 км2

 при выводе из устой-
чивого затопления территории площадью 13 км2

 в 
макрозоне В. 

Увеличившаяся на 79 % постпроектная величи-
на относительной площади устойчиво безопасно 
затапливаемой территории равна 0,34. 

Полученная целевая карта устойчиво затапли-
ваемой территории в зоне А может быть реализо-
вана в год  2022, 22250 28000c

Q     м3/с, при 
режиме управления шириной пропускных ворот  

1

*
ПВ ( , ) 0,12 7,78 13860c c

l Q Q    ,         (8) 

рассчитанном при помощи линейной регрессии, 
построенной по результатам вычислительных экс-
периментов (см. п. 1.2.3), с учетом формулы (3) из 

первой части статьи [5]. Таким образом, оптималь-
ные параметры данного проекта обеспечивают в 
зоне А стабильность структуры 24 ( )pr

K   и при 
2052  .  

 

 

 

Рис. 9. Зависимость абсолютных значений уровня р. Волги от ширины пропускных ворот плотин ПВ1, ПВ2, ПВ3 для уст(2052)G   

(L – расстояние от ВГЭС, ВА – место входа в Волго-Ахтубинский канал) 
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Рис.  10. Зависимости значений территориальных СПХ-потенциалов (П – природный, ПХ – природохозяйственный, С – социальный, Н – 

неопределенный,  СП – социоприродный, Х – хозяйственный) зон А и В К-структуры 
24 (2052)prΚ  от ширины пропускных ворот плотины ПВ1 

 
 

 

 
Рис. 11. Проектное изменение территории устойчивого 
затопления структуры 

24 (2052)prK  для решения задачи (2), (3) при
max lim=r r :

 
плотины ПВ1 (L=8 500м, l=800м).   

 

Относительная погрешность режимов управле-
ния плотинами (7) и (8), определяемая погрешно-
стями каждого этапа моделирования, превышает 
0,1, что может поставить под сомнение их практи-
ческую пригодность. Действительно,  эти выраже-
ния показывают лишь возможность использования 
плотин за пределами горизонта моделирования. 

Фактический режим управления плотинами дол-
жен рассчитываться ежегодно на основе актуаль-
ных данных о рельефе и планируемых параметрах 
весенних попусков ГЭС.    

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В настоящей работе представлена вторая часть 
методов и алгоритмов комплексной модели управ-
ления устойчивым развитием пойменных СПХС на 
основе гидротехнических проектов стабилизации 
их гидрологического режима и проектов социохо-
зяйственного развития. Целью управления являет-
ся достижение и поддержание определяющей эф-
фективность СПХС оптимальной квазистационар-
ной комплексной структуры пойменной террито-
рии, характеризуемой наилучшим проектно до-
стижимым соответствием функционального назна-
чения фрагментов ее территории характеру их ве-
сеннего паводкового затопления. Реализация раз-
витого подхода для конкретных пойменных СПХС 
опирается на созданный эвристический метод оп-
тимизации, методы экспертного оценивания, гео-
информационного, численного гидродинамическо-
го моделирования, высокопроизводительные вы-
числения, методы статистического анализа данных 
природных наблюдений и результатов вычисли-
тельных экспериментов.  



 

 
 

 

 

 

   ●

Представлены результаты реализации развито-
го подхода для поиска оптимальных гидротехни-
ческих проектов обеспечения устойчивого опти-
мального безопасного весеннего затопления тер-
ритории Волго-Ахтубинской поймы с учетом про-
странственной неоднородности эффекта русловой 
деградации р. Волги. Полученные результаты по-
казывают, что оптимальное размещение на 
р. Ахтубе одной переливной плотины, функциони-
рующей в период весеннего попуска ВГЭС, позво-
ляет увеличить общую площадь устойчиво затап-
ливаемой территории ВАП в период 2038–2068 гг. 

на 25 %, а оптимальное размещение на р. Волге 
одной плотины, функционирующей в период ве-
сеннего попуска ВГЭС, вблизи начала Волго-

Ахтубинского канала с оптимальной адаптивной 
шириной пропускных ворот – на 79 %. При этом 
доля дополнительного перебрасываемого объема 
вод из р. Волги в р. Ахтубу в период весеннего по-
пуска составляет в среднем около 5 %. Следует 
отметить, что использование линейной по времени 
функции депрессии, завышающей оценку негатив-
ного эффекта, позволяет использовать найденные 
оптимальные режимы функционирования павод-
ковых плотин в качестве их гарантированных 
верхних оценок. Уточнение модели русловой де-
прессии является предметом будущих исследова-
ний.  

В настоящем исследовании при обсуждении 
вариантов расположения паводковой плотины на 
р. Волге не учитывались условия судоходства, а 
также специальные аспекты гидротехнического 
проектирования. Авторы полагают, что результаты 
настоящего исследования могут послужить пово-
дом для детальной проработки данного и подоб-
ных ему гидропроектов как составной части стра-
тегий устойчивого развития СПХС пойм зарегули-
рованных рек.
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Abstract. Part II of the study presents an approach to designing a sustainable management system 

for the environmental socio-economic systems (ESESs) of floodplain territories based on hydro-

technical projects on their hydrological regime stabilization. The general strategic development 

task of a floodplain ESES is formulated as a long-term constrained optimization problem of its 

environmental socio-economic potentials. To reduce parametric uncertainty, this problem is trans-

formed into that of finding optimal locations for installing flood dams in floodplain channels and 

their adaptive operation modes during the spring releases of hydroelectric power stations (HPSs) 

in order to implement the target stable design-achievable complex structure of the floodplain ter-

ritory that ensures socio-economic safety and the sustainable flooding of the floodplain ecosys-

tem’s biotope. The problem is solved using an original empirical “donor-acceptor” optimization 

method in combination with other exact methods of optimization, expert assessment, geoinfor-

mation and numerical hydrodynamic modeling, as well as high-performance computing, the sta-

tistical analysis of natural observation data, and the results of computational experiments. The 

approach is applied to find the optimal locations and operation modes of flood dams that ensure 

the sustainable safe spring flooding of the Volga–Akhtuba floodplain territory considering the 

spatially heterogeneous depression effect of the Volga riverbed. This study neglects the condi-

tions of navigation on the Volga during the spring release of the Volzhsk HPS and other hydro-

technical design aspects. 
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Аннотация. Исследована задача агрегации группы мобильных роботов в свободном про-
странстве в предположении, что робот имеет информацию только о положении и курсе 
ближайших соседей, дополнительная информация, такая как групповая цель, у него отсут-
ствует. Подобная задача является первым этапом выполнения миссии группой роботов; 

показано, что ее решение возможно при выполнении некоторых условий. Предложен алго-
ритм стайного управления, основанный на метрико-топологическом подходе, в предполо-
жении, что существуют ограничения на маневрирование. Выбраны размеры и конфигура-
ция арен и заданы требования к относительному расположению роботов в начальный мо-
мент времени. На основе имитационного моделирования для выбранных характеристик 
роботов определены параметры модели, позволяющие достичь заданной согласованности 
движения стаи по направлению, избежать кластеризации и выдержать безопасное расстоя-
ние во время всей миссии.  
 

Ключевые слова: стайная робототехника, агрегация, выравнивание, имитационное моделирование.  
 

 

 

Агрегация – одно из наиболее фундаменталь-
ных проявлений поведения стай в природе. В есте-
ственной стае животным важно держаться вместе, 
поскольку в противном случае она разделится на 
несколько частей, уменьшится в размерах и в ко-
нечном итоге ее выживание может оказаться под 
угрозой. Агрегация часто является необходимо-
стью и для многих роботизированных систем, по-
скольку она является предпосылкой для других 
совместных действий. Кроме того, разделение стаи 
на отдельные, несвязанные части (кластеризация 
или потеря связности стаи) может привести к не-
возможности выполнения поставленной задачи.  

Агрегация возможна либо на основе сигнала, 
либо на основе самоорганизации. В первом случае 
стая собирается в местах, которые определяются 
по сигналам, исходящим от окружающей среды, – 

например, в самом теплом месте или в самом свет-
лом и т. п. Первым и наиболее популярным алго-

ритмом такого рода для роботов является 
BEECLUST [1], основанный на поведении моло-
дых медоносных пчел. 

Для второго случая наиболее известными при-
мерами в природе являются стаи птиц, косяки рыб 
и т. п. Классической является работа К. Рейнольд-
са [2], где он впервые представил распределенную 
поведенческую модель движения такой стаи для 
компьютерного моделирования. Предложенная им 
модель самоорганизованного координированного 
движения группы автономных мобильных объек-
тов предусматривает три простых правила управ-
ления скоростью и курсом, которые описывают 
маневрирование отдельных объектов на основе 
положений и скоростей ближайших соседей: от-
талкивание (избегание столкновений с соседями); 
выравнивание (движение в том же направлении, 
что и соседи); притяжение (выдерживание одина-
кового расстояния между соседями, не допуская 
разделения стаи). Эти три правила использовались 
в дальнейших работах в различных комбинациях и 
вариациях. 
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Стайная робототехника (swarm robotics) воз-
никла как подход, направленный на выполнение 
задачи с помощью нескольких роботов с ограни-
ченными и простыми возможностями. Такие робо-
ты движутся, принимая решения только самостоя-
тельно, без влияния извне, они взаимодействуют 
со своей средой и устанавливают локальное взаи-
модействие друг с другом. 

В предлагаемом исследовании задача агрегации 
рассматривается как первый этап выполнения за-
дания группой мобильных роботов, а алгоритм 
управления будет построен на основе принципов 
стайной робототехники. 

В стайной робототехнике существует много 
различных методов и алгоритмов, реализующих 
самоорганизованное агрегационное поведение.  

Из вероятностных подходов обычно применя-
ют метод вероятностных конечных автоматов 
(англ. probabilistic finite-state machine, PFSM). В 

статье [3] для оптимизации параметров контролле-
ра PFSM применялся метод оптимизации роя ча-
стиц (англ. particle swarm optimization, PSO). В ра-
боте [4] изучался вопрос, как влияет на агрегацию 
добавление определенной доли информированных 
роботов и анализируется, сколько из них необхо-
димо, чтобы направить процесс агрегации в зара-
нее определенную область из числа доступных в 
среде. 

В статье [5] предложена микроскопическая мо-
дель агрегационного поведения роботов на основе 
ожидаемого и предполагаемого наблюдаемого 
размеров кластера. Предлагаемая модель строится 
на механизме связи, который помогает роботам 
оценивать размер кластера и направлять их к нуж-
ному кластеру. Как только робот обнаруживает 
желаемый кластер, он старается приблизиться к 
нему. При этом направление движения определя-
ется с помощью метода среднего прохождения 
волны. 

Часто применяется подход, базирующийся на 
попарном взаимодействии между роботами на ос-
нове искусственных сил. В докладе [6] была рас-
смотрена модель виртуальных сил притяже-
ния/отталкивания для изучения агрегации на осно-
ве локального взаимодействия. В большинстве по-
добных работ расстояние между роботами являет-
ся единственным фактором, принимаемым во вни-
мание при агрегации роботов. В тоже время, в не-
которых других работах были задействованы до-
полнительные факторы, такие как плотность робо-
тов в стае. Например, в статье [7] предложен метод 
самоорганизующейся агрегации, основанный на 
метрике DM-KNN (Distance-Minkowski K-Nearest 

Neighboring) и дополненный оценкой указанной 

плотности. Взвешенная по расстоянию функция, 

вычисляемая на основе метода интерполяции 
сглаженной гидродинамики частиц (англ. smoothed 

particle hydrodynamics, SPH), который применяется 

для оценки плотности роботов в стае, выступает в 
качестве ключевого фактора для определения k 

ближайших соседей, учитываемых при агрегиро-
вании роботов. Виртуальная физическая связь 
между соседями достигается с помощью модели 
близости на основе вязкоупругости. 

В статье [8] предложен метод агрегации на ос-
нове самоорганизованного движения стаи. Подоб-
ное агрегационное поведение – это механизм при-
нятия решений, который оценивает как расстояния 
между соседними роботами, так и курсы роботов. 
В предлагаемом методе цель состоит в том, чтобы 
собрать стаю роботов, случайным образом распо-
ложенных на арене, ограниченной препятствиями, 
образуя единый кластер без какого-либо централь-
ного блока управления. Разработанный алгоритм 
сравнивался с алгоритмом из работы [9] и показал 
лучшие по времени результаты для различных 
размеров арен, количества роботов и радиусов об-
наружения. 

Алгоритмы движения стай изучались во многих 
работах, начиная с работы К. Рейнольдса. Для це-
лей данной статьи важно отметить классическую 
работу Р. Олфати-Сабер [10], где были предложе-
ны три алгоритма: два для свободного простран-
ства и один для случая наличия препятствий. Пер-
вый алгоритм реализует три правила Рейнольдса, 

но приводит к регулярной фрагментации. Второй 
алгоритм дополняет первый путем введения вир-
туального γ-агента, учитывающего групповую 
цель. Такая модернизация позволила решить про-
блему фрагментации. Представленные в публика-
ции [10] алгоритмы направлены на то, чтобы под-
держивать одинаковые расстояния между бли-
жайшими соседями. При этом агенты являются 
точечными и не имеют ограничений по маневри-
рованию. Такой же подход характерен и для боль-
шинства других работ, посвященных подобным 
алгоритмам, хотя в некоторых публикациях (см., 
например, [11, 12]) и вводятся ограничения на ско-
рость поворота. 

Среди отечественных публикаций можно отме-
тить работу [13], где рассматривается поведение 
группы однотипных роботов (представленных то-
чечными агентами) в среде с препятствиями. Каж-
дый робот должен двигаться в направлении цели и 
поддерживать минимально допустимое расстояние 
до других роботов и препятствий. При этом вво-
дится ограничение на максимальную скорость, но 
нет ограничений на скорость поворота (повороты 
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происходят мгновенно). Также каждый робот име-
ет полную информацию о своих соседях и препят-
ствиях в пределах заданной окружности. 

Подводя итоги, отметим следующие особенно-
сти, присущие работам в данной области: 

 традиционно задача агрегации решается в 
пределах ограниченной арены, т. е. с препятствия-
ми по ее границе; 

 начальная связность роботов не предполага-
ется, т. е. в начальный момент времени они обра-
зуют множество кластеров различного размера; 

 роботы могут останавливаться и вплотную 
приближаться друг к другу; 

 роботы не имеют ограничений по маневриро-
ванию и часто представлены точечными агентами. 

В предлагаемой статье будет сделана попытка 
определить условия, необходимые для решения 
задачи агрегации на неограниченной арене без 
препятствий и без использования дополнительных 

средств, таких как групповая цель в работе [10]. 

 

Задана группа из N однородных мобильных ро-
ботов в 2D. Характеристики роботов включают в 
себя следующие параметры: минимальную и мак-
симальную линейные скорости, максимальное 
ускорение, максимальную угловую скорость (ско-
рость поворота), габариты робота (диаметр опи-
санной окружности), дальность связи или действия 

сенсоров. Они могут быть выбраны произвольно 
для исследовательских целей или заданы точно для 
конкретных моделей роботов. В данной работе 
вводится единственное ограничивающее условие: 
минимальная скорость робота отлична от нуля, 
т. е. он не может остановиться и начать двигаться в 
противоположном или любом другом направлении 
без пространственного маневрирования. Также 
введено безопасное расстояние между роботами, 
т. е. дистанция, на которую они могут прибли-
жаться друг к другу, не влияя на динамику движе-
ния соседнего робота. Предположим также, что 
безопасное расстояние также отлично от нуля, что 
удобно при расчетах расстояний между роботами в 
долях безопасного расстояния. Обмен информаци-
ей между роботами или дальность действия их 
сенсоров ограничены заранее заданным макси-
мальным расстоянием Rmax. Задержки и шум не 
учитываются. 

Первоначально роботы располагаются на сво-
бодной от препятствий прямоугольной арене без 
границ, начальная скорость и курс роботов слу-
чайны, ускорение и угловая скорость равны нулю. 

Начальная скорость выбирается в интервале от 
минимальной до максимальной.  

Поскольку алгоритм управления предполагает 
использование только информации о положении и 
курсе ближайших соседей в пределах заданного 
максимального расстояния и без использования 
дополнительной информации, такой как групповая 
цель, требуется начальная связность стаи. 

Для этого и по требованиям безопасности на 
начальное расположение роботов накладываются 
два ограничения: первое – минимальное расстоя-
ние между любыми двумя роботами больше за-
данного минимального значения и второе – для 
любого робота существует соседний, расположен-
ный на расстоянии меньше заданного максималь-
ного значения. Эти условия объясняются наличием 
ограничений на маневрирование и дальностью свя-
зи (сенсоров).  

Поставленную задачу можно сформулировать 
следующим образом: для заданного размера стаи, 
выбранных ограничений на начальное расположе-
ние роботов и их характеристик выбрать первона-
чальный размер арены и параметры модели таким 
образом, чтобы: 

 во время всей миссии стая была связной (из-
бегание кластеризации); 

 на конец миссии курсы всех роботов были 
выровнены в достаточной степени, т. е. согласо-
ванность движения стаи по направлению была 

больше некоторого заданного значения, близкого к 
единице; 

 во время миссии выдерживалось безопасное 
расстояние между всеми роботами в стае. 

Требование согласованности курсов всех робо-
тов в стае полностью не решает задачу агрегации, 
поскольку расстояния между роботами могут от-
личаться очень существенно. Однако в условиях 
движения в свободном пространстве переход от 
достаточно выровненной стаи к сплоченной легко 
разрешим с выдерживанием безопасного расстоя-
ния и поддержанием связности путем изменения 
параметров модели. 

 

2.1. Базовая модель  

Как уже отмечалось, модель построена на 
принципах стайной робототехники. Движение от-
дельного робота в стае описывается дискретным 
уравнением первого порядка 

( 1) ( ) )  ( i i ik kr r u tk   ,                 (1) 
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где ri(k) – вектор местоположения i-го робота на 
шаге k; ui(k) – управляющее воздействие на шаге k; 

t – шаг времени. Далее номер шага k может опус-
каться, если не потребуется указать другой номер 
шага, а управляющее воздействие может тракто-
ваться как желаемый вектор скорости. 

Определение желаемого вектора скорости ос-
новано на попарном влиянии объектов друг на 
друга. В данной работе рассмотрен алгоритм дви-
жения в свободном от препятствий пространстве, 
поэтому учитывается только взаимное влияние 
мобильных роботов. Для определения соседства 
здесь применяется гибридный метрико-

топологический подход. Особенности определения 
соседей будут обсуждаться ниже, а здесь заметим 
только, что влияние роботов друг на друга ограни-
чено максимальным расстоянием Rmax. 

Традиционно используются зоны отталкивания, 
выравнивания и притяжения в соответствии с тре-
мя правилами Рейнольдса. В большинстве работ 
эти зоны не являются пересекающимися (рис. 1, a). 

В данном случае используется модель с пересека-
ющимися зонами (как и в работе [14]; рис. 1, б), 

параметр модели D задает границу между зонами 
отталкивания и притяжения и часто трактуется как 
желаемое расстояние между роботами, ||rij|| – рас-
стояние между i-м и j-м роботами, Rmax – дальность 
взаимного влияния роботов, alg

minR  и alg

max   R – пара-
метры. 

 

 
 

Рис. 1. Зоны отталкивания (внутренний круг радиуса D), 

выравнивания (заштрихованное кольцо с радиусами alg

minR  и 
alg

max)R  и притяжения (кольцо с радиусами D и Rmax):  

а – непересекающиеся, б – пересекающиеся  
 

Роботы внутри зоны отталкивания стараются 
отдалиться друг от друга, а роботы внутри зоны 
притяжения стараются сблизиться. Зона же вырав-
нивания накладывается на другие зоны в окрест-
ности D и служит для согласования курсов робо-
тов. Вне зоны выравнивания присутствует только 
одна модель поведения: или отталкивание, или 

притяжение. В зоне же выравнивания присутству-
ют две модели поведения со своими весовыми ко-
эффициентами. В общем виде это можно записать 
следующим образом: 

α  /   α ,b b b

ij ij ij ij

b B b B

v v
 

   

arctg  (  α sin  /   α cos  )b b b b

ij ij ij ij ij

b B b B 

     , 

где ,    ij ij  – модуль и направление желаемой ско-
рости i-го робота относительно j-го; b – множество 
основных моделей поведения (rep – отталкивание, 
alg – выравнивание, attr – притяжение); ,   ,b b b

ij ij ij    

– модуль и направление желаемой скорости i-го 
робота относительно j-го и весовые коэффициенты 
для данных моделей поведения. Значения коэффи-
циентов αb

ij  (i ≠ j) приведены на рис. 2. Влияние же 
робота на свое собственное поведение заключается 
в нежелании менять свою скорость, т. е. algα 1ii  , 

rep attrα α 0ii ii  . 

 

 

 

Рис. 2. Коэффициенты αb

ij  для разных моделей поведения  

 

Взаимное влияние роботов также зависит от их 
расположения в динамике, т. е. находятся они впе-
реди или сзади относительно друг друга (как и в 

работе [14]). В табл. 1 показано, как определяется 
желаемая скорость i-го робота относительно j-го 
для разных моделей поведения.  

Коэффициенты βij задают степень влияния j-го 
робота на i-го (βii = 1) в зависимости от расстояния 
между роботами. В данной работе использовалась 
кусочно-линейная функция: 
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, 

где x – расстояние между роботами; xm, ym, 

m = 0, …,3, – параметры; β(xm) = ym; x0 = 0 < x1 < x2<  

< x3 < x4 = Rmax. Значение параметра x4 можно опре-
делить как расстояние, при превышении которого 
влияние роботов прекращается. 
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Таблица 1 

Взаимное влияние роботов 

Модели поведения (b) 
Положение j-го робо-
та относительно i-го 

Вектор желаемой скорости i-го робота 

Модуль Направление 

Отталкивание 
Впереди Минимум 

От j-го робота к i-му 
Сзади Максимум 

Выравнивание Любое Как у j-го робота Как у j-го робота 

Притяжение 
Впереди Максимум 

От i-го робота к j-му  
Сзади Минимум 

 

Отдельным важным вопросом является опреде-
ление соседства. В работе [15] при исследовании 
стай скворцов было показано, что каждая птица 
взаимодействует в среднем с фиксированным чис-
лом соседей (от шести до семи в 3D и от трех до 
пяти в 2D), а не со всеми соседями в пределах 
фиксированного метрического расстояния. При 
этом соседство определяется не по метрическому, 
а по топологическому расстоянию, т. е. по количе-
ству промежуточных особей, разделяющих двух 
птиц. Подобный подход отражает характерную 
особенность стайного поведения, а именно ло-
кальность взаимодействия. Для стай роботов од-
ной из возможностей является построение триан-
гуляции Делоне и определение ближайших сосе-
дей по ней, что и было реализовано. Определим 
σi(k) как множество индексов ближайших соседей 
робота i в смысле триангуляции, включая его са-
мого, на шаге k. Заметим, что множество σi(k) из-
меняется во времени.  

На рис. 3 показан пример определения бли-
жайших соседей в применяемом здесь метрико-

топологическом подходе. Для робота 1 ближай-
шими соседями будут зеленые роботы с номерами 
от 3 до 6. Робот 2 (зеленый с красной границей) 
является ближайшим в топологическом смысле, но 
расположен далеко от робота 1 (расстояние боль-
ше Rmax), поэтому в множество σi(k) не входит. 
Остальные роботы не являются ближайшими в то-
пологическом смысле. Таким образом, σi(k) = {1, 3, 

4, 5, 6}. 

В итоге желаемая скорость  ( )iu k вычисляется 
как суммарное воздействие всех роботов из мно-
жества σi(k) с учетом коэффициентов βij: 
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Рис. 3. Определение ближайших соседей (метрико-топологический 
подход)   

 

где ,  i i   – модуль и направление желаемой ско-
рости 

iu ; βij – весовые коэффициенты, βii = 1; σi(k) 

– множество индексов ближайших соседей i-го 
робота, включая его самого, на шаге k. 

 

2.2. Ограничения на маневрирование  

В случае точечных объектов и отсутствия огра-
ничений на маневрирование желаемая скорость ui 

в модели (1) равна 
iu . В данной же работе при 

расчете расстояний учитываются габариты робо-
тов (диаметр описанной окружности), а при расче-
те желаемой скорости учитываются ограничения 
на маневрирование. Кроме того, для многих робо-
тов существует безопасная дистанция, на которую 
они могут приближаться друг к другу, не влияя на 
динамику движения соседнего робота. Для оценки 
этого введено заданное безопасное расстояние Ds. 

Желаемая скорость ui в модели (1) будет опре-
деляться с учетом этих ограничений и в общем 
виде это представлено в выражении (2), где функ-
ция f преобразует желаемое управляющее воздей-
ствие в допустимое: 
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 min max max max  ,  ,  , ω ,  i iu f u V V W ,            (2) 

где Vmin, Vmax – минимальная и максимальная ли-
нейные скорости; Wmax – максимальное ускорение; 

ωmax – максимальная угловая скорость. 
Поскольку желаемое управляющее воздействие 

трактуется как желаемая скорость, реализацию 
функции f можно свести к вычислению величины  
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где Δt – шаг моделирования. 
 

2.3. Оценка поведения стаи  

Для оценки безопасности рассчитывалось ми-
нимальное расстояние между роботами в стае на 
шаге k   

min min ||( ||) ( ( ) ( ) )i j
i j

k kR r kr S


   , 

и с начала миссии  

min min (mi )n   s
k

kR R D . 

где S – габариты робота (диаметр описанной 
окружности). 

Согласованность движения стаи по направле-
нию вычислялась так:  

1

( ) ( )1ψ( )
( 1) | ( ) || ( ) |

N
i j

i j i i j

v k v k
t

N N v k v k 


  , 

где vi(k)vj(k) – скалярное произведение векторов 
скорости i-го и j-го роботов на шаге k. В идеаль-
ном состоянии, ψ ≈ 1, в неупорядоченном состоя-
нии ψ ≈ 0. 

 

3.1. Требования к начальному расположению роботов 
и выбор размера арены  

Выбор минимального и максимального рассто-
яний между любыми двумя роботами в начальный 
момент времени обусловлен ограничениями на 
маневрирование. Как показали исследования, ал-
горитмы стайной робототехники могут приводить 
к ситуациям, когда требуется проводить маневр 
сближения двух роботов, в процессе которого 
должно быть выдержано безопасное расстояние 
(рис. 4, a). В связи с этим минимальное начальное 
расстояние между центрами роботов было выбра-
но равным  

max
min

max

  4 4 ,s t s

V
D D R S D S     


 

где Rt – радиус поворота робота при максимальной 
угловой и линейной скоростях.  
 

 

 

 
Рис. 4. Маневры: а – сближения, б – расхождения 

 

Аналогично возможен маневр расхождения 
двух роботов, в процессе которого требуется не 
потерять связность (рис. 4, б). Максимальное 
начальное расстояние между центрами роботов 
было выбрано равным 

max
max max max

max

  4 4 .t

V
D R R S R S     


 

Размер арены выбирался в зависимости от ко-
личества роботов в стае N и максимального 
начального расстояния между центрами роботов 
Dmax. При моделировании будет рассмотрена стая 
из 20 роботов и арена будет формироваться из 20 

квадратов с диагональю, равной Dmax. Будут рас-
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смотрены три возможные конфигурации арен, а 
именно 5 × 4, 10 × 2 и 20 × 1 таких квадратов. 
Также будут рассмотрены два варианта, когда ро-
боты располагаются в заранее заданных местах, а 
меняется только вектор их начальной скорости.  

 

3.2. Характеристики мобильных роботов  

Были выбраны произвольные, не привязанные 
к конкретным моделям роботов тестовые характе-
ристики, для которых исследовалась возможность 
решения поставленной задачи в рамках предло-
женной модели. В табл. 2 приведен список пара-
метров, а также их значения, которые будут ис-
пользоваться далее при имитационном моделиро-
вании. Значение Rmax выбрано достаточно боль-
шим, чтобы обеспечить маневрирование роботов 
без потери связности, но не охватывающим всю 
арену. Для понимания особенностей работы моде-
ли часто требовался визуальный контроль пере-
ходных процессов, поэтому единицы, в которых 
измеряются характеристики роботов, задавались в 
экранных координатах.  Разумеется, при построе-
нии модели для конкретных роботов единицы из-
мерения должны будут выбираться соответствен-
но. 

 

Таблица 2 

Характеристики мобильных роботов 

Параметр Обозначение Значение 
Единица 

измерения 

Минимальная 
скорость 

Vmin 1 ед./с 

Максимальная 
скорость 

Vmax 4 ед./с 

Максимальное 
ускорение 

Wmax 1 ед./с2 

Максимальная 
скорость пово-
рота 

ωmax π/6  рад/с 

Габариты ро-
бота 

S 12  ед. 

Дальность свя-
зи (сенсоров) Rmax 300  ед. 

Безопасное 
расстояние 

Ds 24  ед. 

  

3.3. Выбор параметров модели 

Наиболее существенными параметрами модели 
являются функция y = β(x), задающая степень вли-
яния роботов друг на друга в зависимости от рас-
стояния между роботами, и значение желаемого 
расстояния D. 

Как уже указывалось в п. 3.1, наиболее критич-
ными для обеспечения безопасного расстояния и 
потере связности являются возможные маневры 

сближения и расхождения соответственно. Что и 
определяет форму функции y = β(x), представлен-
ной на рис. 5. На интервале от x0 = 0 до 
x1 = Ds + 4Rt требуется обеспечить крутой наклон 
для избегания столкновений, а на интервале от 
x3 = Rmax – 4Rt до x4 = Rmax для избегания кластери-
зации. Значение же x2 выбрано равным D, что со-
ответствует желаемому расстоянию между робо-
тами и в этой точке естественно предположить 
минимум функции β(x), равный y2. Значение y2 бы-
ло выбрано равным единице, что не является кри-
тичным. Выбор же конкретных значений 
ym = β(xm), m = 0, 1, 3, 4, и параметра D проводился 
на основе имитационного моделирования.  

 
 

 

 
Рис. 5. График функции y = β(x), x – расстояние между роботами   

 

Первоначальный выбор параметров осуществ-
лялся для арены 5 × 4. Было проведено 1 000 про-
гонов при различных начальных условиях и вы-
бранных значениях параметров и определялись 
самые неблагоприятные из них. Прогон заканчи-
вался, когда достигалась заданная согласованность 
движения стаи по направлению ψ  ≥ ψz (ψz была 
выбрана равной 0,92) или если достигалось задан-
ное заранее максимальное число шагов, что проис-
ходит при потере связности. Для тех прогонов, в 
которых не выдерживалось безопасное расстояние, 

проводился анализ влияния параметров y0 и y1 на 
этот показатель и выбирались новые значения. 
Аналогично для тех прогонов, в которых терялась 
связность, проводился анализ влияния параметров 
y3 и y4 на этот показатель для определения новых 
значений. В некоторых случаях требовалось также 
оценить влияние и откорректировать параметр D. 

Такая итерационная процедура заканчивалась, ко-
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гда все 1000 прогонов показывали нужные резуль-
таты, и она позволила определить базовые значе-
ния ym, m = 0, 1, 3, 4, и D при заданных характери-
стиках мобильных роботов. Более точно парамет-
ры корректировались на большем числе прогонов 
– 10 000. Аналогичная процедура позволила опре-
делить параметры модели для арены 5 × 4 при вы-
бранных характеристиках мобильных роботов. 

Заметим, что число неблагоприятных прогонов 
при такой итерационной процедуре не превышало 
0,05 % от общего числа прогонов (5 из 10 000), что 
позволяет надеяться на достаточность выбранной 
статистики.  

В дальнейшем подобная процедура была про-
ведена и на аренах 10 × 2 и 20 × 1. В качестве 
начальных значений параметров в итерационной 
процедуре были выбраны значения, полученные 

для арены 5 × 4. Оказалось, что фактически для 
перехода от арены 5 × 4 к арене 20 × 1 следует 
только несколько увеличить значение параметра D 

для избегания кластеризации. Анализ показал, что 
задача обеспечения безопасного расстояния была 
успешна решена, а задача сохранения связности 
стаи требует дальнейшего исследования. Учитывая 
особенности модели, а именно определение сосед-
ства, были определены два варианта начального 
расположения роботов на арене 20 × 1, наиболее 
неблагоприятные с точки зрения возможной кла-
стеризации. В первом из них роботы располагают-
ся на арене 20 × 1 в углах квадратов зигзагом (ва-
риант «Zig»), а во втором роботы расположены на 
диагонали арены 20 × 1 на равных расстояниях 
друг от друга (вариант «Line»). Расстояние до 
ближайшего робота равно Dmax в первом случае и 

2

max( (1 ) / 2 / ( 1))N N D   max0,75D  во втором. 
Число ближайших соседей в этих случаях равно 
двум, если робот расположен в середине группы, 

или одному, если робот расположен на краю. При 
этом случайно изменяется только вектор началь-
ной скорости. Для этих двух вариантов были про-
ведены аналогичные итерационные процедуры (по 
10 000 прогонов) для определения значений пара-
метров y3, y4 и D. Исследование показало, что 
наиболее критичным случаем с точки зрения кла-
стеризации является вариант «Line». Именно он 
требует довольно существенного увеличения зна-
чения параметра D, а именно требуется выбрать 
его больше (D = 235), чем начальное расстояние 
между роботами (210). При этом значение D выби-
ралось по возможности наименьшим с целью по-
лучения менее разреженной стаи. 

Поскольку ставилась задача подобрать одина-
ковые значения параметров для всех выбранных 
арен и вариантов начальных условий, то значения 

параметров, полученные для варианта «Line», 

(табл. 3) были проверены и для варианта «Zig», и 

для всех трех арен. Результаты представлены ниже 
в п. 3.4.  

 
Таблица 3 

Параметры модели 

Параметр Формула Значение 

D – 235 

x0 – 0 

x1 Ds + 4Rt 55 

x2 D 235 

x3 Rmax – 4Rt 269 

x4 Rmax 300 

y0 = β(x0) – 30 

y1 = β(x1) – 1,7 

y2 = β(x2) – 1 

y3 = β(x3) – 1,3 

y4 = β(x4) – 5 

alg

minR  – 0,75 

alg

maxR  – 1,25 

t – 0,25 с 

 

3.4. Результаты моделирования 

При выбранных значениях параметров модели 
было проведено по 10 000 прогонов для каждого 

из пяти вариантов начальных условий. Моделиро-
вание показало, что задача достижения заданной 
согласованности движения стаи по направлению 
(ψz = 0,92) успешно выполняется в 100 % случаев и 
при этом выдерживается безопасное расстояние. 

В табл. 4 и на рис. 6 приведены данные, отра-
жающие скорость достижения заданной согласо-
ванности стаи по направлению. На рис. 6 пред-
ставлена гистограмма с шагом 50, показывающая, 
с какой частотой заданная согласованность дости-
гается за определенное число шагов. Для первых 
трех вариантов, когда используется случайное 
начальное расположение роботов «Rand», модели-
рование показало увеличение требуемого числа 
шагов при переходе к более вытянутой арене. Два 
остальных варианта ожидаемо показали суще-
ственное увеличение времени. Для них на рис. 6 

можно заметить небольшой максимум (в районе 
200 шагов для варианта «Line» и 250 шагов для 

варианта «Zig»), который совпадает с максимума-
ми для первых трех вариантов. 
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Таблица 4 

Число шагов: статистика 

Число  
шагов 

  

Конфигурация арены, вариант  
расположения роботов 

5 × 4, 

Rand 

10 × 2, 

Rand 

20 × 1, 

Rand 

20 × 1, 

Zig 

20 × 1, 

Line 

Минимум 96 98 109 31 14 

Среднее 230 251 280 593 557 

Максимум 632 636 795 747 661 

 
 

 

 
Рис. 6. Гистограмма скорости достижения заданной 
согласованности стаи (ψ≥ψz) 

 

В табл. 5 и на рис. 7 приведены данные, харак-
теризующие безопасность, а именно минимальное 
расстояние между двумя роботами, отмеченное на 
протяжении всей миссии. На рис. 7 представлена 

гистограмма с шагом 10/Ds ≈ 0,42, показывающая 

частоту данного показателя. Ввиду особенности 
начального расположения в двух последних вари-
антах безопасное расстояние выдерживается с га-
рантией. Для первых же трех вариантов графики 

практически идентичны. Минимальное значение 
превышает 1,65 Ds, т. е. безопасное расстояние до-
стигается с запасом. 

 
Таблица 5 

Минимальное расстояние (в долях безопасного 
расстояния): статистика 

Число  
шагов 

  

Конфигурация арены, вариант  
расположения роботов 

5 × 4, 

Rand 

10 × 2, 

Rand 

20 × 1, 

Rand 

20 × 1, 

Zig 

20 × 1, 

Line 

Минимум 1,69 1,67 1,69 5,17 5,25 

Среднее 2,44 2,4 2,33 7,18 7,63 

Максимум 4,15 4,32 3,51 7,65 8,13 

 

 

 
Рис. 7. Гистограмма минимального расстояния между роботами в 
долях безопасного расстояния  

  

 

Основной особенностью рассмотренной поста-
новки задачи является отказ от использования так 
называемой групповой цели, наличие которой поз-
воляет решить задачу агрегации достаточно про-
сто. Главной сложностью является сохранение 
связности стаи в условиях ограничений на манев-
рирование. Отсутствие групповой цели значитель-
но усложняет решение и приводит к необходимо-
сти задавать определенные требования к началь-
ному расположению роботов и размерам арены. 
Они существенно зависят от дальности связи (сен-
соров) и характеристик роботов, а именно макси-
мальной скорости и максимальной скорости пово-
рота. Для более маневренных роботов размер аре-
ны увеличивается, поскольку они быстрее реаги-
руют на желаемое изменение курса, что позволяет 
избежать потери связности. 

Предложенная здесь модель стайного управле-
ния была апробирована с использованием произ-
вольно выбранных тестовых характеристик робо-
тов. Параметры модели удалось настроить так, 
чтобы решить поставленную задачу для всех вы-
бранных размеров арен. Результаты основаны на 
статистическом моделировании при случайных 
начальных условиях для каждого из трех вариан-
тов арен и еще двух вариантов начального распо-
ложения на одной из них (50 000 прогонов, по 
10 000 для каждого варианта). 

Используемые параметры модели оказывают 
различное влияние на поведение группы роботов. 
Часть из них вычисляется аналитически, а часть 
требуется подбирать на основе имитационного мо-
делирования. Причем существенное влияние ока-
зывают лишь некоторые параметры, а именно же-
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лаемое расстояние между роботами и значения, 

задающие функцию влияния соседних роботов. 
Наиболее критичным с точки зрения кластериза-
ции является случай узких и протяженных арен, 
для которых требуется увеличивать желаемое рас-
стояние между роботами.  

Подобная особенность влияет на применимость 
полученного результата в случае использования 

других значений характеристик мобильных робо-
тов. Если дальность связи (сенсоров) достаточно 
большая по сравнению расстояниями, необходи-
мыми для маневрирования роботов, то в большин-
стве случаев потребуется только количественная 
корректировка параметров модели. Однако следу-
ет заметить, что это справедливо, если функция, 
задающая степень влияния роботов друг на друга, 
может быть задана как на рис. 5. Нарушение этого 
условия возможно при узких и протяженных аре-
нах и при плохой маневренности роботов. В этих 
случаях потребуется задать более жесткие ограни-
чения на размеры арен. Направления дальнейших 

исследований могут быть связаны с автоматизаци-
ей выбора параметров модели. 

Таким образом, для группы роботов с заданны-
ми характеристиками имеется возможность зара-
нее промоделировать их поведение и определить 
значения минимального и максимального расстоя-
ний, а также выбрать параметры модели, позволя-
ющие избежать кластеризации и обеспечить без-
опасное расстояние для задачи перехода к согласо-
ванному движению, т. е. к образованию стаи. По-
добная задача является первым этапом выполне-
ния миссии группой роботов и показано, что ее 
решение возможно при выполнении некоторых 
условий. При этом используется только информа-
ция о положении и курсе ближайших соседей (в 
метрико-топологическом смысле) и не вводится 
никакая дополнительная информация, подобная 
групповой цели.  
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Abstract. For a group of mobile robots in free space, we consider aggregation under the assump-

tion that each robot has information about the position and course of the nearest neighbors only 

(without any additional information, such as the group target). This problem is the first stage of a 

mission carried out by a group of robots; it can be solved under certain conditions, see below. We 

propose a swarm control algorithm based on the metric-topological approach under maneuvering 

constraints. The sizes and configurations of the arenas are chosen, and initial position require-

ments are specified for robots. The characteristics of robots are selected, and computer simula-

tions are conducted to evaluate the model parameters for the required directional coordination 

level of swarm motion without clustering and with a safe distance between robots during the en-

tire mission. 
  

Keywords: swarm robotics, aggregation, alignment, simulation modeling.  
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Аннотация. В некоторых задачах планирования маршрутов движения управляемых объек-
тов основным критерием является снижение риска обнаружения при движении в кон-
фликтной среде с учетом карты потенциальных угроз. Рассматривается задача построения 
всех локально оптимальных путей в конфликтной среде на плоскости. Конфликтная среда 
представлена фиксированным количеством обнаружителей, положение которых уклоняю-
щемуся от обнаружения объекту известно. Уклоняющийся объект и обнаружители пред-
ставляют собой материальные точки. Рассматривается постановка, формализованная в ви-
де задачи оптимального управления, на основе принципа максимума Л.С. Понтрягина её 
решение сведено к решению краевой задачи. Краевая задача решалась численно методом 
стрельбы. Рассмотрен случай перехода уклоняющегося объекта из точки в точку с ограни-
чением и без ограничения на длину пути, приводятся результаты численного моделирова-
ния. Произведён параметрический анализ задачи. 
 

Ключевые слова: конфликтная среда, уклоняющийся объект, принцип максимума, траекторная оп-
тимизация, численное моделирование.  
 

 

 

В связи с широким применением мобильных 
автономных аппаратов в последние годы и про-
должающимся развитием этой области весьма ак-
туальными являются задачи, связанные с переме-
щением одного или группы аппаратов в заданную 
точку. Такие миссии могут осложняться наличием 
сенсоров и датчиков различной природы, стацио-
нарных или подвижных обнаружителей, образую-
щих конфликтную среду для объекта управления 
[1–4]. В литературе такой класс задач известен как 
планирование маршрута движения в конфликтной 
среде. Методы решения подобных задач достаточ-
но хорошо изучены в случае независимости уровня 
сигнала,  приходящего  на  сенсор,  от  скорости  дви- 

  
________________________________ 
# Исследование выполнено частично за счет гранта Российско-
го научного фонда (проект № 23-19-00134). 

жения объекта. Например, метод потенциальных 
полей в задаче уклонения от препятствий [5]. 
В работе [6] представлен общий обзор методов 
решения задачи планирования безопасного пути, 
описаны алгоритмы Дейкстры и А*, генетический 
и муравьиный алгоритмы. Также планирование 
пути робота на основе муравьиного алгоритма рас-
сматривается в статье [7]. 

В данной работе рассматривается конфликтная 
среда [8], представленная неподвижными обнару-
жителями и одним управляемым объектом (УО), 
который перемещается в водной среде с возможно 
переменной скоростью между двумя заданными 
точками и уклоняется от обнаружения. Предпола-
гается, что местоположение обнаружителей, фор-
мирующих карту угроз [9], УО известно. Маршрут 
УО и параметры движения выбираются таким об-
разом, чтобы минимизировать негативное воздей-
ствие конфликтной среды, а именно понизить ве-
роятность обнаружения УО.  
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В работах [8, 10] получены аналитические ре-
шения для оптимальных режимов скорости движе-
ния в задачах с одним обнаружителем в плоских 
постановках. В статье [8] численно смоделированы 
решения для оптимальных режимов скорости в 
задачах с несколькими конфликтующими объек-
тами на основе алгоритма Дейкстры. 

В настоящем исследовании предполагается, что 
отношение сигнал/помеха на входах приемных 
систем обнаружителей мало  в течение всего вре-
мени движения объекта по маршруту, поэтому УО 
минимизируется интегральный функционал – риск 

обнаружения по гидроакустическому полю 

[11, 12]. 

В публикации [11] для такого функционала в 
полярной системе координат решена задача укло-
нения подвижного объекта от обнаружения двумя 

неподвижными наблюдателями. В работе [13] рас-
сматривается постановка с неподвижными сенсо-
рами и детекторами, имеющими заданные в виде 
окружностей зоны обнаружения, проведена вери-
фикация работы алгоритма Дейкстры для случая 
одного сенсора и одного детектора, в результате 

удалось решить задачу аналитически. В статье [14] 
проведено аналитическое исследование задачи 

планирования маршрута УО в случае одного обна-
ружителя и наличия ограничения на длину пути. В 

публикации [15] рассмотрена задача минимизации 
риска обнаружения самолёта в трёхмерной поста-
новке. На основе вариационных принципов полу-
чено аналитическое решение для случая одного 
радара. В работе [16] предложен дискретный ме-
тод оптимизации траектории уклоняющегося от 
обнаружения управляемого подвижного объекта 
на основе принципа динамического программиро-
вания. 

В настоящей статье разработана методика ре-
шения задачи построения карты локально опти-
мальных путей УО на основе непрямых методов 
оптимизации для произвольного количества обна-
ружителей в плоской постановке. При этом про-
верка достаточных условий оптимальности второ-
го порядка на найденных экстремалях в данной 

работе не приводится. 
Выписана вычислительная схема метода 

стрельбы, приводятся результаты численного мо-
делирования для задачи без ограничения на длину 
пути и с таким ограничением. Моделирование 
осуществлялось для одного, двух и трёх обнару-
жителей. 

 

 

  Постановка задачи нахождения путей в 
конфликтной среде 

На плоскости расположено некоторое извест-
ное количество 1N   неподвижных обнаружите-
лей – точек .iS  На данной плоскости решается за-
дача оптимального перемещения материальной 
точки УО из одной заданной точки плоскости в 
другую за фиксированное время <T  . В рас-
сматриваемой упрощённой модели движения УО 
считается, что осуществляется управление моду-
лем и направлением вектора скорости v . Миними-
зируется функционал 

2

2
=10

( )
min

( )

T N

i

i i

v t
q dt

r t

 
 

 
 , 

где ( )v t  – модуль вектора скорости УО, а ( )ir t  – 

расстояния до точек 
iS  в момент времени t ; 

величины 0iq   – весовые коэффициенты влияния 
точек 

iS . Местонахождение точек 
iS  и 

соответствующие им значения 
iq  заданы и 

известны УО. 
 

 Математическая формализация задачи 

Рассматриваемая постановка формализуется в 
виде задачи оптимального управления. На 
плоскости вводится декартова система координат 
следующим образом: начало координат совпадает 
с точкой старта, ось Oy проходит через точки 
старта и финиша и направлена от точки старта к 
точке финиша. Единичный отрезок выбирается 
таким, чтобы ордината конечной точки была 
равна 1 (рис. 1). В такой системе координат 
начальные и конечные условия имеют вид: 

 
 

0,(0) 0,

1.(0) 0;

x Tx

y Ty

  
    

          (1) 

Движение материальной точки УО в данной 
системе координат описывается системой 
дифференциальных уравнений  

   cos ,

   sin ,

x v

y v

 
  

                             (2) 

где   – угол, который отсчитывается от положи-
тельного направления оси Ox  и задаёт направле-
ние вектора скорости.  
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Рис. 1. Конфликтная среда, представленная неподвижными 
обнаружителями 

 

Функции v  и   являются функциями управле-
ния и полагаются ограниченными кусочно-

непрерывными функциями: 
 

   
max0 ,  

0 2     0, ,  

v t v

t t T

   

     
                (3) 

где T – заданный момент финиша; 
maxv  – макси-

мальная скорость УО, является параметром задачи. 

При кусочно-непрерывных ограниченных 
управлениях v ,   фазовые переменные x , y  бу-
дут непрерывными кусочно-гладкими функциями, 
удовлетворяющими на участках непрерывности 
своих производных уравнениям дифференциаль-
ной связи (2). 

Момент времени = 0t  ― время начала движе-
ния УО. 

Пусть точки 
iS  имеют координаты ( , )i ia b . 

Тогда минимизируемый УО функционал будет 
иметь вид:  

             

2

2 2
=10

min.
( ) ( )

T N

i

i i i

v
q dt

x a y b

 
    


      

(4) 

Глобально оптимальным решением задачи ми-
нимизации риска обнаружения УО являются набор 
неизвестных фазовых переменных ( )x  , ( )y   и 
управления ( )v  , ( )  , которые должны удовлетво-
рять системе дифференциальных уравнений (2), 
ограничениям на управление (3), начальным и ко-
нечным условиям (1) и доставлять минимум функ-
ционалу (4).  

Нас же интересует поиск всевозможных ло-
кально оптимальных путей – траекторий, выгод-
ных УО для перемещения по ним, доставляющих 

сильный локальный минимум в задаче (1)–(4). 

Заметим, что при приближении УО к какому-

либо обнаружителю функционал (4) может сколь 

угодно возрастать, так как в знаменателе одного 
соответствующего слагаемого подынтегральной 
функции стоит квадрат расстояния от УО до дан-
ного обнаружителя. При стремлении этого рассто-
яния к нулю значение функционала устремится к 
бесконечности. Поэтому проход УО непосред-
ственно через обнаружитель запрещён. 

 

 Система необходимых условий оптимальности 

 Применим к рассматриваемой задаче опти-
мального управления принцип максимума 
Л.С. Понтрягина [17, 18]. Для этого выпишем ос-
новные конструкции принципа максимума:   

– функцию Лагранжа 
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(5) 

Пусть существует оптимальный в сильном 
смысле процесс в задаче, описываемой формулами 

(1)–(4), такой, что для некоторого 0   траектория 
движения точки УО проходит вне малых  -

окрестностей точек 
iS  и выполняются условия 

гладкости: правые части систем дифференциаль-
ных уравнений (2) и их частные производные по 
фазовым переменным x , y  непрерывны в окрест-
ности оптимальной траектории, подынтегральная 
функция из (4) непрерывно дифференцируема на 
[0, ]T  почти всюду. 

Тогда, согласно принципу максимума Понтря-
гина, для задачи оптимального управления (1)–(4) 

существуют не равные одновременно нулю мно-
жители Лагранжа: константы 

0 , 
0

x , 
0

y , x
T

 , 

y
T

  и функции 
xp , yp  такие, что на оптимальной 

траектории УО выполняется следующая система 
необходимых условий оптимальности: 
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• уравнения Эйлера – Лагранжа (условие 
стационарности по фазовым переменным)  
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• условие Понтрягина (условие оптимальности 
по управлению) 
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• условия трансверсальности по фазовым 
переменным  
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  (7) 

Условий стационарности по времени нет, так 
как в задаче (1)–(4) начальный и конечный момент 
времени – известные константы. 

Условия дополняющей нежёсткости нет, так 
как в задаче (1)–(4) отсутствуют условия вида 
«меньше или равно». Условие непрохождения УО 
вблизи точек 

iS  проверяется непосредственно при 
численном решении задачи. Условие 
неотрицательности: 

0 0.   

Выполняется условие однородности функции 
Лагранжа по множителям Лагранжа (множители 
Лагранжа могут быть выбраны с точностью до 
положительного множителя). Заметим, что 
анормальный случай 

0 = 0  приводит к 
траектории движения УО по направлению от 
старта к финишу с максимальной скоростью, 
которая доставляет минимум только при 
отсутствии обнаружителей на отрезке, 

соединяющем старт и финиш, и T 
max

1

v
, а в 

противном случае управляемый процесс, 

соответствующий 
0 = 0 , не будет допустимым. 

В качестве нормировки задачи выбирается условие 

0

1
=

2
 . 

 

 Краевая задача 

   На основе принципа максимума Понтрягина 
задача оптимального управления сводится к 
краевой задаче с краевыми условиями (1) и 
системой дифференциальных уравнений 
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        (9) 

а управление ̂  находится из соотношений 

|
 ˆ ˆcos , sin

|| || || |

yx
pp

p p
    , а 2 2|| || 0x yp p p   . 

При || ( ) || 0p    в отдельной точке [0, ]T  полу-
чим управление ˆ=0v , ˆ [0, 2 ]  . При || || 0p   на 
целом промежутке Δ получается решение, при ко-
тором УО на протяжении времени Δ стоит на ме-
сте. Как будет показано далее в теореме 3, это ре-
шение не доставляет локальный минимум в исход-
ной задаче. 

 

 Метод решения краевой задачи 

 Полученная краевая задача принципа макси-
мума (1), (7)–(9) четвёртого порядка нелинейна, в 
данной работе она решается численно методом 
стрельбы [19, гл. 2; 20, § 2] с использованием сле-
дующей вычислительной схемы. 

 В качестве параметров пристрелки выбирают-
ся недостающие для решения задач Коши констан-
ты 

0p  и 
0 , для момента = 0 :t  
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находится исходя из уравнения 
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Задав вектор параметров пристрелки 
τ

0 0= (p , ψ )α  каким-либо образом и решив задачу 

Коши на отрезке времени [0, ],T  получим соответ-
ствующие выбранному значению   функции 

( )[ ],x  α  ( )[ ],y  α  ( )[ ],xp  α  ( )[ ],yp  α  и, в частности, 
значения фазовых и сопряжённых переменных, 
зависящие от вектора α , в момент времени T . 

Соответствующие выражения из краевых условий 
в момент времени T  составляют вектор-функцию 
невязок  

( )
[ ] =

( ) 1

x T

y T

 
  

X α . 

Серия задач Коши в методе Ньютона решалась 

численно явным методом Рунге – Кутты восьмого 
порядка, основанным на расчётных формулах 
Дормана – Принса 8(7) DOPRI8 с автоматическим 
выбором шага [21, гл. II.4, II.6; 22]. 

 Для решения краевой задачи необходимо было 
подобрать значения параметров пристрелки α  так, 
чтобы выполнилось условие обнуления вектор-

функции невязок [ ] = 0X α . 

Таким образом, решение краевой задачи све-
лось к решению системы из двух нелинейных ал-
гебраических уравнений от двух неизвестных. Ко-
рень α  системы алгебраических уравнений 

[ ] = 0X α  находился методом Ньютона с модифи-
кацией Исаева – Сонина [23]. 

Для решения полученной краевой задачи (1), 

(7)–(9) был реализован на языке C и протестирован 

соответствующий программный комплекс [24], 

обеспечивающий функционал решения системы 
нелинейных уравнений, системы линейных урав-
нений, интегрирования задачи Коши, численного 

дифференцирования, визуализации полученных 
результатов. 

Задача многоэкстремальна, разные начальные 
приближения параметров пристрелки α  могут со-
ответствовать разным решениям краевой задачи. 
Для решения задачи классификации путей УО ме-
тод стрельбы многократно запускался из точек 
ограниченной прямоугольной сетки в простран-
стве параметров пристрелки 0 0( , )p  . 

 

 Численное моделирование 

Описанная методика применима при расчётах 
для произвольного количества обнаружителей .N  

Моделирование проводилось для 10N  . В насто-
ящей работе представлены результаты моделиро-
вания для одного, двух и трёх статично располо-
женных обнаружителей с =1, [1, ]iq i N , 

max = 2v , 

=1T . 

Ниже на рис. 2–5 приведены траектории УО в 
конфликтной среде для разного количества обна-
ружителей. Движение УО начинается из точки с 
координатами (0,0) и заканчивается в точке (0,1), 
они обозначены чёрными квадратами. Расположе-
ние обнаружителей отмечено красными точками. 
На всех рисунках ниже траектории с меньшим 
значением функционала соответствует более жир-
ная кривая, в данном разделе лучшие траектории 
УО отображены фиолетовым цветом. 

На рис. 2 представлены экстремали Понтрягина 
для одного обнаружителя. В результате расчётов 
получаются три траектории – обход обнаружителя 

слева, справа и траектория с полным оборотом во-
круг обнаружителя. Перемещаясь по голубой тра-
ектории, УО вначале движется от точки старта до 
точки A по кривой l1, затем совершает оборот во-
круг обнаружителя по кривой l2, возвращаясь в 
точку А, и, наконец, движется от точки А до фи-
ниша по кривой l3. 

Несмотря на то, что траектории с полным обо-
ротом вокруг обнаружителя удовлетворяют необ-
ходимым условиям оптимальности и получаются в 
результате расчётов, будем их отбрасывать, так как 
если исключить из таких траекторий полные обо-
роты, функционал будет меньше, к тому же значе-
ние функционала на них получается значительно 
больше, чем на траекториях без полных оборотов 
вокруг обнаружителей. 

 

 

 
Рис. 2. Траектории для случая одного обнаружителя с координа-
тами (0,5; 0,5)  
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На рис. 3 приводятся траектории для двух об-
наружителей:  на рис. 3, а – все полученные траек-
тории, на рис. 3, б – после отброса траекторий с 
полными оборотами вокруг особых точек. 

На рис. 4 показаны траектории для трёх обна-
ружителей: на рис. 4, а – все полученные траекто-

рии, на рис. 4, б – после отброса траекторий с пол-
ными оборотами вокруг особых точек. 

Траектории для другой конфигурации трёх об-
наружителей после отброса траекторий с полными 
оборотами вокруг особых точек представлены на 
рис. 5. 
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Рис. 3. Траектории для случая двух обнаружителей с координатами (0,1; 0,1) и (–0,3; 0,4): а – все траектории, б – траектории без оборотов вокруг 
обнаружителей 
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Рис. 4. Траектории для случая трёх обнаружителей с координатами (0,1; 0,2), (–0,3; 0,3) и (0,1; 0,9): а – все траектории, б – траектории без 
оборотов вокруг обнаружителей 
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Рис. 5. Траектории УО для случая трёх обнаружителей с 
координатами (0,05; 0,1), (0,5; 0,4) и (–0,2; 0,8), без оборотов вокруг 
обнаружителей 

 

 Анализ результатов численного моделирования 

Если на траектории не достигалось значение 
скорости 

maxv , то при варьировании параметра T  

в постановке задачи часто путь УО  y x  оставался 
без изменений, т. е. соответствующая траектория 
по-прежнему являлась экстремалью Понтрягина, 
но точка УО двигалась по ней с другой скоростью. 

Сформулируем данное наблюдение в виде следу-
ющей теоремы. 

Теорема 1. Если на экстремали 
        , ˆˆ ˆ, ˆ ,x y v      задачи (1) – (4) не было выхо-

да на ограничение 
max v v , то путь  ˆ ˆy x  оста-

нется путем, соответствующим некоторой экс-
тремали в задаче, отличающейся от исходной за-
дачи (1)–(4) только увеличением константы T . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в исходной задаче 

(назовём её задачей 1) время движения УО было задано 
величиной 

1T T . Рассмотрим задачу 2, совпадающую с 
исходной за исключением ограничения по времени, а 
именно со временем движения УО, заданным величи-
ной 

2 1T T . Тогда такой задаче оптимального управле-
ния соответствует та же краевая задача принципа мак-
симума (1), (7)–(9), отличающаяся только значением 

константы .T  Сделав v-замену времени [25], а именно 

растянув время в 2

1

æ 1
T

T
   раз, непосредственной про-

веркой получаем, что экстремаль задачи 1 также будет 
являться экстремалью задачи 2.  Путь  ˆ ˆy x  перемеще-

ния УО при этом сохраняется, но движение по нему 

будет осуществляться со скоростью, в æ  раз меньшей 
скорости в исходной задаче 1. ♦ 

Замечание 1. Обратное утверждение неверно, 
так как значения 

maxv  и T  задают максимально 
возможную длину пути УО, равную 

maxv T . Если 
для времени 

1T T  существовала экстремаль 

        , ˆˆ ˆ, ˆ ,x y v      задачи (1)–(4) с путём  ˆ ˆy x  

длины , то для времени 
2 1

max

 T T
v

   такой путь 

уже не будет допустимым: либо УО для удовле-
творения ограничения придётся пройти по более 
короткому пути ближе к одному из обнаружите-
лей, либо решение с конфигурацией обхода обна-
ружителей, полученное для большего времени, 
перестанет существовать. ♦ 

Соответствующий пример изменения траекто-
рии можно наблюдать далее при сравнении левых 
и правых траекторий рис. 6, в и г. 

 Замечание 2. При увеличении времени T мо-
гут появиться новые траектории УО, являющиеся 
экстремалями, которые не удовлетворяли есте-
ственно возникающему ограничению на длину пу-
ти при меньшем T . ♦ 

Соответствующий пример можно видеть при 
сравнении рис. 6, б и 6, а, в, г, а именно при жёст-
ком ограничении на время, соответствующее 
рис. 6, б, траектории с обходом наблюдателей сле-
ва и справа не возникает, остаётся только траекто-
рия с проходом между наблюдателями. 

Утверждение. При сохранении того же вида 
пути траектории  ˆ ˆy x  в условии теоремы 1 зна-
чение функционала (4) уменьшится в æ  раз, так 
как от времени функционал зависит линейно, а от 
скорости – квадратично. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сделаем замену переменной 
под интегралом / æt  , переводящую отрезок  20, T  

в  10, T , при этом    æv v t  : 
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Замечание 3. Самый короткий возможный путь 

будет при перемещении УО по отрезку (0,0)–(0,1) 

длины 1. Поэтому при  
max

1
T

v
  решение задачи 

существует только при отсутствии обнаружителей 



 

 
 

 

 

 

   ●

на отрезке, соединяющем начальную и конечную 
точки движения УО, и представляет собой движе-
ние УО по данному отрезку с максимальной ско-

ростью 
max v , а при   

max

1
T

v
  решений в задаче (1)–

(4) нет, так как самый короткий путь имеет длину, 

равную 1. ♦ 

Замечание 4. Пути  y x  экстремалей задачи 
лежат в некоторой трубке траекторий, содержащей 
отрезок (0,0)–(0,1). Вне зависимости от располо-
жения обнаружителей при устремлении времени 

T  к 
max

1

v
 справа диаметр данной трубки стремит-

ся к нулю. ♦ 

Соответствующее «стягивание» траектории к 
отрезку, соединяющему точки старта и финиша 
УО, можно видеть далее на рис. 6 на примере тра-
ектории, проходящей между обнаружителями. 

Теорема 2. Замкнутые кривые, описывающие 

полный оборот вокруг какого-либо из обнаружи-
телей, не доставляют абсолютный минимум в 
задаче (1)–(4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, рассмотрим 
ситуацию, изображённую на рис. 2, при которой УО 

совершает полный оборот вокруг какого-либо из обна-
ружителей. При этом всю траекторию можно разбить на 
три части: движение по линии 

1l  до некоторой точки 
,A  в которой путь УО будет самопересекаться, затем 

полный оборот вокруг обнаружителя 
2l  и, наконец, пе-

ремещение по линии 
3l  от точки A  до финиша.  

Заметим, что если удалить участок движения 
2l , то 

траектория движения УО от старта до точки A  по ли-
нии 

1l  и затем сразу от точки A  к финишу по линии 
3l  

будет допустимой в задаче (1)–(4), так как в постановке 
отсутствуют ограничения на кривизну траектории и 
скорость поворота УО. При этом функционал (4) адди-
тивный, его значение при прохождении по траектории 
строго возрастает, а значит, если удалить из пути уча-
сток движения УО по линии 

2l , значение функционала 
уменьшится. К тому же, общее время движения умень-
шится на ΔT , и согласно утверждению, на оставшейся 
части траектории можно уменьшить скорость движения 

УО в 
Δ

T

T T
 раз, что дополнительно уменьшит значе-

ние функционала (4). 

Таким образом, при движении по пути 
1 3l l  значение 

функционала будет гарантированно меньше. ♦ 

Замечание 5. Несмотря на то, что в доказатель-
стве теоремы 2 показано, что движение по пути 

1 3l l  

лучше движения по пути 
1 2 3l l l  с точки зрения ми-

нимизации риска обнаружения, обычно на таких 

путях в точке A  стыковки 
1l  и 

3l  траектория УО 
не является гладкой, что соответствует скачку в 
управлении и разрыву сопряжённых переменных, а 
значит, управляемый процесс с движением УО по 
пути 

1 3l l  не является экстремалью задачи (1)–(4). 

Теорема 3. Траектории управляемых процессов 

ξ с || || 0p   на некотором промежутке   в краевой 
задаче (1), (7)–(9), не доставляют локальный ми-
нимум в задаче оптимального управления (1)–(4). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия || || 0p   следует 
ˆ=0v , т. е. УО находится в одной точке на протяжении 

времени  . Для любого сколь угодно малого  ε 0,1   

уменьшим время нахождения в этой точке в 1

ε
 раза с   

до ε  на соответствующем ξ пути  y x . При этом вре-
мя движения по остальному маршруту увеличится с 

ΔT    до εΔT  . Уменьшим скорость движения УО в 
εΔ
Δ

T
k

T





 раз. Тогда функционал (4) на таком близком 

к ξ в пространстве решения задачи управляемом про-
цессе, соответствующем построенной траектории, 
уменьшится в 1k   раз. ♦ 

 

2.1. Изменения в постановке и краевая задача 

Если длина пути УО ограничена, то для учёта 
данного ограничения вводится дополнительная 
фазовая переменная ( )z t  – длина пройденного УО 
пути за время t . 

Тогда к граничным условиям (1) добавляются 
условия 

 ( ) ,(0) 0,z z T                         (10) 

где – ограничение на длину пути УО. 
К системе дифференциальных связей (2) в этом 

случае добавляется соотношение 

.z v                                  (11) 

При исследовании задачи на основе принципа 
максимума произойдут следующие изменения. 
В основных конструкциях (5) к лагранжиану  L

добавится слагаемое   ,zp z v  к терминанту l  – 

слагаемые  
0

λ 0z z  и   λ ,
Tz

z T   к функции 
Понтрягина H – слагаемое 

zp v . 

При исследовании сопряжённой системы до-
полнительно к уравнениям (6) получаем 

0 const.z zp p    
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К условиям трансверсальности (7) добавляются 
соотношения  

0
0  z zp   ,   .

Tz zp T    

Появляется условие дополняющей нежёсткости 

   0
Tz

z T   ,                      (12) 

а также дополнительное условие неотрицательно-
сти 

Tz
   0.                               (13) 

В зависимости от того, какой из сомножителей 
в условии (12) обнуляется, возможны два разных 
случая. 

В первом случае ограничение на длину пути 
активно:    =  z T . Тогда решение задачи опти-
мального управления с учётом формул (10), (11) 

сводится к решению краевой задачи с дифферен-
циальными уравнениями 

 
 

 
 

2

2
2 2

1

2

2
2

1
2

,         ,   ,

,
( )

ˆ

( )

, 

ˆ

( )

ˆ ˆ

ˆ

( )

yx

N

x i i

i
i i

y i i

i

N

i
i

pp
x v y v z v

p p

v
p q x a

x a y b

v
p q y b

x a y b















  

   
  

  



  



  

где 

max

2 2
1

 = min max ,ˆ 0 , ,

( ) ( )

z

N
i

i i i

p p
v v

q

x a y b

  
    
  
      


 

и краевыми условиями 

 

 
 
 

 
 
 

0 0, 0,

0 0, 1,

0 0, .

x x T

y y T

z z T l

  
  
  

 

Вычислительная схема метода стрельбы в этом 
случае выглядит следующим образом. По пара-
метрам пристрелки 

0p , 
0 , 

Tz  заполняются 
начальные значения для решения задачи Коши: 

 

 
 
 

0 0

0 0

0 cos

   0 sin .

0
T

x

y

z z

p p

p p

p

   
      

      

 

Затем решается задача Коши и вычисляется век-
тор-функция невязок 

 

 
 
 

1 .

x T

y T

z T l

 
  
  

 

Далее система нелинейных уравнений решается 
методом, описанном в п. 1.5. 

Во втором случае, когда ( ) <  z T , т. е. ограни-
чение не активно, получаем краевую задачу (1), 

(7)–(9), которой соответствует вычислительная 
схема, описанная в п. 1.6, но теперь также допол-
нительно интегрируется переменная z с условиями 

 ,  0 0.ˆz v z   

Если на полученном решении краевой задачи 
оказывается, что  > z T , то соответствующая 
траектория отбрасывается, так как не удовлетворя-
ет системе ограничений задачи и не является допу-
стимой. 

 

2.2. Результаты численного моделирования 

Для наглядной демонстрации влияния ограни-
чения на длину пути на решения рассмотрим сце-
нарий с двумя обнаружителями, расположенными 
в точках (0,2; 0,3) и (–0,3; 0,4). Возьмём следую-
щие значения констант: 1iq  , max  0,8 v  , 2T  . 

На рис. 6, а изображены три экстремали Понт-
рягина в задаче без ограничения на длину пути. На 
рис. 6, б рассмотрена ситуация с жёстким ограни-
чением, при котором на траекториях обхода обоих 
обнаружителей слева или справа не выполняется 
ограничение на длину пути, и они удаляются из 
семейства решений как недопустимые. На рис. 6, в 

ограничение слабее, и траектории обхода обоих 
обнаружителей с одной стороны появляются 
вновь, однако ограничение на длину пути вынуж-
дает УО в этом случае двигаться к ним ближе, чем 
на рис. 6, а. При дальнейшем ослаблении ограни-
чения на длину пути появляются невыгодные по 
функционалу траектории с совершением полного 
оборота вокруг одного из обнаружителей, изобра-
жённые на рис. 6, г, они не являются оптимальны-
ми по теореме 2. 

Лучшим решением для случаев, изображённых 
на рис. 6, б–г, по-прежнему является более жирная 
зелёная траектория, проходящая между обнаружи-
телями с рисунка 6, а, на которой ограничение на 
длину пути не активно. Траектории же, проходя-
щие между обнаружителями на рис. 6, б–г, экстре-
малями не являются, так как на них нарушается 
условие неотрицательности (13). 
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Рис. 6. Влияние ограничения на длину пути: а – ограничение не активно, б – 1,1,  в – 1,25,  г – 1,5

Влияние варьирования величин 
iq  на траекто-

рии УО изучено в работе [26], на рис. 2 в ней мож-
но видеть, что по результатам моделирования УО 
выгодно проходить дальше от обнаружителя с 
бо льшим весом 

iq , что соответствует здравому 
смыслу. 

Отметим также, что в двух задачах, отличаю-
щихся только величиной ограничения 

max ,v  могут 
получаться различные наборы траекторий движе-
ния УО, если хотя бы в одном из двух случаев 

происходит выход на ограничение 
maxv , что можно 

видеть на рис. 5 в статье [26]. 

Задача планирования траектории движения УО 
с интегральным критерием качества (риском), за-
висящим от скорости УО и расположения не-
скольких обнаружителей, а также интегральным 
ограничением на длину траектории, формализова-
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на как задача оптимального управления. Эта зада-
ча решена непрямыми методами оптимизации, 
опирающимися на принцип максимума Понтряги-
на. В результате получается набор экстремальных 
траекторий, из которых выбирается глобально оп-
тимальная и выписывается оптимальный закон 
скорости на ней. Проведено моделирование с це-
лью определения чувствительности параметров 
задачи, а именно координат точек обнаружителей, 

времени передвижения и длины траектории. 
Разработанная методика планирования траек-

тории УО в конфликтной среде может быть далее 
применена для обратной задачи оптимизации рас-
становки обнаружителей с целью противодействия 
скрытному движению УО [27]. 
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Abstract. In some path planning problems for controlled objects, the main criterion is to reduce 

the integral risk of detection when moving in a threat environment with a given map of potential 

threats. In this paper, we construct all locally optimal paths in a 2D threat environment. The envi-

ronment is represented by a fixed number of detectors whose positions are known to an evasive 

object. This object and the detectors are material points. The original problem is formalized as an 

optimal control problem and reduced to a boundary value problem based on Pontryagin’s maxi-

mum principle. The boundary value problem is solved numerically by the shooting method. The 

case of point-to-point transition of the evasive object with and without the path length constraint 

is studied, and the results of numerical simulation are provided. A parametric analysis of the 

problem is carried out. 
 

Keywords: threat environment, evasive object, maximum principle, trajectory optimization, numerical simu-

lation. 
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XXXI МЕЖДУНАРОДНАЯ КОНФЕРЕНЦИЯ  
«ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ  

БЕЗОПАСНОСТЬЮ СЛОЖНЫХ СИСТЕМ»  
 

В декабре 2023 г. в Институте проблем управ-
ления им. В.А. Трапезникова РАН состоялась 
XXXI Международная научная конференция 
«Проблемы управления безопасностью сложных 
систем». Организаторы конференции – Министер-
ство науки и высшего образования Российской 
Федерации, Институт проблем управления им. 
В.А. Трапезникова РАН, Институт прикладной 
математики им. М.В. Келдыша РАН, Научный со-
вет РАН по теории управляемых процессов и ав-
томатизации, Министерство Российской Федера-
ции по делам гражданской обороны, чрезвычай-
ным ситуациям и ликвидации последствий сти-
хийных бедствий.  

В работе конференции приняли участие 102 ав-
тора из 41 организации, представивших 72 докла-
да. Работа конференции велась по следующим 
секциям: 

1. Общетеоретические и методологические во-
просы обеспечения безопасности.  

2. Проблемы обеспечения экономической и со-
циально-политической безопасности.  

3. Проблемы обеспечения информационной 
безопасности.  

4. Кибербезопасность. Особенности обеспече-
ния безопасности в социальных сетях. 

5. Экологическая и техногенная безопасность.  
6. Методы моделирования и принятия решений 

при управлении безопасностью сложных систем.  
7. Автоматизированные системы и средства 

обеспечения безопасности сложных систем.  
Одной из отличительных особенностей насто-

ящей конференции является достаточно большое 
количество докладов, посвященных проблемам 
повышения эффективности процессов управления 
обеспечением национальной безопасности нашей 
страны в самом широком понимании данного тер-
мина. Рассматриваемая проблематика представля-
ет собой один из наиболее сложных комплексов 
задач теории и методологии организационного 
управления, а также целого ряда смежных научных 
дисциплин. 

По сложившейся в последние годы традиции 
конференцию открыл доклад Г.Г. Малинецкого, 
В.В. Кульбы, Т.С. Ахромеевой, С.А. Торопыгиной 

«Стратегическая стабильность, искусственный 
интеллект и управление рисками военных 
конфликтов», посвященный анализу геополитиче-
ского, экономического и военно-политического 
противостояния государств в современном мире. 
Как подчеркивается в докладе, одной из базовых 
причин и предпосылок возникновения и развития 
конфликтов в настоящее время являются принци-
пиально различные цивилизационные стратегии 
государств, и в первую очередь крупных мировых 
держав. Россия, на протяжении столетий формиро-
вавшаяся как государство, объединяющее различ-
ные культуры, национальности, религии, традици-
онно выступает за поддержание внутренней ста-
бильности и гармонии, а также налаживание тес-
ных и конструктивных взаимосвязей с другими 
цивилизационными общностями. Данный подход 
по сути определяет стратегию диалога цивилиза-
ций, которая помимо России оказалась близка и 
многим другим странам. В работе большое внима-
ние авторы уделили многостороннему анализу 
стратегии диалога цивилизаций с позиций теории 
самоорганизации (синергетики), а также практиче-
ских путей ее реализации с целью предотвращения 
межцивилизационных конфликтов и столкновений. 

С другой стороны, подчеркивают авторы, Запад 
исходит из противоположной стратегии, преду-
сматривающей не диалог, а столкновение цивили-
заций. К данному тезису можно лишь добавить, 
что и реализуемая на практике в рамках упомяну-
той западной стратегии концепция глобализации в 
совокупности с решением целого ряда геополити-
ческих задач (стремление к обладанию мировыми 
природными ресурсами, военно-политическому 
господству, финансово-экономическому домини-
рованию и т.д.), в конечном счете направлена на 
унификацию мира и объединение под началом За-
пада других цивилизаций, что является одной из 
фундаментальных первопричин большинства гло-
бальных и локальных конфликтов как историче-
ского прошлого, так и современности. Одновре-
менно с этим необходимо отметить, что рассмат-
риваемая проблема развития и взаимодействия ци-
вилизаций крайне широка, сложна и относится к 
числу глобальных, вследствие чего не предполага-
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ет простых и очевидных решений. Фактическим 
подтверждением этому являются многолетние и 
регулярно проводимые на различных уровнях дис-
куссии научного сообщества, представителей раз-
личных общественных движений, религиозных и 
политических кругов разных стран по проблемам 
отношений и взаимовлияния цивилизаций. 

Доклад В.В. Цыганова «Концепция комплекса 
моделей стратегического управления националь-
ной безопасностью России» посвящен изложению 
результатов разработки методов и технологий ин-
формационной поддержки процессов управления 
обеспечением национальной безопасности Россий-
ской Федерации в условиях ее противостояния с 
глобальным центром капитала. Предлагаемый в 
докладе подход к решению рассматриваемой зада-
чи базируется на разработанном комплексе моде-
лей стратегического управления национальной 
безопасностью России (КМБ), научно-
методологической основой которого является тео-
рия управления эволюцией социально-
экономических систем, активные элементы кото-
рых либо рациональны, либо обладают эмоцио-
нальным интеллектом.  

Прикладные разработки КМБ проводятся в 
рамках предложенной концепции «ПРОгрессивно-
го Комплексного Согласованного Интеллектуаль-
ного Механизма с Адаптацией» (ПРОКСИМА). 
Структура КМБ включает комплексы моделей 
стратегического управления безопасностью, в 
рамках которых в настоящее время разрабатыва-
ются и проходят практическую апробацию функ-
циональные модели «Индикаторное прогнозиро-
вание и стратегическое планирование», «Высокие 
гуманитарные технологии», «Экспертиза и отбор 
проектов», «Информационный менеджмент», 
«Информационные войны». Основным назначени-
ем перечисленных разработок является интеллек-
туальная поддержка процессов управления обес-
печением безопасности на федеральном, регио-
нальном, муниципальном и корпоративном уров-
нях. Основные положения концепции ПРОКСИ-
МА, как отмечается в докладе, уже апробированы 
при решении задач стратегического прогнозирова-
ния и планирования устойчивого функционирова-
ния экономического комплекса Российской Феде-
рации, а также управления развитием транспорт-
ной инфраструктуры Сибири, Дальнего Востока и 
Российской Арктики.  

Проблемам обеспечения экономической со-
ставляющей национальной безопасности России в 
современных условиях посвящен доклад 
Н.И. Комкова «Условия трансформации 
российской экономики». В работе изложены ре-
зультаты комплексного анализа проблем экономи-
ческого развития Российской Федерации в услови-

ях неустойчивости сложившегося в настоящее 
время однополярного порядка мироустройства, а 
также сформировавшихся узких мест и проблем-
ных ситуаций в производственно-технологическом 
развитии России. Основное внимание уделено 
обоснованию необходимости структурных и тех-
нологических перемен в национальной экономике 
России, ряд базовых направлений которых деталь-
но рассмотрены в представленной работе.  

Среди наиболее существенных проблем эконо-
мического развития России в современных усло-
виях автор выделяет, во-первых, отсутствие воз-
можностей государственного регулирования про-
порций и взаимоотношений между структурными 
частями национальной экономики, во-вторых, 
снижение объема внешних инвестиций, и в-
третьих, зависимость от импорта передовых тех-
нологий, усугубляемая для предприятий и компа-
ний резким падением доступности экспортных по-
ставок из недружественных стран.  

Для ликвидации узких мест, а также как уна-
следованных из периода становления рыночных 
отношений и слепого следования рекомендациям 
западных экспертов, так и возникших в настоящее 
время проблемных ситуаций в развитии нацио-
нальной экономики автором предлагаются и обос-
новываются возможные пути и способы их пре-
одоления. В частности, в докладе в качестве пер-
воочередных мер выделяются: необходимость вос-
становления и укрепления потенциала инноваци-
онной сферы (включая технологическую модерни-
зацию и укрепление отечественного машинострое-
ния) как основы социально-экономического разви-
тия страны как минимум в среднесрочной пер-
спективе; роста объемов инвестирования отече-
ственной экономики и ограничения спекулятивных 
биржевых валютных сделок (включая экспорт 
накопленных в России финансовых средств и ди-
видендов); реформирования экономической моде-
ли и системы управления государственным разви-
тием, включая переход к стратегическому норма-
тивному и целевому планированию. 

Исследованию методологических проблем по-
вышения эффективности планирования и управле-
ния социально-экономическим развитием Россий-
ской Федерации в условиях неопределенности и 
риска посвящен доклад авторского коллектива под 
руководством чл.-корр. РАН В.Л. Шульца «Мето-
ды сценарного планирования в организационном 
управлении». В реалиях сегодняшнего дня, как 
отмечается в докладе, характеризующихся крайне 
сложной внешнеэкономической и военно-
политической ситуацией, а также беспрецедентно 
жестким санкционным давлением на Российскую 
Федерацию, разработка и реализация государ-
ственной социально-экономической политики не-
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возможна без эффективной системы перспектив-
ного планирования, определяющей пути достиже-
ния долгосрочных целей развития страны. В сло-
жившейся ситуации возрастает актуальность про-
блем разработки методологии устойчивого плани-
рования на базе сценарных технологий, обеспечи-
вающих возможность учета широкого спектра 
угроз и ограничений, и, соответственно, опережа-
ющей оценки результативности разрабатываемых 
планово-управленческих решений, а также их ди-
намичной адаптации к возникающим изменениям 
во внешней среде. 

В настоящее время, как отмечают авторы рабо-
ты, уже накоплен определенный опыт использова-
ния аппарата функциональных знаковых ориенти-
рованных графов в качестве методологической 
основы процессов сценарного исследования широ-
кого круга проблем управления развитием слож-
ных социально-экономических систем, а для ре-
шения прикладных и практических задач разрабо-
тан программно-аналитический комплекс сценар-
ного моделирования. При этом основная особен-
ность технологий сценарного анализа, как подчер-
кивается в докладе, заключается в том, что они 
функционально не предназначены для генерации 
«на выходе» конечных плановых документов, по-
скольку решают другую задачу, заключающуюся в 
комплексном анализе альтернативных вариантов 
достижения плановых целей в условиях высокой 
степени неопределенности. Результаты сценарного 
анализа и опережающая оценка угроз в конечном 
счете позволяют обеспечить гибкость (адаптив-
ность) и устойчивость разрабатываемых планов к 
внешним возмущениям и деструктивным воздей-
ствиям. В докладе представлен ряд разработанных 
авторами и имеющих прикладную направленность 
подходов к преобразованию сценариев различного 
типа в конкретные планово-управленческие реше-
ния при заданных целевых установках. В заключи-
тельной части работы отмечается, что возросшая 
актуальность рассматриваемых проблем требует 
дальнейшего развития теоретических и приклад-
ных междисциплинарных исследований в области 
совершенствования методов и технологий сценар-
ного анализа, а также механизмов их практическо-
го применения для решения конкретных задач. Не 
менее важными являются и проблемы встраивания 
сценарной технологии в функциональную струк-
туру системы подготовки стратегических и такти-
ческих плановых решений с целью формирования 
единой сквозной информационно-технологической 
цепочки плановых расчетов.  

Различным теоретическим и методологическим 
подходам к решению широкого круга проблем 
обеспечения ключевых составляющих националь-
ной безопасности, а также подготовки и принятия 

решений и управлению рисками посвящена доста-
точно широкая группа представленных на конфе-
ренции докладов: И.В. Чернов «Проблемы форми-
рования показателей и индикаторов уровня нацио-
нальной безопасности»; О.В. Тасейко, 

В.В. Москвичев «Управление комплексным терри-
ториальным риском социально-природно-
техногенных систем»; Н.Н. Володина, 
Н.И. Комков, В.В. Сутягин «Проблемы социальной 
гармонизации российской экономической систе-
мы»; Д.А. Кононов «Организационные системы: 
учет неопределенности и риска при принятии ре-
шений»; Г.В. Горелова «Об анализе связности 
структур сложных систем на когнитивных моде-
лях»; В.В. Ничепорчук, У.С. Постникова «Модель 
информационной поддержки управления природ-
но-техногенной безопасностью территорий»; 
Н.В. Команич «Проблемы управления и факторы 
инновационного регионального развития как ас-
пекты региональной безопасности РФ»; 
А.А. Лазарев «Механизмы формирования договор-
ных цен на инновационные проекты»; С.И. Белов, 
М.Б. Пушкарева «Задачи обеспечения кибербез-
опасности интеллектуальных систем энергоснаб-
жения на розничном рынке электроэнергии»; 
Р.Е. Торгашев «Формирование экологической от-
ветственности в сфере предпринимательства».  

Большая группа докладов посвящена решению 
проблем обеспечения информационной безопасно-
сти.  

Доклад Н.Г. Кереселидзе «Об одном аспекте 
информационной безопасности в модели борьбы с 
дезинформацией» посвящен исследованию разра-
ботанной автором математической модели проти-
водействия преднамеренному распространению 
ложной информации. Процесс информационного 
противоборства в работе представлен в форме за-
дачи оптимального управления, отражающей воз-
действие дезинформации на три выделенные груп-
пы граждан: склонную к восприятию дезинформа-
ции группу риска, принимающую ложную инфор-
мацию группу адептов, а также обладающую им-
мунитетом (невосприимчивую к дезинформации) 
группу. В качестве меры оценки уровня информа-
ционной безопасности общества вводится понятие 
допустимого барьера числа адептов. Представлен-
ные в работе результаты компьютерного модели-
рования позволили выделить ряд «окон» уязвимо-
сти системы противодействия дезинформации. В 
частности, в работе показано, что противодействие 
дезинформации должно вестись на систематиче-
ской основе, а разовые мероприятия по противо-
действию отдельным деструктивным информаци-
онным акциям, хоть и могут приводить к опреде-
ленному снижению численности группы адептов, 
на длительном временно м горизонте неэффектив-
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ны и, соответственно, не могут обеспечить требу-
емый уровень информационной безопасности. 

В докладе Е.А. Курако, Р.Э. Асратяна, 
В.Л. Орлова «Об одном подходе к обеспечению 
технологического суверенитета в разработках рас-
пределенных информационных систем» рассмот-
рен комплекс проблем, связанных с практической 
реализацией процессов импортозамещения рас-
пределенных и основанных на применении языка 
программирования C# информационных систем. 
Обеспечение технологического суверенитета, как 
отмечается в докладе, в современных условиях 
становится одной из наиболее актуальных и неот-
ложных задач. При этом одной из проблем перехо-
да на суверенное программное обеспечение (пол-
ностью отечественные разработки или новые про-
граммные комплексы с доступными исходными 
текстами) является необходимость исключения 
ранее присутствовавших возможных «инородных 
включений» и компонентов. В этой связи крайне 
важно, чтобы в процессе как создания новых си-
стем, так и перевода существующих в новое окру-
жение разработчики ориентировались не только на 
используемые при эксплуатации надежные ком-
плексы (желательно включенные в перечни допу-
стимых программных средств), но и применяли 
проверенные среды проектирования. Большое 
внимание в работе уделено описанию методов 
преобразования систем рассматриваемого класса с 
целью обеспечения возможности их реализации в 
среде, компоненты которой включены в реестр 
российского программного обеспечения (основу 
рассматриваемой среды составляют операционные 
системы, средства управления базами данных, 
web-средства, а также фреймворки и программные 
библиотеки). Обобщен опыт авторов работы по 
использованию предложенного подхода для пере-
носа распределенных информационных систем из 
среды ОС Windows в среду ОС Astra Linux. 

Проблемам повышения эффективности исполь-
зования информационной избыточности с целью 
обеспечения устойчивости информационных си-
стем при сбоях и отказах посвящен доклад 
С.К. Сомова «Показатели надежности работы рас-
пределенных систем обработки данных, использу-
ющих и не использующих механизмы восстанов-
ления разрушенных данных». В нем представлена 
разработанная автором на базе аппарата теории 
вероятностей и марковских процессов модель рас-
пределенной информационной системы, которая с 
целью повышения надежности обработки запросов 
использует оперативное резервирование данных, 
предполагающее создание и хранение некоторого 
количества копий и/или предысторий (дампов) 
информационных массивов. В рамках модели 
предполагается, что в случае разрушения опера-

тивного резерва в узле он становится неработоспо-
собным и все поступающие в него запросы рас-
пределяются между другими работоспособными 
узлами системы. На основе данной модели полу-
чены аналитические выражения для расчета значе-
ний основных показателей надежности функцио-
нирования распределенных систем обработки дан-
ных (среднего времени работы системы до отказа; 
вероятностей отказа и безотказной работы в задан-
ных интервалах времени и т. д.), позволяющие 
проводить оценку эффективности вариантов раз-
мещения копий оперативного резерва по узлам 
системы. 

Крайне широкому кругу проблем обеспечения 
информационной безопасности посвящены также 
работы М.И. Синцова «Проблемы выявления 
угроз, связанных с эксплуатацией уязвимостей в 
программном обеспечении, через ретроспективный 
анализ событий информационной безопасности»; 
Л.Н. Логиновой, Р.М. Резникова «Символьная па-
рольная аутентификация как средство повышения 
информационной безопасности»; И.В. Чернова, 
Е.Д. Ермолаева, С.В. Феоктистова «Выделение 
базисных режимов динамики факторов, влияющих 
на информационную безопасность Российской Фе-
дерации»; А.Н. Архиповой, В.Г. Промыслова «Про-
блема обеспечения целостности и достоверности 
радиоастрономических данных в открытых проек-
тах»; А.С. Рей «Способ построения оценки инте-
грального риска информационных систем на осно-
ве механизма комплексного оценивания»; 
Л.А. Савина «Применение инструментов обратной 
разработки для выявления недекларированных 
возможностей программного обеспечения систем 
управления»; В.О. Сиротюка «Управление ин-
формационной безопасностью евразийского экс-
пертно-информационного пространства»; 
А.В. Муромцевой, В.В. Муромцева, Д.В. Кузнецова 
«Информационные угрозы виртуального про-
странства»; О.А. Волгиной «Анализ технологий 
коммуникативного воздействия на поведение аген-
тов гетерогенной модели социальной сети»; 
В.А. Зорина, Ю.А. Ненашевой, Р.Р. Галина, 
Р.В. Мещерякова «Противодействие фишингу с 
использованием беспилотных аппаратов на пуб-
личные Wi-Fi-сети на массовых мероприятиях»; 
М.Д. Черняева «Сравнение методов оценки риска 
ФСТЭК и EBIOS».  

Значительный интерес участники Конференции 
традиционно проявляют к проблемам обеспечения 
техногенной безопасности, надежности функцио-
нирования технологических комплексов, потенци-
ально опасных объектов, транспортной и энерге-
тической инфраструктуры, а также управления 
ликвидацией последствий чрезвычайных ситуаций 
различного типа, о чем свидетельствует достаточ-
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но большое количество разнообразных по темати-
ке докладов: В.О. Чинакал «Проблемы 
обеспечения безопасности управления сложными 
промышленными объектами при модернизации 
производства в современных условиях»; 
В.В. Лещенко «Повышение надежности и 
живучести сложных систем с ядерным реактором»; 
В.В. Ведищев, Р.В. Батищев «Вероятностный под-
ход при управлении технологией как фактор по-
вышения уровня информационной безопасности 
производства листового проката»; Е.В. Кловач, 
В.А. Ткаченко «Производственный контроль как 
элемент управления промышленной безопасно-
стью»; Р.Ш. Хабибулин «Задача управления по-
жарными рисками на объектах топливно-
энергетического комплекса на основе методов оп-
тимизации и искусственного интеллекта»; 
В.К. Мусаев «Численное моделирование сейсмиче-
ских воздействий (волновая теория сейсмической 
безопасности) на десятиэтажное здание с подва-
лом»; О.Б. Байрамов «Вопросы безопасности ГТС 
и управление водохранилищем»; А.Г. Давыдовский 
«Алгоритмы превентивного управления надежно-
стью персонала беспилотных авиационных ком-
плексов»; Д.М. Мельник, Е.А. Куклев «Сценарный 
анализ в управлении безопасностью полетов на 
авиационном предприятии гражданской авиации»; 
Е.А. Куклев «Модель «Спящей катастрофы Ризо-
на» в качестве элемента СУБП в гражданской 
авиации»; А.Н. Фомичев «Методика экономиче-
ской оценки надежности функционирования 
пассажирских транспортных систем»; 
Л.А. Баранов, А.Е. Ермакова, С.Е. Иконников 
«Информационная безопасность систем 
диспетчерского управления на железнодорожном 
транспорте»; А.И. Сафронов, А.С. Иконников 
«Применение методов интеллектуального анализа 
данных к поиску рациональных вариантов 
автоматизированного построения графиков 
движения пассажирских поездов метрополитена»; 
А.Д. Козлов, Н.Л. Нога «Метод оценки риска, свя-
занного с субъективными факторами, в интеллек-
туальных транспортных системах»; 
Л.Ю. Филимонюк «Метод обеспечения 
безопасности сложных систем в условиях 
воздействия неблагоприятных факторов и собы-
тий»; А.А. Воронин, Ю.В. Прус «Математическое 
распознавание аварийных ситуаций с помощью 
систем датчиков и взаимодействие со службами 
экстренного реагирования».  

Следует также отметить целый ряд представ-
ленных на конференции заметных работ, которые, 
несмотря на большое разнообразие тематики, объ-
единяет актуальность рассматриваемых проблем и 
востребованность результатов их решения: 
М.Е. Степанцов «Моделирование конкуренции 

трех акторов, бинарное отношение сил которых 
представляет собой цикл»; М.Г. Фуругян «Алго-
ритмы планирования работ в вычислительных си-
стемах реального времени в условиях неопреде-
ленности»; А.А. Широкий «Учет влияния структу-
ры сложной системы на ее интегральный риск на 
примере задачи оптимального размещения элемен-
тов в простой цепи»; Д.Р. Гончар «Решение мето-
дом ветвей и границ минимаксной задачи состав-
ления расписания с параллельной реализацией»; 
В.А. Еременко, Н.И. Манаенкова «Оценка границ 
безопасного диапазона длины импульсов при 
наклонном зондировании ионосферы»; 
О.Б. Скворцов, В.И. Сташенко «Вибрационная 
прочность и усталость электромеханического обо-
рудования»; К.В. Чернов «Способность 
технического устройства создавать сциентные 
эффекты техногенного воздействия»; А.В. Рожнов 
«О гибридных моделях анализа среды 
функционирования для проектной работы и аудита 
в приложениях многошагового семантического 
анализа профессиональной коммуникации».  

Подробно ознакомиться с представленными 
работами можно в опубликованных в электронном 
виде материалах1, либо на официальном сайте 
конференции: URL: https://iccss2023.ipu.ru/. 

В заключительном слове председательствовав-
ший на конференции д-р техн. наук, профессор 
В.В. Кульба сообщил о планах организации XXXII 
конференции по рассматриваемой тематике, про-
ведение которой планируется в октябре – ноябре 
2024 г. в Институте проблем управления им. В.А. 
Трапезникова РАН. Телефон оргкомитета (495) 
198-17-20, доб. 1407, е-mail: iccss@ipu.ru. Техниче-
ский секретарь конференции – Алла Фариссовна 
Ибрагимова.  
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Abstract. The conference took place in December 2023. Scientific results presented by the con-

ference participants are briefly described below. The conference included the following sections: 

general theoretical and methodological issues of security support; problems of economic and so-

ciopolitical security support; problems of information security support; cybersecurity and security 

aspects in social networks; ecological and technogenic security; modeling and decision-making 

for complex systems security control; automatic systems and means of complex systems security 

support. Special attention was paid to the problems of improving the effectiveness of Russia’s 
national security management processes in the realities of today’s world. In total, 102 authors 

from 41 organizations presented 72 papers at the conference. 
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