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Настоящая статüя преäставëяет собой непо-
среäственное проäоëжение статüи авторов [1], в
которой преäëожен новый поäхоä к опреäеëениþ
среäних веëи÷ин как неäоìинируеìых то÷ек по
спеöиаëüныì отноøенияì преäпо÷тения. Дëя
уäобства ÷итатеëя вна÷аëе кратко привеäеì необ-
хоäиìые äëя äаëüнейøеãо изëожения свеäения из
работы [1].
Пустü иìеется совокупностü X, состоящая из

n ≥ 2 äействитеëüных ÷исеë, называеìых äаëее äан-
ныìи, иëи то÷каìи, и явëяþщихся резуëüтатаìи
изìерения интенсивности некотороãо выäеëенно-
ãо признака:

X = {x1, x2, ..., xn}. (1)

Эти äанные явëяþтся оäнороäныìи в тоì
сìысëе, ÷то изìерения произвоäиëисü по оäной и
той же øкаëе, которая не ìенее соверøенна, ÷еì

øкаëа интерваëов [2]. Упоряäо÷енные соответст-
венно по неубываниþ и невозрастаниþ ìножества

X↑ = 〈x(1), x(2), ..., x(n)〉;  X↓ = 〈x[1], x[2], ..., x[n]〉,

ãäе x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n) и x[1] ≥ x[2] ≥ ... ≥ x[n], поëу-
÷аþтся из совокупности ÷исеë (1) при поìощи со-
ответствуþщих перестановок.
Пустü х — произвоëüное фиксированное ÷ис-

ëо — то÷ка на ÷исëовой пряìой Re. Уäаëенностü
ее от отäеëüной то÷ки xi из ìножества X ìожно
оöенитü расстояниеì yi = |x – xi |. Тоãäа уäаëен-
ностü то÷ки х от совокупности всех то÷ек из ìно-
жества X характеризуется вектороì y = (y1, y2, ..., yn),
составëенныì из таких расстояний. Еãо ìожно
с÷итатü зна÷ениеì векторноãо критерия f(x) =
= ( f1(x), f2(x), ..., fn(x)), ãäе fi(x) = |x – xi |. Обëастüþ
зна÷ений Z этоãо векторноãо критерия явëяется

поëожитеëüный ортант  = [0, +∞)n — ìножест-

во n-ìерных векторов с неотриöатеëüныìи коìпо-
нентаìи. Зна÷ение f(x) = ( f1(x), f2(x), ..., fn(x)) век-
торноãо критерия f, называеìое векторной оöен-
кой то÷ки x, äëя краткости буäеì обозна÷атü также
y = (y1, y2, ..., yn), ãäе yi = fi(x), i ∈ N = {1, 2, ..., n}.

Аннотация. Ранее автораìи быë преäëожен новый поäхоä к опреäеëениþ среäних веëи-
÷ин и иссëеäованы свойства ввеäенных среäних. В настоящей статüе преäставëены новые
свойства таких среäних. Изу÷ен вопрос об устой÷ивости среäних к ìаëыì изìененияì
исхоäных äанных и опреäеëено, какие из них явëяþтся устой÷ивыìи. Рассìотрены сëу-
÷аи, коãäа иìеþтся äанные с повторенияìи, äанные с неопреäеëенностяìи, а также по-
ряäковые äанные. Преäëожен простой и то÷ный анаëити÷еский ìетоä построения ìно-
жества среäних äëя наибоëее интересноãо äëя приëожений сëу÷ая, коãäа øкаëа крите-
риев, по которыì оöенивается бëизостü выäеëенной то÷ки к заäанныì, явëяется øкаëой
первой поряäковой ìетрики. Изëожение сопровожäается простыìи рас÷етныìи приìе-
раìи, иëëþстрируþщиìи основные теорети÷еские резуëüтаты.
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1 Иссëеäования финансироваëисü в раìках ãосуäарствен-
ной поääержки веäущих университетов Российской Феäераöии
«5-100».
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Пустü на ìножестве Z заäано отноøение преä-

по÷тения — строãий ÷асти÷ный поряäок P Γ, ãäе
Γ — инфорìаöия о преäпо÷тениях ЛПР, касаþ-

щаяся уäаëенности: есëи верно y'P Γy'', то то÷ка
y' = f(x') бëиже ко ìножеству зна÷ений векторноãо
критерия Y = {y ∈ Z | y = f(x), x ∈ X }, ÷еì y'' = f(x'' ).

Отноøение P Γ порожäает иìеþщий анаëоãи÷-
ный сìысë отноøение PΓ на ÷исëовой пряìой:

x'PΓx'' ⇔ y'P Γy'', ãäе y' = f(x' ), y'' = f(x'' ). На роëü

наибоëее бëизких к X и преäставëяþщих все ìно-
жество X ìоãут претенäоватü те и тоëüко те то÷-
ки, которые неäоìинируеìы по PΓ. (То÷ка x неäо-

ìинируеìа по PΓ, есëи не существует то÷ки x' та-

кой, ÷то верно x'PΓx.) Есëи ìножество таких то÷ек

GΓ(X ) внеøне устой÷иво (т. е. äëя кажäой äоìи-
нируеìой то÷ки x найäется неäоìинируеìая то÷-
ка x' такая, ÷то верно x'PΓx), то все они буäут

иìеноватüся ПН-среäниìи (среäниìи по Поäи-
новскоìу — Неëþбину), а боëее конкретно (äëя
рассìатриваеìой инфорìаöии Γ) и кратко — среä-
ниìи по PΓ.

Естественно поëаãатü, ÷то преäпо÷тения с уве-
ëи÷ениеì зна÷ений критериев fi убываþт иëи,

иныìи сëоваìи, ÷то критерии жеëатеëüно ìини-
ìизироватü. При отсутствии иной инфорìаöии о
преäпо÷тениях на ìножестве Z преäпо÷тения опи-

сывает отноøение Парето P∅, опреäеëяеìое так:

yP∅z ⇔ (yi ≤ zi, i = 1, 2, ..., n, при÷еì хотя бы оäно

из неравенств явëяется строãиì). Отноøение P∅

порожäает на ÷исëовой пряìой Re отноøение Па-

рето P∅: xP∅x' ⇔ yP∅y'. Оказывается, ÷то среäни-

ìи по P∅ явëяþтся все то÷ки отрезка с конöаìи

x(1) = xi и x(n) = xi, т. е. G∅(X) =  =

= [x(1), x(n)]. Такиì образоì, понятие среäних по P∅

оказывается эквиваëентныì понятиþ среäних по
Коøи [3].
Пустü все критерии иìеþт равнуþ важностü

(инфорìаöия E) [4]. В этоì сëу÷ае уäаëенностü
то÷ки x от ìножества X оöенивается отноøениеì
PE на ÷исëовой пряìой Re. Оно порожäается от-

ноøениеì PE на ìножестве Ren, которое опреäе-
ëяется кажäыì из äвух равносиëüных реøаþщих
правиë:

yPEz ⇔ [y(1) ≤ z(1), y(2) ≤ z(2), ..., y(n) ≤ z(n), 

при÷еì хотя бы оäно из нестроãих неравенств
явëяется строãиì];

yPEz ⇔ [y[1] ≤ z[1], y[2] ≤ z[2], ..., y[n] ≤ z[n],
при÷еì хотя бы оäно из нестроãих неравенств

явëяется строãиì]. (2)

Зäесü ПН-среäниìи (по PE), составëяþщиìи

ìножество GE(X), явëяþтся неäоìинируеìые по
PE то÷ки ÷исëовой пряìой.
Пустü теперü увеëи÷ение уäаëенности то÷ки x

от оäних то÷ек xi не коìпенсируется уìенüøени-
еì ее уäаëенности от äруãих. Это озна÷ает, ÷то ес-
ëи в произвоëüной векторной оöенке y, в которой
yi > yj, заìенитü yi на yi – δ, а yj — на yj + δ, ãäе
δ — поëожитеëüное ÷исëо такое, ÷то yi – δ ≥ yj + δ,
то поëу÷енная такиì образоì векторная оöенка z
буäет преäпо÷титеëüнее, ÷еì исхоäная y. Отноøе-

ние строãоãо преäпо÷тения PEΔ, порожäаеìое та-
кой инфорìаöией на Z, заäается так [5, 6]:

yPEΔz ⇔ (y[1] ≤ z[1], y[1] + y[2] ≤ z[1] + z[2], ...,
..., y[1] + y[2] + ... + y[n] ≤ z[1] + z[2] + ... z[n],
при÷еì хотя бы оäно из неравенств явëяется

строãиì).

Зäесü ПН-среäниìи явëяþтся то÷ки, неäоìи-
нируеìые по PEΔ. Так как PEΔ ⊃ PE ⊃ P∅, то

GEΔ(X) ⊆ GE(X) ⊆ G∅(X) = . Структура ìножества

GE(X) ìожет бытü весüìа сëожной — оно ìожет
состоятü из нескоëüких ÷исëовых проìежутков и
бытü незаìкнутыì и не открытыì. Наприìер, äëя

X = {1, 2, 5, 9, 11} иìееì GE(X) = [1,5; 7,5)∪(8,5; 9,5).

А вот структура ìножества GEΔ(X) оказывается
совсеì простой — это отрезок [α, β], ãäе x(1) ≤ α ≤

≤ β ≤ x(n). Так, есëи X = {1, 2, 5, 9, 11}, то GEΔ(X) =
= [5; 6]. В вырожäенноì сëу÷ае, коãäа α = β, от-
резок [α, β] стяãивается в оäну то÷ку. Дëя рас÷ета
веëи÷ин α и β быëи разработаны спеöиаëüные ре-
øаþщие правиëа [1]. Боëее простое такое правиëо
преäëаãается в § 1.

1. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÂÛÐÀÆÅÍÈß 
ÄËß ÂÅËÈ×ÈÍ a È b

Наì äаëее понаäобится ìножество H = {1,
2, ..., h}, ãäе h = ⎣(n + 1)/2⎦ — öеëая ÷астü ÷исëа
(n + 1)/2. Сëеäуþщее утвержäение позвоëяет äо-

стато÷но просто найти среäнþþ веëи÷ину GEΔ(X) =
= [α, β].
Утверждение 1. Справедливы формулы:

α = (x(p) + x(n + 1 – p)),

β = (x(p) + x(n + 1 – p)). (3)

min
i N∈

max
i N∈

X

X

1
2
--- min

p H∈

1
2
--- max

p H∈
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Доказатеëüство этоãо и сëеäуþщих утвержäе-
ний вынесено в Приëожение.
Форìуëа (3) äает простой и то÷ный анаëити-

÷еский ìетоä нахожäения среäних по PEΔ.
Пример 1. При n = 5 иìееì h = ⎣(n + 1)/2⎦ = 3, так

÷то H = {1, 2, 3}. Дëя X = {1, 2, 7, 8, 11}, поëüзуясü
Утвержäениеì 1, посëеäоватеëüно вы÷исëяеì:

α = 1/2min{x(1) + x(5), x(2) + x(4), x(3) + x(3)} =
= 1/2min{1 + 11, 2 + 8, 7 + 7} =

= 1/2min{12, 10, 14} = 5;

β = 1/2max{x(1) + x(5), x(2) + x(4), x(3) + x(3)} =
= 1/2max{12, 10, 14} = 7;

Такиì образоì, GEΔ(X) = [α, β] = [5, 7]. ♦

2. ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÍ-ÑÐÅÄÍÈÕ

Практи÷ески важныì и теорети÷ески интерес-
ныì преäставëяется вопрос о тоì, наскоëüко сиëü-
но ìоãут изìенятüся среäние веëи÷ины при не-
боëüøоì изìенении исхоäных äанных (1).

Поскоëüку G∅(X) =  = [x(1); x(n)], то ìаëое из-
ìенение веëи÷ин xi ìожет привести ëиøü к ìаëо-
ìу изìенениþ ÷исеë x(1) и x(n), так ÷то ìножество

среäних G∅(X) явëяется устой÷ивыì.
А вот среäняя по PE ìожет бытü неустой÷ивой

в тоì сìысëе, ÷то скоëü уãоäно ìаëое изìенение
(сäвиã) äаже тоëüко оäной из то÷ек в ìножестве X
ìожет привести к «боëüøоìу» изìенениþ ìно-

жества GE(X). Сëеäуþщие приìеры иëëþстрируþт
такуþ возìожностü.
Пример 2. Дëя X = {1, 2, 3} иìееì: GE(X) = [1,5; 2,5].

Оäнако при скоëü уãоäно ìаëоì поëожитеëüноì ÷ис-

ëе ε äëя X ε = {1, 2 – ε, 3} оказывается, ÷то GE(X ε) =
= [1,5 – 0,5ε; 2]. Правая ãраниöа отрезка среäних по PE

изìениëасü сразу на 0,5. ♦

Пример 3. Дëя X = {10, 25, 40, 110} иìееì: GE(X) =
= [25, 60]. Оäнако при скоëü уãоäно ìаëоì поëожитеëü-

ноì ÷исëе ε äëя X ε = {10, 25, 40 + ε, 110} оказывается,

÷то GE(X ε) = [17,5; 60]. В этоì приìере приìе÷атеëüно
еще и то, ÷то ëевая ãраниöа среäних по PE уìенüøиëасü
на 7,5 при тоì, ÷то коорäината оäной из то÷ек ìножес-
тва X увеëи÷иëасü на ε. ♦
Выясниì теперü, устой÷ива ëи среäняя по PEΔ.

Пример 4. В усëовиях приìера 2 иìееì: GEΔ(X) = {2}

и GEΔ(X ε) = [2 – ε; 2]. Зäесü откëонение оäной из то÷ек
ìножества X на ε привоäит к откëонениþ оäной из ãра-
ниö среäних по PEΔ также на ε. ♦

Пример 5. В усëовиях приìера 3 иìееì: GEΔ(X ) =

= [32,5; 60] и GEΔ(X ε) = [32,5 + 0,5ε; 60]. В этоì приìере
откëонение оäной из то÷ек ìножества X на ε привоäит
к откëонениþ оäной из ãраниö среäних по PEΔ на 0,5ε. ♦

Рассìотриì общий сëу÷ай. Пустü ìножество X

то÷ек (1) изìениëосü äо ìножества X ε = {x1 + ε1,
x2 + ε2, ..., xn + εn}, ãäе ε1, ε2, ..., εn — произвоëüные
вещественные ÷исëа.
Утверждение 2. Средняя по PEΔ является устой-

чивой в таком смысле: при изменении множества

точек X до X ε границы множества средних GEΔ(X) =
= [α, β] изменятся не более, чем на величину

max{|ε1|, |ε2|, ..., |εn|}. (4)

Такиì образоì, среäние по P∅ и по PEΔ явëя-
þтся устой÷ивыìи к ìаëыì изìененияì äанных
(1), а среäние по PE ìоãут бытü весüìа неустой÷и-
выìи.

3. ÑËÓ×ÀÉ ÄÀÍÍÛÕ Ñ ÏÎÂÒÎÐÅÍÈßÌÈ

Пустü иìеется совокупностü äанных с повторе-
нияìи: веëи÷ина x1 повторяется β1 раз, веëи÷ина x2

повторяется β2 раз, ..., веëи÷ина xn повторяется βn

раз, т. е. вìесто äанных (1) иìеется табëиöа:

В статистике ÷исëа βi называþтся весаìи, иëи
(абсоëþтныìи) ÷астотаìи, и они испоëüзуþтся äëя
рас÷етов взвеøенных среäних. Наприìер, среäняя
взвеøенная арифìети÷еская расс÷итывается по
форìуëе:

g1(X) = βi xi,

ãäе σ = β1 + β2 + ... + βn.

Все резуëüтаты, поëу÷енные ранее, вкëþ÷ая
опреäеëения ПН-среäних, сразу переносятся и на
этот, боëее общий сëу÷ай, так как ìожно рассìат-
риватü совокупностü веëи÷ин x1, x1, ..., x1 (всеãо
β1 øтук), x2 (всеãо β2 øтук) и т. ä., т. е. преäставитü
äанные из табë. 1 в виäе (1):

.

Оäнако приìенение прежних ìетоäов построе-
ния ПН-среäних зäесü ìожет оказатüся весüìа
обреìенитеëüныì, есëи разìерностü заäа÷и резко
возрастет. Поэтоìу öеëесообразно поëüзоватüся

X

Таблица 1
Äàííûå ñ ïîâòîðåíèÿìè

Зна÷ение xi x1 x2 ... xn

Вес βi β1 β2 ... βn

1
σ
---

i 1=

n

∑

x1 ... x1 x2 ... x2 ... xn ... xn, , , , , , , , ,( )⎭ ⎪ ⎬ ⎪ ⎫ ⎭ ⎪ ⎬ ⎪ ⎫ ⎭ ⎪ ⎬ ⎪ ⎫

β1 β2 βn
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реøаþщиìи правиëаìи, разработанныìи в теории
коëи÷ественной важности критериев с непрерыв-
ной (континуаëüной) øкаëой [6], рассìатривая
натураëüные ÷исëа βi как коëи÷ественные веëи÷и-

ны важности критериев, а вìесто обозна÷ений PE

и PEΔ соответствуþщих отноøений испоëüзоватü

обозна÷ения Pβ и PβΔ.
Дëя форìуëировки указанных правиë äëя век-

торных оöенок y и z ввеäеì в рассìотрение такие
ìножество и веëи÷ины:

W(y, z) = {y1} ∪ {y2} ∪ ... ∪ {yn} ∪ {z1} ∪ {z2} ∪ ...
... ∪ {zn} = {w1, w2, ..., wq}, w1 > w2 > ... > wq;

bk(y) = βi,  bk(z) = βi, 

k = 1, 2, ..., q – 1. (5)

Решающее правило для отношения Pb:

yPβz ⇔ bk(y) ≤ bk(z), k = 1, 2, ..., q – 1, (6)
при÷еì хотя бы оäно из неравенств явëяется

строãиì. 

Решающее правило для отношения PbD:

yPβΔz ⇔ bj(y)(wj – wj + 1) ≤

≤ bj(z)(wj – wj + 1), (7)

k = 1, 2, ..., q – 1,

при÷еì хотя бы оäно из неравенств явëяется стро-
ãиì.
Пример 6. Исхоäные äанные заäаны в табë. 2.

С поìощüþ реøаþщих правиë (6) и (7) сравниì то÷-
ки 5 и 3, иìеþщие векторные оöенки

y = f(5) = (4, 3, 1, 0, 2, 4, 6) и 

z = f(3) = (2, 1, 1, 2, 4, 6, 8).

Зäесü σ = 14, W = (8, 6, 4, 3, 2, 1, 0), так ÷то q = 7.
Дëя сокращения записи с у÷етоì форìуë (5) и (7)

ввеäеì в рассìотрение векторы:

b(y) = (b1(y), b2(y), ..., b6(y)), 

b(z) = (b1(z), b2(z), ..., b6(z));

d(y) = (d1(y), d2(y), ..., d6(y)), 

d(z) = (d1(z), d2(z), ..., d6(z)),

ãäе

dk(y) = bj(y)(wj – wj + 1),  dk(z) = bj(z)(wj – wj + 1),

k = 1, 2, ..., 6.

Соãëасно форìуëаì (5) и (7) иìееì:

b(y) = (0, 1, 6, 7, 9, 13), b(z) = (1, 4, 6, 6, 9, 14);

d(y) = (0, 2, 8, 15, 24, 37), d(z) = (2, 10, 16, 22, 31, 45).

Поскоëüку b1(y) = 0 < b1(z) = 1, но b4(y) = 7 > b1(z) =

= 6, то, соãëасно правиëу (6), неверно ни yPβz, ни zPβy.
Оäнако, так как все øестü неравенств (7) выпоëнены, и

среäи них естü строãое, то верно yPβΔz. ♦
А форìуëу (3) уäобнее испоëüзоватü, преäва-

ритеëüно преäставив äанные с повторенияìи в
виäе (1).
Пример 7. Преäставиì äанные из приìера 6 (из

табë. 2) в виäе (1), äëя уäобства свеäя их в табë. 3, в ко-
торой указаны и ноìера то÷ек i (äëя уäобства ввеäено
обозна÷ение x (i)).

Поëüзуясü форìуëаìи (3), посëеäоватеëüно вы÷ис-
ëяеì:

α = 1/2min{x(1) + x(14), x(2) + x(13), x(3) + x(12), x(4) + x(11),

x(5) + x(10), x(6) + x(9), x(7) + x(8)} = 

= 1/2min{1 + 11, 1 + 9, 2 + 9, 4 + 9, 4 + 7, 4 + 7,
4 + 5} = 1/2min{12, 10, 11, 13, 11, 9} = 4,5;

β = 1/2max{x(1) + x(14), x(2) + x(13), x(3) + x(12), x(4) + x(11),

x(5) + x(10), x(6) + x(9), x(7) + x(8)} = 

= 1/2max{12, 10, 11, 13, 11, 11, 9} = 6,5.

Такиì образоì, GβΔ(X) = [4,5; 6,5]. ♦

4. ÑËÓ×ÀÉ ÄÀÍÍÛÕ Ñ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒßÌÈ

Пустü заäаны не то÷ные äанные — ÷исëа xi, а

äанные с неопреäеëенностяìи . При÷инаìи по-
явëения неопреäеëенности ìоãут бытü оøибки из-
ìерения, окруãëение äанных, их ãруппировки и т. ä.
Есëи эти äанные — сëу÷айные веëи÷ины ,

то критерии оказываþтся функöияìи сëу÷айных

веëи÷ин: (x) = |x – |. Есëи известны распре-

äеëения вероятностей сëу÷айных веëи÷ин , то
ìожно перейти к ìатеìати÷ескиì ожиäанияì

(x) = E[ (x)]. В ÷астности, есëи сëу÷айная ве-

i:yi wk≥
∑

i:zi wk≥
∑

j 1=

k

∑

j 1=

k

∑

Таблица 2
Äàííûå ê ïðèìåðó 6

Зна÷ение xi 1 2 4 5 7 9 11

Вес βi 2 1 4 1 2 3 1

j 1=

k

∑
j 1=

k

∑

Таблица 3
Äàííûå ê ïðèìåðó 7

Ноìер i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Зна÷е-
ние x (i)

1 1 2 4 4 4 4 5 7 7 9 9 9 11

xi
∼

xi
∼

fi
∼

xi
∼

xi
∼

fi fi
∼
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ëи÷ина  иìеет равноìерное распреäеëение на
отрезке [ai, bi] (наприìер, всëеäствие окруãëения
äанных), то

(x) =

= (8)

Вывоä этой форìуëы привеäен в Приëожении.
График функöии (8) преäставëен на рисунке.
Есëи известны тоëüко ìножества Xi возìожных

зна÷ений äанных, то ìожно воспоëüзоватüся оä-
ниì из принöипов принятия реøений при неоп-
реäеëенности [7]. Дëя принöипа неäостато÷ноãо
основания, соãëасно котороìу распреäеëения ве-
роятностей на ìножестве Xi приниìаþтся равно-

ìерныìи, поëу÷аеì (x) = E[ (x)] äëя этих рас-

преäеëений. Дëя принöипа ìаксиìина поëу÷аеì
(x) = |x – xi |. Есëи ìножество Xi естü отрезок

[ai, bi], то, как ëеãко виäетü,

(x) = (9)

Можно испоëüзоватü и общепринятый в ста-
тистике приеì — заìенитü отрезки [ai, bi] их сере-

äинаìи — то÷каìи (ai + bi), и тоãäа критерияìи

буäут функöии

(x) = . (10)

Графики функöий (9) и (10) преäставëены на
рисунке.
Такиì образоì, заäа÷а форìаëüно оказывается

привеäенной в раìки рассìотренноãо ранее сëу-
÷ая то÷ных äанных xi. Вопрос о тоì, какой из воз-
ìожных способов такоãо привеäения ëу÷øе при-
ìенятü при реøении той иëи иной прикëаäной
заäа÷и, требует спеöиаëüных иссëеäований. Оäна-
ко ìожно сразу указатü сëеäуþщее:

верно равенство (x) = (x) + (bi – ai); по-

этоìу есëи äëины всех интерваëов равны, то все
соответствуþщие ПН-среäние буäут равныìи;

поскоëüку (x) и (x) вне отрезка [ai, bi] рав-

ны, то при «небоëüøих» äëинах этих отрезков по
сравнениþ с разìахоì веëи÷ин äанных bn – a1

соответствуþщие ПН-среäние буäут отëи÷атüся
«не сиëüно».

Обозна÷иì ÷ерез GE(X, f ) и GEΔ(X, f ) ìножество
среäних по PE и, соответственно, по PEΔ то÷ек при
испоëüзовании функöии f(x) = ( f1(x), ..., fn(x)) в ка-
÷естве вектора расстояний от то÷ки x äо отрезков
ìножества X.
Пример 8. Опреäеëиì ПН-среäнее по PE äëя X =

= {1, [2 – ε; 2 + ε], 5}. Зäесü крайние то÷ки 1 и 5 извес-
тны то÷но, а то÷ка 2 изìерена с поãреøностüþ ε > 0.

При испоëüзовании функöии расстояний (x) по-

ëу÷аеì среäнее GE(X, f c) = [1,5; 3].

При испоëüзовании функöии расстояний (x), по

сравнениþ с функöией (x), к расстояниþ äо изìе-
ренной с поãреøностüþ то÷ки äобавëяется константа ε.
В резуëüтате поëу÷аеì среäнее

GE(X, f *) = 

При испоëüзовании функöии расстояний (x) поëу-

÷аеì среäнее

GE(X, ) = ♦

Коãäа äëины всех интерваëов равны, наприìер,
коãäа все то÷ки из ìножества X изìерены с оäи-
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fi
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Рис. Графики функций y = (x), y = (x) и y = (x) 

(вне отрезка [ai, bi] ãрафики äвух посëеäних функöий совпа-
äаþт)

fi* fi fi
c

fi
c

fi*

fi
c

1; 1 ε )+[ 1,5 1
2
---ε; 3+∪ 0 ε 1,< <,

1; 3[ ] ε 1.≥,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

fi

f
1; 1 ε )+[ 1,5; 3[ ]∪ 0 ε 0,5,< <,
1; 3[ ] ε 0,5.≥,⎩

⎨
⎧



МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 2 • 2021

наковой поãреøностüþ, оказывается, ÷то ПН-среä-
ние по PE совпаäаþт при ëþбых из рассìотрен-

ных функöиях расстояний: GE(X, f *) = GE(X, ) =

=GE(X, f c). Это сëеäует из тоãо, ÷то (x')≤ (x'' ) ⇔

⇔ (x' ) ≤ (x'' ) ⇔ (x' ) ≤ (x'' ) äëя ëþбых то-

÷ек x' и x'', а также (x) ≤ (x) ⇔ (x) ≤ (x) ⇔

⇔ (x) ≤ (x) äëя ëþбых ноìеров i и j из ìно-

жества {1, ..., n}. Поэтоìу отноøения PE, опреäе-
ëяеìые правиëаìи (2), совпаäаþт äëя указанных
трех функöий расстояний.
При равных äëинах интерваëов ПН-среäние

по PEΔ ìоãут отëи÷атüся äëя функöии расстояний

(x), как показано в сëеäуþщеì приìере.

Пример 9. Опреäеëиì ПН-среäнее по PEΔ äëя X =

= {[1 – ε; 1 + ε], [2 – ε; 2 + ε], [5 – ε; 5 + ε]}. Зäесü все
то÷ки изìерены с оäинаковой поãреøностüþ ε > 0.

При испоëüзовании функöии расстояний (x) по-

ëу÷аеì среäнее GEΔ(X, f c) = [2; 3].

При испоëüзовании функöии расстояний (x) поëу-

÷аеì среäнее

GEΔ(X, ) = 

Заìетиì, ÷то в этоì приìере при увеëи÷ении ε ëевая
ãраниöа отрезка ПН-среäних по PEΔ переìестиëасü из

ìеäианы в среäнее арифìети÷еское. ♦

5. ÑËÓ×ÀÉ ÏÎÐßÄÊÎÂÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Пустü øкаëа, в которой изìерены äанные, об-
разуþщие ìножество X = {x1, x2, ..., xn}, явëяется
поряäковой. Уäаëенностü («расстояние») δ(x', x'' )
то÷ки x' от то÷ки x'', среäи которых естü то÷ка
из ìножества X, буäеì оöениватü ÷исëоì øаãов
«по ко÷каì» — то÷каì из ìножества X. Пустü
f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)), ãäе fi(x) = δ(x, xi). Зäесü
иìеет сìысë рассìатриватü тоëüко ПН-среäние
по P∅ и PE.

Утверждение 3. Средними по P∅ являются все за-

данные точки, и только они: G∅(X) = X.
Утверждение 4. При нечетном n медиана μX =

=  является и средней по PE, а при четном n

средними по PE являются точки  и . Если

в множестве X нет совпадающих точек, то указан-
ные одна точка (при нечетном n) или две точки (при

четном n) исчерпывают множество средних GE(X).
Пример 10. Пустü n = 3 и x1 < x2 < x3 (ìожно записатü

ëþбые ÷исëа, уäовëетворяþщие этиì неравенстваì).
Обозна÷иì ÷ерез x0, x12, x23 и x4 произвоëüные то÷ки, ëе-

жащие соответственно ëевее x1, ìежäу x1 и x2, ìежäу x2

и x3 и правее x3. Тоãäа

f(x0) = (1, 2, 3),  f(x1) = (0, 1, 2), f(x12) = (1, 1, 2),

f(x2) = (1, 0, 1),  f(x23) = (2, 1, 1),  f(x3) = (2, 1, 0),

f(x4) = (3, 2, 1).

Множество то÷ек, неäоìинируеìых по P∅, естü X =

= {x1, x2, x3}. Даëее:

f↑(x1) = (0, 1, 2),  f↑(x2) = (0, 1, 1),  f↑(x3) = (0, 1, 2),

и поэтоìу еäинственной неäоìинируеìой по PE то÷кой

явëяется μX = x2. ♦

Пример 11. Пустü n = 3 и x1 = x2 < x3. Анаëоãи÷но

приìеру 10, ìожно убеäитüся в тоì, ÷то ìножество то-
÷ек, неäоìинируеìых по P∅, естü X = {x1, x2, x3} и äвуìя

неäоìинируеìыìи по PE то÷каìи явëяþтся x1 и x2. ♦

Пример 12. Пустü n = 4 и x1 < x2 < x3 < x4. Испоëüзуя

обозна÷ения, анаëоãи÷ные обозна÷енияì из приìера 10,
иìееì:

f(x0) = (1, 2, 3, 4),  f(x1) = (0, 1, 2, 3),

f(x12) = (1, 1, 2, 3),  f(x2) = (1, 0, 1, 2),

f(x23) = (2, 1, 1, 2),  f(x3) = (2, 1, 0, 1),

f(x34) = (3, 2, 1, 1),  f(x4) = (3, 2, 1, 0),

f(x5) = (4, 3, 2, 1).

Множество неäоìинируеìых по P∅ то÷ек естü X =

= {x1, x2, x3, x4}. Даëее:

f↑(x1) = (0, 1, 2, 3), f↑(x2) = (0, 1, 1, 2), 

f↑(x3) = (0, 1, 1, 2),  f↑(x4) = (0, 1, 2, 3),

и поэтоìу неäоìинируеìыìи по PE то÷каìи явëяþтся x2

и x3. ♦

Пример 13. Пустü n = 5 и x1 = x2 < x3 < x4 < x5. Тоãäа

f(x1) = f(x2) = (0, 0, 1, 2, 3),  f(x3) = (1, 1, 0, 1, 2),

f(x4) = (2, 2, 1, 0, 1),  f(x5) = (3, 3, 2, 1, 0).

f↑(x1) = f↑(x2) = (0, 0, 1, 2, 3),  f↑(x3) = (0, 1, 1, 1, 2),

f↑(x4) = (0, 1, 1, 2, 2),  f↑(x5) = (0, 1, 2, 3, 3).

Зäесü неäоìинируеìыìи по PE то÷каìи явëяþтся x1, x2

и ìеäиана x3. ♦

f
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Мноãокритериаëüный поäхоä к опреäеëениþ
среäних оказаëся эффективныì äëя саìых разëи÷-
ных виäов исхоäных äанных, в тоì ÷исëе äанных
с неопреäеëенностяìи и поряäковых äанных.
Среäи ввеäенных такиì образоì среäних наи-

боëее перспективныìи äëя практи÷ескоãо приìе-
нения явëяþтся среäние по PEΔ: ìножество таких

среäних GEΔ(X) иìеет простуþ структуру (явëяется
отрезкоì виäа [α, β]) и устой÷иво к ìаëыì изìе-
ненияì исхоäных äанных. Кроìе тоãо, разработан
простой и то÷ный анаëити÷еский ìетоä построе-

ния ìножества GEΔ(X): найäены форìуëы äëя рас-
÷ета ãраниö отрезка — веëи÷ин α и β. Дëя упро-
щенноãо приìенения указанной среäней отрезок
[α, β] ìожно преäставëятü оäной то÷кой — еãо се-
реäиной γ = 1/2 (α + β), которуþ ìожно назватü
сконцентрированной, иëи стянутой средней (по PEΔ).

Отìетиì также принöипиаëüное отëи÷ие ìно-
ãокритериаëüноãо поäхоäа к опреäеëениþ понятия
среäней от поäхоäа, разработанноãо в теории аã-
реãируþщих функöий (aggregation function) [8], в
которой поä среäней пониìается такое зна÷ение
÷исëовой функöии n переìенных xi, обëаäаþщей
заранее заäанныìи спеöиаëüныìи свойстваìи
(наприìер, сиììетри÷ностüþ, ìонотонностüþ по
кажäой переìенной и т. ä.), которое наибоëее бëиз-
ко в опреäеëенноì сìысëе ко ìножеству X.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о утвержäения 1. Ввеäеì в рас-
сìотрение функöии σk(x) = f[1](x) + f[2](x) + ... + f[k](x),

k = 1, 2, ..., n. В статüе [1] выяснено, ÷то эти функöии
явëяþтся выпукëыìи кусо÷но-ëинейныìи и их то÷ки
ìиниìуìа на ÷исëовой пряìой Re составëяþт отрезки
Mk = [ak, bk] (но некоторые отрезки стяãиваþтся в оäну

то÷ку). Оказывается, ÷то α = bk, β = ak.

Лемма 1. Координаты концов отрезков Mk = [ak, bk]

можно выразить аналитически через координаты точек
из множества X:

для нечетных

k = 2p – 1, p = 1, ..., h1: 

Mk = {1/2(x(p) + x(n + 1 – p))}; (П1)

для четных

k = 2p, p = 1, ..., h2: Mk = [1/2(x(p) + x(n – p)); 

1/2(x(1 + p) + x(n + 1 – p))], (П2)

где h1 = ⎣(n + 1)/2⎦ — целая часть числа (n + 1)/2,

h2 = ⎣n/2⎦ — целая часть числа n/2.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ëеììы 1. Суììа σk(x) вкëþ÷ает

в себя расстояния от то÷ки x äо l(x) крайних сëева (на
÷исëовой оси) и äо r(x) крайних справа то÷ек ìноже-
ства X. При этоì ÷исëа l(x) и r(x) — öеëые, неотриöа-
теëüные, в суììе равные k. Функöия σk(x) сна÷аëа при

l(x) < r(x) убывает, а потоì при l(x) > r(x) возрастает.
В проìежуто÷ных поëожениях x* функöия приниìает
ìиниìаëüные зна÷ения. Рассìотриì их äетаëüно.

Дëя не÷етных k = 2p – 1, ãäе p = 1, ..., h1, ÷исëа l(x)

и r(x) не ìоãут бытü равны и поэтоìу ìиниìуì функ-
öии нахоäится в оäной то÷ке x*, сëева от которой
l(x* – ε) < r(x* – ε), а справа l(x* + ε) > r(x* + ε), ãäе
ε > 0. Такая то÷ка x* нахоäится ровно посереäине ìеж-
äу p-й то÷кой сëева и p-й то÷кой справа, так как в этоì
сëу÷ае выпоëняется усëовие r(x* – ε) ≥ p > l(x* – ε) и
l(x* + ε) ≥ p > r(x* + ε). Сëеäоватеëüно, форìуëа (П1)
верна.

Дëя ÷етных k = 2p, ãäе p = 1, ..., h2, ìножество Mk —

отрезок, на котороì l(x*) = r(x*) = p. Покажеì, ÷то ëевая
ãраниöа этоãо отрезка — то÷ка  — нахоäится посе-

реäине ìежäу p-й то÷кой сëева и (p + 1)-й то÷кой спра-
ва. Дëя нее выпоëняется усëовие r(  – ε) ≥ p + 1 и

l(  + ε) ≥ p. Покажеì, ÷то правая ãраниöа этоãо от-

резка — то÷ка  — нахоäится посереäине ìежäу

(p + 1)-й то÷кой сëева и p-й то÷кой справа. Дëя нее вы-
поëняется усëовие r(  – ε) ≥ p и l(  + ε) ≥ p + 1.

Сëеäоватеëüно, Mk = [ , ] и форìуëа (П2) верна.

Леììа 1 äоказана поëностüþ. •
Отìетиì пряìые сëеäствия из форìуë (П1) и (П2):
— при не÷етных k отрезки Mk вырожäаþтся в то÷ки;

в ÷астности, M1 естü öентраëüная то÷ка 1/2(x(1) + x(n));

— Mn при ëþбоì n явëяется ìеäианой:

при не÷етноì k = n = 2p – 1, p = h1: x(p) = x(n + 1 – p);

при ÷етноì k = n = 2p, p = h2: x(p) = x(n – p); x(1 + p) =

= x(n + 1 – p).

Покажеì, ÷то äëя опреäеëения ãраниö α и β из фор-
ìуë (П1) и (П2) äостато÷но испоëüзоватü тоëüко фор-
ìуëу (П1).

Поскоëüку h1 ≥ h2 и x(p) + x(n+1–p) ≤ x(1+p) + x(n+1–p),

то b2p – 1 ≤ b2p äëя всех p = 1, ..., h2. Сëеäоватеëüно, äëя

опреäеëения α = bk äостато÷но рассìотретü тоëüко

÷исëа bk с не÷етныì инäексоì k.

Поскоëüку h1 ≥ h2 и x(p) + x(n + 1 – p) ≥ x(p) + x(n – p), то

a2p – 1 ≥ a2p äëя всех p = 1, ..., h2. Сëеäоватеëüно, äëя оп-

реäеëения β = ak также äостато÷но рассìотретü

тоëüко ÷исëа ak с не÷етныì инäексоì k.

Форìуëы (3) поëу÷аþтся путеì простых аëãебраи÷ес-
ких преобразований из форìуëы (П1). Утвержäение 1
äоказано. ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 2. Докажеì сна÷а-
ëа вспоìоãатеëüное утвержäение.
Лемма 2. Пусть первая по порядку точка в множестве

X ε имеет смещение относительно первой по порядку точ-
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ки в множестве X на величину δ1, вторая по порядку на ве-

личину δ2 и т. д. Тогда выполняется неравенство

max{|δ1|, |δ2|, ..., |δn|} ≤ max{|ε1|, |ε2|, ..., |εn|}. (П3)

Доказатеëüство ëеììы 2. Вна÷аëе äокажеì справеä-
ëивостü неравенства (П3) äëя сëу÷ая äвух то÷ек x1 < x2.

При сохранении поряäка то÷ек в X ε выражение (П3) вы-
поëняется как равенство. Пустü поряäок то÷ек изìениë-
ся, т. е. x1 + ε1 > x2 + ε2.

При |ε1| ≥ |ε2| неравенство справеäëиво тоëüко при

ε1 > 0. Тоãäа:

из (x2 + ε2) – x1 < ε1 = |ε1| и x1 – (x2 + ε2) < –ε2 < |ε1|

сëеäует |δ1| < |ε1|;

из (x1 + ε1) – x2 < ε1 = |ε1| и x2 – (x1 + ε1) < –ε2 < |ε1|

сëеäует |δ2| < |ε1|.

При |ε1| < |ε2| неравенство справеäëиво тоëüко при

ε2 < 0. Тоãäа:

из (x2 + ε2) – x1 < ε1 < |ε2| и x1 – (x2 + ε2) < –ε2 = |ε2|

сëеäует |δ1| < |ε2|;

из (x1 + ε1) – x2 < ε1 < |ε2| и x2 – (x1 + ε1) < –ε2 = |ε2|

сëеäует |δ2| < |ε2|.

Дëя äвух то÷ек выражение (П3) äоказано. Еãо сìысë
закëþ÷ается в сëеäуþщеì. Вìесто ìножества то÷ек

X ε = {x1 + ε1, x2 + ε2}, в котороì поряäок то÷ек изìе-

ниëся по сравнениþ с ìножествоì X, ìожно рассìот-

ретü ìножество то÷ек X δ = {x1 + δ1, x2 + δ2}, в котороì

поряäок то÷ек не изìениëся по сравнениþ с ìножест-

воì X. При этоì ìножества то÷ек X ε и X δ совпаäаþт:
x1 + ε1 = x2 + δ2, x2 + ε2 = x1 + δ1. Но ìаксиìаëüное сìе-

щение то÷ек в ìножестве X δ по сравнениþ с ìножест-
воì X не превыøает ìаксиìаëüноãо сìещения то÷ек в

ìножестве X ε по сравнениþ с ìножествоì X.
Доказанное äëя äвух то÷ек ìожно обобщитü сëеäуþ-

щиì образоì. Сна÷аëа рассìотриì изìенение n то÷ек

ìножества X на ìножестве X ε, в котороì изìениëся по-
ряäок äвух сосеäних то÷ек. Дëя этоãо сëу÷ая выражение
(П3) сохраняется, так как äëя остаëüных, не перестав-
ëенных, то÷ек xi выпоëняется равенство δi = εi. Затеì

рассìотриì произвоëüнуþ перестановку то÷ек при из-

ìенении n то÷ек ìножества X на ìножестве X ε. Пос-
коëüку произвоëüная перестановка посëеäоватеëüности
эëеìентов ìожет бытü поëу÷ена посëеäоватеëüной пе-
рестановкой пар сосеäних ее эëеìентов, то выражение
(П3) сохранится и в этоì общеì сëу÷ае. Леììа 2 äока-
зана. •

Из ëеììы 2 сëеäует, ÷то äëя äоказатеëüства утверж-
äения 2 äостато÷но рассìотретü сëу÷ай, коãäа изìене-
ние коорäинат то÷ек из ìножества X не ìеняет поряäок

этих то÷ек в ìножестве X ε. Так как при изìенении по-
ряäка, соãëасно (П3), оöенка сверху (4) не ухуäøается.

Соãëасно Утвержäениþ 1, ãраниöы α и β отрезка

среäних GEΔ(X) выражаþтся анаëити÷ески ÷ерез коорäи-

наты то÷ек xi по форìуëаì (3), из которых сëеäует спра-

веäëивостü оöенок äëя изìенения зна÷ений ÷исеë α и β:

Δα ≤ (|ε(p)| + |ε(n + 1 – p)|) ≤ max{|ε1|, |ε2|, ..., |εn|};

Δβ ≤ (|ε(p)| + |ε(n + 1 – p)|) ≤ max{|ε1|, |ε2|, ..., |εn|}.

Сëеäоватеëüно, оöенка сверху (4) верна. ♦
Вы в о ä  форìуëы (8).
Есëи x ≤ ai, то

E[ (x)] = (t – x)  = (ai + bi) – x,

ãäе t — переìенная интеãрирования. Есëи x ≥ bi, то

E[ (x)] = (x – t)  = x – (ai + bi).

Есëи ai < x < bi, то

E[ (x)] = (x – t)  + (t – x)  =

= (x2 – x(ai + bi) + (  + )). ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 3. Докажеì сна÷а-
ëа, ÷то ëþбая то÷ка x ∉ X явëяется äоìинируеìой по P∅.

Есëи x < x(1), то справеäëиво x(1)P∅ x, так как fi(x) =

= fi(x(1)) + 1, i = 1, ..., n.

Есëи x > x(n), то справеäëиво x(n)P∅ x, так как fi(x) =

= fi(x(n)) + 1, i = 1, ..., n.

Есëи x(k) < x < x(k + 1), ãäе k = 1, ..., n – 1, то справеä-

ëиво как x(k)P∅ x, так и x(k + 1)P∅ x. Покажеì тоëüко, ÷то

x(k)P∅ x: äëя i = 1, ..., k выпоëняется fi(x) = fi(x(k)) + 1, а

äëя i = k + 1, ..., n выпоëняется fi(x) = fi(x(k)).

Такиì образоì, ëþбая то÷ка, не принаäëежащая
ìножеству X, äоìинируеìа по P∅ бëижайøиìи сëева и

справа (есëи такие естü) то÷каìи из ìножества X.
Остаëосü äоказатü, ÷то кажäая то÷ка из X неäоìи-

нируеìа по P∅ äруãиìи то÷каìи из ìножества X. Дëя

кажäой то÷ки x(k), k = 1, ..., n, выпоëняется равенство

fk(x(k)) = 0. Дëя äруãой то÷ки x(m), m = 1, ..., n, m ≠ k, ра-

венство fk(x(m)) = 0 верно тоëüко тоãäа, коãäа она совпа-

äает с то÷кой x(k), в противноì сëу÷ае äоëжно выпоë-

нятüся неравенство fk(x(m)) > 0. Поëу÷ается, ÷то то÷ка x(k)

не ìожет бытü äоìинируеìа по P∅ не совпаäаþщиìи с

ней то÷каìи x(m) из ìножества X, так как fk(x(k)) < fk(x(m)).

Есëи же то÷ки x(k) и x(m) совпаäаþт, то ни оäна из них

не ìожет äоìинироватü по P∅ äруãуþ. Утвержäение 3

äоказано. ♦
Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 4. Есëи в ìноже-

стве X нет совпаäаþщих то÷ек, то äëя произвоëüной то÷-
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ки x(k), k = 1, ..., n, ìожно записатü в общеì виäе век-

торнуþ оöенку

f(x(k)) = (k, k – 1, k – 2, ..., 2, 1, 0, 1, 2, ..., 

n – k – 1, n – k).

Отсþäа сразу виäно, ÷то äëя указанных в утвержäе-
нии 4 то÷ек  (при не÷етноì n) иëи  и 

(при ÷етноì n) упоряäо÷енные векторные оöенки f↑(x(k))

буäут ëу÷øе по P∅, ÷еì äëя всех остаëüных то÷ек ìно-

жества X.
В сëу÷ае, коãäа совпаäения естü, указанные в утверж-

äении 4 то÷ки также буäут неäоìинируеìы по PE, так

как они иìеþт наиìенüøие ìаксиìаëüные зна÷ения
f(n)(x). Но поìиìо них, неäоìинируеìыìи по PE ìоãут

бытü и äруãие то÷ки (сì. приìер 13). Утвержäение 4 äо-
казано. ♦
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Abstract. In a recent paper by the authors (see Control Sciences 2020, no. 5), a new approach
to determining means was proposed, and some of their properties were investigated. Being a
direct continuation, this paper presents new properties of the means. Their stability to small
changes in the initial data is studied, and stable means are identified. The cases of data with
repetitions, data with uncertainty, and ordinal data are considered. A simple and accurate an-
alytical method for constructing a set of means is suggested in the applications-relevant case
when the closeness of a point to the given ones is estimated using the first ordinal metric scale
of criteria. The presentation is accompanied by simple calculation examples that illustrate the
main theoretical results.
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