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Метоä анаëиза иерархий — МАИ (the analytic
hierarchy process — AHP) [1, 2] — оäин из саìых из-
вестных ìетоäов реøения практи÷еских ìноãо-
критериаëüных заäа÷ саìоãо разëи÷ноãо характера
и сëожности. Он äекëарируется как ìетоä коëи-
÷ественноãо изìерения ìноãокритериаëüных преä-
по÷тений в øкаëе отноøений [1—3]. Метоä и еãо
приëожения описываþтся во ìножестве пубëика-
öий — обзорах, ìоноãрафиях, нау÷ных статüях, а
также работах, попуëяризируþщих этот ìетоä (сì.,
наприìер, [3—12]). Он äавно реаëизован в ряäе
коìпüþтерных систеì поääержки принятия ре-
øений, из которых саìая известная Expert Choice
[13, 14].

Разбору и развитиþ МАИ посвящено ìноãо ра-
бот (сì. обзоры в работах [15—17]). В нау÷ных
журнаëах («Omega», «Management Science» и äр.)
провоäиëисü äискуссии с анаëизоì еãо ìетоäоëо-
ãи÷еских äостоинств и неäостатков. Оäнако не бы-
ëо привеäено приìера, который бы наãëяäно по-
казаë, ÷то из-за неäостатков в теорети÷еской базе
ìетоäа он ìожет привоäитü к явно неверныì ре-
зуëüтатаì. На необхоäиìостü построения такоãо
приìера, то÷нее, контрприìера, Б.Г. Миркин ука-
заë оäноìу из авторов статüи. Цеëü настоящей ста-
тüи — привести оäин из контрприìеров, построен-
ных автораìи, и выявитü конкретнуþ при÷ину по-
ëу÷ения неверноãо резуëüтата при поìощи МАИ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÐÅØÅÍÈÅ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÀÍÀËÈÇÀ ÈÅÐÀÐÕÈÉ

Рассìатривается заäа÷а с äвуìя критерияì f
1
 и

f
2
, иìеþщиìи общуþ øкаëу; во ìножестве øкаëü-

ных оöенок иìеþтся оöенки:

e — отëи÷но (excellent),  g — хороøо (good),
m — посреäственно (mediocre).

Иìеþтся ÷етыре варианта x1
, x

2, x3 и x4 с век-
торныìи оöенкаìи y = f(x) = ( f

1
(x), f

2
(x)):

y
1 = f(x1) = (e, g);  y2 = f(x2) = (m, e);

y
3 = f(x3) = (g, g);  y4 = f(x4) = (e, m).

Требуется ранжироватü варианты по преäпо÷-
титеëüности иëи же выбратü наиëу÷øий (опти-
ìаëüный) вариант.

Рассìотриì реøение заäа÷и ìетоäоì анаëиза
иерархий. Варианты сравниваþтся с поìощüþ аä-
äитивной функöии öенности сëеäуþщеãо виäа:

h(x) = w
1
p

1
(x) + w

2
p

2
(x), (1)

ãäе w
1
 и w

2
 — приоритеты критериев f

1
 и f

2
 (их от-

носитеëüные веса), p
1
(x) и p

2
(x) — приоритеты ва-

рианта x относитеëüно критериев f
1
 и f

2
 соответ-

ственно. Веëи÷ина h(x) называется интеãраëüныì
приоритетоì варианта x. Наиëу÷øиì с÷итается
вариант с наибоëüøиì интеãраëüныì приорите-
тоì. Ранжирование вариантов по преäпо÷титеëü-

Рассìотрено основное поëожение ìетоäа анаëиза иерархий, закëþ÷аþщееся в тоì, ÷то
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ности осуществëяется соãëасно их интеãраëüныì
приоритетаì.

Приоритеты критериев w
1
 и w

2
 и приоритеты

вариантов p
1
 и p

2
 äëя функöии (1) оöениваþтся ìе-

тоäоì коëи÷ественных парных сравнений, испоëü-
зуþщиì понятие собственноãо вектора ìатриöы
оöенок степеней превосхоäства в важности иëи
преäпо÷тении [1—3, 12].

Преäпоëожиì, ÷то оба критерия иìеþт оäина-
ковуþ важностü, т. е. ìатриöа резуëüтатов парных
сравнений критериев по важности иìеет виä:

A = ,

правый собственный норìированный вектор ко-
торой, соответствуþщий ее ìаксиìаëüноìу соб-
ственноìу ÷исëу 2, естü вектор приоритетов кри-
териев w = (1/2, 1/2). Этот вектор, коне÷но, ëеãко
поëу÷итü и непосреäственно из инфорìаöии о
равноважности критериев.

Пустü, в соответствии с äопущениеì МАИ об
изìерении преäпо÷тений в øкаëе отноøений,
a — степенü превосхоäства в преäпо÷титеëüности
øкаëüной оöенки e наä оöенкой g и b — степенü
превосхоäства в преäпо÷титеëüности øкаëüной
оöенки g наä оöенкой m. Разуìеется, a > 1 и b > 1.
Степенü превосхоäства оöенки e наä оöенкой m
равна a•b. Схеìати÷ески это преäставëено на
рис. 1.

Тоãäа соãëасованные ìатриöы парных сравне-
ний вариантов по преäпо÷титеëüности относи-
теëüно первоãо и второãо критериев äоëжны вы-
ãëяäетü (в табëи÷ноì преäставëении) так, как по-
казано в табëиöе.

Дëя этих ìатриö поëу÷аеì сëеäуþщие векторы
приоритетов как их правые собственные норìиро-
ванные векторы, соответствуþщие их ìаксиìаëü-
ноìу собственноìу ÷исëу 4 (векторы приоритетов
ëеãко вы÷исëитü и непосреäственно с у÷етоì за-
äанных степеней превосхоäства):

(p
1
(x1), p

1
(x2), p

1
(x3), p

1
(x4)) = ,

, , ;

(p
2
(x1), p

2
(x2), p

2
(x3), p

2
(x4)) = ,

, , .

Выясниì, как ìоãут соотноситüся по преäпо÷-

титеëüности варианты x2 и x4, äëя ÷еãо найäеì раз-
ностü их интеãраëüных приоритетов:

h(x2) – h(x4) =  –

–  =

= .

Поскоëüку эта разностü при ëþбых a, b > 1 по-

ëожитеëüна, то, соãëасно МАИ, вариант x2 преä-

по÷титеëüнее варианта x4.

Вариант x2 буäет с÷итатüся боëее преäпо÷титеëü-

ныì, ÷еì вариант x1, есëи окажется, ÷то h(x2) > h(x1),
т. е. есëи буäет выпоëнятüся неравенство

 >

> 

иëи

ab(1 + ab) + b + 1 > b2(3a + 1).

Дëя тоãо ÷тобы веëи÷ины a, b и ab ëежаëи на
рекоìенäуеìой в МАИ øкаëе оöенок степеней
превосхоäства {1, ..., 9}, ìожно взятü оäну из сëе-
äуþщих трех коìбинаöий зна÷ений параìетров a

1 1
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⎜ ⎟
⎛ ⎞

Рис. 1. Представление степеней превос-
ходства в предпочтительности согласно
методу анализа иерархий
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и b: a = 3, b = 2; a = 3, b = 3; a = 4, b = 2. Так, äëя
a = 3, b = 3 иìееì:

(p
1
(x1), p

1
(x2), p

1
(x3), p

1
(x4)) = ;

(p
2
(x1), p

2
(x2), p

2
(x3), p

2
(x4)) = ;

h(x1) =  ≅ 0,298;

h(x2) =  ≅ 0,304;

h(x3) =  ≅ 0,162;

h(x4) =  ≅ 0,236.

Такиì образоì, при a = b = 3 (а также при a = 3,
b = 2 иëи a = 4, b = 2) оптиìаëüныì оказывается

вариант x2, а ранжировка (упоряäо÷ение по преä-
по÷титеëüности) всех вариантов схеìати÷ески
преäставëена на рис. 2.

2. ÀÍÀËÈÇ ÏÎËÓ×ÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Есëи вниìатеëüно посìотретü на сравниваеìые
варианты и у÷естü сиììетриþ преäпо÷тений (рав-
ную важность критериев, иìеþщих общую шкалу),
то станет интуитивно соверøенно ясно, ÷то вари-

ант x2 с векторной оöенкой (m, e) не может с÷и-

татüся более предпочтительным, ÷еì вариант x
4,

иìеþщий векторнуþ оöенку (e, m): они äоëжны
поëаãатüся оäинаковыìи по преäпо÷титеëüности
(безразëи÷ныìи).

Даëее, вариант x
2 не может рассìатриватüся

как наилучший (при ëþбых a > 1 и b > 1): он äоëжен

с÷итатüся ìенее преäпо÷титеëüныì, ÷еì вариант x1.
Действитеëüно, в сиëу той же сиììетрии преäпо÷-

тений вариант x1 с векторной оöенкой (e, g) äоë-
жен с÷итатüся безразëи÷ныì с некоторыì ãипоте-

ти÷ескиì вариантоì x
5, иìеþщиì векторнуþ

оöенку (g, e). А посëеäний явно ëу÷øе варианта x2

с векторной оöенкой (m, e), так как оöенки e по
второìу критериþ у них оäинаковы, а по первоìу

критериþ оöенка g у варианта x1 выøе оöенки m

у варианта x2. С÷итая (как и в МАИ), ÷то преäпо÷-

тения транзитивны, сëеäует признатü, ÷то вари-

ант x1 преäпо÷титеëüнее варианта x2.
Дëя теорети÷ескоãо обоснования этих утверж-

äений ìожно привëе÷ü теориþ важности критери-
ев [18—23], преäëаãаþщуþ интуитивно понятное
строãое опреäеëение понятия равной важности
критериев. Соãëасно этой теории критерии f

1
 и f

2

(с общей поряäковой øкаëой!) называþтся равно-
важными, есëи оäинаковы по преäпо÷титеëüности
векторная оöенка y и поëу÷енная из нее переста-

новкой коìпонент векторная оöенка , т. е. yI1≈2
z

при z = . В рассìатриваеìой заäа÷е варианты x2

и x4 оäинаковы по преäпо÷титеëüности, поскоëü-

ку (m, e)I1≈2(e, m). Вариант x1 преäпо÷титеëüнее,

÷еì x4, поскоëüку (e, g)P0(e, m), ãäе P0 — отноøе-
ние Парето (отноøение покоìпонентноãо äоìи-
нирования). Верны соотноøения

(e, g)I1≈2(g, e) и (g, e)P0(m, e),

и поэтоìу вариант x1 с векторной оöенкой (e, g)

преäпо÷титеëüнее варианта x2 с векторной оöен-
кой (m, e).

Даëее, поскоëüку (e, g)P0(g, g), то вариант x
1

преäпо÷титеëüнее, ÷еì x3. А вот вариант x2 (как и x4)

несравниì с вариантоì x3. Чтобы выяснитü, какой
из них преäпо÷титеëüнее, сëеäует привëе÷ü ин-
форìаöиþ о характере возрастания преäпо÷тений
вäоëü øкаëы критериев [23—25].

Части÷ная упоряäо÷енностü всех вариантов,
поëу÷енная ìетоäаìи теории важности критериев,
преäставëена на рис. 3. Поëу÷енная ранее ран-
жировка (сì. рис. 2) противоре÷ит этой упоряäо-
÷енности.

3. ÀÍÀËÈÇ ÏÐÈ×ÈÍ ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÌÅÒÎÄÎÌ ÀÍÀËÈÇÀ 
ÈÅÐÀÐÕÈÉ ÍÅÂÅÐÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß

Отìетиì сëеäуþщие особенности исхоäных
äанных в рассìотренной заäа÷е.
� Матриöы парных сравнений соãëасованы, так

÷то возìожное вëияние несоãëасованности ис-
кëþ÷ено. Боëее тоãо, приоритеты критериев и
приоритеты вариантов относитеëüно критериев
ìожно расс÷итатü и без обращения к ìетоäу ко-
ëи÷ественных парных сравнений.
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Рис. 2. Упорядочение вариантов по предпочтительности согласно
методу анализа иерархий

ỹ

ỹ

Рис. 3. Частичная упорядочен-
ность вариантов по двум рав-
новажным критериям с поряд-
ковой шкалой
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� Резуëüтат поëу÷ен äëя наборов зна÷ений ÷исëо-
вых параìетров, характеризуþщих степени пре-
восхоäства в преäпо÷титеëüности оäних øкаëü-
ных оöенок наä äруãиìи, ÷то позвоëиëо снятü
вопрос о вëиянии обоснованности назна÷ения
сëовесныì ãраäаöияì ÷исëовых оöенок.

� Заäа÷а иìеет простуþ, оäноуровневуþ крите-
риаëüнуþ структуру, так ÷то вëияния иерархи÷-
ности не возникает.

� Оба критерия иìеþт общуþ øкаëу; это позво-
ëиëо при анаëизе заäа÷и не поäниìатü вопрос о
соãëасовании øкаë критериев.

� Разìах зна÷ений обоих критериев на ìножестве
вариантов оäинаков — от m äо e; это позвоëиëо
не ставитü вопрос об увязке весов (приорите-
тов) критериев с разìахаìи зна÷ений критери-
ев [26].

� Критерии иìеþт оäинаковуþ важностü, так ÷то
вëияние оøибок в опреäеëении зна÷ений сте-
пеней превосхоäства в важности искëþ÷ено.
В ÷еì же при÷ина стоëü резкоãо отëи÷ия поëу-

÷енноãо с поìощüþ МАИ резуëüтата от о÷евиäно
ожиäаеìоãо? Она закëþ÷ается в тоì, ÷то øкаëы
приоритетов вариантов по отäеëüныì критерияì
(нижнеãо уровня) в МАИ поëаãаþтся øкаëаìи от-
ноøений, и притоì не связанныìи äруã с äруãоì
и с приоритетаìи (весаìи) критериев. Исхоäя из
этоãо äопущения, приниìается как соответствуþ-
щая форìа преäставëения инфорìаöии о сравне-
нии преäпо÷тений при перехоäе от оäной øкаëü-
ной оöенки к äруãой, так и соответствуþщее пра-
виëо норìировки приоритетов.

Поясниì сказанное. Вна÷аëе заìетиì, ÷то äëя
преäставëения преäпо÷тений испоëüзуется (орäи-
наëüная) функöия öенности v (ordinal value func-
tion): поëаãается, ÷то v(y' ) l v(y'' ) верно тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа вариант x' с векторной оöен-
кой y' не ìенее преäпо÷титеëен, ÷еì вариант x'' с
векторной оöенкой y''. Рассìотриì сна÷аëа общий
сëу÷ай, коãäа кажäый из критериев иìеет «своþ»
øкаëу и «свое» ìножество øкаëüных оöенок. На-
ибоëее простой и саìой распространенной явëя-
ется аääитивная функöия öенности

v(y) = v
i
(y
i
), (2)

ãäе v
i
(y
i
) — ÷астные функöии öенности (отäеëü-

ных критериев), n — ÷исëо критериев. Необхоäи-
ìое усëовие существования аääитивной функöии
öенности закëþ÷ается во взаиìонезависиìости
критериев по преäпо÷тениþ. Есëи же ìножества
øкаëüных оöенок (обëасти зна÷ений критериев)
преäставëяþт собой ÷исëовые проìежутки, а
преäпо÷тения обëаäаþт «äостато÷но хороøиìи»

свойстваìи, то при ÷исëе критериев n l 3 усëовие
взаиìонезависиìости по преäпо÷тениþ явëяется
и äостато÷ныì (при n = 2 требуется выпоëнение
усëовия соответственных заìещений) [27]. Боëее
тоãо, есëи v' – äруãая аääитивная функöия öенно-
сти, также преäставëяþщая преäпо÷тения, то су-
ществуþт ÷исëа c > 0 и d

1
, ..., d

n
 такие, ÷то [28]:

 = cv
i
 + d

i
,  i = 1, ..., n. (3)

Такиì образоì, при существовании аääитив-
ной функöии öенности øкаëы отäеëüных крите-
риев äоëжны бытü совìестныìи интерваëüныìи
øкаëаìи (conjoint interval scales), и их неëüзя с÷и-
татü независиìыìи äруã от äруãа: коэффиöиент c
äëя всех критериев еäин! Поэтоìу, есëи произво-
äитü норìировку зна÷ений кажäой ÷астной функ-
öии öенности v

i
 по отäеëüности (ввоäя «свои» на-

÷аëо отс÷ета и еäиниöу изìерения), то необхоäи-
ìо ввести и øкаëüные ìножитеëи (scale factors),
иëи коэффиöиенты ìасøтабирования λ

i
 > 0 [28],

т. е. перейти от функöии öенности виäа (2) к фун-
кöии виäа

v(y) = λ
i
v
i
(y
i
). (4)

Сëеäоватеëüно, норìирование приоритетов ва-
риантов по кажäоìу из критериев по отäеëüности
äоëжно бытü неразрывно связано с коэффиöиен-
таìи λ

i
 в функöии (4). С äруãой стороны, при ис-

поëüзовании аääитивной функöии öенности виäа
(2) иëи (4) äопустиìо сравниватü не степени пре-
восхоäства в преäпо÷титеëüности оäних øкаëüных
оöенок наä äруãиìи по кажäоìу из критериев, а
приращения преäпо÷тений при перехоäе от оä-
ной øкаëüной оöенки к äруãой äëя пар таких оöе-
нок [29].

Пустü теперü все критерии оäнороäны — иìеþт
оäну и ту же (общуþ) обëастü зна÷ений, иëи, ина-
÷е, все ìножества øкаëüных оöенок иäенти÷ны.
В этоì сëу÷ае аääитивная функöия öенности при-
обретает виä:

v(y) = λ
i
v
0
(y
i
), (5)

ãäе v
0
 — (оäноìерная) функöия öенности, изìеря-

þщая преäпо÷тения на ìножестве øкаëüных оöе-
нок в øкаëе интерваëов [28]. Есëи äëя анаëиза
ìноãокритериаëüной заäа÷и приìеняþтся поäхоäы
и ìетоäы коëи÷ественной теории важности [30, 31],
основанной на то÷ноì опреäеëении понятия «оäин
из критериев в h раз важнее äруãоãо» (это базовое
опреäеëение сфорìуëировано äëя критериев с по-

i 1=

n

∑

vi'

i 1=

n

∑

i 1=

n

∑
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ряäковой øкаëой), то ìножитеëи λ
i
 в форìуëе (5)

оказываþтся коэффиöиентаìи важности и обоз-
на÷аþтся α

i
. Отìетиì, ÷то коëи÷ественная важ-

ностü критериев äоëжна изìерятüся в øкаëе отно-
øений.

В наøей заäа÷е с äвуìя равноважныìи (в сìыс-
ëе привеäенноãо ранее опреäеëения) критерияìи
функöия (5) переписывается так: v(y) = α

1
v
0
(y

1
) +

+ α
2
v
0
(y

2
), при÷еì α

1
 = α

2
 = 1/2. Зäесü сëеäоваëо

бы поëу÷итü коëи÷ественнуþ оöенку

s = .

Понятно, ÷то s > 0. Поëожив без оãрани÷ения
общности v

0
(m) = 0 и v

0
(e) = 1 (это и естü äопус-

тиìая норìаëизаöия, так как у критериев общая
øкаëа интерваëов), поëу÷иì v

0
(g) = 1/(s + 1).

Зна÷ения öенности вариантов:

v( f(x1)) = ;  v( f(x2)) = ;

v( f(x3)) = ;  v( f(x4)) = .

Поэтоìу при ëþбоì s > 0 верно:

v( f(x1)) > v( f(x2)) = v( f(x4));  v( f(x1)) > v( f(x3)).

Соотноøения по преäпо÷титеëüности ìежäу

вариантаìи x2 (иëи x4) и x3 опреäеëяþтся знакоì
разности s – 1, поскоëüку

v( f(x2)) – v( f(x3)) = .

Ранее øëа ре÷ü об орäинаëüной аääитивной
функöии öенности. У изìериìой функöии öенно-
сти (measurable value function) v, зна÷ения которой
отражаþт упоряäо÷енностü вариантов по преäпо÷-
титеëüности, а разности зна÷ений — приращения
преäпо÷тений при перехоäе от оäноãо варианта к
äруãоìу, при опреäеëенных усëовиях также суще-
ствует аääитивная форìа (2); при÷еì äëя äруãой
функöии öенности v', обëаäаþщей такиìи же
свойстваìи, существуþт ÷исëа c > 0 и d

1
, ..., d

n
 та-

кие, ÷то выпоëнены соотноøения (3), т. е. øкаëы
критериев также взаиìосвязаны [32].

Оäнако в МАИ äеëается существенно боëее
сиëüное äопущение о тоì, ÷то аääитивная функ-
öия öенности (1) явëяется карäинаëüной (cardinal
value function), т. е. изìеряþщей преäпо÷тения в
øкаëе отноøений. Это äопущение принято в ìе-
тоäе по ряäу при÷ин. Оäна из них состоит в тоì,
÷то ресурсы ìежäу вариантаìи преäëаãается рас-
преäеëятü пропорöионаëüно их интеãраëüныì

приоритетаì. Друãая закëþ÷ается в тоì, ÷то при
построении äвух иерархий, оäна из которых от-
ражает «эффективностü», а äруãая — «изäержки»,
сравниватü варианты по преäпо÷титеëüности ре-
коìенäуется путеì сопоставëения соответствуþ-
щих иì зна÷ений «уäеëüной эффективности» —
отноøений интеãраëüных приоритетов по «эффек-
тивности» к приоритетаì по «изäержкаì». Теория
карäинаëüных аääитивных функöий öенности, на-
скоëüко известно автораì, не созäана. Ясно, оäна-
ко, ÷то и äëя них функöии öенности отäеëüных
критериев не ìоãут бытü несвязанныìи ìежäу со-
бой и с приоритетаìи критериев. Это поäтвержäа-
ет привеäенный наìи контрприìер.

Отìетиì, ÷то крити÷еские заìе÷ания о приìе-
нении в МАИ øкаë отноøений äëя изìерения
преäпо÷титеëüности вариантов относитеëüно кри-
териев высказываëисü в работах [15, 33].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В теорети÷еских основаниях ìетоäа анаëиза ие-
рархий — оäноãо из саìых распространенных ìе-
тоäов реøения ìноãокритериаëüных заäа÷ выбора
и ранжирования — иìеется öеëый ряä неäостат-
ков, пробеëов и оøибо÷ных äопущений. Оäно из
них состоит в тоì, ÷то øкаëы, в которых осущест-
вëяется оöенивание (изìерение) степеней преäпо÷-
тений вариантов по кажäоìу из критериев, поëаãа-
þтся øкаëаìи отноøений, и притоì не связанны-
ìи äруã с äруãоì и с приоритетаìи критериев. Это
äопущение в свете ìатеìати÷еской теории изìе-
рений неправоìерно.

В статüе преäставëен простой контрприìер, ко-
торый äоказывает, ÷то техника оöенивания и пос-
ëеäуþщих рас÷етов приоритетов, основанная на
указанноì äопущении, ìожет привести к явно
оøибо÷ныì резуëüтатаì. Сëеäует иìетü в виäу,
÷то эта же техника инкорпорирована и в обобще-
ние ìетоäа анаëиза иерархий — ìетоä анаëиза се-
тей [34].

Выпоëненный анаëиз позвоëяет сäеëатü сëеäу-
þщий вывод: метод анализа иерархий, предполага-
ющий для проведения анализа многокритериальных
задач принятия решений с использованием аддитив-
ной функции ценности оценивание предпочтений в
шкале отношений, несостоятелен.

Такиì образоì, иìеется явная необхоäиìостü
разработки на базе теории важности критериев
корректных и эффективных ìетоäов анаëиза ìно-
ãокритериаëüных заäа÷ с иерархи÷еской критери-
аëüной структурой и реаëизаöии этих ìетоäов в
коìпüþтерных систеìах поääержки принятия ре-
øений. На актуаëüностü этой пробëеìы ранее бы-
ëо указано в работе [35].

v0 e( ) v0 g( )–

v0 g( ) v0 m( )–
----------------------------------

s 2+
2 s 1+( )
--------------------

1
2
---

1
s 1+
-----------

1
2
---

s 1–
2 s 1+( )
--------------------
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