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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Обсуäиì основнуþ пробëеìу, возникаþщуþ
при попытке оöенитü эффективностü ìножества
коìпаний. Поäразуìевается, ÷то кажäая фирìа в
выборке произвоäит какое-то коëи÷ество резуëü-
татов q1, ..., q

M
, испоëüзуя ресурсы нескоëüких

типов x1, ..., xN
 (M и N фиксированы äëя äанной

выборки). Естественныì поäхоäоì зäесü быëо бы
аãреãироватü коëи÷ество потра÷енных ресурсов и
резуëüтатов и принятü за эффективностü i-ãо объ-
екта веëи÷ину

Eff
i
 =  = .

Оäнако инфорìаöия о тоì, как выбиратü весо-
вые коэффиöиенты (их также ìожно интерпрети-
роватü как важностü соответствуþщих резуëüта-
тов иëи ресурсов) u1, ..., uM

, v1, ..., vN
, отсутствует.

Обоëо÷е÷ный анаëиз äанных (ОАД, анãë. — Data
Envelopment Analysis, DEA) как раз и преäставëя-
ет собой аппарат, позвоëяþщий автоìати÷ески
выбратü äанные коэффиöиенты.

На÷неì с базовой ìуëüтипëикативной форìу-
ëировки, ввеäенной в работе [1]. Авторы развиëи
и обобщиëи преäëоженнуþ в работе [2] ìоäеëü и
показаëи, ÷то пробëеìа оöенки эффективности

ìожет бытü сфорìуëирована в терìинах ìатеìа-
ти÷ескоãо проãраììирования:

найти

(1)

при оãрани÷ениях

 m 1,  i = 1, ..., L;

u
j
 l 0,  j = 1, ..., M; (2)

u
k
 l 0,  k = 1, ..., N,

ãäе L — ÷исëо оöениваеìых фирì, q
ij
 — j-й выхоä-

ной параìетр ( j = 1, ..., M ) i-й фирìы, x
ki
 — k-й

вхоäной параìетр (k = 1, ..., N ) i-й фирìы, u и v —
векторы неизвестных поäхоäящей разìерности.
Наконеö, зна÷ение θ

i
 ∈ (0, 1] преäставëяет собой

эффективностü i-й коìпании.
Оптиìизаöионная заäа÷а (1), (2) ìожет бытü

преäставëена в виäе заäа÷и ëинейноãо проãраììи-
рования в форìе, которая в ëитературе носит на-
звание обоëо÷е÷ной форìы (от анãë. envelopment
form):

найти

θ
i

(3)

Рассìотрена кëасси÷еская ìоäеëü обоëо÷е÷ноãо анаëиза äанных (ОАД), øироко приìе-

няþщаяся при оöенке эффективности в саìых разных эконоìи÷еских отрасëях. Про-

анаëизированы обëасти ее приìениìости. Изу÷ено вëияние неоäнороäности оöенивае-

ìой выборки объектов на зна÷ения эффективности, поëу÷аеìые с поìощüþ ОАД. Дан

обзор ìетоäов, позвоëяþщих поëу÷атü боëее то÷ные оöенки эффективности в сëу÷ае не-

оäнороäной выборки.

Ключевые слова: эффективностü, обоëо÷е÷ный анаëиз äанных, неоäнороäностü выборки.

Aggregated Output
Aggregated Input
-----------------------------------------------

u1q1i ... uMqMi+ +

v1x1i ... vNqNi+ +
-----------------------------------------------

max
u v,

θi

u1q1i ... uMqMi+ +

v1x1i ... vNqNi+ +
-----------------------------------------------=

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

u1q1i ... uMqMi+ +

v1x1i ... vNqNi+ +
-----------------------------------------------

min
λ θi,
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при оãрани÷ениях

–q
i
 + Qλ l 0;

θ
i
x
i
 – Xλ l 0; (4)

λ l 0,

ãäе q
i
 — (M Ѕ 1)-вектор выхоäных параìетров i-й

фирìы, x
i
 — (N Ѕ 1)-вектор вхоäных параìетров

i-й фирìы, Q — (M Ѕ L)-ìатриöа выхоäных пара-
ìетров всех L фирì, X — (N Ѕ L)-ìатриöа выхоä-
ных параìетров всех фирì, λ — (L Ѕ 1)-вектор ве-
сов, которые ìожно интерпретироватü как тене-
вые öены (сì. работу [3]). Как и ранее, зна÷ение
θ

i
— эффективностü i-й фирìы.

Форìуëировка (3), (4) явëяется фунäаìентаëü-
ной. Данная версия ìоäеëи ОАД также носит на-
звание CCR (по иниöиаëаì авторов-разработ÷и-
ков). Обëастü приìениìости äанной версии ОАД
оãрани÷ивается сëу÷аеì, коãäа все фирìы из оöе-
ниваеìой выборки оперируþт на оптиìаëüноì
(постоянноì) äëя себя ìасøтабе. Поэтоìу в анã-
ëоязы÷ной ëитературе ìоäеëü также ÷асто называ-
ется CRS DEA (от анãë. Constant Returnto Scale —
постоянная отäа÷а от ìасøтаба).

Несëожно аäаптироватü ìоäеëü к сëу÷аþ пере-
ìенной отäа÷и от ìасøтаба, т. е. к ситуаöии, коãäа
некоторые фирìы веäут произвоäство в неопти-
ìаëüноì äëя них объеìе. Дëя этоãо необхоäиìо
äобавитü к оãрани÷енияì äопоëнитеëüное оãрани-
÷ение

1Tλ = 1, (5)

ãäе 1T — еäини÷ный вектор разìера 1 Ѕ L.
Моäеëü (3)—(5) носит название VRS DEA

(от анãë. Variable Returnto Scale). Данная ìоäифи-
каöия быëа ввеäена в работе [4].

С поìощüþ ìуëüтипëикативной форìы (1),
ìожно установитü важнуþ ãеоìетри÷ескуþ ин-
терпретаöиþ обсужäавøихся сфорìуëированных
äвух ìоäеëей в трех простейøих сëу÷аях: оäин ре-
сурс — оäин резуëüтат (рис. 1); äва ресурса — оäин
резуëüтат (рис. 2, а); оäин ресурс — äва резуëüтата
(рис. 2, б).

Поä ãраниöей эффективности, иëи просто ãра-

ниöей, поäразуìевается ìножество1 в ресурсно-ре-
зуëüтативноì пространстве, которое «обвоëакива-

ет» все ìножество аëüтернатив2.
Фирìа A эффективна в сìысëе обеих ìоäе-

ëей, фирìы C и D эффективны тоëüко в сìысëе
VRS-версии ìоäеëи ОАД. Эффективностü фирìы B

(сì. рис. 1) в VRS- и CRS-ìоäификаöиях расс÷и-

тывается как отноøение | |/|OB
x
| и | |/|OB

x
|,

соответственно. Такая ìера поëностüþ совпаäает с
интуитивныì сужäениеì о тоì, как äоëжна бытü
устроена ìоäеëü оöенки относитеëüной эффектив-
ности. Заìетиì, ÷то иìенно с поìощüþ ãраниöы
эффективности оöенивается все ìножество аëü-
тернатив.

Чутü боëее сëожно выãëяäят äиаãраììы äëя
äвух остаëüных простейøих сëу÷аев (сì. рис. 2).

Эффективностü фирìы F3 изìеряется в сëу÷ае

N = 2, M = 1 как отноøение |OP3|/|OF3|, в сëу÷ае

N = 1, M = 2 как отноøение |OF3|/|OP3|. Форìаëü-

ная то÷ка P3 также называется проекöией фирìы F3

на ãраниöу эффективности.
Отìетиì, ÷то отäа÷а от ìасøтаба äаëеко не

еäинственное оãрани÷ение обëасти приìениìости
ìоäеëей ОАД. Таковыìи ìоãут бытü, наприìер,
наëи÷ие неуправëяеìых в кратковреìенноì пе-
риоäе параìетров, которые необхоäиìо вкëþ÷атü
в оöенку. Приìероì ìожет сëужитü оöенка эф-
фективности ферìерских хозяйств. В äанноì сëу-
÷ае пëощаäü зеìеëüных уãоäий, аìбаров и äр. —
неуправëяеìый в краткосро÷ноì периоäе пара-
ìетр. С äруãой стороны, о÷евиäно, ÷то этот пара-
ìетр вëияет на эффективностü ферì, поэтоìу еãо
необхоäиìо вкëþ÷атü в ка÷естве ресурсной пере-
ìенной. Привеäенные постановки ОАД не в сиëах
справитüся с такой заäа÷ей. Дëя поäобных сëу÷аев
существует ис÷ерпываþщее реøение, поäробно
изëоженное в работе [3].

Горазäо боëее серüезное оãрани÷ение на при-
ìенение ìоäеëей обоëо÷е÷ноãо анаëиза äанных
закëþ÷ается в разнороäности оöениваеìой вы-

1 Состоящее в общеì сëу÷ае из пересе÷ения нескоëüких ãи-
перповерхностей.

2 Поä аëüтернативаìи зäесü пониìаþтся оöениваеìые
фирìы.
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Рис. 1. Интерпретация модели ОАД в случае N = M = 1: 
x — ресурс; q — выпуск
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борки. Данная пробëеìа преäставëяет интерес
также и потоìу, ÷то она не иìеет еäиноãо обще-
признанноãо реøения. Даëее буäеì рассìатри-
ватü разëи÷ные аäаптаöии ìоäеëи ОАД к ситуа-
öии, коãäа оöениваеìые аëüтернативы сущест-
венно неоäнороäны.

Проäоëжение работы орãанизовано сëеäуþ-
щиì образоì. Сна÷аëа äается краткий обзор раз-
ëи÷ных приìенений ìоäеëи ОАД на практике.
Затеì обсужäаþтся разëи÷ные виäы неоäнороä-
ности, строятся соäержатеëüные приìеры ситуа-
öий, коãäа выборка неоäнороäна и станäартный
ìетоä ОАД неприìениì. Дается ÷етыре базовых
поäхоäа к реøениþ äанной пробëеìы. Даëее об-
сужäается обобщение кëасси÷ескоãо ОАД, осно-
ванное на тоì, ÷то оöениваеìые фирìы иìеþт
разëи÷ные öеëи и приоритеты. Посëеäняя ÷астü
работы посвящена изëожениþ поäхоäа к реøениþ
пробëеìы неоäнороäных выборок, преäëоженно-
ìу в работе [5].

1. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÅÒÎÄÀ
ÎÁÎËÎ×Å×ÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ

На практике ìоäеëü ОАД приобреëа øирокуþ
известностü. Затронеì ëиøü некоторые эконоìи-
÷еские сферы, в которых она успеøно испоëüзу-
ется. Прежäе всеãо, отìетиì активное приìене-
ние описанных ìоäеëей к оöенке эффективности
в обëасти высøеãо образования разëи÷ных ãосу-
äарств, наприìер, в Веëикобритании [6—9], Авс-
траëии [10, 11], Греöии [12], Герìании [13, 14],
Китая [15], Ниäерëанäов [16].

Список оте÷ественных работ, описываþщих
приìенение ìетоäа ОАД äëя оöенки эффектив-
ности вузов äовоëüно оãрани÷ен, укажеì ëиøü на
работу [17]. Поäробный обзор, посвященный оöен-
ке эффективности в высøеì образовании, ìожно
найти в работе [18].

В боëüøинстве работ авторы строят ориãинаëü-
ные ìоäификаöии ìоäеëи ОАД, ÷тобы обеспе-
÷итü ее работу в кажäоì конкретноì сëу÷ае. Оä-
нако их объеäиняет ряä общих признаков, напри-
ìер, выбор ресурсных и резуëüтативных параìетров
(сì. табëиöу).

Еще оäно поëе приìенения ìетоäа ОАД —
анаëиз эффективности разëи÷ных энерãети÷еских
преäприятий, приìероì сëужат работы [19, 20].
Авторы испоëüзуþт станäартнуþ ìоäеëü ОАД, а
также разрабатываþт ориãинаëüные ìоäификаöии
äëя приìенения в конкретной ситуаöии.

Разëи÷ные виäы изäержек преäприятия (сово-
купные, операöионные) ÷асто выбираþтся в ка-
÷естве еäинственноãо вхоäноãо параìетра. В ка-
÷естве резуëüтативных показатеëей обы÷но при-
ниìаþт:

— коëи÷ество сãенерированной энерãии;
— коëи÷ество переäанной энерãии;
— коëи÷ество распреäеëенной энерãии;
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Рис. 2. Интерпретация модели ОАД: 
N = 2, M = 1 (а); N = 1, M = 2 (б)
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— общий объеì произвоäства;
— потребëение топëива;
— äëина сети.
В работах [21, 22] äеìонстрируется äруãой поä-

хоä к анаëизу эффективности энерãети÷ескоãо
сектора — за основу берутся параìетры, связанные
с экоëоãией:

— коëи÷ество выброøенноãо в атìосферу уãëе-
кисëоãо ãаза (ресурс);

— потери эëектроэнерãии (ресурс);
— эффективностü испоëüзования прироäных

ископаеìых (резуëüтат).
В äанноì сëу÷ае ìожно ãоворитü о рас÷ете эко-

ëоãи÷еской эффективности энерãети÷еских преä-
приятий.

Мы пере÷исëиëи ëиøü некоторые обëасти при-
ìенения ìоäеëи ОАД, хотя äанная ìетоäика так-
же приìеняется äëя оöенки эффективности бан-
ковскоãо сектора, систеì зäравоохранения и ãороä-
скоãо транспорта, ãосуäарственноãо управëения и
äруãих отрасëей эконоìики. Интересуþщеãося
÷итатеëя ìы отсыëаеì к обзору [23].

2. ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÜ ÏÐÈ ÎÖÅÍÊÅ
ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ

Рассìотриì при÷ины, по которыì ìожет бытü
вызвана неоäнороäностü. Гëавные из них, соãëас-
но автораì работы [24], это:

— разëи÷ия в типе управëения (ãосуäарствен-
ный иëи ÷астный);

— наëи÷ие ãосуäарственных привиëеãий у не-
которых фирì;

— особенности распоëожения оöениваеìых
объектов (ãороä иëи сеëüская ìестностü, пëот-
ностü насеëения в ìесте распоëожения фирìы);

— разëи÷ные öеëи орãанизаöий (äëя универси-
тетов — иссëеäоватеëüская и пеäаãоãи÷еская на-
правëенности);

— разëи÷ия в законоäатеëüстве.
Даже такой краткий список показывает, ÷то су-

ществует äовоëüно ìноãо при÷ин, веäущих к тоìу,
÷то выборка ìожет бытü неоäнороäной. Станäар-
тная ìоäеëü ОАД не способна у÷естü разнороä-
ностü объектов.

В обозна÷ениях рис. 1 привеäеì приìер работы
ìоäеëи ОАД на неоäнороäноì наборе аëüтерна-
тив. В сëу÷ае с еäинственныì параìетроì вхоäа и
выхоäа существует возìожностü, ÷то некоторое
поäìножество всех фирì буäет сосреäото÷ено «äа-
ëеко» от обеих ãраниö (ìножество из ÷етырех бе-
зыìянных то÷ек на рис. 1). Пустü эти то÷ки харак-
теризуþт, наприìер, университеты. Эконоìи÷ес-
ки это озна÷ает, ÷то äанные ÷етыре университета
нахоäятся в крайне небëаãоприятной обстановке
(наприìер, из-за ìаëой пëотности насеëения в ок-

руãе иëи из-за неäостато÷ноãо ãосуäарственноãо
финансирования).

Приìенив ОАД, ìы увиäиì, ÷то зна÷ения эф-
фективности äëя некоторых фирì ни÷тожно ìа-
ëы, ÷то не отражает существуþщуþ ситуаöиþ в от-
расëи. Такиì образоì, оöенки оказываþтся не-
справеäëиво заниженныìи.

Рассìотриì реøения, которые наибоëее ÷асто
встре÷аþтся в работах, посвященных приìенениþ
ОАД äëя оöенки неоäнороäной выборки [3].

2.1. Ðàçáèåíèå âûáîðêè ïî êàòåãîðèÿì

Есëи зна÷ения переìенной, отве÷аþщей за не-
оäнороäностü, ìоãут бытü упоряäо÷ены от ìенü-
øеãо к боëüøеìу в зависиìости от вëияния на эф-
фективностü, то ìожно воспоëüзоватüся поäхоäоì,
апробированныì в работе [25]. Эффективностü
i-й фирìы оöенивается тоëüко относитеëüно тех
фирì, äëя которых зна÷ение параìетра разнороä-
ности не выøе, ÷еì у i-й фирìы.

Рассìотриì сëу÷ай оöенки эффективности рес-
торанов быстроãо питания. Какие-то из них рас-
поëаãаþтся в öентре ãороäа, какие-то — на окра-
инах, наконеö, остаëüные распоëаãаþтся в сеëü-
ской ìестности. Ясно, ÷то преиìущество у тех, кто
бëиже к ãороäскоìу öентру. В этоì сëу÷ае оöенка
провоäится в три этапа: 1) сравниваþтся тоëüко
рестораны из сеëüской ìестности; 2) сравниваþт-
ся рестораны из сеëüской ìестности и из приãоро-
äов; 3) наконеö провоäится оöенка всей выборки,
вкëþ÷ая рестораны, распоëоженные в öентре ãо-
роäа. Эффективностüþ сеëüских ресторанов с÷и-
таþтся зна÷ения, поëу÷енные на первоì этапе,
приãороäных — на второì, распоëоженных в ãо-
роäских öентрах — на третüеì.

Такиì образоì, не сравниваþтся объекты, оäин
из которых иìеет конкурентное преиìущество пе-
реä äруãиì.

Отìетиì, ÷то öеëü работы [25] состояëа не в
у÷ете неоäнороäности выборки, а во внесении в
станäартнуþ ìоäеëü ОАД коррективов с у÷етоì
невозìожности контроëя некоторых ресурсов иëи
резуëüтатов. Оäнако неëüзя не у÷итыватü при оöен-
ке, ÷то рестораны, нахоäящиеся бëиже к öентру
ãороäа, поëу÷аþт конкурентное преиìущество,
поэтоìу и быë разработан описанный приеì. В ка-
÷естве иëëþстраöии в работе [25] провоäится оöен-
ка øестиäесяти ресторанов быстроãо питания.

2.2. Ïðîåêòèâíûé ìåòîä
îáîëî÷å÷íîãî àíàëèçà äàííûõ

Может сëу÷итüся так, ÷то не существует естес-
твенноãо упоряäо÷ения зна÷ений параìетра среäы
в зависиìости от вëияния на эффективностü. При-
ìероì такоãо параìетра ìожет сëужитü тип уп-
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равëения — ãосуäарственный иëи ÷астный. Тоãäа
приìеняется ìетоä, преäëоженный в работе [26].
Он состоит из трех основных øаãов:

— выборка äеëится на поäвыборки относитеëü-
но выбранноãо параìетра неоäнороäности; внутри
кажäой поäвыборки испоëüзуется станäартная ìо-
äеëü ОАД;

— нахоäятся проекöии всех фирì на соответс-
твуþщие иì ãраниöы эффективности;

— приìеняется станäартный ìетоä ОАД äëя
поëу÷енных на преäыäущеì øаãе проекöий.

Оба описанных ìетоäа [25, 26] обëаäаþт ряäоì
оãрани÷ений и неäостатков. Прежäе всеãо, пос-
коëüку ìножество, с которыì ìы сравниваеì объ-
екты, уìенüøается, это веäет к тоìу, ÷то ìноãие
объекты станут эффективныìи. Даëее, тоëüко оäна
переìенная среäы ìожет бытü вкëþ÷ена в анаëиз.
Оба ìетоäа требуþт, ÷тобы переìеннуþ, отве÷аþ-
щуþ за неоäнороäностü, ìожно быëо разбитü на
разëи÷ные катеãории (это не всеãäа возìожно,
особенно при у÷ете соöиаëüной, куëüтурной иëи
поëити÷еской неоäнороäности). Наконеö, первый
из этих ìетоäов поäразуìевает, ÷то «знак» вëия-
ния переìенной на эффективностü известен апри-
ори, ÷то не всеãäа верно.

Поэтоìу обëастü приìенения äанных ìетоäов
äовоëüно сиëüно оãрани÷ена.

2.3. Âêëþ÷åíèå íåîäíîðîäíîñòåé â çàäà÷ó
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Друãой возìожный ìетоä — вкëþ÷итü параìет-
ры среäы непосреäственно в заäа÷у ëинейноãо
проãраììирования, составëяþщуþ сутü ìетоäа
ОАД [27, 28]. Это возìожно сäеëатü ëибо зная, ка-
кие переìенные иìеþт отриöатеëüное вëияние на
эффективностü, а какие — поëожитеëüное, ëибо
не зная «знаков» вëияния переìенных среäы на
эффективностü.

Рассìотриì первый вариант. Пустü иìеется K
параìетров среäы, иìеþщих поëожитеëüное вëи-
яние на эффективностü оöениваеìой выборки,
z
i
= (z1i, ..., zKi

) — вектор зна÷ений этих переìен-

ных äëя i-й фирìы, Z — (K Ѕ L)-ìатриöа зна÷ений
параìетров среäы äëя всех фирì выборки. Моäеëü
ОАД в äанноì сëу÷ае приìет форìу:

найти θ
i
 при оãрани÷ениях

–q
i
 + Qλ l 0;

θ
i
x
i
 – X λ l 0;

z
i
 – Z λ l 0;

λ l 0,

ãäе все обозна÷ения взяты из выражений (3), (4).

Есëи K переìенных среäы иìеþт отриöатеëü-
ное вëияние на зна÷ения эффективности, то похо-
жиì образоì ìожно вкëþ÷итü их в ОАД:

найти θ
i
 при оãрани÷ениях

–q
i
 + Qλ l 0;

θ
i
x
i
 – X λ l 0;

–z
i
 + Z λ l 0;

λ l 0.

Есëи иìеþтся переìенные среäы, вëияþщие на
эффективностü как поëожитеëüно, так и отриöа-
теëüно, то итоãовая форìуëировка заäа÷и ОАД
преäставëяет собой объеäинение этих äвух заäа÷
ëинейноãо проãраììирования.

Есëи тип вëияния параìетров среäы на эффек-
тивностü иссëеäуеìой выборки неизвестен, то
преäëаãается сфорìуëироватü заäа÷у ëинейноãо
проãраììирования в виäе:

найти θ
i
 при оãрани÷ениях

–q
i
 + Qλ l 0;

θ
i
x
i
 – X λ l 0;

z
i
 – Z λ = 0;

λ l 0.

К неäостаткаì äанноãо поäхоäа ìожно отнести
то, ÷то параìетры среäы äоëжны бытü непрерыв-
ны. Кроìе тоãо, äопоëнитеëüные оãрани÷ения су-
щественно увеëи÷иваþт зна÷ения эффективности
äëя всех фирì.

Наконеö, äëя опреäеëения знаков вëияния па-
раìетров среäы на эффективностü ìожно вос-
поëüзоватüся эконоìетри÷ескиìи ìетоäаìи. Вкëþ-
÷ение катеãорийных переìенных непосреäственно
в заäа÷у ëинейноãо проãраììирования также воз-
ìожно, по этоìу повоäу сì. работу [29].

2.4. Êëàñòåðíûé ìåòîä

Существует и äруãой ìетоä, ãëавная иäея кото-
роãо — соеäинитü кëастерный анаëиз, нейронные
сети и ОАД [30—37], приìеняþтся äве еãо версии.
Соãëасно оäной из них необхоäиìо разбитü ис-
сëеäуеìуþ выборку на кëастеры в зависиìости от
поëу÷енных зна÷ений эффективности, затеì при-
ìенитü станäартный ОАД к кëастераì. В соответс-
твии с äруãой версией объекты сна÷аëа разбиваþт-
ся на кëастеры в зависиìости от зна÷ений вхоäных
и выхоäных переìенных. Посëе этоãо станäарт-
ный ìетоä ОАД приìеняется äëя кажäоãо кëастера
отäеëüно.

Рассìатривая боëее поäробно описанные ìе-
тоäы, становится ясно, ÷то все они связаны ëибо

min
λ θi,

max
λ θi,

min
λ θi,
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с разбиениеì исхоäной выборки на кëастеры, ëи-
бо с ÷еткиì опреäеëениеì параìетров, которые
непосреäственно возäействуþт на эффективностü.
Без соìнения, преäставëенные техники хороøо
зарекоìенäоваëи себя на практике, оäнако они не
у÷итываþт äвух обстоятеëüств. Прежäе всеãо,
возìожна ситуаöия, коãäа сëожно выäеëитü конк-
ретные параìетры среäы. Такое происхоäит, коã-
äа необхоäиìо у÷естü вëияние на эффективностü
сëожных соöиаëüных иëи поëити÷еских проöессов.
Описанные ìетоäы не ãоäятся äëя этоãо сëу÷ая.

Кроìе тоãо, рассìотренные способы у÷ета не-
оäнороäности не поäразуìеваþт, ÷то иссëеäуеìые
объекты ìоãут иìетü разëи÷ные öеëи в раìках оä-
ной отрасëи. Прекрасный приìер ситуаöии такоãо
роäа — университеты, оäни из которых ìоãут бытü
наöеëены на провеäение иссëеäоватеëüской äе-
ятеëüности, äруãие — на обу÷ение спеöиаëистов в
опреäеëенной обëасти.

Даëее рассìотриì ìетоä, позвоëяþщий у÷естü
возникаþщуþ из-за разности в приоритетах раз-
нороäностü.

3. ÌÍÎÃÎÇÀÄÀ×ÍÛÉ
ÎÁÎËÎ×Å×ÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÄÀÍÍÛÕ

Данный ìетоä впервые быë преäставëен в ра-
боте [7] и приìеняëся äëя оöенки эффективности
анãëийских университетов. Рассìотриì простей-
øий сëу÷ай äвух возìожных приоритетов.

Пустü по-прежнеìу иìеется N ресурсов, M ре-

зуëüтатов и L фирì. Пустü x1 ⊂ {x1, ..., xN
} — ресур-

сы, испоëüзуеìые тоëüко äëя äостижения первой

öеëи, х12 — ресурсы, испоëüзуеìые äëя äостижения

äвух öеëей, х2 — ресурсы, ãоäные тоëüко äëя вто-

рой öеëи. О÷евиäно, ÷то {x1, ..., xN
} = x1 � x12 � x2,

ãäе � — квантор несвязноãо объеäинения. Анаëо-
ãи÷ныì образоì ìножество резуëüтативных па-
раìетров разбивается на три ãруппы {q1, ..., qM

} =

= q1 � q12 � q2.

Дëя j-ãо ресурса из ìножества х12 веäеì коэф-
фиöиент α

j
 — вес, с которыì äанный ресурс ис-

поëüзуется äëя äостижения первой öеëи. Соответс-
твенно, 1 – α

j
 — вес, с которыì ресурс x

j
 испоëü-

зуется äëя äостижения второй öеëи. Анаëоãи÷но,

äëя j-ãо резуëüтата из ìножества q12 ввоäится ко-
эффиöиент β

j
.

Такиì образоì, форìуëируется сëеäуþщая за-
äа÷а ìатеìати÷ескоãо проãраììирования:

найти

 + (6)

при оãрани÷ениях

 m 1,  i = 1, ..., L;

 m 1,  i = 1, ..., L;

u l 0; v l 0, (7)

ãäе u — (M Ѕ 1)-вектор весовых коэффиöиентов
äëя выхоäных резуëüтатов, v — (N Ѕ 1)-вектор ве-
совых констант äëя ресурсных параìетров, α —

(|x12| Ѕ 1)-вектор коэффиöиентов, опреäеëяþщих
распреäеëение ресурсных параìетров по äвуì

приоритетаì, β — (|q12| Ѕ 1)-вектор коэффиöиен-
тов, опреäеëяþщих вëияние кажäоãо виäа äеятеëü-

ности на резуëüтаты,  ∈ (0, 1] — зна÷ение эф-

фективности i-й фирìы по первоìу направëениþ,

 ∈ (0, 1] — анаëоãи÷ная веëи÷ина äëя второãо

направëения äеятеëüности, θ
i
 — среäняя эффек-

тивностü. Веëи÷ины  и  опреäеëяþт важностü

кажäоãо из äвух направëений äеятеëüности äëя i-й
фирìы.

Отìетиì, ÷то заäа÷а (6), (7)преäставëяет собой
уже существенно неëинейнуþ оптиìизаöионнуþ
заäа÷у из-за коэффиöиентов, опреäеëяþщих важ-
ностü направëений развития фирì.

В такой постановке веëи÷ины  и  äоëжны

бытü выбраны заранее и уäовëетворятü усëовиþ

+  = 1. Данный поäхоä работает, есëи апри-

ори известна стратеãия фирì, принаäëежащих вы-
борке. Оäнако иссëеäоватеëü не всеãäа распоëаãает
такой инфорìаöией, в этоì сëу÷ае необхоäиìо äо-
бавитü к оãрани÷енияì (7) тожäества

 = ,

 +  = 1, (8)

зäесü инäекс i фиксирован в соответствии с фор-
ìуëой (6).

Такиì образоì, соãëасно выражениþ (8),при-
оритеты i-й фирìы распреäеëяþтся в соответствии
с теì, как эта фирìа распреäеëяет ресурсы ìежäу
ее öеëяìи.

max
u v α β, , ,

γi
1 θi

1 γi
2 θi

2

ujqji

{ j |qj q
1
}∈

∑ ujβjqji

{ j |qj q
12

}∈

∑+

vjxji

{ j |x
j x

1
}∈

∑ vjαjxji

{ j |x
j x

12
}∈

∑+
--------------------------------------------------------------------------

ujqji

{ j |qj q
1
}∈

∑ uj 1 βj–( )q
ji

{ j |qj q
12

}∈

∑+

vjxji

{ j |xj x
2
}∈

∑ vj 1 αj–( )x
ji

{ j |xj x
12

}∈

∑+
----------------------------------------------------------------------------------------

θi
1

θi
2

γi
1 γi

2

γi
1 γi

2

γi
1 γi

2

γi
1

vjαjxji

{ j |xj x
12

}∈

∑

vjxji

{ j |xj x
12

}∈

∑
-------------------------------------

γi
1 γi

2

pb0513.fm  Page 7  Thursday, October 10, 2013  11:24 AM



ÎÁÇÎÐÛ

8 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2013

Данная ìоäеëü преäëаãает реøение пробëеìы
оöенки эффективности при неоäнороäности вы-
борки, связанной с наëи÷иеì разных öеëей у раз-
ных объектов. Она наøëа øирокое приìенение в
ëитературе, (сì., наприìер, [38—41]).

4. ÌÅÒÎÄ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÈÑÊËÞ×ÅÍÈß 
ÀËÜÒÅÐÍÀÒÈÂ

Рассìотриì ìоäеëü, преäëоженнуþ в работе
[5]. Основное ее отëи÷ие от рассìотренных закëþ-
÷ается в абстраãировании от конкретных показа-
теëей, отве÷аþщих за вëияние среäы. Преäëаãает-
ся кажäой выборке поставитü в соответствие ÷исëо
μ ∈ (0, 1], интерпретируþщее неоäнороäностü, т. е.
÷еì бëиже äанное ÷исëо к еäиниöе, теì иссëеäуе-
ìая выборка боëее неоäнороäная. Данный пара-
ìетр ìожет бытü найäен с поìощüþ простоãо аë-
ãоритìа, преäëоженноãо в работе [5], оäнако ìож-
но воспоëüзоватüся экспертной оöенкой.

4.1. Ïðîñòåéøèå ñëó÷àè

Рассìотриì работу аëãоритìа в простейøеì
сëу÷ае, коãäа отрасëü характеризуется еäинствен-
ныì ресурсныì и еäинственныì резуëüтативныì
параìетроì. В äанноì сëу÷ае i-я фирìа ìожет

бытü преäставëена как то÷ка (x
i
, q

i
) ∈ �2. Геоìет-

ри÷еская интерпретаöия аëãоритìа оöенки фирì
F1, ..., F6 преäставëена на рис. 3.

Соãëасно ìоäеëи ОАД с постоянной отäа÷ей
от ìасøтаба, F1 — еäинственная эффективная

фирìа. На первоì этапе аëãоритìа в обы÷ноì ãео-
ìетри÷ескоì сìысëе расс÷итывается öентр ìасс

всей выборки — то÷ка B1 = ( , ), ãäе ÷ерта озна-

÷ает среäнее зна÷ение. Новая ãраниöа эффектив-
ности строится с поìощüþ ввеäенноãо коэффи-

öиента неоäнороäности μ. Дëя этоãо вы÷исëяþтся
коорäинаты фирìы, ãенерируþщей новуþ ãрани-
öу G1 = μB1 + (1 – μ)F1.

Посëе тоãо, как новая ãраниöа сконструирова-
на, относитеëüно нее оöениваþтся фирìы, кото-
рые показаëи ìенüøуþ эффективностü, ÷еì ãене-
рируþщая фирìа G1. На рис. 3 роëü таких фирì

иãраþт фирìы F3, ..., F6. В äанноì сëу÷ае фирìу F2

невозìожно оöенитü относитеëüно фирìы G1, так

как коìпания F2 боëее эффективна. Дëя тоãо, ÷то-

бы произвести оöенку F2, уже оöененные с поìо-

щüþ новой ãраниöы фирìы F3, ..., F6 уäаëяþтся из

рассìотрения. Строится новый öентр ìасс B2 и

форìируется ãенерируþщая усëовная фирìа G2,

оöенивается фирìа F2.

Аëãоритì останавëивается тоãäа, коãäа оöене-
ны все неэффективные в сìысëе станäартноãо
ОАД фирìы. В сëу÷ае, преäставëенноì на рис. 3,
потребуется сäеëатü всеãо äва øаãа. По построе-
ниþ схоäиìостü аëãоритìа ãарантирована, кроìе
тоãо, эффективныìи окажутся ëиøü те фирìы,
которые быëи эффективныìи в сìысëе станäарт-
ной ОАД-ìоäеëи.

Существует несëожная связü ìежäу оöенкаìи
эффективности, поëу÷енныìи с поìощüþ ìоäе-
ëи посëеäоватеëüноãо искëþ÷ения и с поìощüþ
станäартноãо ìетоäа ОАД. Преäпоëожиì, некото-
рое ìножество фирì на äанноì øаãе аëãоритìа
оöенивается при поìощи вспоìоãатеëüной фир-
ìы G

i
, ãäе i — ноìер øаãа аëãоритìа. Пустü коì-

пания F принаäëежит äанноìу ìножеству фирì,
тоãäа

 = , (9)

ãäе нижний инäекс отве÷ает за фирìу, а верхний —
за ìетоä оöенки эффективности. Форìуëа (9) не-
ìеäëенно сëеäует из ãеоìетри÷еской интерпрета-
öии ìоäеëи ОАД, преäставëенной на рис. 1.

В соответствие с форìуëой (9), построенный
аëãоритì оöенивает неэффективные фирìы ìенее
строãо, ÷еì станäартный ОАД (это ясно из рис. 3).
Боëее тоãо, ÷еì фирìа эффективнее в сìысëе
станäартноãо ОАД, теì строже ее оöенивает аëãо-
ритì посëеäоватеëüноãо искëþ÷ения. Это сëеäует

из тоãо, ÷то  увеëи÷ивается с увеëи÷ениеì

÷исëа проäеëанных øаãов i, так как ÷еì бëиже аë-
ãоритì к заверøениþ, теì боëüøе неэффективных
фирì быëо уäаëено из рассìотрения.

Рассìотриì, как работает аëãоритì в сëу÷ае с
äвуìя вхоäныìи параìетраìи и оäниì показате-
ëеì ресурса (рис. 4).

Зäесü F1, F2 — эффективные в сìысëе станäар-

тноãо ОАД фирìы. Аëãоритì работает похожиì

q
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B
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F
1

Рис. 3. Графическая интерпретация алгоритма в случае N = M = 1
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образоì, но теперü сäвиãатü к öентру ìасс необ-
хоäиìо не оäну фирìу как на рис. 3, а äве:

 = μB1 + (1 – μ)F1,

 = μB1 + (1 – μ)F2.

Эффективностü фирìы F3 в новой ìоäеëи рас-

с÷итывается как отноøение | |/| |. Все фир-

ìы посëеäоватеëüно оöениваþтся относитеëüно
новых ãраниö эффективности, поëу÷енных с по-
ìощüþ öентра ìасс. Аëãоритì также схоäится äëя
ëþбой выборки и сохраняет ìножество эффектив-
ных фирì.

4.2. Ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ

В äанноì сëу÷ае i-я фирìа характеризуется с
поìощüþ вектора вхоäных переìенных ìоäеëи
x
i
= (x1i, ..., xNi

) и вектора резуëüтатов q
i
 = (q1i, ..., qMi

).

Как и ранее, ìы опреäеëяеì ресурснуþ и резуëü-
тативнуþ ÷асти öентра ìасс анаëизируеìой вы-

борки b
x
 = ( , ..., ) и b

q
 = ( , ..., ), ãäе, как

обы÷но, ÷ерта озна÷ает среäнее зна÷ение пара-
ìетра.

Пустü оöениваеìая выборка опреäеëена как
ìножество инäексов l = {1, ..., L}. Обозна÷иì ãруп-
пу 100 %-эффективных в сìысëе станäартной ОАД
ìоäеëи фирì как I

e
 = {i1, ..., iS} ⊂ I. Напоìниì, ÷то

N и M — ÷исëа вхоäных и выхоäных параìетров
соответственно. Пустü X

e
 озна÷ает ìатриöу вхоä-

ных параìетров всех эффективных фирì из ìно-
жества l

e
 (ее разìер N Ѕ S), и Q

e
 — анаëоãи÷ная

ìатриöа разìера M Ѕ S, соäержащая параìетры ре-
зуëüтата всех фирì из l

e
. Также ввоäится ìатриöа

 = || , ..., , ||,

ãäе  преäставëяет собой транспонированнуþ ре-

сурснуþ ÷астü öентра ìасс, она повторяется S раз,
x
i
 — вектор ресурсов какой-нибуäü неэффектив-

ной коìпании, т. е. i ∈ I \I
e
. Схожиì образоì оп-

реäеëяется ìатриöа разìера M Ѕ (S + 1)

 = || , ..., , ||,

ãäе  преäставëяет собой транспонированнуþ ре-

зуëüтативнуþ ÷астü öентра ìасс, а q
i
 — выхоäной

вектор i-й неэффективной фирìы, т. е. i ∈ I \I
e
.

Пустü  и  буäут ìатриöы X
e
 и Q

e
 с оäной äо-

бавëенной к ниì справа коëонкой  и  соот-

ветственно. Поскоëüку ãëавная иäея äанноãо ìе-
тоäа закëþ÷ается в тоì, ÷тобы сäвинутü ãраниöу
эффективности в сторону öентра ìасс, сфорìиру-
еì äве ìатриöы

X
i
 = μ  + (1 – μ)

и Q
i
 = μ  + (1 – μ) . (10)

Заìетиì, ÷то ìатриöы(10) опреäеëены тоëüко
äëя неэффективных фирì, т. е. i ∈ I \I

e
. Посëеäни-

ìи коëонкаìи ìатриö X
i
 и Q

i
 явëяþтся коëонки

 и  соответственно.

Можно сфорìуëироватü аëãоритì посëеäова-
теëüноãо искëþ÷ения аëüтернатив в общеì сëу÷ае.
Еãо первый øаã закëþ÷ается в реøении заäа÷и ëи-
нейноãо проãраììирования äëя всех неэффектив-
ных фирì i ∈ I \I

e
:

(11)

при оãрани÷ениях

–q
i
 + Q

i
λ l 0;

x
i
 – X

i
λ l 0;

λ l 0,

ãäе ìатриöы X
i
 и Q

i
 опреäеëены выражениеì (10),

λ — ((S + 1) Ѕ 1)-вектор неизвестных констант, x
i

и q
i
 — векторы вхоäных и выхоäных параìетров

äëя i-й неэффективной фирìы. Наконеö,  преä-
ставëяет собой оöенку эффективности i-й фирìы
с поправкой на неоäнороäностü оöениваеìой вы-
борки.

При вы÷исëении зна÷ения  ìожет бытü äва
разëи÷ных исхоäа. А иìенно, оно ìожет бытü стро-
ãо ìенüøе еäиниöы и ìожет бытü равно еäиниöе.
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Рис. 4. Графическая интерпретация алгоритма в случае N = 2,
M = 1
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Есëи i-я неэффективная в сìысëе станäартной
ОАД ìоäеëи фирìа поëу÷ает в резуëüтате нахож-

äения ìиниìуìа (11) зна÷ение , ìы искëþ÷аеì

такуþ фирìу из рассìотрения. Аëãоритì ìожно
сфорìуëироватü сëеäуþщиì образоì.

Шаг 1. Вы÷исëяется öентр ìасс всей выборки.

Шаг 2. Дëя всех i ∈ I \I
e
 вы÷исëяþтся ìатри-

öы X
i
 и Q

i
.

Шаг 3. Дëя всех неэффективных коìпаний вы-
÷исëяþтся новые оöенки эффективности соãëасно
ìоäеëи (11), (12). Все фирìы, поëу÷аþщие зна÷е-

ния  < 1 искëþ÷аþтся из рассìотрения.

Шаг 4. Есëи какие-то из фирì поëу÷аþт оöенку

эффективности  = 1, то äëя них проöеäура пов-

торяется, на÷иная с øаãа 1.

На äанный ìоìент остаëся неу÷тенныì ëиøü
оäин сëу÷ай. Теорети÷ески возìожна ситуаöия,
коãäа ìатриöы (10) орãанизованы такиì образоì,
÷то при запуске ìоäеëи (11), (12) все неэффек-

тивные коìпании поëу÷аþт зна÷ения  = 1. Это

озна÷ает, ÷то изна÷аëüная ãраниöа эффективнос-
ти, опреäеëенная с поìощüþ станäартной ìоäеëи
DEA, отоäвинута сëиøкоì äаëеко. В такоì сëу÷ае
необхоäиìо уìенüøитü зна÷ение показатеëя неоä-
нороäности μ и на÷атü проöеäуру сна÷аëа. В ка-
÷естве аëãоритìи÷ескоãо реøения новое зна÷ение
показатеëя неоäнороäности ìожет вы÷исëятüся,

наприìер, как μ2.

Отìетиì важные свойства построенной ìоäе-
ëи. Прежäе всеãо, схоäиìостü аëãоритìа обеспе÷е-
на по построениþ äëя ëþбой выборки. Даëее,
ìножество l

e
 эффективных фирì по отноøениþ к

станäартноìу ОАД не ìеняется. Наконеö, хотя в
ìноãоìерноì сëу÷ае и не уäается сохранитü свой-
ство (9), оäнако еãо пряìой анаëоã сохраняется.
Поскоëüку на кажäоì этапе ìы испоëüзуеì ìо-
äеëü ОАД, то ìожно вы÷исëитü коорäинаты про-
екöии кажäой неэффективной фирìы из ìножес-
тва i ∈ I \I

e
 на соответствуþщуþ ãраниöу эффек-

тивности, опреäеëеннуþ с поìощüþ ìоäеëи (11),
(12). Тоãäа

 = ,

ãäе  — эффективностü фирìы F в станäарт-

ной ìоäеëи ОАД,  — эффективностü проек-

öии P фирìы F на ãраниöу, опреäеëеннуþ с по-

ìощüþ ìоäеëи (11), (12). Наконеö,  — оöенка

эффективности фирìы F соãëасно построенноìу
аëãоритìу.

В ка÷естве иëëþстраöии ìоäеëи в работе [5]
привеäен рас÷ет эффективности пиëотной выбор-
ки, состоящей из 29-ти российских университетов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена ìоäеëü обоëо÷е÷ноãо анаëиза äан-
ных и ее ìоäификаöии äëя сëу÷ая, коãäа оöенива-
еìая выборка неоäнороäна. Преäставëен обзор ос-
новных поäхоäов к опреäеëениþ неоäнороäности.
В ÷астности, рассìотрены ÷етыре ìетоäа, осно-
ванные на знании параìетров среäы, которые ока-
зываþт существенное вëияние на эффективностü.
Такие ìетоäы ìоãут ëиøü оãрани÷енно приìе-
нятüся äëя оöенки эффективности неоäнороäноãо
ìножества аëüтернатив, поскоëüку не всеãäа уäа-
ется выäеëитü круã при÷ин, вызываþщих неоäно-
роäностü.

Поäхоä, преäëоженный в работе [5], базируется
на тоì, ÷то неоäнороäностü возникает из-за раз-
ниöы в приоритетах оöениваеìых коìпаний. Как
показывает ìноãо÷исëенная практика, с этиì ас-
пектоì неоäнороäности ìоäеëü справëяется ус-
пеøно. Оäнако разниöа в öеëях äаëеко не еäинс-
твенная при÷ина неоäнороäности выборки.

Наконеö, рассìотрен наибоëее общий поäхоä
к экзоãенноìу опреäеëениþ неоäнороäности [7].
Преäëоженный аëãоритì основан на посëеäова-
теëüноì искëþ÷ении неэффективных аëüтернатив
и позвоëяет искëþ÷итü вëияние неоäнороäности
на оöенку эффективности в наибоëее общеì виäе.

Автор признатеëен Межäунароäной ëаборатории
анаëиза и выбора реøений НИУ — ВШЭ за финансовуþ
поääержку при провеäении иссëеäований и особо бëа-
ãоäарен Ф.Т. Аëескерову за öенные советы и поëезные
коììентарии.
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