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Путевое хозяйство жеëезных äороã явëяется на-
ибоëее капитаëоеìкой, труäоеìкой и ìатериаëо-
еìкой отрасëüþ жеëезноäорожноãо транспорта.
Наприìер, в России в путевоì хозяйстве сосреäо-
то÷ено 54 % всех основных фонäов жеëезных äо-
роã, а затраты ìатериаëов на капитаëüные работы
в путевоì хозяйстве составëяþт боëее поëовины
от соответствуþщих затрат всех хозяйств жеëезной
äороãи [1]. В этой связи крайне важно искатü пути
раöионаëüноãо испоëüзования иìеþщихся среäств.
В äанной статüе буäет рассìотрена заäа÷а оптиìи-
заöии расхоäов жеëезноäорожной коìпании путеì
правиëüноãо выбора сроков провеäения работ. 

Бëаãоäаря ÷еìу ìожно äобитüся эконоìии?
При правиëüноì опреäеëении ìоìента обновëе-
ния актива (приìеры активов — реëüсы, øпаëы,
баëëастный сëой, стреëо÷ные перевоäы и пр.)
ìожно избежатü äопоëнитеëüных расхоäов на тех-
ни÷еское обсëуживание (ТО) и/иëи необязатеëü-
ных эконоìи÷еских потерü, связанных с ввоäоì
вреìенных оãрани÷ений на скоростü переäвиже-
ния. При орãанизаöии боëее крупных проектов
ìожно снизитü себестоиìостü работ бëаãоäаря эф-
фекту ìасøтаба, а также сократитü вреìя, в те÷е-
ние котороãо ëиния, на которой провоäятся ра-
боты, буäет закрыта. Кроìе тоãо, при уäа÷ноì вы-
боре сроков проекта ìожно äобитüся эконоìии
среäств путеì совìестноãо обновëения активов. 

Возникаþщая заäа÷а оказывается нетривиаëü-
ной ввиäу, как правиëо, о÷енü боëüøоãо ÷исëа не-
известных, наëи÷ия öеëо÷исëенных оãрани÷ений

и спеöифи÷ескоãо характера функöий, описываþ-
щих äинаìику основных показатеëей. Естü спосо-
бы преäставитü äаннуþ заäа÷у как заäа÷у ëиней-
ноãо öеëо÷исëенноãо проãраììирования [2, 3],
оäнако, эффективностü äанноãо поäхоäа требует
проверки. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Жеëезноäорожная ëиния — это крупный инф-
раструктурный объект, состоящий из боëüøоãо
÷исëа относитеëüно непротяженных у÷астков пути
(сеãìентов). В иссëеäуеìой заäа÷е äеëение на сеã-
ìенты основано на инженерных соображениях:
все характеристики, опреäеëяþщие износ жеëез-
ноäорожных активов (раäиус кривизны, äата пос-
ëеäнеãо обновëения, трафик и пр.) в преäеëах всей
äëины сеãìента äоëжны бытü поëностüþ иäенти÷-
ны [4]. Сеãìент состоит из оäноãо иëи нескоëüких,
обы÷но не боëее трех, активов, которые обновëя-
þтся иëи реìонтируþтся öеëикоì на всей äëине
сеãìента. 

Пронуìеруеì все сеãìенты и активы. Ввеäеì
обозна÷ения: S — ìножество ноìеров всех сеãìен-
тов, s — ÷исëо сеãìентов, A — ìножество ноìеров
всех активов, A

j
 — ìножество ноìеров активов на

сеãìенте j, a — ÷исëо всех активов, a
j
 — ÷исëо ак-

тивов на сеãìенте j, a
j
 и  наиìенüøий и наибоëü-

øий ноìера актива на сеãìенте j. Схеìати÷ески
структура ëинии преäставëена на рис. 1. 

Рассìотриì износ ëинии в ìоìенты вреìени
1, ..., T. Преäпоëаãается, ÷то оäин ìоìент вре-
ìени — это каëенäарный иëи финансовый ãоä, а

Рассìотрена заäа÷а äоëãосро÷ноãо оптиìаëüноãо пëанирования работ по обновëениþ

жеëезноäорожной инфраструктуры. Преäëожен аëãоритì реøения заäа÷и, основанный

на иäее ìетоäа ветвей и ãраниö и приìенении äинаìи÷ескоãо проãраììирования äëя по-

ëу÷ения нижних оöенок ветвей. 

Ключевые слова: жеëезноäорожная инфраструктура, заäа÷и оптиìаëüноãо пëанирования, ìетоä вет-
вей и ãраниö, äинаìи÷еское проãраììирование. 
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äëина проãнозноãо периоäа равна нескоëüкиì äе-
сяткаì ëет. Жеëезноäорожная коìпания оказыва-
ет на износ управëяþщее возäействие в виäе пе-
риоäи÷ескоãо обновëения активов [5]. Ввеäеì опе-

ратор управëения u:{1, ..., T } → {0, 1}a, ãäе {0, 1}n —
вектор из n эëеìентов, кажäая коìпонента кото-
роãо равна 0 иëи 1. Буäеì пониìатü u

k
(t) как ре-

øение обновитü, есëи u
k
(t) = 1 иëи не обновитü,

есëи u
k
(t) = 0, актив k в ìоìент вреìени t. 

Все характеристики износа конкретноãо акти-
ва ìоãут бытü оäнозна÷но опреäеëены по еãо сро-
ку сëужбы. Даëее, ãоворя об износе, буäеì поä-
разуìеватü возраст актива (в ãоäах). Обозна÷иì

x:{0, ..., T } → �a — оператор, опреäеëяþщий износ
ëинии. А иìенно, буäеì пониìатü x

k
(t) — возраст

актива k в ìоìент вреìени t. Динаìика износа оп-
реäеëяется как 

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)) = 

k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }, (1)

x
k
(0) = ,  k ∈ A. (2)

Ввеäеì оãрани÷ения на ìаксиìаëüный и ìини-
ìаëüный срок сëужбы:

x
k
(t) ∈  ⊂ �,  k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }. (3)

В зависиìости от износа и управëения ìоãут
бытü оäнозна÷но опреäеëены сëеäуþщие показа-
теëи äеятеëüности жеëезноäорожной коìпании:
расхоäы на обновëение, расхоäы на ТО, эконоìи-
÷еские потери. Все показатеëи вы÷исëяþтся äëя
кажäоãо сеãìента, в зависиìости от состояния еãо
активов. Дëя уäобства ввеäеì обозна÷ения: 

u
j(t) = ( (t), ..., (t)),  x j(t) = ( (t), ..., (t)),

j ∈ S, t ∈ {1, ..., T }.

Расходы на обновление на сеãìенте j в ìоìент

вреìени t опреäеëяþтся функöией (u j(t), t),

j ∈ S, t ∈ {1, ..., T }.

Эти расхоäы обëаäаþт важной особенностüþ —
они зависят от сочетания обновëяеìых активов.
Эта особенностü явëяется оäной из кëþ÷евых
преäпосыëок äëя оптиìизаöии, так как позвоëяет
путеì объеäинения работ по обновëениþ разных
виäов активов на оäноì сеãìенте уìенüøитü суì-
ìарнуþ стоиìостü обновëения. Справеäëиво не-
равенство 

u
k
(t) (ej(k – a

j
 + 1), t) ≥ (u j(t), t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе e j:{1, ..., a
j
} → {0, 1}  опреäеëяется равенстваìи

e
j(i) = , j ∈ S.

Расходы на ТО на сеãìенте j в ìоìент вреìени
t опреäеëяþтся функöией 

(x j(t), t) = (x
k
(t), t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе (x
k
(t), t) — расхоäы на ТО отäеëüноãо ак-

тива k в ìоìент вреìени t. 
Расхоäы на ТО на÷инаþт стреìитеëüно возрас-

татü посëе превыøения активоì срока сëужбы как
из-за уäорожания, так и из-за у÷ащения работ от-
äеëüных виäов [6, 7]. 

Возникновение экономических потерь связано с
уìенüøениеì пропускной способности, вызван-
ной ввоäоì оãрани÷ений на скоростü переäвиже-
ния пассажирских и ãрузовых поезäов. Чеì боëüøе
срок сëужбы актива, теì боëüøе вероятностü, ÷то
оãрани÷ение буäет ввеäено. 

Вероятностü ввоäа оãрани÷ения в резуëüтате
÷резìерноãо износа актива k в ìоìент вреìени t 

P(ATSR
k, t

) = (x
k
(t), t),  k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }

с÷итается равной нуëþ, есëи срок сëужбы актива
ìенüøе инженерноãо срока. 

Сеãìент ìожет состоятü из нескоëüких активов,
и оãрани÷ение ввоäится в тоì сëу÷ае, есëи хотя бы
оäин актив не уäовëетворяет требованияì безо-
пасности. Ввоä оãрани÷ений в резуëüтате ÷резìер-
ноãо износа оäноãо актива с÷итается статисти÷ес-
ки независиìыì от износа äруãоãо актива. Мате-
ìати÷еское ожиäание эконоìи÷еских потерü на
сеãìенте j в ìоìент вреìени t запиøеì в виäе

(x j(t), t) =

= P(  иëи ... иëи ) (t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

Рис. 1. Структура железнодорожной линии 
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ãäе (t) — разìер эконоìи÷еских потерü (в сëу-

÷ае ввоäа оãрани÷ения) на сеãìенте j в ìоìент вре-
ìени t. 

Известно, ÷то работы по обновëениþ активов
ëу÷øе объеäинятü в проекты. Это позвоëяет у÷естü:
эффект эконоìии от ìасøтаба, сокращение вре-
ìени и соответственно расхоäов из-за неиспоëüзо-
вания ëинии, неäовоëüство поëüзоватеëей жеëез-
ноäорожных усëуã. Поэтоìу äобавëяþтся оãрани-
÷ения на паузы ìежäу обновëенияìи:

||u(t)||•||u(t – ψ)|| = 0,  t ∈ {1, ..., T },
ψ ∈ {1, ..., ρ},  t – ψ > 0, (4)

ãäе ρ > 1 — пауза ìежäу обновëенияìи. 

Дëя реøения пробëеì, связанных с оãрани÷ен-
ностüþ проãнозноãо периоäа, ввоäятся øтрафы за
обновëение активов ранüøе рекоìенäованноãо
срока:

(u j(t), x j(t – 1), t) = (u
k
(t), x

k
(t – 1), t) =

= u
k
(t) (e j(k – a

j
 + 1), t) Ѕ

Ѕ ,  j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе (τ) — функöия, опреäеëяþщая срок сëуж-

бы актива k, при усëовии, ÷то в посëеäний раз он
быë обновëен в ìоìент вреìени τ, а 

z
k
(t) = ω(x

k
(t – 1)) = x

k
(t – 1) + 1,

k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }. (5)

Цеëевая функöия 

(u j(t), x j(t), z j(t)) =

= ( (x j(t), t) + (u j(t), t) +

+ (x j(t), t) + (u j(t), z j(t), t)) → min. (6)

Чтобы не усëожнятü записü, буäеì поëаãатü,
÷то все сëаãаеìые соäержат ìножитеëü äисконти-
рования. 

2. ÀÍÀËÈÇ ÇÀÄÀ×È ÊÀÊ ÇÀÄÀ×È
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß 

Сфорìуëированная заäа÷а преäставëяет собой
заäа÷у äинаìи÷ескоãо проãраììирования, в кото-
рой T — ÷исëо øаãов (этапов), u — управëяþщее

возäействие, x и z — фазовые переìенные, а ìно-
жество äопустиìых проöессов управëения 

G = {(u, x, z) : u : {1, ..., T } → {0, 1}a,

x, z : {0, ..., T } → Na, (1)—(5)}

(зäесü и äаëее äëя упрощения выражений вìесто
ãроìозäких форìуë иноãäа буäеì писатü их поряä-
ковые ноìера). 

Несìотря на то, ÷то форìаëüно заäа÷а относит-
ся к хороøо известноìу кëассу заäа÷, воспоëüзо-
ватüся напряìуþ äëя ее реøения общепринятыì
ìетоäоì — принöипоì оптиìаëüности Беëëìана —
не преäставëяется возìожныì ввиäу так называе-
ìоãо «прокëятия разìерности» [8]. 

Отìетиì нескоëüко особенностей ÷исëа состо-
яний систеìы, касаþщихся еãо опреäеëения: 

— оно зависит от ÷исëа активов a; с поìощüþ
принöипа оптиìаëüности за разуìное вреìя ìож-
но найти реøение тоëüко при a не боëüøе трех—
÷етырех; 

— оно  оãрани÷ено  из-за  наëи÷ия  оãрани÷е-
ний (3); 

— еãо ìожно резко сократитü, есëи äëя некото-
роãо поäìножества ìоìентов вреìени B ⊂ {1, ..., T }
äопоëнитеëüно ввести оãрани÷ения виäа u(t) =
= col(0, ..., 0), t ∈ B.

Дëя иëëþстраöии этих особенностей рассìот-
риì äва приìера. В первоì из них (рис. 2) преä-
ставëена äинаìика ÷исëа состояний äëя оäноãо
сеãìента из 1—3 активов при сëеäуþщих усëовиях:
все активы быëи обновëены в t = 0, ìаксиìаëüный
срок сëужбы всех активов 50 ëет, пауза ìежäу об-
новëенияìи 5 ëет. 

Виäно, ÷то ÷исëо состояний систеìы äëя трех
активов существенно боëüøе, ÷еì äëя äвух иëи
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Рис. 2. Пример 1: динамика числа состояний:
 — 3 актива,  — 2 актива,  — 1 актив 
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оäноãо. На÷иная с некотороãо ìоìента, ÷исëо
состояний стабиëизируется. В сëу÷ае трех акти-
вов ìаксиìаëüное ÷исëо состояний равно 68 660.
Есëи запретитü обновëения в некоторые ãоäы
B = {1, ..., T }\{8, 16, 24, 32, 40, 48}, то ìаксиìаëü-
ное ÷исëо состояний систеìы из трех активов бу-
äет зна÷итеëüно ìенüøе — 216 (рис. 3). Данное
свойство буäет испоëüзовано при реøении заäа÷и
ìетоäоì ветвей и ãраниö. 

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ

3.1. Âåêòîð ïðîåêòîâ

Поä проектами допустимого управления u бу-
äеì пониìатü буëев вектор p = col(max u(1), ...,
max u(T )); т. е. проект приìенитеëüно к отäеëüно-
ìу активу озна÷ает ëиøü возìожностü иëи разре-
øение провести обновëение, а не саì факт обнов-
ëения. 

Проöессоì управëения, уäовëетворяþщиì
вектору проектов p = col(p1, p2, ..., pt

), t m T, буäеì

называтü проöесс (u, x, z), принаäëежащий ìно-
жеству 

G
p
 = {(u, x, z) ∈ G : u(t) = col(0, ..., 0), ∀t : p

t
 = 0}.

О÷евиäно, 

{(6)|(u, x, z) ∈ G} ≡

≡ { {(6)|(u, x, z) ∈ G
p
}}.

Заìетиì, ÷то äëя фиксированноãо вектора про-
ектов p, эëеìенты котороãо явëяþтся проектаìи
некотороãо äопустиìоãо управëения u, заäа÷а «рас-

паäается» на ìножество небоëüøих поäзаäа÷ оп-
тиìизаöии работ äëя кажäоãо сеãìента: 

{(6)|(u, x, z) ∈ G
p
} = ( (t),

(t), (t), t)|( , (t), ) ∈ ,

ãäе  = {(u, x, z) : u : {1, ..., T } → , x, z :

{0, ..., T } → , (7)—(10)}, 

u(t) = col(0, ..., 0), ∀t : p
t
 = 0, (7) 

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)),  z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {1, ..., T }, (8) 

x
k
(0) = ,  k ∈ {1, ..., a

j
}, (9) 

x
k
(t) ∈ , k ∈ {1, ..., a

j
},  t ∈ {1, ..., T }. (10)

Кажäая такая поäзаäа÷а äостато÷но тривиаëüно
реøается ìетоäоì äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния, о ÷еì ãовориëосü выøе. 

Иäея ввоäа äопоëнитеëüных оãрани÷ений с по-
ìощüþ вектора (векторов) проектов ìожет ока-
затüся конструктивной, есëи существует априор-
ная инфорìаöия о тоì, какие ìоìенты вреìени
боëüøе всеãо поäхоäят äëя реаëизаöии проектов.
Есëи же такой инфорìаöии нет, то попытки экс-
тенсивныì способоì перебратü все возìожные
векторы проектов, скорее всеãо, окажутся неуäа÷-
ны, так как их ÷исëо ìожет оказатüся о÷енü веëи-
ко. Наприìер, при T = 50, ρ = 5 ÷исëо векторов
ìожет äостиãатü 153 315. 

3.2. Ïðîöåäóðû âåòâëåíèÿ 

Осуществитü поиск наиëу÷øеãо вектора проек-
тов ìожно с поìощüþ ìетоäа ветвей и ãраниö.
Рассìотриì äва варианта проöеäуры ветвëения.
Усëовно ãоворя, первый вариант отве÷ает на воп-
рос «Что äоëжно произойти в сëеäуþщий ìоìент
вреìени?». Проöеäура ветвëения ìножества äо-
пустиìых проöессов управëения схеìати÷ески
преäставëена на рис. 4. 

Второй вариант отве÷ает на вопрос «Коãäа не-
обхоäиìо орãанизоватü сëеäуþщий проект?». Дëя
тоãо ÷тобы сузитü пере÷енü ìоìентов вреìени, в
которые ìожет бытü орãанизован проект, но при
этоì не искëþ÷итü оптиìаëüноãо реøения, ìож-
но преäëожитü проöеäуру ветвëения, показаннуþ
на рис. 5. Она äоëжна при необхоäиìости обес-
пе÷иватü перебор всех векторов проектов. Оäнако
äанной проöеäурой искëþ÷аþтся из рассìотре-
ния все векторы, в которых ÷исëо поäряä иäущих

Рис. 3. Пример 2: äинаìика ÷исëа состояний 
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нуëевых эëеìентов превосхоäит 2ρ. Это äопустиìо

ввиäу сëеäуþщеãо свойства заäа÷и (1)—(6): если p
0,

p
1 ∈ {0, 1}Т :  ≤ , ∀t ∈ {1, ..., T }, то {(6)|(u,

x, z) ∈ } ≥ {(6)|(u, x, z) ∈ }. Это справеä-

ëиво, поскоëüку  ⊆ . 

3.3. Îöåíèâàíèå âåòâè 

Дëя поëу÷ения нижней оöенки ветви в ìетоäе
ветвей и ãраниö обы÷но искусственно расøиряþт
обëастü äопустиìых проöессов управëения такиì
образоì, ÷тобы ìожно быëо ëеãко поëу÷итü реøе-

ние на этой обëасти [9]. В этоì сëу÷ае поëу÷енное
реøение буäет ãарантированно «не хуже», ÷еì ре-
øение исхоäной заäа÷и. 

Рассìотриì произвоëüнуþ ветвü b. Буäеì ис-
катü оöенку в виäе 

{(6)|(u, x, z) ∈ G
b
} ≥

≥ ( (t), (t), (t), t) +

+ M
j
( (d

b
), d

b
)|( , , ) ∈ ,

ãäе d
b
 — ÷исëо эëеìентов в векторе b и 

 = {(u, x, z) : u : {1, ..., d
b
} → ,

x, z : {0, ..., d
b
} → , (11)—(14)},

u(t) = col(0, ..., 0), t ∈ {1, ..., d
b
} : b

t
 = 0, (11)

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)), z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {1, ..., d

b
}, (12)

x
k
(0) = ,  k ∈ {1, ..., a

j
}, (13)

x
k
(t) ∈ , k ∈ {1, ..., a

j
}, t ∈ {1, ..., d

b
}, (14)

а M
j
(xτ, τ) — ëþбая функöия, уäовëетворяþщая ус-

ëовиþ: 

M
j
(xτ, τ) ≤ ( (t), (t),

(t), t)|( , , ) ∈ }, (15)

ãäе  = {(u, x, z) : u : {τ + 1, ..., T} → ,

x, z : {τ, ..., T} → , (16)—(19)}, 

x(τ) = xτ, (16)

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)),  z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {τ + 1, ..., T }, (17)

||u(t)||•||u(t – ψ)|| = 0,  t ∈ {τ + 1, ..., T },
ψ ∈ {1, ..., ρ},  t – ψ > τ, (18)

x
k
(t) ∈ ,  k ∈ {1, ..., a

j
},

t ∈ {τ + 1, ..., T }. (19)

Такиì образоì, нахожäение оöенки своäится к
реøениþ s заäа÷ оптиìизаöии работ на сеãìенте
на периоäе t ∈ {1, ..., d

b
} c терìинаëüныì ÷ëеноì.

Реøение äанных заäа÷ упрощается бëаãоäаря на-

pt
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pt
1

min
u

Gp
0

min
u

Gp
1

Gp
0

Gp
1

Рис. 4. Процедура ветвления (первый вариант) 

Рис. 5. Процедура ветвления (второй вариант) 
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ëи÷иþ оãрани÷ений (11). Эффективностü оöенки
буäет опреäеëятüся сëожностüþ вы÷исëения функ-

öий M
j
(xτ, τ), а также ãрубостüþ прибëижения (15).

То÷ный ìиниìуì в форìуëе (15) также явëяется
оöенкой, оäнако äëя еãо опреäеëения ìоãут пот-
ребоватüся ресурсоеìкие вы÷исëения (наприìер,
как сëу÷ай трех активов, сì. рис. 2). 

Дëя сокращения объеìа вы÷исëений öеëесо-

образно найти функöии (u, x, z, t) :  ×

×  ×  × {1, ..., T } → �, сепарабеëüные по эëе-

ìентаì векторов u, x и z, т. е. такие, ÷тобы äëя ëþ-
бых u, x, z, t выпоëняëосü 

(u, x, z, t) ≥ (u, x, z, t) =

= (u
k
(t), x

k
(t), z

k
(t), t),  j ∈ S, 

ãäе (u, x, z, t) : {0, 1} × � × � × {1, ..., T } → �,

j ∈ S, k ∈ {1, ..., a
j
}.

В этоì сëу÷ае äëя поëу÷ения оöенки нужно ре-
øитü ëокаëüные заäа÷и оптиìизаöии äëя кажäоãо
отäеëüноãо актива, разìерностü которых принöи-
пиаëüно ìенüøе (сëу÷ай оäноãо актива (сì. рис. 2).
При испоëüзовании сепарабеëüной функöии опятü
расøиряется ìножество проöессов управëения
из-за оãрани÷ения (18), т. е. оöенка становитüся
боëее ãрубой. 

Функöии (x, t) и (u, z, t) сепарабеëüны.

В ка÷естве функöии всþäу не превосхоäящей

(u, t) и сепарабеëüной по эëеìентаì вектора

управëения u ìожно испоëüзоватü сëеäуþщуþ
функöиþ 

(u, t) = u
k
( (e j(k), t) –

– v
m

(e j(m), t) –

– (v, t) v
m

,  j ∈ S.

Сìысë этой функöии закëþ÷ается в тоì, ÷то
при обновëении конкретноãо актива всеãäа ис-
поëüзуþтся расхоäы на обновëение за вы÷етоì
ìаксиìаëüно возìожной эконоìии от совìестно-
ãо обновëения в перес÷ете на оäин актив. 

Утверждение 1. Для любого n ∈ � справедливо
неравенство 

P(A
1
 иëи ... иëи A

n
) ≥ , (20)

где A
1
, ..., A

n
 — любые независимые события. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Приìениì ìетоä ìатеìати÷ес-
кой инäукöии. Дëя n = 1:  P(A1) ≡ P(A1). Преäпоëаãаеì,
÷то äëя некотороãо n = k выпоëняется 

P (A
1
  A

k
)  ≥  ⇒

⇒  ≥ P( ).

Тоãäа äëя n = k + 1, с оäной стороны, ìожно записатü

P(A
1
 иëи ... иëи A

k
 иëи A

k + 1
) =

= 1 – P( )P( ) ≥ 1 – P( ).

С äруãой стороны, выпоëняется

 = 1 –  –  ≤

≤ 1 –  –  ≤

≤ 1 – P( ) –  ≤ 1 – P( ).

Откуäа сëеäует справеäëивостü неравенства (20). Ут-
вержäение 1 äоказано. ♦ 

Заìетиì, есëи вероятности событий A
1
, ..., A

n

равны, то неравенство (20) обращается в тожäест-
во. Такиì образоì, в ка÷естве функöии, сепара-

беëüной по x и всþäу не превосхоäящей (x, t),

ìожно испоëüзоватü функöиþ 

(x, t) = ,

j ∈ S.

3.4. Ïðîãðàììíûå ñïîñîáû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé

Рассìотриì некоторые особенности аëãоритìа,
которые ìоãут позвоëитü провоäитü коìпüþтер-
ные вы÷исëения быстрее: 

— орãанизаöия параëëеëüных вы÷исëений; 

— кэøирование зна÷ений функöий M
j
(xτ, τ); 

— повторное испоëüзование реøений. 
О÷евиäно, ÷то при вы÷исëении ветви ìожно

искатü реøения поäзаäа÷ оптиìизаöии äëя кажäо-
ãо сеãìента в отäеëüноì потоке, ÷то позвоëит со-
зäатü ìасøтабируеìое приëожение. 

Также нет необхоäиìости кажäый раз расс÷и-

тыватü зна÷ения функöии M
j
(xτ, τ), есëи äëя ее вы-

÷исëения испоëüзуþтся сепарабеëüные функöии,
описанные в п. 3.3. Вìесто этоãо стоит оäин раз
вы÷исëитü зна÷ения этой функöии äëя всех воз-

ìожных параìетров xτ и τ. 
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При ветвëении узëа äерева реøений ìожно
повторно испоëüзоватü резуëüтаты, поëу÷енные на
преäыäущеì øаãе. Необхоäиìо перес÷итыватü не
все этапы äинаìи÷ескоãо проãраììирования, а
тоëüко те, которые уто÷няþтся в новой ветви. Дан-
ныì приеìоì öеëесообразно воспоëüзоватüся при
поиске реøения с поìощüþ «жаäноãо» аëãоритìа.
Ина÷е äëя жеëезноäорожных ëиний с боëüøиì
÷исëоì сеãìентов хранение всех ìатриö стоиìос-
тей перехоäа ìожет требоватü боëüøоãо объеìа
оперативной паìяти. 

4. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Данная ìоäеëü и ìетоä оптиìизаöии быëи при-
ìенены в коìпании «Banedanmark» (Дания). На
реаëüных äанных, описываþщих жеëезноäорож-
нуþ сетü этой страны, быëи опреäеëены оптиìаëü-
ные проекты на проãнозноì периоäе, равноì
50-ти ãоäаì. 

Общее ÷исëо неизвестных равно 5 249 950. Чис-
тое вреìя рас÷ета заäа÷ оптиìизаöии äëя 49 ëиний
составиëо 20 ìин 23 с. Рас÷ет произвоäиëся в ÷е-
тыре потока на коìпüþтере с параìетраìи: Intel®

Core™ i5 CPU K 655 @ 3,20 ГГö 3,19 ГГö; 16 Гб RAM;
x64. Приëожение написано на языке C# поä .NET
Framework 4 и интеãрировано в АК «Проãноз-5»
[10]. В табëиöе показаны основные параìетры и
вреìя äесяти наибоëее проäоëжитеëüных рас÷етов
(в табëиöе привеäены офиöиаëüные ноìера ëиний
Датской жеëезной äороãи). Виäно, ÷то пауза ìеж-
äу обновëенияìи оказывает боëüøее вëияние, ÷еì
÷исëо неизвестных. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëирована заäа÷а оптиìаëüноãо пëани-
рования работ по обновëениþ инфраструктуры
жеëезноäорожной ëинии. Данная заäа÷а ìожет со-
äержатü сотни тыся÷ неизвестных, ÷то осëожняет

приìенение кëасси÷еских ìетоäов реøения, таких
как принöип оптиìаëüности Беëëìана. Оäнако
испоëüзуя спеöифи÷еские особенности постанов-
ки, уäается преäëожитü аëãоритì поиска реøения,
основанный на ìетоäе ветвей и ãраниö, показав-
øий высокуþ эффективностü на реаëüных äанных.

Даëüнейøие иссëеäования ìоãут бытü посвя-
щены обобщениþ заäа÷и äëя всей жеëезноäорож-
ной сети с у÷етоì ресурсных оãрани÷ений и ана-
ëизу спеöифики обновëения нетипи÷ных объектов
инфраструктуры (ìостов, тоннеëей и äр.), а также
рассìотрениþ разëи÷ных ìетоäик опреäеëения
эконоìи÷еских потерü. 
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Ïàðàìåòðû è âðåìÿ ðàñ÷åòà

Линия Вреìя, с Чисëо неизвестных Пауза

71 258 331 600 5

16 134 249 700 5

98 98 150 250 5

21 66 263 200 8

15a 43 102 550 5

23b 36 337 800 10

32 35 191 050 10

83 32 146 350 10

55 32 132 400 10

85 30 148 650 10
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