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Теория оптиìаëüноãо управëения распреäеëен-
ныìи систеìаìи интенсивно развивается на про-
тяжении нескоëüких посëеäних äесятков ëет. Ос-
нову иссëеäований в боëüøинстве сëу÷аев состав-
ëяþт функöионаëüные уравнения, в тоì ÷исëе
äифференöиаëüные уравнения с ÷астныìи произ-
воäныìи. Боëüøой вкëаä в развитие этой пробëе-
ìы принаäëежит А.Г. Бутковскоìу и Ж.-Л. Лионсу
[1, 2].
Основной öеëüþ теории оптиìаëüноãо управ-

ëения явëяется иссëеäование вопроса о существо-
вании оптиìаëüноãо управëения, äоставëяþщеãо
ìиниìуì öеëевоìу функöионаëу, а также поëу÷е-
ние необхоäиìых и, есëи это возìожно, äостато÷-
ных усëовий оптиìаëüности управëения.
В общеì виäе заäа÷у оптиìаëüноãо управëения

ìожно сфорìуëироватü так:

I(y, u) → inf, (1)

F(y, u) = 0,  u ∈ Ud, (2)

ãäе I: YЅU →  — öеëевой функöионаë; F:
YЅU → V — оператор с ÷астныìи произвоäныìи
иëи интеãро-äифференöиаëüный оператор; y —
параìетр состояния систеìы; u — функöия управ-

ëения; Ud — выпукëое поäìножество пространст-
ва U, соäержащее боëее оäной то÷ки; Y, U, V — ба-

наховы пространства;  — расøиренная ÷исëовая
пряìая, т. е. ìножество вещественных ÷исеë, äо-
поëненное äвуìя бесконе÷но уäаëенныìи то÷ка-
ìи {+∞} и {–∞}. Такиì образоì, уравнение (2)
преäставëяет собой уравнение состояния, к которо-
ìу необхоäиìо äобавитü ãрани÷ные усëовия, а так-
же усëовия в на÷аëüный ìоìент вреìени äëя сëу-
÷ая, коãäа F — эвоëþöионный оператор. Опреäеëив
ìножество äопустиìых пар (проöессов) управëе-
ние — состояние как ìножество Δ = {(y, u) ∈ YЅUd:

F(y, u) = 0, I(y, u) < ∞}, назовеì ( , ) ∈ Δ оп-

тиìаëüной парой (проöессоì), есëи I( , ) =
= I(y, u).

Среäи äостато÷ных усëовий существования оп-
тиìаëüноãо управëения основныìи явëяþтся ус-
ëовия нетривиаëüности [3], коэрöитивности, коì-
пактности. Усëовие нетривиаëüности состоит в
преäпоëожении, ÷то ìножество Δ не пусто. Усëо-
вие коэрöитивности требует оãрани÷енности ìно-
жества {(y, u) ∈ Δ: I(y, u) ≤ M} в пространстве YЅU
äëя некотороãо ÷исëа M. Усëовие коìпактности
преäпоëаãает коìпактностü ëþбоãо оãрани÷енно-
ãо поäìножества в ìножестве Δ. Кроìе этоãо,
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функöионаë I(y, u) преäпоëаãаþт оãрани÷енныì
снизу и поëунепрерывныì снизу на YЅUd.

В некоторых сëу÷аях проверка указанных усëо-
вий сëожна и оказывается проще приìенитü ìетоä
äоказатеëüства теорети÷ескоãо существования ре-
øения абстрактной заäа÷и [3]. Впервые этот ìетоä
быë преäëожен А.В. Фурсиковыì [4, 5] äëя заäа÷
оптиìаëüноãо управëения систеìой Навüе — Сток-
са. Ж.-Л. Лионс [6] анаëоãи÷ныì ìетоäоì иссëе-
äоваë øирокий кëасс заäа÷ оптиìаëüноãо управ-
ëения с синãуëярностяìи.
Набор соотноøений, описываþщих необхоäи-

ìые усëовия äëя заäа÷и (1) вìесте с оãрани÷енияìи
(2) исхоäной заäа÷и, называþт систеìой опти-
ìаëüности [7]. В сëу÷ае ëинейных заäа÷ оптиìаëü-
ноãо управëения с выпукëыì öеëевыì функöио-
наëоì систеìа оптиìаëüности обы÷но явëяется не
тоëüко необхоäиìыì, но и äостато÷ныì усëовиеì
отыскания ìиниìуìа экстреìаëüной заäа÷и. К на-
стоящеìу вреìени в теории оптиìаëüноãо управ-
ëения распреäеëенныìи систеìаìи разработано
ìножество ìетоäов поëу÷ения систеì оптиìаëü-
ности, к ниì ìожно отнести принöип ìаксиìуìа
Понтряãина, принöип Беëëìана, принöип Лаãран-
жа. В работе [3] äëя вывоäа систеì оптиìаëüнос-
ти приìеняþтся разëи÷ные варианты известноãо
принöипа Лаãранжа, сфорìуëированноãо впервые
саìиì Ж.Л. Лаãранжеì [8]. Обоснованиþ и разви-
тиþ этоãо принöипа посвящены работы В.М. Аëек-
сеева, В.М. Тихоìирова, С.В. Фоìина [9], а также
А.И. Еãорова [10]. Совреìенный вариант принöи-
па Лаãранжа, уäобный äëя приìенения в øиро-
коì кëассе заäа÷ оптиìаëüноãо управëения, äока-
зан А.Д. Иоффе и В.М. Тихоìировыì [11]. Весüìа
существенный øаã в обосновании этоãо принöипа
сäеëаëи Лþстерник и Варãа [12]. Этот же принöип
в новоì изëожении описан А.В. Фурсиковыì [3].
В настоящей работе буäет преäëожен поäхоä к

поëу÷ениþ и ÷исëенной реаëизаöии систеìы оп-
тиìаëüности äëя заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
техноëоãи÷ескиì проöессоì поëу÷ения кварöевых
труб. Заäа÷а управëения буäет преäставëятü собой
заäа÷у с коìпроìиссныì распреäеëенныì управ-
ëениеì и распреäеëенныì набëþäениеì. Систеìа
оптиìаëüности буäет поëу÷ена в сиëüной форìе
[3], т. е. в форìе систеìы äифференöиаëüных урав-
нений в ÷астных произвоäных, функöия опти-
ìаëüноãо управëения буäет опреäеëятüся явной за-
висиìостüþ из реøения поëу÷енной систеìы.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

В проöессе изãотовëения спеöиаëüных опти-
÷еских световоäов оäниì из кëþ÷евых звенüев в
техноëоãи÷еской öепи произвоäства явëяется про-
öесс ëеãирования кварöевоãо стекëа. Оäин из на-
ибоëее совреìенных способов ëеãирования — ìо-

äифиöированный ìетоä хиìи÷ескоãо парофазно-
ãо осажäения (Modified Chemical Vapor Deposition,
äаëее проöесс MCVD) [13]. Еãо сутü закëþ÷ается в
сëеäуþщеì (рис. 1). Во вращаþщуþся на станке
кварöевуþ трубку поäаþт о÷ищенный кисëороä и
парообразные хëориäы (Si, Ge, P и äр. эëеìентов).
Теìпература äвижущеãося ãазовоãо потока увеëи-
÷ивается, äостиãая своеãо ìаксиìаëüноãо зна÷е-
ния в зоне наãрева кисëороäно-воäороäной ãореë-
ки, ãäе и происхоäит реакöия окисëения ëеãируþ-
щих коìпонентов. Даëее оксиäы осажäаþтся на
хоëоäной поверхности опорной трубки переä ãо-
реëкой поä äействиеì сиë терìофореза. Поäбирая
параìетры этоãо техноëоãи÷ескоãо проöесса, ìож-
но поëу÷итü требуеìуþ конöентраöиþ ëеãируþщих
эëеìентов, а зна÷ит, и соответствуþщий коэффи-
öиент преëоìëения света.
Дëя обеспе÷ения оäнороäности опти÷еских и

ãеоìетри÷еских параìетров изãотавëиваеìой заãо-
товки по äëине требуется то÷ная настройка систе-
ìы управëения параìетраìи проöесса, в первуþ
о÷ереäü, скоростüþ äвижения ãореëки и распреäе-
ëениеì теìпературы в зоне протекания хиìи÷ес-
ких реакöий, образования оксиäов и осажäения
оксиäов на стенки опорной трубы.
Основная пробëеìа закëþ÷ается в сëожности

контроëя теìпературы в зоне реакöии, ãäе проте-
каþт физико-хиìи÷еские проöессы. В то же вре-
ìя, распреäеëение теìпературноãо поëя в зоне об-
разования окисëов опреäеëяет не тоëüко разìеры
и конöентраöиþ коаãуëированных ÷астиö, но и на-
правëение их äвижения поä äействиеì сиë терìо-
фореза, так как терìофорети÷еская сиëа, äейству-
þщая на кажäуþ ÷астиöу, пропорöионаëüна ãра-
äиенту теìпературноãо поëя в äанной то÷ке [7]. На
практике в проöессе MCVD теìпературу на поверх-
ности кварöевой трубы контроëируþт с поìощüþ
бесконтактных инфракрасных пироìетров.
Построиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü наãрева квар-

öевой трубы поäвижныì тепëовыì исто÷никоì,
которая с äостато÷ной то÷ностüþ опиøет теìпе-
ратурное поëе в кварöевой трубе, форìируеìое в
хоäе реаëüноãо техноëоãи÷ескоãо проöесса.

Рис. 1. Схематическое изображение процесса MCVD: 1 — вра-
щаþщаяся кварöевая труба; 2 — äвижущаяся ãореëка (стреëки
показываþт направëение äвижения); 3 — пëаìя ãореëки; 4 —
зона реакöии
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Преäпоëожения, при которых поëу÷ена ìате-
ìати÷еская ìоäеëü, таковы: теìпературное поëе
кварöевой трубки осесиììетри÷ное (это обеспе-
÷ивается вращениеì трубы); тепëообìен с внеø-
ней окружаþщей среäой и ãазоì, текущиì внутри
трубы, описывается законоì Нüþтона; изëу÷ение
с внеøней поверхности трубы поä÷иняется закону
Стефана — Боëüöìана.
Моäеëü вкëþ÷ает в себя уравнение энерãии, в

наøеì сëу÷ае уравнение тепëопровоäности, и ìо-
äеëü поäвижноãо исто÷ника, т. е. описание форìы
и ìощности поäвоäиìоãо тепëовоãо потока, а так-
же закон äвижения исто÷ника [14]. Тепëовой по-
ток от факеëа изìеняется вäоëü оси z (рис. 1) и
описывается функöией Гаусса

q(t, z) = qmax , (3)

ãäе v(ς) — скоростü äвижения ãореëки; H — пара-
ìетр форìы (øирина тепëовоãо потока); qmax —
интенсивностü (ìощностü) ãореëки; t — вреìя; z —
пространственная переìенная; ς — переìенная
интеãрирования, иìеþщая сìысë вреìени.
Тоãäа уравнение тепëопровоäности äëя квар-

öевой трубы в öиëинäри÷еской систеìе коорäинат
иìеет виä:

ρCp  =

=  + , (4)

ãäе Θ(t, r, z) — теìпература; ρ, Cp, λ — пëотностü,
уäеëüная тепëоеìкостü и тепëопровоäностü квар-
öа соответственно, при÷еì в общеì сëу÷ае эти
характеристики явëяþтся функöией теìпературы
Θ(t, r, z); r, z — пространственные переìенные,
при÷еì r ∈ [r0, R], z ∈ [0, L], t ∈ [0, T], ãäе r0 — внут-
ренний раäиус трубы, R — внеøний раäиус трубы,
L — äëина трубы, T — проäоëжитеëüностü проöес-
са осажäения.
На÷аëüное и краевые усëовия на поверхностях

трубы иìеþт виä:

Θ(t, r, z)|t = 0 = Θ0(r, z), (5)

λ  = αãаза(Θ(t, z) – Θãаза), (6)

λ  = q(t, z) – αсреäы(Θ(t, z) – Θсреäы) –

– εσ0(Θ(t, z)4 – ), (7)

Θ(t, r, z)|z = 0 = Θ1(t, r), (8)

 = 0, (9)

ãäе αãаза, αсреäы — коэффиöиенты тепëообìена ãаза
и внеøней среäы (возäуха); Θãаза, Θсреäы — теìпе-
ратуры ãаза и внеøней среäы; ε — коэффиöиент
÷ерноты; σ0 — постоянная Стефана — Боëüöìана.
В äаëüнейøеì äëя краткости изëожения буäеì при
записи функöий опускатü арãуìенты, есëи эта за-
писü не явëяется принöипиаëüно важной.
В сиëу осевой сиììетрии теìпературноãо поëя

и ìаëой тоëщины стенки трубы изìенения теìпе-
ратуры по попере÷ноìу се÷ениþ трубы ìаëы по
сравнениþ с изìененияìи теìпературы вäоëü оси z,
поэтоìу зна÷ения теìпературы в попере÷ноì се-
÷ении заìениì на ее среäнее зна÷ение по обëасти
D = {(r, ϕ)|r0 ≤ r ≤ R; 0 ≤ ϕ ≤ 2π}. Проинтеãрируеì
обе ÷асти уравнения (4) по указанной обëасти:

ρCp rdϕdr = rdϕdr +

+ rdϕdr.

Тоãäа с у÷етоì усëовий (6) и (7) первый интеã-
раë в правой ÷асти посëеäнеãо уравнения приìет
виä:

dϕdr = 2π  = 2πRλ  –

– 2πr0λ  = 2πR(q(z, t) – εσ0(Θ
4 – ) –

– αсреäы(Θ – Θсреäы)) – 2πr0αãаза(Θ – Θãаза).

Посëе усреäнения оставøихся сëаãаеìых по
обëасти D и äеëения обеих ÷астей уравнения на

π(R2 – ), поëу÷иì уравнение со свойстваìи, за-

висящиìи от теìпературы, виäа

ρ(Θ)Cp(Θ)  =  –

– β1(αсреäы(Θ – Θсреäы) + εσ0(Θ
4 – ) – q) –

– β2αãаза(Θ – Θãаза), (10)

ãäе β1 = , β2 = .

Уравнение (10) äопоëняется на÷аëüныì и ãра-
ни÷ныìи усëовияìи, анаëоãи÷ныìи усëовияì (5),
(8), (9):

Θ(t, z)|t = 0=Θ0(z),  Θ(t, z)|z = 0=Θ1(t),  =0.
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Буäеì преäпоëаãатü, ÷то физи÷еский проöесс,
ìоäеëü котороãо описывается уравнениеì (10), уп-
равëяеì. В ка÷естве типи÷ных управëяþщих воз-
äействий в проöессе парофазноãо осажäения вы-
ступаþт ëибо параìетры тепëовоãо исто÷ника воз-
äействия, такие, как еãо ìощностü qmax, скоростü
еãо äвижения v(ξ) и параìетр форìы (øирина теп-
ëовоãо потока) H, ëибо веëи÷ина тепëовоãо пото-
ка. Цеëü управëения при этоì закëþ÷ается в уäер-
жании теìпературы кварöевой трубы в окрестнос-
ти заäанноãо состояния. Преäпоëожиì в раìках
äанноãо иссëеäования, ÷то управëениеì u(t, z) про-
öесса MCVD явëяется тепëовой поток от исто÷ни-
ка возäействия q(t, z). Как быëо указано выøе,
проöессоì буäеì называтü пару: распреäеëение
теìпературы Θ(t, z), явëяþщееся реøениеì урав-
нения (10), и соответствуþщее управëение u(t, z),
обеспе÷иваþщее такое распреäеëение. Проöесс,
реаëизуеìый на практике, назовеì проãраììныì
проöессоì и обозна÷иì (Θ*(t, z), u*(t, z)). Отìетиì,
÷то Θ*(t, z) при этоì также явëяется реøениеì кра-
евой заäа÷и с уравнениеì состояния (10).
В реаëüных усëовиях распреäеëение теìперату-

ры Θ(t, z) буäет отëи÷атüся от проãраììноãо рас-
преäеëения теìпературы Θ*(t, z) на некоторуþ ве-
ëи÷ину откëонения (возìущения) ΔΘ(t, z), о кото-
рой известно, ÷то это äостато÷но ìаëая веëи÷ина
по отноøениþ к проãраììноìу зна÷ениþ. Тоãäа
ìожно записатü, ÷то Θ(t, z) = Θ*(t, z) + ΔΘ(t, z). По
анаëоãии запиøеì, ÷то управëение u(t, z) также
ìожет бытü преäставëено в виäе u(t, z) = u*(t, z) +
+ Δu(t, z), ãäе u*(t, z) — проãраììное управëение, а
u(t, z) — факти÷еское управëение.
Нетруäно поëу÷итü уравнение возìущенноãо

состояния, описываþщее откëонение факти÷еско-
ãо состояния от проãраììноãо [15]. При äостато÷-
но ãëаäких зависиìостях ρ(Θ), Cp(Θ), λ(Θ) уравне-
ние (10) ìожно ëинеаризоватü в окрестности теì-
пературы Θ*(t, z) путеì разëожения неëинейных
зависиìостей в ряä Тейëора. Существуþт разëи÷-
ные способы ëинеаризаöии, зäесü ìы воспоëüзуеì-
ся приеìоì, изëоженныì в работе [16]. Преäставиì
уравнение (10) в виäе оäноìерноãо äифференöи-
аëüноãо уравнения второãо поряäка с неëинейныì
оператороì:

A  = ρ(Θ)Cp(Θ)  –

–  + β1(αсреäы(Θ – Θсреäы) +

+ εσ0(Θ
4 – ) – q) + β2αãаза(Θ – Θãаза) = 0. (11)

Как быëо отìе÷ено выøе, преäставиì реøение
этоãо уравнения в виäе Θ(t, z) = Θ*(t, z) + ΔΘ(t, z),

при этоì Θ*(t, z) и u*(t, z) уäовëетворяþт уравне-
ниþ (11), т. е.

A  = 0.

Поëаãая, ÷то функöия A äважäы непрерывно
äифференöируеìа по совокупности своих арãуìен-
тов, ìожно поëу÷итü ëинейное уравнение относи-
теëüно ΔΘ(t, z), т. е. выпоëнитü проöеäуру ëинеа-
ризаöии:

ΔΘ +  +  +

+  + Δu(t, z) = 0. (12)

Зäесü ввеäены обозна÷ения  = , Θ'' = ,

Θ' = , сиìвоë «*» соответствует состояниþ

Θ*(t, z) систеìы.
Обозна÷иì произвоäные, вхоäящие в уравне-

ние (12), так:

 = (ρ(Θ)Cp(Θ))  –

–  –  +

+ β1(αсреäы + 4εσ0(Θ*)3) + β2αãаза = χ2(t, z),

 = ρ(Θ*)Cp(Θ*),   = –λ(Θ*),

 = –2  = χ1(t, z),   = –β1.

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений, поëу÷иì:

ρ(Θ*)Cp(Θ*)  = λ(Θ*)  – χ1(t, z)  –

– χ2(t, z)ΔΘ + β1Δu.

Разäеëиì обе ÷асти поëу÷енноãо уравнения на
ρ(Θ*)Cp(Θ*):

 =  –  –

– ΔΘ + Δu.
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Такиì образоì, уравнение äëя возìущенноãо
состояния иìеет виä:

 – a(t, z)  + γ1(t, z)  + γ2(t, z)ΔΘ =

= β(t, z)Δu, (13)

ãäе

a(t, z) = ,

γ1(t, z) = ,

γ2(t, z) = ,

β(t, z) = .

Отìетиì, ÷то есëи теìпература Θ* зависит тоëü-

ко от коорäинаты z, то в выражении  первое

сëаãаеìое обращается в ноëü. В сëу÷ае же, коãäа

Θ* = const, то в выражении  первые три

сëаãаеìых равны нуëþ и  = 0.

Анаëоãи÷ныì образоì провеäеì ëинеаризаöиþ
ãрани÷ных и на÷аëüноãо усëовий, в резуëüтате ÷еãо
поëу÷иì ãрани÷ные и на÷аëüное усëовия äëя ëи-
неаризованной заäа÷и:

ΔΘ|t = 0 = ΔΘ0(z),  ΔΘ|z = 0 = 0,

 = 0. (14)

Такиì образоì, сфорìуëирована ëинейная кра-
евая заäа÷а (13), (14) äëя возìущенноãо состояния
ΔΘ(t, z), описываеìая оäноìерныì уравнениеì
тепëопровоäности.

2.ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ

Сфорìуëируеì заäа÷у оптиìаëüноãо стабиëи-
зируþщеãо управëения [17—19] с у÷етоì ëинеари-
заöии исхоäной ìоäеëи и äаëüнейøеãо перехоäа к
иссëеäованиþ веëи÷ин возìущенных состояний.
Рассìотриì заäа÷у распреäеëенноãо управëения и
распреäеëенноãо набëþäения с поìощüþ систеìы
(13), (14) [20]. Сëеäуя терìиноëоãии [3], функöия
Δu, соäержащаяся в правой ÷асти уравнения состо-
яния, естü функöия управëения, а набëþäениеì
явëяется функöия состояния ΔΘ(t, z) в кажäой то÷-

ке обëасти реøения заäа÷и. В ка÷естве функöио-
наëüноãо пространства состояний и äопустиìых
управëений рассìотриì пространство U = L2(Ω),
ãäе Ω = [0, τ]Ѕ[0, L], зäесü τ — вреìя управëения
изу÷аеìыì проöессоì. Отìетиì, ÷то зна÷ение τ в
общеì сëу÷ае не совпаäает со зна÷ениеì T, опре-
äеëенныì выøе.
Опреäеëиì öеëевой функöионаë интеãраëüноãо

типа, явно зависящий от функöии управëения и
обëаäаþщий свойствоì коэрöитивности, ÷то поз-
воëит в äаëüнейøеì приìенятü технику поëу÷ения
оптиìизаöионной систеìы и опреäеëитü функöиþ
оптиìаëüноãо управëения в явноì виäе:

F(Δu, ΔΘ) = ΔΘ2dzdt + σ Δu2dzdt → inf. (15)

Функöионаë F преäставëяет собой сìеøанный
интеãраëüный критерий с поäынтеãраëüной функ-
öией, äаþщей откëонения по фазовыì коорäина-
таì в среäнеì (первое сëаãаеìое) и общие энер-
ãети÷еские затраты (второе сëаãаеìое). Зäесü σ —
поëожитеëüный ÷исëовой параìетр (öена управëе-
ния), который оöенивается заранее ëибо поäбира-
ется из реøений тестовых заäа÷. Выбор сìеøан-
ноãо функöионаëа в äанной заäа÷е связан с теì,
÷то в раìках реаëüноãо техноëоãи÷ескоãо проöесса
все пироìетри÷еские изìерения произвоäятся при-
бораìи, а ëþбые приборы иìеþт поãреøности
изìерений. В сиëу этоãо äобиватüся тоãо, ÷тобы
первое сëаãаеìое обратиëосü в ноëü, преäставëя-
ется неöеëесообразныì. Оäнако наëи÷ие второãо
сëаãаеìоãо позвоëяет поëу÷итü необхоäиìые усëо-
вия оптиìаëüности в сиëüной форìе. Это возìож-
но, поскоëüку öеëевой функöионаë (15), обëаäает
свойствоì коэрöитивности бëаãоäаря своеìу вто-
роìу сëаãаеìоìу.
Поскоëüку управëение Δu(t, z) вхоäит в заäа÷у

(13), (14) ëинейно, то ìожно ãоворитü о некотороì
ëинейноì операторе Λ, äействуþщеì на ìножест-
ве äопустиìых управëений, со зна÷енияìи в прост-
ранстве состояний: Λ(Δu(t, z)) = ΔΘ(t, z)). Заìетиì,
÷то в сиëу ëинейности Λ еãо äифференöиаë Гато
(первая вариаöия отображения) на приращении δΔu
совпаäает со зна÷ениеì саìоãо оператора, поскоëü-
ку äëя ëþбоãо бесконе÷но ìаëоãо зна÷ения ξ 

dΛ(Δu, δΔu) =  =

=  = Λ(δΔu).

Ввеäеì обозна÷ение: Δ (t, z) = Λ(δΔu). Извест-
но, ÷то есëи Δu(t, z) — ìиниìизируþщий эëеìент
(оптиìаëüное состояние), существование которо-
ãо сëеäует из свойств коэрöитивности, поëунепре-
рывности снизу и выпукëости öеëевоãо функöио-
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наëа (15) [2], а δΔu — еãо вариаöия, то первая ва-
риаöия функöионаëа (15) обращается в ноëü:

δF(Δu, ΔΘ) = 2 (ΔΘΔ  + σΔu(δΔu))dzdt =

= 2 (Λ(Δu)Λ(δΔu) + σΔu(δΔu))dzdt = 0, (16)

ãäе Δ (t, z) заäается как реøение проварüирован-
ной заäа÷и (13), (14). Испоëüзование äанной ин-
теãраëüной форìы преäставëения необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности не совсеì уäобно в сìысëе
практи÷еских реаëизаöий. Дëя вывоäа необхоäи-
ìоãо усëовия оптиìаëüности в иной форìе — фор-
ìе краевой заäа÷и — и возìожности äаëüнейøеãо
поëу÷ения явноãо выражения функöии оптиìаëü-
ноãо управëения ÷ерез состояние этой краевой за-
äа÷и воспоëüзуеìся äаëее техникой, анаëоãи÷ной
той, ÷то изëожена в работе [3].
Варüируя исхоäнуþ äифференöиаëüнуþ заäа÷у

(13), (14), поëу÷иì äифференöиаëüнуþ заäа÷у от-

носитеëüно Δ (t, z) виäа

 – a  + γ1  + γ2Δ  = βδΔu,

Δ |t = 0 = 0,  Δ |z = 0 = 0,   = 0. (17)

Уìножиì правуþ и ëевуþ ÷асти уравнения за-
äа÷и (17) на произвоëüнуþ функöиþ p(t, z) ∈ U и
проинтеãрируеì их по заäанной обëасти:

pdzdt – a pdzdt + γ1 pdzdt +

+ γ2Δ pdzdt = βδΔupdzdt. 

Посëе провеäения равносиëüных преобразова-
ний поëу÷иì резуëüтат:

pΔ dz – Δ dzdt – Δ dzdt –

– ap dt + Δ dt – Δ dzdt +

+ γ1pΔ dt + γ2Δ pdzdt = βδΔupdzdt. (18)

Потребуеì, ÷тобы произвоëüная äо сих пор
функöия p(t, z) уäовëетворяëа äифференöиаëüной
заäа÷е с обратныì вреìенеì (19). Функöия p(t, z)
при этоì называется функöией, сопряженной со-
стояниþ систеìы (13), (14) [3], относитеëüно ко-

торой буäет форìироватüся вывоä систеìы опти-
ìаëüности в форìе äифференöиаëüной заäа÷и,
которой буäет уäовëетворятü как ΔΘ(t, z), так и
функöия сопряженноãо состояния:

–  –  –  + γ2p = ΔΘ,

p|t = τ = 0,  p|z = 0 = 0,   = 0. (19)

Объеäиняя все интеãраëы по обëасти Ω в ëевой
÷асти соотноøения (18), а также поëüзуясü урав-
нениеì и усëовияìи краевой заäа÷и (19), приво-
äиì соотноøение (18) к виäу:

ΔΘΔ dzdt = βδΔupdzdt. (20)

Заìетиì, ÷то интеãраë в ëевой ÷асти равенства
(20) в то÷ности совпаäает с интеãраëоì от оäноãо
из сëаãаеìых соотноøения (16). Осуществëяя со-
ответствуþщуþ поäстановку выражения (20) в фор-
ìуëу (16), иìееì:

(βp + σΔu)δΔudzdt = 0.

Поскоëüку по опреäеëениþ вариаöия δΔu ≠ 0,
функöия оптиìаëüноãо управëения ìожет бытü
преäставëена явной зависиìостüþ

Δuопт(t, z) = – . (21)

Пара зна÷ений Δuопт(t, z) и соответствуþщее ей
состояние ΔΘ(t, z) назовеì оптиìаëüныì проöес-
соì. Такиì образоì, у÷итывая форìы äифферен-
öиаëüных заäа÷ (13), (14), (19) и соотноøение äëя
функöии оптиìаëüноãо управëения (21), ìожно
записатü систеìу оптиìаëüности в своей сиëüной
форìе, т. е. в форìе систеìы краевых заäа÷ äëя со-
стояния систеìы ΔΘ(t, z) и äвойственной функöии
p(t, z) в виäе:

 – a  + γ1  + γ2ΔΘ = – p,

 +  +  – γ2p = –ΔΘ,

ΔΘ|t = 0 = ΔΘ0,  ΔΘ|z = 0 = 0,   = 0,

p|t = τ = 0,  p|z = 0 = 0,   = 0. (22)
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3. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß 
ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Систеìа оптиìаëüности (22) преäставëяет сбой
äифференöиаëüнуþ заäа÷у, несоãëасованнуþ по
вреìени. В ÷астности, состояние систеìы описы-
вается краевой заäа÷ей, корректной по вреìени
впереä, а сопряженное состояние — корректной
по вреìени назаä, ÷то привоäит к некоторыì труä-
ностяì в реаëизаöии: с÷итатü в опреäеëенноì на-
правëении по вреìени не преäставëяется возìож-
ныì. В связи с этиì реøение заäа÷и (22) прово-
äиëосü итераöионныì ìетоäоì. В ÷астности, зная
зна÷ения сопряженной функöии p(t, z) на i-ì øа-
ãе, а зна÷ит, и оптиìаëüное управëение на i-ì øаãе
(i = 0, 1, 2, ...), ìожно реøитü краевуþ заäа÷у, опи-
сываþщуþ состояние систеìы (при этоì ìы на-
хоäиì прибëижение к оптиìаëüноìу проöессу на
i-ì øаãе). Поëу÷енное реøение позвоëяет реøитü
краевуþ заäа÷у äëя отыскания (i + 1)-ãо прибëи-
жения сопряженноãо состояния, ãäе в ка÷естве
функöии ΔΘ(t, z) взято ее i-е прибëижение. При-
бëижение к оптиìаëüноìу управëениþ на (i + 1)-ì
øаãе ищется по форìуëе (21) ÷ерез зна÷ения со-
пряженной функöии в (i + 1)-ì прибëижении.
Нуëевое прибëижение функöии p(t, z) выбираëосü
произвоëüно.
Кажäая заäа÷а реøаëасü ìетоäоì коне÷ных эëе-

ìентов, реаëизованноì в систеìе ìуëüтифизи÷ес-
ких вы÷исëений Comsol Multiphysics. Все физи-
÷еские функöии и постоянные, преäставëяþщие
собой тепëофизи÷еские параìетры заäа÷и, быëи
взяты из Material Library Comsol Multiphysics. Дëя
реøения краевых заäа÷, описываþщих состояние
систеìы и сопряженное состояние, испоëüзова-
ëасü равноìерная сетка по пространственной пе-
реìенной z. Быëо провеäено иссëеäование, каса-
þщееся вëияния øаãа сетки на поëу÷енные ре-
øения. При÷еì при изìеëü÷ении øаãов сетки по
пространственной переìенной, на÷иная с неко-
тороãо зна÷ения, набëþäаëосü установëение ре-
øений, — зна÷ения искоìых функöий о÷енü ìаëо
ìеняëисü (рис. 2).

Интересен также ãрафик зависиìости öеëевоãо
функöионаëа F от ноìера итераöии, изображен-
ный на рис. 3. Виäно, ÷то на÷иная с сеäüìой ите-
раöии, функöионаë уìенüøается незна÷итеëüно и
устанавëивается окоëо зна÷ения F = 32 750 (äëя

зна÷ения σ = 8•10–8).

4. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Преäпоëаãается, ÷то контроëü распреäеëения
теìпературы вäоëü поверхности наãрева кварöево-
ãо öиëинäра осуществëяется сканируþщиì пиро-
ìетроì, который позвоëяет оäновреìенно сниìатü
распреäеëение теìпературы на äëине 100 ìì. Из-
ìерения теìпературы происхоäят ÷ерез равные
проìежутки вреìени τ. Зна÷ения τ поäбираþтся с
у÷етоì особенностей техноëоãи÷ескоãо проöесса
MCVD и физи÷еских возìожностей осуществëятü
корректировку параìетров заäа÷и. В раìках äан-
ной постановки зна÷ения вреìени управëения
систеìой τ выбираëисü равныì 1, 3, 5 с. Реøение

Рис. 2. Зависимость значений функции DQ(t, L/2) от числа раз-
биений

Рис. 3. Зависимость значений целевого функционала F от числа
итераций

Рис. 4. Начальное распределение температуры DQ0
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систеìы (22), поäставëенное в выражение (21),
позвоëяет опреäеëитü функöиþ оптиìаëüноãо кор-
ректируþщеãо управëения. Даëее по расс÷итан-
ныì зна÷енияì корректируþщеãо управëения на-
хоäится ìощностü тепëовоãо исто÷ника qmax, не-
обхоäиìая äëя стабиëизаöии проöесса в раìках
рас÷етноãо вреìени [0, τ]. Отìетиì, ÷то найäенное
стабиëизируþщее управëение буäет äействоватü
тоëüко на указанноì проìежутке вреìени, по ис-
те÷ении котороãо проöесс повторяется — проис-
хоäит новый заìер теìпературы, вновü реøается
заäа÷а оптиìаëüноãо управëения, снова корректи-
руется ìощностü тепëовоãо исто÷ника и т. ä.

Сканируþщий пироìетр сниìает показания
тоëüко в зоне наãрева. В ка÷естве äеìонстраöион-
ноãо приìера рассìотриì разниöу ìежäу äействи-
теëüной (опреäеëенной при поìощи пироìетра) и
проãраììной теìператураìи в ìоìент вреìени,
соответствуþщий коорäинате z = L/2. Приìеì
зна÷ения этих разностей в ка÷естве на÷аëüных ус-
ëовий уравнения тепëопровоäности систеìы оп-
тиìаëüности (22) (рис. 4).
На рис. 5 преäставëены поверхности оптиìаëü-

ных распреäеëений теìпературы ΔΘ(t, z), поëу÷ен-
ные в резуëüтате реøения систеìы оптиìаëüности
(22), и управëения Δuопт(t, z) (тепëовоãо потока),
вы÷исëенноãо по форìуëе (21).
Цена управëения — параìетр σ, как отìе÷ено

выøе, ìожет изìенятüся, еãо зна÷ения поäбира-
þтся из соображений практи÷еской реаëизаöии
ìетоäа. В наøеì сëу÷ае выбор этоãо зна÷ения за-
висит от поãреøности изìерений пироìетроì. Ис-
поëüзуеìые пироìетры обеспе÷иваþт то÷ностü за-
ìеров теìператур с поãреøностüþ не боëее 0,5 %
от ìаксиìаëüно изìеряеìой теìпературы, т. е. поã-
реøностü изìерения составëяет 8—10 °С. Исхоäя
из этоãо, провеäены рас÷еты при разëи÷ных зна-
÷ениях параìетра σ (рис. 6), кривая 4 показывает
профиëü теìпературы ΔΘ(τ, z), соответствуþщий
указанноìу выøе зна÷ениþ поãреøности.
Провеäены ÷исëенные экспериìенты с öеëüþ

изу÷ения вëияния вреìени управëения τ на рас-
преäеëение оптиìаëüной теìпературы (теìперату-
ры ΔΘ(τ, z), отве÷аþщей оптиìаëüноìу управëе-
ниþ Δuопт(t, z)). Резуëüтаты рас÷етов äëя разëи÷-
ных зна÷ений вреìени управëения τ преäставëены
на рис. 7. При рас÷етах на÷аëüное состояние сис-
теìы выбираëосü неизìенныì.

Рис. 6. Зависимость распределения температуры DQ(t, z), °C, от
параметра s: 1 — на÷аëüное состояние; 2 — σ = 10–6; 3 —

σ = 2•10–7; 4 — σ = 5•10–8

Рис. 5. Оптимальный процесс при t = 3 c: а — ΔΘ(t, z), °С; б — Δuопт(t, z), Вт/ì
2
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Тепëовой поток факеëа ãореëки, как отìе÷ено
выøе форìуëой (3), описывается функöией Гаусса.
Мощностü тепëовоãо исто÷ника qmax при этоì рас-
с÷итываëасü по найäенныì зна÷енияì Δuопт(t, z).
Резуëüтат аппроксиìаöии äëя вреìени управëения
τ = 3 с преäставëен на рис. 8.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе рассìотрена ìатеìати÷ес-
кая ìоäеëü техноëоãи÷ескоãо проöесса MCVD, в
основе которой ëежит нестаöионарное äвуìерное
уравнение тепëопровоäности. Посëе принятия ря-
äа преäпоëожений, в тоì ÷исëе об осреäнении теì-
пературы по раäиусу трубы, а также в резуëüтате
провеäения ëинеаризаöии ìоäеëи, поëу÷ено ëи-
нейное оäноìерное уравнение тепëопровоäности
äëя возìущенноãо состояния, на основе котороãо
поставëена и реøена заäа÷а оптиìизаöии. Сфор-

ìуëирована заäа÷а оптиìаëüноãо стабиëизируþ-
щеãо управëения с распреäеëенныì управëениеì
и распреäеëенныì набëþäениеì. В ка÷естве фун-
кöии управëения выбран тепëовой поток от äви-
жущейся ãореëки, öеëевой функöионаë ìиниìи-
зирует откëонения факти÷еской теìпературы от
проãраììной. Поëу÷ена систеìа оптиìаëüности,
закон нахожäения функöии оптиìаëüноãо управ-
ëения в явноì виäе, преäëожен аëãоритì реøения
поëу÷енной систеìы оптиìаëüности. Привеäены
и проанаëизированы резуëüтаты ÷исëенных иссëе-
äований поставëенной заäа÷и.
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OPTIMAL CONTROL OF THERMAL EXPOSURE SOURCE
IN THE PROCESSES OF VAPOR PHASE DEPOSITION
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Perm National Research Polytechnic University
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Abstract. We consider a mathematical model that describes the process of heating a silica tube
by a movable heat source. The model is represented in the form of a one-dimensional heat con-
duction equation. Based on this model, we solve the problem of optimal stabilizing control with
distributed control and distributed observation for the linearized problem. The value of the gas
mixture flow rate, which determines the power of the heat source, was selected as a control in-
fluence. The aim of the control was to minimize possible temperature deviations from the pro-
grammed regimes of the silica pipes alloying. We obtained necessary optimality conditions in the
form of an optimization system consisting of two partial differential equations. A law for finding
the optimal control function, which explicitly depends on the solution of the mentioned system
of equations, was obtained as well. Ultimately, we carried out the numerical solution of the op-
timization system and obtained quantitative results for the control function. We also calculated
and analyzed the temperature distributions in various control modes.

Keywords: optimal control, MCVD process, distributed system, optimization system.


