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Аннотация. При взаимодействии активные агенты могут действовать независимо, всту-

пать в кооперацию или быть связанными отношениями иерархии. В свою очередь, иерар-

хическое воздействие может осуществляться с помощью административных или эконо-

мических методов с обратной связью или без неё. Приведено систематическое описание 

этих способов организации и методов управления посредством теоретико-игровых моде-

лей конфликтного управления без учёта неопределённости с разными информационными 

регламентами. Представляется чрезвычайно важным количественное сравнение выигры-

шей отдельных агентов и всего их множества (общественного благосостояния) при ука-

занных способах организации и методах управления. Предложена методика построения 

систем общественных и индивидуальных предпочтений на основе выигрышей агентов в 

играх в нормальной форме и долей в распределении общего выигрыша в кооперативных 

играх. Для более детальной количественной оценки разработана система индексов отно-

сительной эффективности. Предложенная методика проиллюстрирована на примере мо-

делей олигополии Курно. 
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ВВЕДЕНИЕ 

На первый взгляд кажется очевидным, что ко-
операция лучше конфронтации. Объединение уси-
лий активных агентов позволяет добиться лучших 
результатов, чем их независимое эгоистичное по-
ведение и тем более вражда, а полученный допол-
нительный выигрыш коалиции всех агентов можно 
каким-то образом разделить между всеми ними.  

К сожалению, здесь не всё так просто. Для об-
щества в целом действительно выигрыш при ко-
операции всегда по крайней мере не меньше, чем 
при независимом поведении составляющих обще-
ство активных агентов или при наличии отноше-
ний иерархии между ними. Но вот для каждого 
агента в отдельности это уже совсем не обязатель-
но так. Например, выигрыш агента верхнего уров-
ня иерархии может оказаться больше, чем его доля 
в равномерном распределении при кооперации да-
же с учётом дополнительного эффекта. Не так лег-
ко и договориться о том, как именно делить при-
бавку даже при наличии принципиального согла-
шения о сотрудничестве и как обеспечить устой-

чивость этого соглашения. Возможно, отчасти в 
силу этих соображений известно множество при-
меров отказа от кооперации в пользу конфликта и 
борьбы за лидерство в экономике, общественной 
жизни, международных отношениях и иных обла-
стях. 

Поэтому чрезвычайно актуальным представля-
ется математический анализ условий выгодности 
кооперации и сравнение эффективности различ-
ных способов организации активных агентов, ме-
тодов управления ими и распределения получен-
ного кооперативного дохода. Фундаментальные 
основы такого анализа предоставляют теории ак-
тивных систем и управления организационными 
системами [1, 2], информационная теория иерар-
хических систем [3–7], теория контрактов и дизайн 
механизмов [8]. Концепция управления устойчи-
вым развитием активных систем на основе учёта и 
согласования интересов активных агентов предло-
жена в работах [9, 10]. Основным математическим 
инструментом анализа служит теория игр [11–15]. 
Для решения сложных динамических задач кон-
фликтного управления целесообразно использо-
вать имитационное моделирование [16]. 
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Детальный анализ так называемой проблемы 

неэффективности равновесий приведён в работах 

[17–20]. Исход рационального поведения незави-

симых эгоистичных экономических агентов обыч-

но оказывается для общества хуже исхода, полу-

ченного при централизованном управлении или 

добровольной кооперации. Возникает важный во-

прос: насколько именно хуже? Обычно для коли-

чественной оценки неэффективности равновесий 

используется цена анархии, которая определяется 

как отношение наихудшего из равновесных значе-

ний выбранной функции выигрыша общества к её 

значению на оптимальном исходе [21]. Более ши-

рокий набор показателей для динамических игр 

предложен в работе [22]. Сравнение выигрышей 

при различных способах организации агентов про-

водится в очень многих работах по теории игр [23–

25]. 

Однако, проблему (не)эффективности равнове-

сий целесообразно формулировать в более общем 

виде. Прежде всего, сравнению подлежат выиг-

рыши не только при базовых способах организа-

ции активных экономических агентов (равнопра-

вие, иерархия, кооперация), но и с учётом различ-

ных методов управления, определяющих регла-

мент взаимодействия агентов. Кроме того, что ещё 

более важно, сравнение необходимо проводить с 

точки зрения не только общественного благосо-

стояния, но и интересов отдельных агентов. Ещё 

раз подчеркнём, что исход игры, более выгодный 

для общества в целом при некотором способе ор-

ганизации, не обязательно окажется таким же для 

каждого из агентов. 

Главные способы организации взаимодействия 

активных агентов – это их равноправие, иерархия 

и кооперация. При равноправии агенты (игроки) 

выбирают свои действия одновременно и незави-

симо, а решением возникающей игры в нормаль-

ной форме считается равновесие Нэша. При иерар-

хической организации возможны два основных 

варианта управления. При первом из них ведущий 

игрок выбирает и сообщает одному или несколь-

ким остальным игрокам своё предполагаемое дей-

ствие, а они оптимально реагируют на него. Тогда 

возникает игра Гермейера Г1 (игра Штакельберга в 

англоязычной литературе), решением которой счи-

тается равновесие Штакельберга. Во втором вари-

анте ведущий выбирает и сообщает ведомым свою 

стратегию как функцию от их ожидаемых дей-

ствий, а они оптимально реагируют на эту страте-

гию. Тогда возникает игра Гермейера Г2 (обратная 

игра Штакельберга в англоязычной литературе), 

решение которой ищется на основе принципа га-

рантированного результата Ю.Б. Гермейера [4]. 

Целесообразно также различать административные 

(принуждение) и экономические (побуждение) ме-

тоды управления, которые соответственно заклю-

чаются в воздействии на множества допустимых 

стратегий или функции выигрыша агентов [9, 10]. 

Другой вариант формализации иерархических от-

ношений – игры в развёрнутой форме, когда игро-

ки делают ходы последовательно. Этот вариант в 

статье не рассматривается. Наконец, при коопера-

ции все игроки объединяются и совместно макси-

мизируют суммарную функцию выигрыша по всем 

управляющим переменным. Эта трактовка отвеча-

ет утилитаристскому подходу, в отличие от эгали-

таристского, когда максимизируется наименьший 

из выигрышей агентов [26].Тогда исходная игра 

сводится к задаче оптимизации, кооперативное 

решение которой оптимально по Парето. Динами-

ческие постановки задач конфликтного управле-

ния (дифференциальные или разностные игры) в 

обсуждаемом смысле принципиально не отлича-

ются от статических [11–15]. 

Кроме функций выигрыша, которые характери-

зуют эффективность действий активных агентов, 

теоретико-игровые модели могут содержать до-

полнительные ограничения, характеризуемые как 

условия координации [7] или условия устойчивого 

развития [9, 10]. Эти условия означают, что состо-

яние управляемой динамической системы должно 

принадлежать определённой области фазового 

пространства. В статических моделях данные 

условия формулируются как ограничения на 

управляющие переменные. 

Вклад настоящей статьи состоит в следующем: 

 дано систематическое описание способов вза-

имодействия активных агентов и методов 

управления ими посредством теоретико-

игровых моделей без учёта неопределённости; 

 предложена методика сравнительного анализа 

общественной и индивидуальной эффективно-

сти указанных способов и методов на основе 

выигрышей агентов в играх в нормальной 

форме и их долей в кооперативном распреде-

лении общего выигрыша в играх в форме ха-

рактеристической функции; 

 для более детальной количественной оценки 

сравнительной эффективности разработана 

система индексов; 

 предложенная методика проиллюстрирована 

на примере статических и динамических мо-

делей олигополии Курно. 

В § 1 описывается теоретико-игровая формали-

зация способов организации взаимодействия ак-

тивных агентов и методов управления ими. Срав-

нение выигрышей агентов позволяет построить 
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системы общественных и индивидуальных пред-

почтений. При этом для более детальной количе-

ственной характеристики можно использовать ин-

дексы сравнительной эффективности. В § 2 рас-

сматривается методика сравнительного анализа 

эффективности, основанная на построении и ис-

следовании теоретико-игровых моделей кон-

фликтного управления. В § 3 предложенная мето-

дика иллюстрируется на примере различных моде-

лей олигополии Курно. Результаты настоящей ра-

боты и перспективы дальнейших исследований 

обсуждаются в заключении. 

1. СПОСОБЫ ОРГАНИЗАЦИИ, МЕТОДЫ УПРАВЛЕНИЯ  

И СИСТЕМЫ ПРЕДПОЧТЕНИЙ 

1.1. Способы организации и методы управления 

Базовые способы организации взаимодействия 

активных агентов – это их равноправие, иерархия 

и кооперация. При иерархической организации 

возможны два основных метода управления: при-

нуждение (административные механизмы) и по-

буждение (экономические механизмы). Эти меха-

низмы могут быть реализованы с обратной связью 

по управлению или без неё. 

При кооперации возникают два вопроса: как 

определить выигрыш каждой коалиции (построе-

ние характеристической функции) и как распреде-

лить общий выигрыш между игроками (выбор 

принципа оптимальности). Распределение выиг-

рыша также естественно трактовать как задачу 

управления.  

В данном разделе даётся систематическое опи-

сание указанных способов взаимодействия и мето-

дов управления посредством статических теорети-

ко-игровых моделей.  

Взаимодействие равноправных агентов отража-

ет модель игры n лиц в нормальной форме 

1( ) max,i n i iu x ,...,x x X ,i N   .        (1.1) 

Здесь {1 }N ,..., n  – множество игроков (актив-

ных агентов); 
iX  – множество допустимых дей-

ствий игрока i; 
ix  – конкретное выбранное дей-

ствие игрока i; 
iu : X R  – функция выигрыша 

игрока i. Игроки из множества N  одновременно и 

независимо выбирают свои действия 
ix , в резуль-

тате чего возникает исход игры 

1 1( ,..., )n nx x x X X ... X     . Игроки могут иметь 

различную природу. В экономике это отдельные 

предприниматели, домохозяйства, фирмы, регио-

ны, страны. В политике – отдельные избиратели, 

политические партии, движения и объединения, 

органы исполнительной и законодательной власти. 

В организационном управлении – отдельные со-

трудники, подразделения и целые организации. 

Важно, что интересы каждого игрока целиком и 

полностью описываются стремлением к максими-

зации выигрыша 
iu (постулат экономической ра-

циональности). 

Решением игры (1.1) считается множество рав-

новесий Нэша 
NE

NE NE

NE {

( ) ( )},i i i i i i

x X : i N

x X u x u x ,x

   

  
 

1 1 1( )i i i nx x ,...,x ,x ,...,x   .              (1.2) 

При кооперации игроки объединяются и вместе 

максимизируют суммарный выигрыш (утилита-

ристскую функцию общественного благосостоя-

ния) [26]  

( ) ( )i

i N

u x u x


 .                      (1.3) 

Кооперативное решение есть 

( ) max ( )C C C

x X
x X :u u x u x


   .       (1.4) 

При иерархическом управлении ко множеству 

игроков N добавляется выделенный игрок (Центр 

в теории активных систем), обозначаемый индек-

сом 0. При управлении без обратной связи Центр 

выбирает и сообщает остальным игрокам своё дей-

ствие
0 0x X . Зная действие 

0x , игроки выбирают 

оптимальные ответы. Предвидя такое поведение, 

Центр на самом деле выбирает действие 
0 0x X

так, чтобы максимизировать свой выигрыш на 

множестве оптимальных ответов. Здесь различают 

два случая.  

 Если Центр рассчитывает на благожелатель-

ность остальных агентов, то его выигрыш 

определяется значением 

0 0 0

0 0 0sup sup ( , )B

x X x R( x )

u u x x
 

 ,               (1.5) 

где 
0( )R x  – множество оптимальных ответов аген-

тов на действие Центра 
0x . Ответ на вопрос о том, 

как определить это множество при связанных 

агентах, неочевиден. Обычно считают, что 

0 0( ) NE( )R x x , предполагая 
0 0NE( )x x  , ина-

че определение множества 
0( )R x  нужно давать 

отдельно для конкретной модели. В широко из-

вестной монографии [13] даётся следующее опре-

деление равновесия Штакельберга для конечных 

игр трёх лиц, которое легко обобщить для произ-

вольного 3n  . 

Пусть в игре трёх лиц первый игрок ведущий, 

второй и третий ведомые. Обозначим через 
ix  

стратегии игроков, 
iX  – множества их допусти-
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мых стратегий, 
1 1 2 3( , )J x , x x  – выигрыши при ис-

ходе 
1 2 3( , , ), 1, 2, 3x x x i  . Тогда 1

*x  – иерархиче-

ская равновесная стратегия ведущего, если 

2 3 1

2 3 11 1

1 1 2 3
( ) ( )

1 1 2 3
( ) ( )

min ( , , )

max min ( ),

*

*

x ,x R x

x ,x R xx X

J x x x

J x , x , x








 

где 
1( )R x  – множество оптимальных ответов  

группы ведомых, которое определяется для каж-

дой стратегии ведущего 
1 1x X  условиями 

1 2 3 2 3 2 1 2 3

2 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3

2 2 3 3

( ) {( ) : ( , , )

( , , ) ( , ) ( , , ),

, }.

R x y , y X X J x y y

J x x x J x , y y J x x x

x X x X

   

  

  

 

Любая тройка 1 2 3 2 3 1( , ), ( , ) ( )* * * * * *x x , x x x R x , есть 

равновесие Штакельберга [13, с. 145, 146]. 

 В противном случае (при сознательной или 

невольной неблагожелательности агентов) 

выигрыш Центра определяется значением 

0
0 0

NB

0 0 0
( )

sup inf ( , )
x R xx X

u u x x


 .               (1.6) 

Обозначим через ST  множество равновесий 

Штакельберга (решений иерархической игры Цен-

тра и агентов).  

Замечание 1. Часто считается, что равновесие 

Штакельберга определяется только формулой 

(1.5), в то время как формула (1.6) относится лишь 

к принципу гарантированного результата 

Ю.Б. Гермейера, однако это не так. В широко из-

вестной монографии [13] равновесие Штакельбер-

га определяется формулой (1.6). 

Замечание 2. Во многих представляющих 

практический интерес прикладных моделях суще-

ствует единственный оптимальный ответ агентов 

(например, единственное равновесие Нэша). Тогда 

вопрос о благожелательности или неблагожела-

тельности агентов вообще не возникает. 

При иерархическом управлении с обратной 

связью Центр выбирает и сообщает остальным иг-

рокам свою стратегию 0 0 0

Xx X X  , т. е. 

0x : X X . Далее регламент игры аналогичен 

предыдущему случаю с естественной модифика-

цией. Зная стратегию 
0x , игроки выбирают опти-

мальный ответ. Предвидя такое поведение, Центр 

на самом деле выбирает стратегию 0 0x X  так, 

чтобы максимизировать свой выигрыш на множе-

стве оптимальных ответов. Если Центр рассчиты-

вает на благожелательность агентов, то его выиг-

рыш определяется значением 

00 0

0 0 0
( )

sup sup ( ( ), )B

x R xx X

u u x x x


 .             (1.7) 

В противном случае (при сознательной или не-

вольной неблагожелательности агентов) выигрыш 

Центра определяется значением 

0
0 0

NB

0 0 0
( )

sup inf ( ( ), )
x R xx X

u u x x x


 .           (1.8) 

Обозначим через IST  множество решений 

иерархической игры Центра и агентов при управ-

лении с обратной связью. 

При иерархическом управлении различают ад-

министративные методы (принуждение) и эконо-

мические методы (побуждение) [9, 10]. Проведём 

формализацию на примере управления без обрат-

ной связи при неблагожелательных агентах. 

Иерархическая игра имеет вид 

0( , , ) max, ,u p q x p P q Q   ;         (1.9) 

( , ) max, ( ),i i i i iu p x x X q i N   .      (1.10) 

Здесь 
1( )np p ,..., p  – вектор экономических 

управлений Центра, с помощью которых он воз-

действует на функции выигрыша агентов; 

1( )nq q ,...,q  – вектор административных управле-

ний Центра, посредством которых он воздействует 

на множества допустимых действий агентов. 

Множество равновесий принуждения в игре 

(1.9), (1.10) есть множество исходов  
COMP COMP COMP COMP COMP

0 0 0 0COMP {( , ): ( , ) = },x x u x x u

где 
COMP

0 0
( )

sup inf ( , )
x R qq Q

u u q x


 ,              (1.11) 

при этом значение p  считается фиксированным. 

Множество равновесий побуждения в игре 

(1.9), (1.10) есть множество исходов 
IMP IMP IMP IMP IMP

0 0 0 0IMP {( , ): ( , ) }x x u x x u  , где 
IMP

0 0
( )

sup inf ( , )
x R pp P

u u p x


 ,               (1.12) 

при этом значение q  считается фиксирован-

ным. Случай управления с обратной связью фор-

мализуется аналогично. 

Замечание 3. Известны и другие информаци-

онные регламенты, например, игра Гермейера Г3 

[7]. Поэтому предложенная классификация не пре-

тендует на исчерпывающую полноту. Однако она 

охватывает основные способы организации актив-

ных агентов. 

Для описания распределения кооперативного 

дохода (1.4) целесообразно использовать теорию 

игр в форме характеристической функции (коопе-

ративных игр) [11, 12]. Характеристическая функ-

ция есть отображение 2Nv : R , её значение 

( )v K характеризует выигрыш коалиции K N . 

Наиболее распространена характеристическая 

функция фон Неймана – Моргенштерна [27] 
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NM

1
,,

( ) val( , )

sup inf ( ,..., )
j

i

i n
x j N\Kx i K i K

v K K N \ K

u x x .
 

 

 
            (1.13) 

Предложены также характеристические функ-

ции Петросяна – Заккура [28]  
PZ NE

,

( ) sup ( , )
i

i K N\K
x i K i K

v K u x x
 

             (1.14) 

и Громовой – Петросяна [29] 
PG

,
( ) inf ( , ),

j

C

i K N\K
x j N\K

i K

v K u x x




          (1.15) 

где xK – набор стратегий игроков из коалиции K, 

xN\K – набор стратегий игроков из анти-коалиции 

N\K, верхний индекс NE или C обозначает равно-

весие Нэша или кооперативное решение соответ-

ственно. Заметим, что для всех характеристиче-

ских функций (1.13)–(1.15) 

1

NM PZ PG

1
,...,

( ) ( ) ( ) = sup ( ,..., ) ,
n

C

i n
x x i N

v N v N v N u x x u


    

т. е. выигрыш максимальной коалиции всегда сов-

падает с выигрышем при кооперации (1.4). В каче-

стве решения кооперативной игры удобно взять 

вектор Шепли, который всегда существует и един-

ствен. Компоненты вектора Шепли вычисляются 

по формуле [30] 

( ) ( )[ ( ) ( { })], ,i n

i K

v k v K v K \ i i N


      

( )!( 1)!
( ) ,

!
n

n k k
k

n

 
  ,k |K | n | N |.   (1.16) 

В соответствии с формулой (1.16), доля игрока 

при распределении кооперативного выигрыша со-

гласно вектору Шепли показывает его вклад во все 

коалиции с его участием с учётом их мощности. 

 

1.2. Системы предпочтений и индексы   

сравнительной эффективности 

Эффективность различных способов организа-

ции активных агентов, методов управления и рас-

пределения кооперативного выигрыша принципи-

ально необходимо сравнивать с двух разных пози-

ций: общества в целом и отдельных агентов. Пока-

зателями для системы общественных предпочте-

ний служат величины суммарного выигрыша (1.3). 

Для удобства сравнения предположим, что всегда 

0 1N { , ,..., n} , при этом в случаях равноправного 

и кооперативного поведения игрок с номером 0 

ничем не отличается от остальных игроков. 

Выигрыш общества при равноправии есть 
NE

NE
min ( )
x

u u x


 ,                    (1.17) 

при кооперации 

max ( )C

x X
u u x


 ,                    (1.18) 

при управлении без обратной связи 
ST ST( )i

i N

u u x


 ,                   (1.19) 

при управлении с обратной связью 
IST IST( )i

i N

u u x


 .                  (1.20) 

Для вычисления общественного выигрыша 

(1.19) могут использоваться как определение (1.5), 

так и (1.6), а для вычисления выигрыша (1.20) – 

как (1.7), так и (1.8) в зависимости от того, какие 

сделаны предположения о благожелательно-

сти/неблагожелательности агентов. Также в каче-

стве решения иерархической игры вместо ST мож-

но брать множество COMP на основе формулы 

(1.11) или множество IMP на основе формулы 

(1.12) либо их аналоги при управлении с обратной 

связью на основе формул (1.7), (1.8) вместо IST. 

Соответственно, получим общественные выигры-

ши 
COMP IMP ICOMP IIMPu , u , u , u .  

Согласно определению (1.4), выигрыш обще-

ства при кооперации всегда не меньше, чем при 

любом другом способе организации или методе 

управления. Для оценки потерь (неэффективности 

равновесий) можно использовать индексы обще-

ственной эффективности 
NE ST IST

NE ST IST

C C C

u u u
K , K , K

u u u
   , 

COMP
COMP

C

u
K

u
 ,

IMP
IMP

C

u
K

u
 ,

ICOMP
ICOMP

C

u
K

u
 , 

IIMP
IIMP

C

u
K

u
 .                      (1.21) 

Замечание 4. Использование индексов (1.21) 

предполагает положительность всех выигрышей, и 

тогда значения всех дробей не превышают едини-

цу. Хотя это предположение считается стандарт-

ным в теории (не)эффективности равновесий [17, 

с. 444], оно ограничивает универсальность подхо-

да. На самом деле, для сравнительного анализа 

эффективности можно использовать исходные 

значения выигрышей. Индексы (1.21) дают допол-

нительную количественную характеристику в тех 

случаях, когда это удобно. 

Показателями для системы индивидуальных 

предпочтений агентов i N служат величины:  

 при равноправии – 
NE

NE
min ( )i i
x

u u x


 ,                    (1.22) 

т. е. значение выигрыша игрока в наихудшем из 

равновесий Нэша (принципа оптимальности для 

данного способа организации); 

 при кооперации – 
C

C

i

u
u

| N |


 

                         (1.23) 
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либо значение вектора Шепли ( )i v для одной из 

характеристических функций (1.13), (1.14) или 

(1.15); 

 при иерархии без обратной связи 
ST

iu ; 

 при иерархии с обратной связью 
IST

iu . 

В качестве множеств ST или IST можно также 

брать их аналоги при принуждении COMP, ICOMP 

или при побуждении IMP, IIMP. Для более деталь-

ной количественной сравнительной оценки подхо-

дят индексы индивидуальной эффективности 
NE

NE i
i C

i

u
K

u
 , 

ST
ST i
i C

i

u
K

u
 , 

IST
IST i
i C

i

u
K

u
 ,

 
NM

NM i
i C

i

K
u




PZ
PZ i
i C

i

K
u


 , 

PG
PG i
i C

i

K
u


 , 

COMP
COMP i
i C

i

u
K

u
 ,

MP
IMP

I

i
i C

i

u
K

u
 , 

ICOMP
ICOMP i
i C

i

u
K

u
 ,  

IIMP
IIMP i
i C

i

u
K

u
 , i N .               (1.24) 

Показатели общественной и индивидуальной 

эффективности и соответствующие индексы со-

браны в табл. 1. 

Условия координации (устойчивого развития) 

имеют вид 

u U * ,                       (1.25) 

где U *  – некоторое заданное множество. Эти 

условия могут дополнять любую из рассмотрен-

ных моделей. 

2. МЕТОДИКА СРАВНИТЕЛЬНОГО АНАЛИЗА 

ЭФФЕКТИВНОСТИ  

Сравнительный анализ эффективности спосо-

бов организации активных агентов и методов 

управления и распределения кооперативного вы-

игрыша включает в себя следующие этапы. 

1. Ввести множество активных агентов (игро-

ков) {0 1 }N , ,..., n . 

2. При равноправии агент с номером 0 не отли-

чается от остальных. Построить игру в нормальной 

форме (1.1). Найти множество равновесий Нэша 

(1.2). Вычислить значения показателей (1.17) и 

(1.22). 

3. При кооперации агент с номером 0 также не 

отличается от остальных. Найти решение задачи 

оптимизации (1.4). Вычислить значения показате-

лей (1.18) и (1.23). 

4. При иерархии агент с номером 0 выполняет 

роль Центра (на эту роль может претендовать лю-

бой из исходно равноправных игроков). Для ре-

гламента управления без обратной связи вычис-

лить значения выигрышей (1.5) и (1.6) и найти со-

ответствующие множества ST. Вычислить значе-

ния показателя (1.19) и 
ST

iu  . 

5. Для регламента управления с обратной свя-

зью вычислить значения (1.7) и (1.8) и найти соот-

ветствующие множества IST. Вычислить значения 

показателей (1.20) и 
IST

iu . 

 

Таблица 1 

Показатели и индексы общественной и индивидуальной эффективности  

 Равноправие Кооперация Иерархия без 

обратной связи 

Иерархия с обратной 

связью 

Показатели 

общественной 

эффективности 

NEu  ( )Cu v N  
STu ,

COMPu ,
IMPu  

ISTu ,
ICOMPu ,

IIMPu  

Показатели 

индивидуальной 

эффективности,  

i N  

NE

iu  
C

iu ,
NM

i ,
PZ

i ,
PG

i  
ST

iu ,
COMP

iu ,
IMP

iu  
IST

iu ,
ICOMP

iu ,
IIMP

iu  

Индексы 

общественной 

эффективности 

NE
NE

C

u
K

u
  – 

ST
ST

C

u
K

u
  

IST
IST

C

u
K

u
  

Индексы 

индивидуальной 

эффективности,  

i N  

NE
NE i
i C

i

u
K

u
  

NM
NM i
i C

i

K
u


 , 

PZ
PZ i
i C

i

K
u


 , 

PG
PG i
i C

i

K
u


  

ST
ST i
i C

i

u
K

u
 , 

COMP
COMP i
i C

i

u
K

u
 , 

IMP
IMP i
i C

i

u
K

u
  

IST
IST i
i C

i

u
K

u
 , 

ICOMP
ICOMP i
i C

i

u
K

u
 , 

IIMP
IIMP i
i C

i

u
K

u
  
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6. Для регламента принуждения в иерархиче-

ской игре (1.9), (1.10) найти множество COMP со-

гласно формуле (1.11). Вычислить аналоги показа-

телей (1.19) и 
ST

iu . 

7. Для регламента побуждения в иерархической 

игре (1.9), (1.10) найти множество IMP согласно 

формуле (1.12). Вычислить аналоги показателей 

(1.20) и 
IST

iu . 

8. На основе игры в нормальной форме (1.1) 

построить игру в форме каждой из характеристи-

ческих функций (1.13)–(1.15). Для этих игр вычис-

лить вектор Шепли (1.16). 

9. На основе иерархической игры с управлени-

ем при отсутствии или наличии обратной связи 

построить игру в форме каждой из характеристи-

ческих функций (1.13)–(1.15). В этом случае воз-

можны три различных типа коалиций: только 

агенты; только Центр; Центр и хотя бы один агент 

(включая максимальную коалицию). Для постро-

енных кооперативных игр вычислить вектор Ше-

пли (1.16). 

10. Учесть дополнительно ограничения вида 

(1.25). 

11. Построить систему общественных предпо-

чтений путём упорядочения показателей (1.17), 

(1.19), (1.20), а также величин 
COMP IMP ICOMP IIMPu , u , u , u . Дополнительно оценить 

потери от неэффективности равновесий с помо-

щью индексов (1.21). 

12. Построить систему индивидуальных пред-

почтений путём упорядочения показателей (1.22), 

(1.23). Для более детальной оценки сравнительной 

эффективности использовать индексы (1.24). 

Замечание 5. Разумеется, что в большинстве 

случаев решения теоретико-игровых задач кон-

фликтного управления могут быть найдены только 

численно. Тогда при сравнении используются 

средние значения всех введённых показателей по 

множеству вычислительных экспериментов для 

различных наборов входных данных. 

Замечание 6. В зависимости от постановки за-

дачи и возможностей исследования некоторые 

этапы могут быть опущены. 

3. МОДЕЛИ ОЛИГОПОЛИИ КУРНО 

В качестве иллюстративного примера проведём 

сравнительный анализ эффективности нескольких 

моделей олигополии Курно. 
Пример 1. Олигополия Курно с симметричными 

агентами.  

Пусть {1,..., }N n  – множество равноправных сим-

метричных агентов (фирм). Для случая постоянных за-

трат с учётом налога модель имеет вид  

 ( ) (1 )[ ] max,

0 1/ ,

i i i

i

u x p D x x cx

x n i N

    

  
. 

Здесь 
ix  – объём выпуска продукции i-й фирмы; D  

– объём спроса; c – удельные затраты каждой фирмы; 

[0, 1]p  – фиксированная ставка налога; 
1 nx x ... x  

. Положим для определённости 1, 1/D c n  (в работе 

[31] эта параметризация использована для 2n  ). Тогда

 1
( ) (1 ) max,

0 1/ ,

i i

i

n
u x p x x

n

x n i N.

 
    

 

  

            (3.1) 

Обозначим также 
1( ) ( ) ( )nu x u x ... u x   . Имеем 

1
0 2 ,i

i j

j ii

u n
x x i N

x n 

 
    


 ; 

1
2 ,i j

j i

n
x x i N

n


   . 

Значит, в равновесии Нэша 

NE NE

2
NE NE

2 2

2
NE

2

1 1
; ;

( 1) 1

(1 )( 1)
;

( 1)

(1 )( 1)

( 1)

NE

i

i

n n
x x x

n n n

p n
u u

n n

p n
u .

n n

 
  

 

 
 



 




            (3.2) 

Пусть теперь агенты из множества N  вступают в 

кооперацию. Модель принимает вид 

1
( ) (1 ) max,

0 1/ ,i

n
u x p x x

n

x n i N.

 
    

 

  

 

Очевидно, что в этом случае 
ii N x x   , откуда 

1
( ) (1 )

n
u x p nx nx

n

 
   

 
, 

и условие максимума имеет вид 

0 1 2
u

n nx
x


   


, 

откуда получаются решение кооперативной задачи оп-

тимизации и значения выигрышей 

2

2

3

2

2

1 1
; ;

22

(1 )( 1)
;

4

(1 )( 1)

4

C C C

i

C C

i

C

n n
x x x

nn

p n
u u

n

p n
u .

n

 
  

 
 

 


 

Далее пусть агент с номером 1 становится Центром, 

первым выбирает значение 
1x  и сообщает его осталь-

ным агентам. Тогда задача каждого из этих агентов та-

кова: 
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1

2

1
(1 ) max,

0 1/ , 2,...,

n

i j i

j

i

n
u p x x x

n

x n i n.



 
     

 

  


 

Условия максимума 

1

2

1
0 2

n
i

i j

j , j ii

u n
x x x

x n  

 
    


 , 2,...,i n , 

дают оптимальный ответ каждого агента (индекс BR 

обозначает best response)  

BR BR 1

2

1
, 2,...,i

n nx
x x i n

n

 
   . 

Задача Центра принимает вид 

1

1 1 1 12

1 1 12

( 1)( 1 )1
( ) (1 )

1
( 1 ) 0 1/

n n nxn
u x p x x

n n

p
n nx x max, x n.

n

   
     

 


     

 

Условия максимума 

1

1

1

0 1 2
u

n nx
x


   


 

приводят к равновесию Штакельберга 

ST ST

1 2

1 1
; , 2,..., ,

2 2
i

n n
x x i n

n n

 
    

суммарному выпуску ST

2

( 1)(2 1)

2

n n
x

n

 
  и выигрышам  

2
ST

1 3

(1 )( 1)

4

p n
u

n

 
 ; 

2
ST

4

(1 )( 1)
, 2,...,

4
i

p n
u i n

n

 
  ; 

2
ST

4

(1 )( 1)( 1)

4

p n n n
u

n

   
 . 

Предположим теперь, что Центр – это дополнитель-

ный агент с индексом 0, который сам ничего не произ-

водит, но назначает ставку налога p . Тогда его задачу 

можно записать в виде 

2

0

1
max, 0 1

n
u x xp ap p

n

 
      
 

,    (3.3) 

где 0a   – коэффициент затрат на сбор налогов. 

Оптимальный ответ агентов есть равновесие Нэша в 

их игре, которое задаётся формулой (3.2). Задача Цен-

тра принимает вид 
2

2

0 2

( 1)
max, 0 1

( 1)

n
u p ap p

n n


    


,      (3.4) 

откуда 
2

ST

2

( 1)

2 ( 1)

n
p

an n





, а равновесие Штакельберга 

(здесь равновесие побуждения) есть 

2

2

( 1) 1 1
ST=IMP , ,...,

( 1) ( 1)2 ( 1)

n n n

n n n nan n

   
  

  
. 

Выигрыши Центра и агентов задаются формулами 

2 2 2
IMP

0 2 2

( 1) [( 1) ( 1) ]

2 ( 1)

n n an n
u

an n

   



; 

2 2 2
IMP

2 4

( 1) [2 ( 1) ( 1) ]
, 1,...,

2 ( 1)
i

n an n n
u i n

an n

   
 


; 

2 2 2
IMP

4

( 1) [2 ( 1) ( 1) ]

2 ( 1)

n an n n
u

an n

   



. 

Рассмотрим теперь экологическое ограничение 

(условие устойчивого развития) 

maxdx P ,                           (3.5) 

за выполнение которого отвечает Центр (т. е. это до-

полнительное ограничение в его задаче оптимизации 

(3.4)), где d  – коэффициент, характеризующий отно-

шение объёма выбросов загрязняющих веществ к сум-

марному выпуску продукции; 
maxP  – предельно допу-

стимая величина выбросов. Тогда в равновесии Нэша 

это условие принимает вид  

max1

1

Pn

n d





,                        (3.6)  

а при кооперации 

max1

2

Pn

n d


 .                        (3.7)  

При выполнении условий (3.6) или (3.7) соответ-

ственно равноправное или кооперативное поведение 

агентов совместимо с условиями устойчивого развития.  

В противном случае Центр может использовать ме-

ханизм побуждения равноправных агентов к устойчи-

вому развитию вида 

max, ,
( )

, иначе.

P
p x

p x dn

p








 



 

Для исследования распределения кооперативного 

выигрыша построим сначала характеристическую 

функцию фон Неймана – Моргенштерна (1.13). Очевид-

но, что для любой коалиции K  имеем 1/ ,ix n i N\ K.   

Тогда 

NM 1 1
( ) (1 ) max 0,

i

i i
x

n n
v i p x x i N

n n

  
      

 
; 

NM

,

1
( ) (1 ) max ,

i

K K
x i K

n n k
v K p x x

n n

  
    

 
k | K | . 

Поскольку, очевидно, 
ii K x x   , то 

NM 1
( ) (1 ) max

x

k
v K k p kx x

n

 
   

 
. 

Условие максимума 
1

2 0
k

kx
n


   даёт

1 1

2 2

k k
x* , x*

kn n

 
  ,  

откуда окончательно 
2

NM

2

1 ( 1) 1 ( 1)
( ) (1 ) (1 )

2 2 4

k k k k k
v K k p p .

n kn kn n

    
     

 
 

Соответственно, 
2

NM

2

(1 )( 1)
( )

4

Cp n
v N u .

n

 
   

По определению характеристическая функция Пет-

росяна – Заккура (1.14) здесь совпадает с функцией фон 
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Неймана – Моргенштерна. Построим характеристиче-

скую функцию Громовой – Петросяна (1.15): 

GP

2 2

2

4

1 1 1 1
( ) (1 )

2 2

(1 )( 1)
, ;

4

n n n n
v i p

n n n n

p n
i N

n

    
     

 

 
  

 

GP

2 2

4

1 ( 1) ( 1)
( ) = (1 )

2 2

( 1)( 2 )
(1 ) ;

4

n n k k n k n
v K p

n n n n

k n kn n k
p

n

    
    

 

  
 

 

2
GP

2

(1 )( 1)
( )

4

Cp n
v N u

n

 
  . 

В силу симметрии кооперативных игр для всех ха-

рактеристических функций 
2 2

NM PZ GP

3 3

(1 )( 1) (1 )( 1)
=Φ ,...,

4 4

p n p n
.

n n

    
     

 
 

Очевидно, что в моделях с симметричными агента-

ми для равноправия и кооперации общественные и ин-

дивидуальные предпочтения совпадают, а распределе-

ния кооперативного выигрыша согласно вектору Шепли 

всегда одинаковы для всех характеристических функ-

ций. 

Заметим, что в рассмотренной модели 
ST ST

1 2C

iu u u , i ,..., n   . Таким образом, кооперация 

строго выгоднее иерархии для всех агентов, кроме Цен-

тра, которому всё равно. При этом 
2

ST

2 2

2

4

(1 )( 1) 1
1

4

(1 )( 1)
( ( 2) 1) 0,

4

C p n n n
u u n

n n

p n
n n n

n

    
     

 

 
    

 

т. е. для общества в целом кооперация строго выгоднее 

иерархии. Значения индексов 

NE

2

4
0

( 1) n

n
K

n 
 


, 

2
ST

2

1
0

( 1) n

n n
K

n n 

 
 


 

показывают, что с ростом числа агентов выгодность 

кооперации по сравнению с равноправием и иерархией 

увеличивается. 

Пример 2. Дуополия Курно с несимметричными 

агентами.  

Модель имеет вид 

1 2(1 )(1 ) max,

0 1/2, 1, 2

i i i

i

u p c x x x

x i .

     

  
 

Теперь по сравнению с формулой (3.1) (0, 1/2)ic   – 

затраты i-й фирмы. При равноправном поведении аген-

тов равновесие Нэша находится как решение системы 

0 1 2i

i

u
, i ,

x


 


, откуда 

NE (1 2 )/3, , 1, 2;i j ix c c i j   
 

NE

1 2(2 ) /3u c c   ,                       (3.8) 

а выигрыши равны 
NE 2(1 )(1 2 ) 9, 1 2i j iu p c c / i ,     ; 

NE 2 2

1 2 1 2 1 2(1 )(2 2 2 5 5 8 )/9u p c c c c c c .        

Кооперация агентов приводит к задаче оптимизации 

1 1 2 2(1 )[(1 ) ] max,

0 1/2, 1, 2i

u p x x c x c x

x i .

     

  
 

Система 0, 1, 2iu x i    , приводится к виду 

1 2 1

1 2 2

(1 )/2

(1 )/2

x x c ,

x x c ,

  


  
 

т. е. при сделанном предположении 
1 2c c  она не имеет 

решений. Значения суммарной функции выигрыша на 

границе области допустимых управлений равны 

1 2

1

2

(0, 0) 0; (1/2, 1/2) (1 )( ) 0;

(1/2, 0)=(1 )(1/4 /2);

(0, 1/2)=(1 )(1/4 /2).

u u p c c

u p c

u p c

     

 

 

 

Таким образом, решение кооперативной задачи и 

соответствующие выигрыши таковы: 

1 2 1

1

1 2 2

2

(1/2, 0), (1 )(1 2 )/4,

(1 )(1 2 )/8, 1, 2;

(0, 1/2), (1 )(1 2 )/4,

1 )(1 2 )/8, 1, 2.

C

C

iC

C

C

i

c c u p c

u p c i
x

c c u p c

u ( p c i

     


   
 

    


   

 

В обоих случаях суммарный кооперативный выпуск 

1/2Cx  . 

Далее пусть агент с номером 1 становится Центром, 

первым выбирает значение 
1x  и сообщает его второму 

агенту. Аналогично предыдущему разделу получаем 

равновесие Штакельберга в виде 
ST ST

1 1 2 2 1 2(1 2 )/2 (1 2 3 )/4x c c ; x c c      . 

При этом суммарный выпуск и выигрыши равны 
ST

1 2(3 2 )/4x c c   ; 

ST

1 1 2(1 )(1 2 )/8u p c c    ; 

ST

2 1 2(1 )(1 2 3 )/16u p c c ;     

ST 2 2

1 2 1 1 2 2(1 )(3 4 2 12 20 11 )/16u p c c c c c c .        

Предположим теперь, что Центр – это дополнитель-

ный агент с индексом 0, который сам ничего не произ-

водит, но назначает ставку налога p . Тогда его задачу 

по аналогии с формулой (3.3) можно записать в виде 
2

0 1 2(1 ) max, 0 1u c c x xp ap p        . 

Оптимальный ответ агентов на стратегию Центра p  

есть равновесие Нэша в их игре (3.8). Аналогично 

предыдущему разделу получаем стратегию побуждения 

Центра 

IMP 1 2 1 2(1 2 2 )(2 )

18

c c c c
p

a

   
  

и равновесие побуждения 
IMP NE NE

1 2IMP ( , , )p x x .  

Наконец, рассмотрим экологическое ограничение 

(условие устойчивого развития) (3.5). Тогда в равнове-

сии Нэша это условие принимает вид 

1 2 max(2 ) 3d c c P   , 

а при кооперации 

2 maxd P . 

Построение игры в форме характеристической 

функции при 2n  нецелесообразно. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Очевидный общий результат заключается в 

том, что в детерминированных моделях для обще-

ства в целом кооперация оказывается не хуже, чем 

любой другой способ организации взаимодействия 

активных агентов, поскольку она приводит к неот-

рицательному кооперативному эффекту. Возника-

ющие при отказе от сотрудничества коллективные 

потери можно оценить с помощью различных ин-

дексов (классическая проблема неэффективности 

равновесий). 

Однако для отдельных агентов вполне может 

оказаться выгоднее захватить лидерство или про-

сто сохранять независимость. Неочевидны и пра-

вила распределения кооперативного выигрыша 

между агентами. Поэтому наряду с общественны-

ми нужно учитывать индивидуальные предпочте-

ния, которые к тому же в общем случае неодина-

ковы для разных агентов. Здесь также можно ис-

пользовать индексы сравнительной эффективно-

сти. 

Даже в достаточно простых моделях вычислить 

выигрыши отдельных агентов и общества в целом 

и провести их аналитическое сравнение нелегко. В 

настоящей работе получены простые иллюстрации 

предложенной методики сравнительного анализа 

для случая симметричных агентов. В дальнейшем 

предполагается выполнить численное исследова-

ние сравнительной эффективности способов орга-

низации, методов управления и распределения ко-

оперативного выигрыша для ряда статических и 

динамических моделей олигополии Курно. 
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Abstract. When interacting, active agents can behave independently, cooperate, or have hierar-

chical relations. In turn, a hierarchical impact may be exerted by administrative or economic 

methods with or without feedback. These organizational modes and control methods are sys-

tematically described based on game-theoretic models with different information structures 

without uncertainty. It seems crucial to compare the payoffs of separate agents quantitatively 

with social welfare under the organization modes and control methods. A methodology is pro-

posed to build the systems of social and individual preferences in normal form games and de-

termine shares when allocating the cooperative payoff. A system of relative efficiency indices is 

developed for detailed quantitative assessment. This methodology is illustrated by several 

Cournot oligopoly models. 
 

Keywords: inefficient equilibria, control and resource allocation methods, organization modes for active 

agents. 
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