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Важное ìесто в теории управëения заниìает
пробëеìа робастной устой÷ивости, которая связа-
на с поëу÷ениеì усëовий устой÷ивости не оäной
конкретной систеìы, а öеëой совокупности сис-
теì с заäанныìи оãрани÷енияìи на их параìетры.
Её реøениþ äëя ëинейных систеì управëения с
параìетри÷еской неопреäеëенностüþ посвящено
боëüøое ÷исëо работ (сì., наприìер, бибëиоãра-
фиþ в работах [1—8]). В них рассìатриваëисü, как
правиëо, ëиøü стаöионарные ìножества, заäаþ-
щие оãрани÷ения на параìетры систеìы. Обы÷но
äëя ìатриöы ëинейной ÷асти систеìы в ка÷естве
такоãо ìножества рассìатривается некоторый
выпукëый ìноãоãранник в пространстве ìатриö
заäанной разìерности. В ÷астноì сëу÷ае так на-
зываеìых интерваëüных ìатриö [2, 3, 7] такиì
ìноãоãранникоì явëяется ìноãоìерный параëëе-
ëепипеä, ãрани котороãо параëëеëüны соответс-
твуþщиì коорäинатныì пëоскостяì в ìатри÷ноì
пространстве. Относитеëüно характеристик неëи-
нейных эëеìентов обы÷но преäпоëаãается, ÷то
они принаäëежат заäанныì сектораì (с фиксиро-
ванныìи ãраниöаìи), как в сëу÷ае кëасси÷еской
заäа÷и об абсоëþтной устой÷ивости.

Оäнако, как отìе÷аëосü в работах [9, 10], ряä
практи÷еских заäа÷, в ÷астности, заäа÷а об абсо-
ëþтной устой÷ивости систеì управëения с перио-
äи÷ески изìеняþщиìися параìетраìи, привоäит
к необхоäиìости рассìотрения таких ìножеств

изìенения параìетров систеìы, ãраниöы которых
изìеняþтся по заäанныì периоäи÷ескиì законаì.

В работах [11, 12] с поìощüþ ìетоäа функöий
Ляпунова быëи установëены общие критерии (не-
обхоäиìые и äостато÷ные усëовия) робастной ус-
той÷ивости äëя ëинейных нестаöионарных не-
прерывных и äискретных систеì управëения с
периоäи÷ески изìеняþщиìися оãрани÷енияìи на
эëеìенты ìатриöы систеìы. Эти критерии сфор-
ìуëированы в форìе усëовий существования по-
ëожитеëüно опреäеëенной функöии Ляпунова из
некотороãо функöионаëüноãо (в непрерывноì
сëу÷ае) иëи параìетри÷ескоãо (в äискретноì сëу-
÷ае) кëасса, строãо убываþщей на реøениях рас-
сìатриваеìой систеìы.

В общеì сëу÷ае эффективная проверка выпоë-
нения этих усëовий затруäнитеëüна, поскоëüку в
конструкöии соответствуþщей функöии Ляпунова
присутствуþт параìетры, зна÷ения которых апри-
ори неизвестны. В связи с этиì несоìненный те-
орети÷еский и практи÷еский интерес преäставëяет
заäа÷а поëу÷ения конструктивно проверяеìых äо-
стато÷ных усëовий робастной устой÷ивости äëя
заäанноãо кëасса систеì. Дëя ëинейных нестаöи-
онарных систеì управëения со стаöионарныìи
интерваëüныìи оãрани÷енияìи на эëеìенты ìат-
риöы систеìы такие äостато÷ные усëовия быëи
поëу÷ены в работах [13] (в непрерывноì сëу÷ае) и
[14, 15] (в äискретноì сëу÷ае).

В настоящей работе установëены äостато÷ные
усëовия робастной устой÷ивости äëя сëу÷ая неста-
öионарных интерваëüных оãрани÷ений. Дëя их
поëу÷ения испоëüзуется ìетоä сравнения с век-

На основе ìетоäа сравнения с вектор-функöией Ляпунова спеöиаëüноãо виäа установëены
äостато÷ные усëовия робастной устой÷ивости систеì рассìатриваеìоãо кëасса. В сëу÷ае
периоäи÷еских интерваëüных оãрани÷ений на эëеìенты ìатриöы систеìы найäен виä
систеì, äëя которых поëу÷енные усëовия явëяþтся не тоëüко äостато÷ныìи, но и необ-
хоäиìыìи.

Ключевые слова: систеìа управëения, робастная устой÷ивостü, интерваëüные оãрани÷ения, век-
тор-функöия Ляпунова.
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тор-функöией Ляпунова спеöиаëüноãо виäа. По-
казано, ÷то есëи интерваëüные оãрани÷ения явëя-
þтся периоäи÷ескиìи, то в ряäе сëу÷аев поëу÷ен-
ные äостато÷ные усëовия робастной устой÷ивости
оказываþтся оäновреìенно и необхоäиìыìи.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìатривается ëинейная нестаöионарная
систеìа, описываеìая уравнениеì виäа

 = A(t)x,  x ∈ Rn, (1)

ãäе A(t) =  — произвоëüная ìатриöа

(a
ij
(t), i, j =  — изìериìые функöии), которая

на всякоì коне÷ноì интерваëе поëуоси [0, ∞) по÷-
ти всþäу уäовëетворяет неравенстваì

A(t) m A(t) m (t),  A(t) = (a
ij
(t)) ,

(t) = ( (t)) . (2)

Матри÷ные неравенства зäесü пониìаþтся по-
эëеìентно (всþäу в äаëüнейøеì неравенства ìеж-
äу ìатриöаìи и вектораìи пониìаþтся как поэ-
ëеìентные неравенства), т. е.

a
ij
(t) m a

ij
 m (t),  i, j = , 

ãäе a
ij
(t), (t), i, j =  — произвоëüные изìери-

ìые функöии.
Такиì образоì, рассìатривается не оäна фик-

сированная систеìа (1), а совокупностü ëиней-
ных нестаöионарных систеì (1) с интерваëüныìи
оãрани÷енияìи (2). Буäеì в äаëüнейøеì назы-
ватü систеìу (1) интерваëüной нестаöионарной
систеìой.

Как и в работе [11], буäеì называтü интерваëü-
нуþ нестаöионарнуþ систеìу (1) робастно устой-
÷ивой относитеëüно оãрани÷ений (2), есëи ее ну-
ëевое реøение x(t) ≡ 0 асиìптоти÷ески устой÷иво
по Ляпунову при ëþбоì выборе ìатриöы A(t),
уäовëетворяþщей неравенстваì (2).

Заäа÷а состоит в поëу÷ении эффективно прове-
ряеìых äостато÷ных усëовий робастной устой÷и-
вости нестаöионарной интерваëüной систеìы (1).
Основой äëя поëу÷ения этих усëовий сëужит ìе-
тоä сравнения с вектор-функöией Ляпунова спе-
öиаëüноãо виäа [16].

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Ввеäеì в рассìотрение ìатриöу

 = (a
ij
(t)) ,  (t) = (t),

(t) = max{|a
ij
(t)|, | (t)|},  i ≠ j,  i, j = . (3)

Сопоставиì ìатриöе (t) систеìу

 = (t)x. (4)

Теорема 1. Интервальная нестационарная сис-
тема (1) робастно устойчива относительно ограни-
чений (2), если система (4) асимптотически устой-
чива по Ляпунову. �

Доказатеëüство теореìы привеäено в Приëо-
жении.

Преäпоëожиì, ÷то заäанные оãрани÷енные

«крайние» ìатриöы A(t) и (t) периоäи÷ны с пе-
риоäоì T > 0, т. е. выпоëнены усëовия

A(t + T ) ≡ A(t),  (t + T ) ≡ (t). (5)

В этоì сëу÷ае ìатриöа (t) периоäи÷на с пери-
оäоì T.

Периоäи÷еские оãрани÷ения виäа (5) возника-
þт, наприìер, при рассìотрении нестаöионарной
систеìы (1) [17], в которой эëеìенты a

ij
(t) ìатри-

öы A(t) преäставиìы в виäе

a
ij
(t) = u

ij
(t)f

ij
(t),  i, j = , (6)

ãäе f
ij
(t), i, j =  — заäанные периоäи÷еские фун-

кöии периоäа T, а u
ij
(t) — произвоëüные изìери-

ìые функöии, уäовëетворяþщие стаöионарныì
оãрани÷енияì

α
ij
 m u

ij
(t) m β

ij
,  i, j = . (7)

Нетруäно проверитü, ÷то в этоì сëу÷ае перио-

äи÷еские функöии a
ij
(t) и (t) в неравенствах (2)

опреäеëяþтся равенстваìи

a
ij
(t) = 0,5{(α

ij
 + β

ij
)f
ij
(t) – |α

ij
 – β

ij
|| f

ij
|},

(t) = 0,5{(α
ij
 + β

ij
)f
ij
(t) + |α

ij
 – β

ij
|| f

ij
|}.

Как известно [18], необхоäиìыì и äостато÷ныì
усëовиеì асиìптоти÷еской устой÷ивости систеìы
(4) явëяется неравенство

ρ(Φ(T )) < 1, (8)

ãäе ÷ерез ρ(Φ(T)) обозна÷ен спектраëüный раäиус
ìатриöы ìоноäроìии Φ(T ) систеìы (4).

В общеì сëу÷ае анаëити÷еская проверка вы-
поëнения усëовия (8) затруäнитеëüна в связи со
сëожностüþ построения ìатриöы ìоноäроìии
Φ(T ) в явноì виäе. В таких сëу÷аях ìожно приìе-
нятü ÷исëенно-анаëити÷еские ìетоäы [18], свя-
занные с ÷исëенныì построениеì ìатриöы Φ(T ).

Можно выäеëитü оäин ÷астный сëу÷ай, коãäа
äостато÷ные усëовия робастной устой÷ивости сис-
теìы (1) с интерваëüныìи оãрани÷енияìи (2) пери-

x·

aij t( )( )
i j, 1=
n

1 n,

A n j, 1=
n

A a
ij i j, 1=

n

a
ij

1 n,

a
ij

1 n,

A

)

i j, 1=
n

aii

)

aii

aii

)

a
ij

1 n,

A

)

x· A
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A

A A

A

)

1 n,
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оäи÷ескоãо виäа (5), устанавëиваеìые теореìой 1,
оказываþтся оäновреìенно и необхоäиìыìи.

Теорема 2. Пусть выполнены неравенства

|a
ij
(t)| m (t) при всех i ≠ j, i, j = . (9)

Тогда для робастной устойчивости системы (1)
относительно интервальных ограничений (2) перио-
дического вида (5) необходимо и достаточно, чтобы
было выполнено условие (8). �

Доказатеëüство теореìы привеäено в Приëо-
жении.

Заìетиì, ÷то неравенства (9) завеäоìо выпоë-
нены в сëу÷ае, коãäа эëеìенты ìатриöы A(t) преä-
ставиìы в виäе (6) и в неравенствах (7) α

ij
 = –1,

β
ij
(t) = 1, i, j = . 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1. Испоëüзуеì ìе-
тоä сравнения с вектор-функöией Ляпунова [16]. Рас-
сìотриì вектор-функöиþ Ляпунова виäа

V(x) = |x | = (|x
1
|, ..., |x

n
|)T (П.1)

с коìпонентаìи

V
i
(x) = |x

i
|,  i = . (П.2)

В выражении (П.1) и äаëее поä абсоëþтной веëи÷и-

ной |x | вектора x ∈ Rn пониìается n-ìерный вектор с
коìпонентаìи |x

1
|, ..., |x

n
|.

Правой верхней произвоäной от V(x) относитеëüно
систеìы (1) буäеì называтü вектор-функöиþ [13]

D
+
V(x(t)) = .

Вы÷исëиì коìпоненты вектор-функöии D+
V(x(t)) =

= (D+
V
1
(x(t)), ..., D+

V
n
(x(t)))T:

D
+
V
i
(x(t)) = signx

i
(t + 0) (t) = a

ii
(t)|x

i
(t)| +

+ {signx
i
(t + 0)} a

ij
(t)x

j
(t) m a

ii
(t)|x

i
(t)| + |a

ij
(t)||x

j
(t)|.

Отсþäа с у÷етоì неравенства (2) и опреäеëения ìат-

риöы (t) в сиëу форìуë (3) вытекает неравенство:

D
+
V
i
(x(t)) m (t)|x

i
(t)| + (t)|x

j
(t)|. (П.3)

Сëеäоватеëüно, в сиëу форìуëы (П.2) и неравенства
(П.3) справеäëивы неравенства

D
+
V
i
(x(t)) m (t)V

i
(t) + (t)V

j
(t),  i = . (П.4)

Систеìа скаëярных неравенств (П.4) эквиваëентна
ìатри÷ноìу неравенству

D
+
V(x(t)) m (t)V(x(t)). (П.5)

В работе [16] (сì. ãë. 2, § 2) рассìатривается систеìа

 = X(t, x),  X(t, 0) ≡ 0,  x ∈ Rn. (П.6)

Вещественные функöии X i(t, x1, ..., xn) опреäеëены
и непрерывны в обëасти Г = {(t, x): ||x || < η, t l 0}
(η = const > 0 иëи η = → +∞) и иìеþт в ней непре-

рывные ÷астные произвоäные по x1, ..., xn, которые оã-
рани÷ены в кажäой заìкнутой обëасти Г

0
 = {(t, x) ∈ Г:

||x || m η
0
, t l 0}, 0 < η

0
 < η. Это обеспе÷ивает сущест-

вование, еäинственностü и неëокаëüнуþ проäоëжи-
ìостü реøений систеìы, непрерывнуþ зависиìостü
их от на÷аëüных усëовий (и вреìени t) в обëасти Г.
При η → ∞ преäпоëаãается проäоëжиìостü реøений
äëя всех t ∈ I = [0, +∞). Рассìатривается также век-

тор-функöия γ(t, x) = (γ1(t, x), ..., γk(t, x))T, γ: Г → Rk.

Дëя нее ввоäится норìа ||γ(t, x)|| = |γ1(t, x)|+ ... +|γk(t, x)|
и произвоäная по вреìени в сиëу систеìы (П.6)

(t, x) =  =  + X(t, x),

ãäе  — вектор-стоëбеö, а  — k½n-ìатриöа с эëе-

ìентаìи .

Непрерывно äифференöируеìая функöия γ: Г → Rk

и вспоìоãатеëüное äифференöиаëüное уравнение

 = f(t, y),  y ∈ Rk, (П.7)

называþтся вектор-функöией сравнения и систеìой
сравнения äëя систеìы (П.6), есëи äëя них выпоëнены
усëовия

(t, x) m f(t, γ(t, x)) при (t, x) ∈ Г, 

f ∈ W(Ω),  f(t, 0) = 0,

Ω = {(t, y) ∈ I ½ Rk: ||y || < K
1
, t l 0},

K
1
 → +∞ иëи ||γ(t, x)|| = K < K

1
 < +∞,

ãäе W(Ω) — кëасс функöий, опреäеëенных, непрерыв-

ных в открытой обëасти Ω ⊆ I ½ Rk и квазиìонотон-
ных в сëеäуþщеì сìысëе: кажäая вещественная функ-

öия f s явëяется неубываþщей по совокупности внеäиа-

ãонаëüных переìенных (y1, ..., ys – 1, ys + 1, ..., yk) в об-

ëасти Ω, т. е. такой, ÷то f s(t, y
1
) m f s(t, y

2
) äëя ëþбых

(t, y
1
), (t, y

2
) ∈ Ω:  m , ...,  m ,  = ,

 m , ...,  m . 

a
ij

1 n,

1 n,

1 n,

V x t h+( )( ) V x t( )( )–
h

-----------------------------------------------------

h +0→
lim

x· i

j 1=
j i≠

n

∑
j 1=
j i≠

n

∑

A

)

aii

)

j 1=
j i≠

n

∑ aij

)

aii

)

j 1=
j i≠

n

∑ aij

)

1 n,

A

)

dx

dt
------

γ·
γ· 1 t x,( )

...

γ· k t x,( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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⎛ ⎞

γ t x,( )∂
t∂

------------------

γ t x,( )∂
x∂

------------------
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x
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-------

dy
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------
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Дëя вектор-функöии γ(t, x) и öеëоãо ÷исëа l(1 m l m k)
на Г опреäеëена скаëярная непрерывная функöия

(t, x) = γs(t, x).

Вектор-функöия сравнения γ äëя систеìы (П.6) на-
зывается вектор-функöией Ляпунова äëя этой систе-
ìы, есëи она обëаäает оäниì из сëеäуþщих свойств:

(t, x) > 0 при ||x || > 0, t l 0;

(t, x) опреäеëенно поëожитеëüна;

(t, x) äопускает бесконе÷но боëüøой низøий преäеë;

(t, x) l α||x ||ξ (α > 0, ξ l 1);

γs(t, x) äопускает бесконе÷но ìаëый высøий преäеë;

||γ(t, x)|| m β||x ||ξ (β > 0, ξ l 1).

В работе [16] (сì. ãë. 2, § 4) äоказана сëеäуþщая те-
ореìа.

Для асимптотической устойчивости невозмущенного
движения x = 0 системы (П.6) достаточно, чтобы для
некоторых Г

0
, k и l(1 m l m k) существовала вектор-фун-

кция Ляпунова, обладающая в Г
0
 следующими свойствами:

— функция (t, x) определенно положительна;

— нулевое решение системы сравнения (П.7) асимп-

тотически устойчиво относительно y
1, ..., yl при условии

y
0
 = γ(t

0
, x

0
) при (t

0
, x

0
) ∈ Г

0
.

Так как скаëярная функöия (x) = V
i
(x) =

= |x
i
| опреäеëенно поëожитеëüна в Rn, то в соот-

ветствии с привеäенныìи выøе опреäеëенияìи и с
у÷етоì неравенства (П.5) вектор-функöия V(x) и систе-
ìа (4) явëяþтся соответственно вектор-функöией Ля-
пунова и систеìой сравнения äëя всякой конкретной
систеìы виäа (1) при ëþбоì выборе ìатриöы A(t),
уäовëетворяþщей неравенстваì (2). Поэтоìу из приве-
äенной выøе теореìы сëеäует, ÷то усëовие асиìптоти-
÷еской устой÷ивости систеìы сравнения (4) обеспе÷и-
вает асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü всякой систеìы из
интерваëüноãо ìножества (1), (2), а зна÷ит, и робаст-
нуþ устой÷ивостü систеìы (1) относитеëüно интер-
ваëüных оãрани÷ений (2). Теореìа 1 äоказана.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  2. В äоказатеëüс-
тве нужäается ëиøü необхоäиìостü, так как äостато÷-
ностü сëеäует из теореìы 1. Дëя äоказатеëüства необ-

хоäиìости заìетиì, ÷то из опреäеëения ìатриöы (t)
в соответствии с выражениеì (3) и усëовия (9), выте-

кает неравенство (t) = (t). Поэтоìу в рассìатривае-
ìоì сëу÷ае ìатриöа ìоноäроìии Φ(T ) äëя систеìы (7)
буäет оäновреìенно ìатриöей ìоноäроìии äëя перио-
äи÷еской систеìы

 = (t)x. (П.8)

Асиìптоти÷еская устой÷ивостü систеìы (П.8) яв-
ëяется необхоäиìыì усëовиеì äëя робастной устой-
÷ивости интерваëüной систеìы (1), (2). Сëеäоватеëüно,
в усëовиях теореìы 2 неравенство (8) опреäеëяет не
тоëüко äостато÷ное, но также и необхоäиìое усëовие
робастной устой÷ивости систеìы (1), (2). Теореìа 2
äоказана.
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