
ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

12 CONTROL SCIENCES ¹ 3 • 2011

ÓÄÊ 681.5.01

Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ
ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

1

Ë.À. Ìèðîíîâñêèé, Ò.Í. Ñîëîâüåâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В теории управëения известны разëи÷ные типы
ëинейных äинаìи÷еских систеì, отëи÷аþщиеся
распоëожениеì нуëей и поëþсов, виäоì ÷асто-
тных характеристик и äруãиìи свойстваìи [1—5].
В настоящей статüе ввоäится в рассìотрение еще
оäин тип систеì — так называеìые реãуëярные
систеìы. Они характеризуþтся спеöиаëüныì ви-
äоì ìатриö сбаëансированноãо преäставëения и
реãуëярной структурной реаëизаöией. Коэффи-
öиенты переäато÷ной функöии (ПФ) реãуëярной
систеìы поëностüþ опреäеëяþтся зна÷енияìи ее
ãанкеëевых синãуëярных ÷исеë (ГСЧ).

Цеëü статüи закëþ÷ается в изу÷ении свойств
таких систеì и отыскании необхоäиìых и äоста-
то÷ных усëовий реãуëярности. Показывается, ÷то
уäобныì инструìентоì äëя реøения этих заäа÷ в
сëу÷ае систеì третüеãо поряäка сëужит пëоскостü
И.А. Выøнеãраäскоãо, на которой реãуëярныì
систеìаì отве÷ает впоëне опреäеëенная обëастü.
Анаëити÷еское описание ãраниöы этой обëасти
также составëяет оäну из öеëей статüи.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
È ÓÑËÎÂÈß ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ

В теории управëения рассìатриваþтся разëи÷-
ные кëассы ëинейных систеì, наприìер, устой-
÷ивые, ìиниìаëüно-фазовые, фазовращатеëüные
и äр. В настоящей статüе иссëеäуется разновиä-
ностü ëинейных систеì, названная реãуëярныìи
систеìаìи. Реãуëярные систеìы обëаäаþт ряäоì
спеöифи÷еских свойств, которые öеëесообразно
у÷итыватü при синтезе и анаëизе. В ÷астности, äëя
кажäой из таких систеì существует структурная
реаëизаöия на оäинаковых апериоäи÷еских звенü-
ях. Приìер такой реаëизаöии äëя систеìы третü-
еãо поряäка привоäится äаëее.

Опреäеëение реãуëярных систеì уäобно äатü,
воспоëüзовавøисü понятиеì сбаëансированноãо
преäставëения. Напоìниì, ÷то реаëизаöия устой-
÷ивой систеìы, заäанной описаниеì в пространс-
тве состояний

 = AX + bu,  y = cX, (1)

ãäе X ∈ R
n — вектор переìенных состояния;

u, y ∈ R
1 — вхоäной и выхоäной сиãнаëы; A, b и c —

постоянные ìатриöы соответствуþщих разìеров;
называется сбаëансированной, есëи ее ãраìианы

Ввеäено понятие реãуëярных äинаìи÷еских систеì, опреäеëены необхоäиìые и äоста-

то÷ные усëовия реãуëярности. Рассìотрено приìенение пëоскости Выøнеãраäскоãо äëя

анаëиза свойств реãуëярных систеì третüеãо поряäка: на этой пëоскости выäеëяþтся об-

ëасти, соответствуþщие разëи÷ныì со÷етанияì знаков собственных ÷исеë кросс-ãраìи-

ана систеìы, и строятся кривые равной обусëовëенности систеìной ìатриöы в сбаëан-

сированноì преäставëении.
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управëяеìости и набëþäаеìости äиаãонаëüны и
равны ìежäу собой [1—3]: W

c
 = W

o
 = diag(σ

1
, ..., σ

n
).

Такие реаëизаöии существуþт äëя кажäой ус-
той÷ивой ëинейной систеìы. Чисëа σ

i
 l 0 назы-

ваþтся ãанкеëевыìи синãуëярныìи ÷исëаìи сис-
теìы (синãуëярныìи ÷исëаìи ее ãанкеëева опе-
ратора). Дëя систеì с оäниì вхоäоì и оäниì
выхоäоì они совпаäаþт с собственныìи ÷исëа-
ìи ν

i
 кросс-ãраìиана W

co
 систеìы (т. е. собствен-

ныìи ÷исëаìи ее ãанкеëева оператора), взятыìи

по абсоëþтной веëи÷ине: W
co
 = e

At
bce

At
dt.

Сбаëансированнуþ реаëизаöиþ ìожно заäатü
набороì ãанкеëевых синãуëярных ÷исеë и коìпо-
нент b

i
 вектора b описания (1). Есëи все ГСЧ раз-

ëи÷ны, то эëеìенты ìатриö A и c опреäеëяþтся
форìуëаìи:

a
ij
 = – ,  c

i
 = s

i
b
i
, (2)

ãäе s
i
 = ±1; i =  — знаки собственных ÷исеë

кросс-ãраìиана (ν
i
 = s

i
σ
i
).

В ÷астности, äëя äиаãонаëüных эëеìентов ìат-
риöы А иìееì

a
ii
 = – . (3)

Определение. Систеìа (1) с попарно разëи÷ны-
ìи ГСЧ называется реãуëярной, есëи все äиаãо-
наëüные эëеìенты ìатриöы A ее сбаëансирован-
ноãо преäставëения оäинаковы. ♦

Такой спеöиаëüный виä систеìной ìатриöы
обусëовëивает простоту структурной реаëизаöии

реãуëярных систеì с поìощüþ набора оäина-
ковых апериоäи÷еских звенüев. В ка÷естве при-
ìера на рис. 1 привеäена структурная схеìа ре-
ãуëярной систеìы третüеãо поряäка с ìатриöей

A =  сбаëансированноãо преäставëения.

Характеристи÷еское уравнение этой ìатриöы

иìеет виä p3 + 3p2 + 7p + 5 = 0.
Заìетиì, ÷то ìасøтабированиеì вреìени äиа-

ãонаëüные эëеìенты ìатриöы A всеãäа ìожно
сäеëатü еäини÷ныìи: a

ii
 = –1. В этоì сëу÷ае из

равенства (3) сëеäует, ÷то эëеìенты вектора b

реãуëярной систеìы опреäеëяþтся форìуëаìи

b
i
= , i = .

Такиì образоì, реãуëярная систеìа n-ãо по-
ряäка поëностüþ заäается набороì синãуëярных
÷исеë σ1, ..., σ

n
, а также сиãнатурныì вектороì

S = [s
1
, s

2
, ..., s

n
].

Перейäеì к рассìотрениþ реãуëярных систеì
третüеãо поряäка. Буäеì с÷итатü, ÷то ГСЧ систеìы
упоряäо÷ены по убываниþ: σ

1
 > σ

2
 > σ

3
 > 0.

Переäато÷ная функöия реãуëярной систеìы
третüеãо поряäка иìеет виä [1]:

W(p) =

= 2k ,(4)

ãäе a1 =  +  + ,

a
0

= , k = ν
1
 + ν

2
 + ν

3
.

В соответствии с форìуëой (4) оäниì из усëо-
вий тоãо, ÷то произвоëüная ПФ третüеãо поряäка

W(p) = (5)

принаäëежит к кëассу реãуëярных, явëяется ра-
венство нуëþ опреäеëитеëя, образованноãо из ко-
эффиöиентов ÷исëитеëя и знаìенатеëя äанной пе-

реäато÷ной функöии при p2 и p0:

D1 =  = 0 ⇒ 3α0β2 = α2β0. (6)

Это равенство преäставëяет собой первое необ-
хоäиìое усëовие реãуëярности систеìы третüеãо
поряäка.

0

∞

∫

bibj

sisjσi σj+
------------------------

1 n,

bi
2

2σi

--------

Рис. 1. Пример реализации регулярной системы
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Усëовие (6) у÷итывает тоëüко соотноøение ко-
эффиöиентов α

0
, α

2
, β

0
 и β

2
. При боëее поäробноì

рассìотрении связей ìежäу коэффиöиентаìи фор-
ìуëы (4) поëу÷аеì второе усëовие реãуëярности:

D
2
 = 8 β

1
β

2
(α

0
 – α

1
α

2
) +

+ α
2

(3α
0
 – α

1
α

2
 + 2 ) +

+ 4 (9  – 9α0α1α2 + 2α0  + 2 ) = 0. (7)

Оäновреìенное выпоëнение равенств (6) и (7)
явëяется необхоäиìыì и äостато÷ныì усëовиеì
реãуëярности систеìы.

Дëя поëу÷ения ãрафи÷ескоãо усëовия реãуëяр-
ности систеì третüеãо поряäка уäобно испоëüзо-
ватü их преäставëение на пëоскости Выøнеãраä-
скоãо.

2. ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ
ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÂÛØÍÅÃÐÀÄÑÊÎÃÎ

Пëоскостü Выøнеãраäскоãо преäставëяет собой
кëасси÷еский инструìент äëя анаëиза устой÷ивос-
ти ëинейных систеì третüеãо поряäка. В настоящее
вреìя критерий устой÷ивости Выøнеãраäскоãо
иìеет скорее у÷ебно-ìетоäи÷еское зна÷ение. Оä-
нако иäея разäеëения пëоскости параìетров на
обëасти, соответствуþщие систеìаì с разныìи
свойстваìи, остается впоëне проäуктивной и вос-

требованной. Наибоëее характерныì приìероì
сëужит известный ìетоä D-разбиения [4].

В работе [5] пëоскостü Выøнеãраäскоãо приìе-
няëасü äëя опреäеëения свойств ÷астотных харак-
теристик звенüев третüеãо поряäка. При этоì об-
ëастü устой÷ивости разбиваëасü на ÷етыре ÷асти,
соответствуþщие разныì виäаì аìпëитуäно-÷ас-
тотных характеристик. Построения также прово-
äиëисü и в пëоскости параìетров, поëу÷енных пу-
теì разëожения характеристи÷ескоãо поëиноìа на
äва вещественных соìножитеëя. Показано, ÷то в
посëеäнеì сëу÷ае уравнения кривых, разäеëяþ-
щих обëасти, заìетно упрощаþтся.

Пустü систеìа третüеãо поряäка заäана переäа-
то÷ной функöией (5).

Деëая заìену переìенной p = q, поëу÷аеì

норìированное характеристи÷еское уравнение

q
3 + Aq

2 + Bq + 1 = 0,

A = , B = , (8)

ãäе коэффиöиенты A и B называþтся параìетраìи
Выøнеãраäскоãо.

В пëоскости этих параìетров строят кривые,
разäеëяþщие обëасти с разëи÷ныì взаиìныì рас-
поëожениеì поëþсов систеìы. Поëу÷енный ãра-
фик называется äиаãраììой Выøнеãраäскоãо.

На кëасси÷еской äиаãраììе Выøнеãраäскоãо
[4] выäеëены обëасти с разныìи типаìи корней
характеристи÷ескоãо поëиноìа (рис. 2). Граниöей
обëасти устой÷ивости на äиаãраììе сëужит ãипер-
боëа B = 1/A. Обëастü, ëежащая выøе этой кривой,
разбивается на три ÷асти I, II и III, соответствуþ-
щие разныì вариантаì распоëожения корней ха-
рактеристи÷ескоãо уравнения. Наприìер, ÷астü II,
иìеþщая виä остроконе÷ноãо кëþва, отве÷ает
сëу÷аþ вещественных корней.

В принöипе, пëоскостü параìетров Выøне-
ãраäскоãо ìожет бытü приìенена äëя анаëиза ëþ-
бых свойств систеìы третüеãо поряäка, зависящих
от распоëожения корней характеристи÷ескоãо по-
ëиноìа. В сëу÷ае реãуëярных систеì ее приìене-
ние особенно уäобно, так как реãуëярные систеìы
поëностüþ заäаþтся набороì ГСЧ иëи ëþбыì
äруãиì набороì из n независиìых параìетров сис-
теìы. В ÷астности, иìи ìоãут бытü и коэффиöи-
енты характеристи÷ескоãо поëиноìа систеìы.

3. ÃÐÀÍÈÖÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ ÂÛØÍÅÃÐÀÄÑÊÎÃÎ

Дëя опреäеëения обëасти, соответствуþщей ре-
ãуëярныì систеìаì на пëоскости Выøнеãраäско-
ãо, быëа провеäена серия коìпüþтерных экспери-

α2
2

β1
2 α2

3

β2
2 α0

2 α2
3 α1

2 α2
2

Рис. 2. Классическая диаграмма Вышнеградского

α0
3

α2

α0

------ α0
3( )

2 α1

α0
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ìентов. Дëя кажäоãо из 1000 сëу÷айных наборов
ГСЧ, взятых из интерваëа от 1 äо 10, и кажäоãо из
÷етырех вариантов сиãнатурных векторов S, стро-
иëасü ìатриöа A сбаëансированноãо преäставëе-
ния реãуëярной систеìы. Эëеìенты ìатриöы оп-
реäеëяëисü по форìуëе (2). Ее характеристи÷еский
поëиноì привоäиëся к форìе Выøнеãраäскоãо (8)
и соответствуþщая то÷ка наносиëасü на пëоскостü.
Коìпüþтерные экспериìенты показаëи, ÷то то÷-
ки, соответствуþщие реãуëярныì систеìаì, ëежат
в преäеëах строãо опреäеëенной обëасти на пëос-
кости Выøнеãраäскоãо (рис. 3).

В связи с этиì возникает заäа÷а анаëити÷ес-
коãо отыскания ãраниöы указанной обëасти. Да-
ëее привоäится ее реøение.

Преобразуеì знаìенатеëü ПФ (4) к форìе Вы-
øнеãраäскоãо (8). Тоãäа поëу÷иì сëеäуþщие зна-
÷ения параìетров A и B:

A = ,

B = . (9)

Дëя сокращения ÷исëа переìенных перейäеì
от собственных ÷исеë кросс-ãраìиана к их отно-

øенияì q
1
 = ν

1
/ν

2
, q

2
 = ν

2
/ν

3
 и поëу÷иì систеìу из

äвух уравнений виäа:

A = f
1
(q

1
, q

2
),  B = f

2
(q

1
, q

2
).

В кажäое из уравнений переìенные q
1
 и q

2
 вхо-

äят сиììетри÷но. Искëþ÷ая из этой систеìы пе-
реìеннуþ q2, поëу÷аеì сëеäуþщее уравнение øес-
тоãо поряäка äëя q

1
:

 – 6  + 3  – 4  + 3  –

– 6 q1 + 1 = 0,

ãäе k1 = 2A
3 + 3AB – 9, k2 = 20A

6 + 12A
4
B –

– 27A
2
B

2 – 612A
3 + 162AB – 234,

k3 = 20A
6 + 36A

4
B + 34

A
2
B

2 + 756A3 – 486AB + 36,

d = 2A
3 – 9AB + 27.

Это уравнение явëяется возвратныì, поэтоìу
заìеной переìенных x = q

1
 + 1/q

1
 еãо поряäок по-

нижается вäвое, в резуëüтате ÷еãо поëу÷аеì куби-
÷еское уравнение:

x
3 – 6 x

2 + 12 x – 8  = 0, (10)

ãäе k4 = 4A6 + 12A4
B – 27A2

B
2 – 180A3 + 162AB – 234,

k
5
 = 4A

6 + 36A
4
B + 81A

2
B

2 + 324A
3 – 486AB + 729.

Выпоëняя обратнуþ заìену переìенных, по-
ëу÷аеì, ÷то кажäоìу реøениþ уравнения (10) со-
ответствует пара взаиìно обратных корней урав-

нения  – q
1
x + 1 = 0. Выбирая оäин из них

(боëüøий по ìоäуëþ, так как ГСЧ упоряäо÷ены
по убываниþ), поëу÷аеì три реøения äëя отно-
øений собственных ÷исеë кросс-ãраìиана q1, q2 и
q3 = ν3/ν1 = 1/(q1q2).

Нас интересуþт тоëüко вещественные q
1
 и q

2
,

а, сëеäоватеëüно, и вещественные корни уравне-
ния (10). О÷евиäно, ÷то крити÷ескиì сëу÷аеì их
существования буäет равенство нуëþ äискриìи-
нанта [6] этоãо уравнения:

D
3
 = 4A

6 – 12A
4
B – 2A

3
B

3 + 20A
3 + 15A2

B
2 –

– 36AB + 27 = 0. (11)

Уравнение (11) описывает ãраниöу обëасти су-
ществования реãуëярных систеì на пëоскости Вы-
øнеãраäскоãо (кривая 1 на рис. 3). Из неãо выте-
кает третüе необхоäиìое усëовие реãуëярности,

3
ν1 ν2–

ν1 ν2+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2/3 ν1 ν3–

ν1 ν3+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2/3 ν2 ν3–

ν2 ν3+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2/3
--------------------------------------------------------------------------------------------

ν1 ν2–( )2

ν1 ν2+( )2
------------------------

ν1 ν3–( )2

ν1 ν3+( )2
------------------------

ν2 ν3–( )2

ν2 ν3+( )2
------------------------+ +

ν1 ν2–

ν1 ν2+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 4/3 ν1 ν3–

ν1 ν3+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 4/3 ν2 ν3–

ν2 ν3+
------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 4/3
--------------------------------------------------------------------------------------------

Рис. 3. Расположение регулярных систем на плоскости Вышне-
градского

q1
6 k1

d
----- q1

5 k2

d
2

------ q1
4 k3

d
2

------ q1
3 k2

d
2

------ q1
2

k1

d
-----

k1

d
-----

k4

d
2

------

k5

d
2

------

q1
2
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соãëасно котороìу äискриìинант D
3
 äоëжен бытü

отриöатеëüныì.
Есëи при поäстановке параìетров Выøнеãраä-

скоãо А и В äëя äанной систеìы в форìуëу (11) по-
ëу÷ено поëожитеëüное ÷исëо D3 > 0, систеìа не яв-
ëяется реãуëярной. Этиì усëовиеì уäобно поëüзо-
ватüся ãрафи÷ески, как и показано äаëее в § 6,
поэтоìу в äаëüнейøеì буäеì называтü еãо ãрафи-
÷ескиì усëовиеì реãуëярности.

Сëу÷аþ D3 = 0 соответствует наëи÷ие у урав-
нения (10) пары кратных корней, т. е. равенство
отноøений q1 = q2 = h. Это озна÷ает, ÷то то÷каì
кривой 1 (сì. рис. 3) отве÷аþт реãуëярные систе-
ìы, у которых ãанкеëевы синãуëярные ÷исëа рас-
поëожены в ãеоìетри÷еской проãрессии: σ2 = hσ1,

σ
3
 = h2σ

1
.

Такиì образоì, ìы не тоëüко наøëи анаëити-
÷еское уравнение кривой, оãрани÷иваþщей распо-
ëожение реãуëярных систеì на пëоскости Выøне-
ãраäскоãо, но и опреäеëиëи тип систеì, ëежащих
на ãраниöе этой обëасти.

Переäато÷ная функöия таких систеì поëу÷ает-
ся из форìуëы (4) при q

1
 = q

2
 = h и иìеет виä:

W(p) = 2ν
1

 Ѕ

Ѕ .

Привоäя знаìенатеëü к форìе Выøнеãраäско-
ãо и искëþ÷ая переìеннуþ h из выражений äëя
еãо коэффиöиентов A и B, снова поëу÷аеì уравне-
ние (11).

Кажäой то÷ке в обëасти реãуëярных систеì на
пëоскости Выøнеãраäскоãо соответствует в об-
щеì сëу÷ае пара реãуëярных систеì (с то÷ностüþ
äо уìножения их ПФ на ÷исëо). Две указанные
систеìы отëи÷аþтся äруã от äруãа перестановкой
q

1
 и q

2
. На ãраниöе обëасти q

1
 = q

2
,
 
и систеìы ста-

новятся равныìи, т. е. кажäой ãрани÷ной то÷ке от-
ве÷ает тоëüко оäна реãуëярная систеìа, и ее ГСЧ
образуþт ãеоìетри÷ескуþ проãрессиþ.

4. Ó×ÅÒ ÇÍÀÊÎÂ
ÃÀÍÊÅËÅÂÛÕ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ

Систеìе третüеãо поряäка с оäниì и теì же на-

бороì ГСЧ ìожет соответствоватü 23 = 8 разëи÷-
ных сиãнатурных векторов S (со÷етаний знаков).
Леãко показатü, ÷то при уìножении ПФ на –1

собственные ÷исëа кросс-ãраìиана ìеняþт свои
знаки на противопоëожные. При этоì характерис-
ти÷еский поëиноì систеìы не изìенится. Это поз-
воëяет сократитü ÷исëо рассìатриваеìых со÷ета-
ний знаков äо ÷етырех, а иìенно (+++), (–++),
(+–+), (++–). Коìпüþтерные экспериìенты по-
казаëи, ÷то кажäоìу из таких со÷етаний буäут от-
ве÷атü свои обëасти на пëоскости Выøнеãраäскоãо
(сì. рис. 3).

На рис. 3 выäеëены три внутренние обëасти ре-
ãуëярных систеì: (++) — систеìы с оäинаковыìи
знакаìи ν

i
; (––) — систеìы, в которых ν2 отëи÷а-

ется по знаку от ν
1
 и ν

3
; (+–), (–+) — остаëüные

систеìы. Эти обозна÷ения соответствуþт знакаì
отноøений q

1
 = ν

1
/ν

2
, q

2
 = ν

2
/ν

3
.

Найäеì уравнение øтриховой кривой, разäеëя-
þщей три указанные обëасти.

О÷евиäно, ÷то поãрани÷ныì сëу÷аеì описан-
ноãо распоëожения корней характеристи÷ескоãо
поëиноìа кросс-ãраìиана явëяется равенство оä-
ноãо из них нуëþ. При этоì поряäок ПФ понижа-
ется. Наприìер, при ν

1 
= 0 переäато÷ная функöия

(4) приниìает виä:

W(p) =

= 2(ν2 + ν3) .

При этоì в äроби (4) ÷исëитеëü и знаìенатеëü

сокращаþтся на (p + 1), форìуëы (9) упро-

щаþтся и уравнение (11) приниìает виä:

2A
3 – 9AB + 27 = 0. (12)

Еìу отве÷ает кривая 2 на рис. 3. Она касается
кривой 1 в то÷ке с коорäинатаìи (3; 3) и äеëит об-
ëастü существования реãуëярных систеì на 3 ÷ас-
ти. В первой ÷асти (++), справа от кривой, ëежат
то÷ки реãуëярных систеì, у которых q

1
 и q

2
 поëо-

житеëüны (т. е. все три ν
i
 иìеþт оäинаковый знак).

Во второй ÷асти (––), сëева от кривой 2, нахоäят-
ся то÷ки систеì с отриöатеëüныìи q

1
 и q

2
. Это сис-

теìы, в которых ν2 отëи÷ается по знаку от ν1 и ν3.
Третüя ÷астü (+–), (–+) распоëожена наä кривой,
ей соответствует то÷ки всех остаëüных реãуëярных
систеì. То÷ка (3; 3) явëяется особой, в ней все три
÷асти соприкасаþтся.

Отìетиì, ÷то кривая (12) уже иìеется на кëас-
си÷еской пëоскости Выøнеãраäскоãо. Она состав-
ëяет ëевуþ ãраниöу обëасти III (сì. рис. 2) и со-
ответствует распоëожениþ корней характеристи-
÷ескоãо поëиноìа в арифìети÷еской проãрессии.
Оäнако ранее сìысë этой ãраниöы вëево от то÷-

h
2

h 1+ +( )

h
2 1+( )p h 1–( )2+

-------------------------------------------------

h 1+( )2
p

2 2 h
2 1+( ) h

2 1–( )
2
p h 1–( )6+ +

h
2 1+( ) h 1+( )2p2 2 h

2
h 1+ +( ) h 1+( )2p h 1–( )4+ +

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

ν2 ν3+( )2
p ν2 ν3–( )2+

ν2 ν3+( )2p2 2 ν2 ν3+( )2p ν2 ν3–( )2+ +
---------------------------------------------------------------------------------------------------

ν2
2 ν3

2
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ки (3; 3) оставаëся неясныì, и обы÷но эта ÷астü
кривой просто не изображаëасü.

В сëу÷ае кратных ãанкеëевых синãуëярных ÷и-
сеë (ν1 = ν2) то÷ки систеì асиìптоти÷ески прибëи-
жаþтся к кривой 2, и систеìа так же, как и в пре-
äыäущеì сëу÷ае, оказывается неìиниìаëüной, т. е.
в ÷исëитеëе и знаìенатеëе ПФ систеìы появëяþт-
ся оäинаковые корни, и посëе их сокращения по-
ряäок систеìы понижается. Коэффиöиенты A и B
äëя таких систеì становятся бесконе÷но боëüøиìи.
Это озна÷ает, ÷то ни оäна из то÷ек на кривой 2 не
отве÷ает реãуëярной систеìе. В поäтвержäение
этоãо факта заìетиì, ÷то ëевая ÷астü выражения
(12) стоит в знаìенатеëях ÷ëенов уравнения (10).
Сëеäоватеëüно, не существует реøений q1 и q2, äëя
которых выпоëняëосü бы усëовие (12).

5. ÎÁÓÑËÎÂËÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

При анаëизе вы÷исëитеëüных поãреøностей
øироко испоëüзуется понятие обусëовëенности.
Дëя ìатриöы A ÷исëо обусëовëенности μ ÷аще
всеãо опреäеëяþт форìуëой:

μ2 = ,  i = ,

ãäе λ
i
 — собственные ÷исëа ìатриöы AA

T.

Чеì боëüøе ÷исëо μ, теì хуже обусëовëена ìат-
риöа, и теì боëüøе уровенü вы÷исëитеëüных поã-
реøностей. Зна÷ение μ = 1 соответствует иäеаëü-
ной обусëовëенности, которая äостиãается в сëу-
÷ае ортоãонаëüных ìатриö.

Покажеì, ÷то анаëиз обусëовëенности ìатри-
öы A сбаëансированноãо преäставëения (1) реãу-
ëярных систеì третüеãо поряäка уäобно выпоë-
нятü на пëоскости Выøнеãраäскоãо. С этой öеëüþ
путеì коìпüþтерноãо ìоäеëирования в пакете
Matlab быëи построены кривые равной обусëов-
ëенности.

При построении кривых из ìножества сëу÷ай-
но форìируеìых реãуëярных систеì отбираëисü
систеìы с заäанной обусëовëенностüþ ìатриöы A
сбаëансированноãо преäставëения, соответствуþ-
щие то÷ки наносиëисü на пëоскостü Выøнеãраäс-
коãо и соеäиняëисü ìежäу собой (рис. 4).

То÷ки, ëежащие на оäной кривой, отве÷аþт ре-
ãуëярныì систеìаì с оäинаковыì ÷исëоì обус-
ëовëенности ìатриöы A. Чеì ниже распоëожена
кривая на пëоскости, теì ìенüøе ÷исëо обусëов-
ëенности. Докажеì, ÷то реãуëярных систеì с μ = 1
не существует. Действитеëüно, äëя выпоëнения
усëовия μ = 1 требуется, ÷тобы ìатриöа A быëа ор-

тоãонаëüной. Реøая ìатри÷ное уравнение AA
T
 = E,

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа, äëя ìатриöы A сба-
ëансированноãо преäставëения реãуëярных сис-
теì, поëу÷аеì, ÷то в систеìе äоëжна бытü пара
кратных ГСЧ (σ

1
 = σ

2
), ÷то противоре÷ит опреäе-

ëениþ реãуëярных систеì.
Заìетиì, ÷то на внутренней ãраниöе распреäе-

ëения реãуëярных систеì (кривая 2 на рис. 3) на-
бëþäаþтся явные изëоìы кривых равной обусëов-
ëенности.

Такиì образоì, поëожение то÷ки с коорäина-
таìи (A; B) реãуëярной систеìы на пëоскости Вы-
øнеãраäскоãо позвоëяет оöенитü обусëовëенностü
ìатриöы A сбаëансированноãо преäставëения и
опреäеëитü соотноøения знаков собственных ÷и-
сеë кросс-ãраìиана.

6. ÏÐÈÌÅÐÛ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Пример 1. Пассивная электрическая схема. Рассìот-
риì эëектри÷ескуþ RC-öепü ëестни÷ноãо типа, схеìа
которой привеäена на рис. 5.

Вхоäныì  сиãнаëоì  öепи  явëяется  ток  i,  выхоä-
ныì — напряжение u на конäенсаторе C

1
. Известны зна-

÷ения пяти параìетров öепи: C
1
 = 0,141 Ф, C

2
 = 0,634 Ф,

C
3
 = 18,043 Ф, R

1
 = 7,723 Оì, R

2
 = 4,699 Оì. Требуется

max λi( )
min λi( )
--------------------- 1 n,

Рис. 4. Кривые равной обусловленности

Рис. 5. Схема лестничной RC-цепи
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опреäеëитü, ìожно ëи поäбороì зна÷ения сопротивëе-
ния R

3
 сäеëатü эту систеìу реãуëярной.

Данная схеìа описывается сëеäуþщей переäато÷ной
функöией:

W(p) =  →

→ ,

ãäе k
6
 = C

1
C

2
R
1
(R

2
 + R

3
) + C

3
R
3
(C

1
(R

1
 + R

2
) + C

2
R
2
),

k
7

= C
1
(R

1
 + R

2
 + R

3
) + C

2
(R

2
 + R

3
) + C

3
R
2
.

Поäстановка заäанных зна÷ений параìетров äает:

W(p) =

= .

Выписывая первое необхоäиìое усëовие реãуëярнос-
ти (6), поëу÷иì уравнение äëя R

3
:

86  – 173,29R
3
 + 40,29 = 0.

Оно иìеет äва реøения: R
3
 = 1,732 и R

3
 = 0,286.

Дëя первоãо из них ПФ приниìает виä:

W(p) = .

При поäстановке поëу÷енных коэффиöиентов ПФ в
усëовие (7) поëу÷аеì, ÷то второе необхоäиìое усëовие
реãуëярности D

2
 = 0 выпоëняется. Сëеäоватеëüно, сис-

теìа явëяется реãуëярной, так как параìетры систеìы
уäовëетворяþт усëовияì (6) и (7) оäновреìенно.

Привоäя характеристи÷еский поëиноì к форìе Вы-
øнеãраäскоãо (8), нахоäиì зна÷ения коэффиöиентов A

и B: A = 7, B = 8. Поëожение соответствуþщей то÷ки на
пëоскости Выøнеãраäскоãо показано на рис. 6. Из ãра-
фика виäно, ÷то то÷ка, соответствуþщая иссëеäуеìой
эëектри÷еской öепи, ëежит в обëасти реãуëярных сис-
теì. Это озна÷ает, ÷то äëя систеìы выпоëняется ãрафи-
÷еское необхоäиìое усëовие реãуëярности.

Дëя окон÷атеëüной проверки построиì ìатриöу A
сбаëансированноãо преäставëения систеìы:

A = .

Диаãонаëüные эëеìенты ìатриöы A оäинаковы, сëе-
äоватеëüно, систеìа явëяется реãуëярной. Проверка вто-
роãо зна÷ения R

3
 äаëа отриöатеëüный резуëüтат.

Оöениì знаки собственных ÷исеë кросс-ãраìиана
систеìы. То÷ка с коорäинатаìи (A; B) попаëа в обëастü
систеì с оäинаковыìи знакаìи ν

i
. Действитеëüно, пря-

ìые вы÷исëения показываþт, ÷то зна÷ения ν
i
 äëя äан-

ной öепи поëожитеëüны: ν
1
 = 5,704, ν

2
 = 1, ν

3
 = 0,3737.

Такое со÷етание знаков озна÷ает, ÷то ПФ систеìы ìож-
но преäставитü в виäе:

W(p) =  +  + ,

ãäе r
i
 — некоторые поëожитеëüные ÷исëа. Сëеäоватеëü-

но, весовая функöия буäет иìетü виä суììы трех зату-
хаþщих экспонент с поëожитеëüныìи коэффиöиента-
ìи переä ниìи, и перехоäные проöессы в систеìе буäут
иìетü ìонотонный характер. Этот вывоä справеäëив äëя
ëþбой реãуëярной пассивной RC- иëи RL-öепи.

Чисëо обусëовëенности μ ìатриöы A в соответствии
с построенныìи ранее кривыìи равной обусëовëенно-
сти (сì. рис. 4) составëяет прибëизитеëüно 39. Это оз-
на÷ает, ÷то ìатриöа сбаëансированноãо преäставëения
систеìы äостато÷но хороøо обусëовëена. То÷ное зна÷е-
ние μ = 39,363, расс÷итанное в пакете Matlab, отëи÷ает-
ся приìерно на 1 %.

Пример 2. Двухмассовая механическая система. Рас-
сìотриì ìехани÷ескуþ систеìу, соäержащуþ äва теëа с
ìассаìи m

1
 и m

2
, соеäиненных пружиной жесткости ξ.

Это ìожет бытü упрощенная ìоäеëü ãрузовика с приöе-
поì (рис. 7).

Обозна÷иì сиëу, прикëаäываеìуþ к первоìу теëу, F,
откëонения ìасс m

1
 и m

2
 от на÷аëüноãо поëожения x

1

и x
2
, а их скорости v

1
 и v

2
 соответственно. Тоãäа систеìа

C2C3R1R2R3p
2

(C2R1 R2 R3+( )+ +

C1C2C3R1R2R3p
3 +

------------------------------------------------------------------------------------------------

C3R3 R1 R2+( ))p R1 R2 R3+ + + +

k6p
2

k7p 1+ + +
-------------------------------------------------------------------------------------------

415,13R3p
2

229R3 23+( )p 12,42 R3+ + +

58,53R3p
3

86R3 3,24+( )p2 18,82R3 4,73+( )p 1+ + +
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

R3

2

7,078p
2

4,131p 0,1393+ +

p
3

1,5p
2

0,3673p 0,0098+ + +
------------------------------------------------------------------------------

Рис. 6. Оценка параметров систем на плоскости Вышнеградского

0,5– 0,36 0,24–

0,36 0,5– 0,45

0,24– 0,45 0,5–

r1
p p1–
--------------

r2
p p2–
--------------

r3
p p3–
--------------

Рис. 7. Модель двухмассовой системы
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ìожет бытü описана сëеäуþщиìи äифференöиаëüныìи
уравненияìи:

m
1

 + ξ(x
1
 – x

2
) + d  = F,

m
2

 – ξ(x
1
 – x

2
) + d  = 0,

ãäе d — коэффиöиент äеìпфирования.
В ка÷естве выхоäноãо сиãнаëа выбереì скоростü v

1

первоãо теëа. В этоì сëу÷ае поряäок систеìы понижа-
ется äо трех, и ПФ иìеет виä:

W(p) = . (13)

Выясниì, при каких со÷етаниях параìетров ПФ (13)
систеìа буäет реãуëярной. Дëя этоãо обратиìся к пер-
воìу необхоäиìоìу усëовиþ реãуëярности. Выписывая
усëовие (6) äëя ПФ (13), поëу÷аеì:

3α
0
β
2
 – α

2
β
0
 = (5m

2
 – m

1
) = 0.

Отсþäа сëеäует, ÷то ìассы äоëжны отëи÷атüся в пятü
раз: m

1
 = 5m

2
. Пустü m

1
 = 0,03 кã, тоãäа m

2
 = 0,006 кã.

При анаëизе второãо усëовия (7) быëо установëено, ÷то
систеìа буäет реãуëярной при зна÷ениях параìетров
ξ = 0,1 Н/ì, d = 0,015.

Поäставив эти ÷исëенные зна÷ения в ПФ (13), по-
ëу÷иì:

W(p) = .

Дëя проверки ãрафи÷ескоãо усëовия привеäеì ха-
рактеристи÷еский поëиноì к форìе Выøнеãраäскоãо (8)
и вы÷исëиì зна÷ения коэффиöиентов A и B: A = 1,2,
B = 3,2. Нанесеì поëу÷еннуþ то÷ку на пëоскостü Вы-
øнеãраäскоãо (сì. рис. 6). По распоëожениþ то÷ки
ìожно сказатü, ÷то äëя систеìы выпоëняется ãрафи÷ес-
кое необхоäиìое усëовие реãуëярности. Построиì ìат-
риöу A сбаëансированноãо преäставëения объекта:

A = .

Диаãонаëüные эëеìенты ìатриöы A оäинаковы, сëе-
äоватеëüно, äанная систеìа явëяется реãуëярной.

Оöениì знаки собственных ÷исеë кросс-ãраìиана
систеìы. То÷ка с коорäинатаìи (A; B) на рис. 6 попаëа
в обëастü систеì, у которых боëüøее иëи ìенüøее соб-
ственное ÷исëо кросс-ãраìиана отëи÷ается по знаку от
äвух остаëüных. Действитеëüно, нахоäя собственные зна-
÷ения кросс-ãраìиана, поëу÷аеì: ν

1
 = 0,483, ν

2
 = 0,045,

ν
3
 = –0,028.

Чисëо обусëовëенности ìатриöы A в соответствии с
построенныìи кривыìи равной обусëовëенности (сì.
рис. 4) составиëо приìерно пятü. То÷ное зна÷ение ÷исëа
обусëовëенности, расс÷итанное в Matlab, нескоëüко вы-
øе: μ = 5,315. Это озна÷ает, ÷то ìатриöа сбаëансиро-
ванноãо преäставëения хороøо обусëовëена.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäован спеöиаëüный тип ëинейных äина-
ìи÷еских систеì — реãуëярные систеìы. Они ха-
рактеризуþтся вäвое ìенüøиì ÷исëоì параìетров
по сравнениþ с ëинейныìи систеìаìи общеãо ви-
äа и äопускаþт боëее простуþ структурнуþ реаëи-
заöиþ.

Установëены необхоäиìые и äостато÷ные усëо-
вия реãуëярности систеì третüеãо поряäка в виäе
аëãебраи÷еских соотноøений ìежäу коэффиöи-
ентаìи переäато÷ной функöии. Дëя поëу÷ения
ãрафи÷ескоãо усëовия реãуëярности приìенена
пëоскостü Выøнеãраäскоãо, на которой выäеëе-
ны обëасти существования трех разновиäностей
реãуëярных систеì, отве÷аþщих разëи÷ныì со÷е-
танияì знаков синãуëярных ÷исеë ãанкеëева опе-
ратора систеìы.

Показано, ÷то ãраниöы этих обëастей преäстав-
ëяþт собой аëãебраи÷еские кривые, и найäены
анаëити÷еские уравнения этих кривых.

Иссëеäована обусëовëенностü систеìной ìат-
риöы сбаëансированноãо преäставëения реãуëяр-
ных объектов третüеãо поряäка и построены ëинии
равной обусëовëенности на пëоскости Выøне-
ãраäскоãо.

Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны
при анаëизе и синтезе ìехани÷еских, эëектри÷ес-
ких и äруãих äинаìи÷еских систеì.
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