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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Проöессный поäхоä [1—4] в орãанизаöии уп-
равëения преäприятиеì в настоящее вреìя оäин
из наибоëее перспективных. В соответствии с этиì
поäхоäоì преäпоëаãается, ÷то äеятеëüностü преä-
приятия преäставëяется в виäе ìножества бизнес-
проöессов. Он реаëизуется систеìаìи управëения
бизнес-проöессаìи (СУБП), которые разäаþт заäа-
ния испоëнитеëяì и контроëируþт их выпоëнение.

При автоìатизаöии преäприятий на основе
проöессноãо поäхоäа преäприятия поëу÷аþт серü-
езные äопоëнитеëüные преиìущества, оäнако по-
явëяþтся и пробëеìы, реøения которых не äаþт
траäиöионные теории. Приìероì такой пробëе-
ìы сëужит ситуаöия неоãрани÷енноãо возраста-
ния ÷исëа то÷ек управëения в экзеìпëяре бизнес-
проöесса.

1. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÍÅÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ ×ÈÑËÀ ÒÎ×ÅÊ 
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Â ÝÊÇÅÌÏËßÐÅ ÁÈÇÍÅÑ-ÏÐÎÖÅÑÑÀ

Возìожные посëеäоватеëüности заäаний биз-
нес-проöесса опреäеëяþтся схеìой в виäе связно-
ãо направëенноãо ãрафа. Рассìатриваþтся ãрафы,
состоящие из узëов: «на÷аëо», «заверøение пото-

ка», «äействие», «искëþ÷аþщий øëþз», «параë-
ëеëüный øëþз».

Дëя бизнес-проöесса ìожно созäаватü выпоë-
няþщиеся экзеìпëяры. Кажäый выпоëняþщийся
экзеìпëяр соäержит ãраф бизнес-проöесса, по ко-
тороìу переìещаþтся то÷ки управëения, преäстав-
ëяþщие собой указатеëи на активные узëы ãрафа.
То÷ки управëения переìещаþтся тоëüко по реб-
раì ãрафа и тоëüко в направëении ориентаöии
ребра. Изна÷аëüно, при созäании экзеìпëяра биз-
нес-проöесса, активныì узëоì сëужит тоëüко узеë
«на÷аëо»: в неãо поìещается еäинственная то÷ка
управëения, которая тут же перехоäит по исхоäя-
щеìу из этоãо узëа ребру в сëеäуþщий узеë ãрафа.

Узëы схеìы ìожно разäеëитü на äва кëасса.
К оäноìу из них относятся узëы «äействия», а к
äруãоìу — все остаëüные узëы, которые называþт-
ся ìарøрутныìи. Узëы «äействия» соäержат оäно
вхоäящее и оäно исхоäящее ребро. При испоëне-
нии экзеìпëяра бизнес-проöесса в коìпüþтерной
систеìе в ìоìент прихоäа то÷ки управëения в узеë
«äействие» опреäеëенноìу испоëнитеëþ направ-
ëяется заäание. Посëе выпоëнения испоëнитеëеì
заäания то÷ка управëения переìещается по исхо-
äящеìу ребру в сëеäуþщий узеë ãрафа. В ìарø-
рутных узëах происхоäит выбор ребра (ребер)
äаëüнейøеãо äвижения то÷ки (то÷ек) управëения.

Рассìотрено повеäение то÷ек управëения, переìещаþщихся по ãрафу экзеìпëяра биз-
нес-проöесса, выпоëняþщеãося в коìпüþтерной систеìе. Отìе÷ено, ÷то в совреìенных
систеìах управëения бизнес-проöессаìи в связи с оøибкаìи проектирования биз-
нес-проöессов ìоãут возникатü ситуаöии неоãрани÷енноãо возрастания ÷исëа то÷ек уп-
равëения, ÷то привоäит к неоправäанно боëüøой наãрузке на коìпüþтернуþ систеìу. Во
избежание таких ситуаöий рассìотрена заäа÷а анаëиза схеì бизнес-проöессов и преä-
ëожен аëãоритì проверки оãрани÷енности ÷исëа то÷ек управëения.

Ключевые слова: испоëниìый бизнес-проöесс, систеìы управëения, то÷ка управëения, направëен-
ный ãраф.

íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â óïðàâëåíèèÈ
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Марøрутный узеë соответствует появëениþ, уäа-
ëениþ, разветвëениþ/сëияниþ то÷ек управëения
иëи выбору ребра (из нескоëüких присоеäиненных
к узëу ребер), по котороìу то÷ка управëения пе-
реìестится в сëеäуþщий узеë.

В выпоëняþщеìся экзеìпëяре бизнес-проöес-
са оäновреìенно ìожет бытü нескоëüко то÷ек уп-
равëения. То÷ка управëения в ìарøрутноì узëе
ìожет разäеëитüся на нескоëüко то÷ек управëе-
ния, то÷ки управëения также ìоãут жäатü äруã
äруãа в äруãоì ìарøрутноì узëе и äаëее сëитüся
в оäну то÷ку управëения.

Опреäеëиì повеäение рассìатриваеìых в на-
стоящей статüе типов узëов, а также привеäеì их
ãрафи÷еские изображения в соответствии с ìеж-
äунароäныì станäартоì BPMN.

Узел «начало» соответствует то÷ке на÷аëа ис-
поëнения бизнес-проöесса. У неãо нет вхоäящих
ребер и естü тоëüко оäно исхоäящее ребро. В ìо-
ìент запуска экзеìпëяра бизнес-проöесса в узеë
поìещается то÷ка управëения, которая тут же вы-
хоäит из неãо по исхоäящеìу ребру. В бизнес-
проöессе äоëжен существоватü еäинственный узеë
«на÷аëо». Обозна÷ается «тонкой» окружностüþ
(рис. 1, а).

Узел «завершение потока» äоëжен иìетü оäно
иëи боëее вхоäящих ребер и ни оäноãо исхоäяще-
ãо. При попаäании какой-ëибо то÷ки управëения
в этот узеë она уäаëяется. Экзеìпëяр бизнес-про-
öесса, в котороì не остаëосü ни оäной то÷ки уп-
равëения, с÷итается заверøивøиìся. Может су-

ществоватü нескоëüко узëов «заверøение пото-
ка», но обязатеëüно äоëжен бытü хотя бы оäин
такой узеë. Обозна÷ается «жирной» окружностüþ
(сì. рис. 1, б).

Узел «действие» ãенерирует заäание испоëни-
теëþ, обозна÷ается пряìоуãоëüникоì со скруãëен-
ныìи уãëаìи, в öентре котороãо пиøется иìя узëа
(рис. 1, в) и иìеет оäно вхоäящее и оäно исхоäя-
щее ребро.

Узел «исключающий шлюз» ìожет иìетü не-
скоëüко вхоäящих и нескоëüко исхоäящих ребер.
Дëя кажäой приøеäøей в неãо то÷ки управëения
выбирается, по какоìу из исхоäящих ребер она бу-
äет переìещена äаëее. Обозна÷ается роìбоì, в
котороì изображен «крестик» (рис. 1, г).

Узел «параллельный шлюз» обозна÷ается роì-
боì, в котороì изображен «пëþс» (рис. 1, д). Мо-
жет иìетü нескоëüко вхоäящих и нескоëüко исхо-
äящих ребер. Дëя кажäоãо вхоäящеãо ребра при-
øеäøая по неìу в параëëеëüный øëþз то÷ка
управëения ставится в о÷ереäü. Есëи äëя всех вхо-
äящих ребер их о÷ереäи запоëнены хотя бы оäной
то÷кой управëения, то все то÷ки управëения, на-
хоäящиеся на первой позиöии о÷ереäи кажäоãо
вхоäящеãо ребра, уäаëяþтся, а на кажäоì исхоäя-
щеì ребре ãенерируется то÷ка управëения.

При отсутствии оãрани÷ений на коìбинаöии
эëеìентов на ãрафе бизнес-проöесса возìожно
появëение экзеìпëяров бизнес-проöессов, в кото-
рых из-за оøибок проектирования ÷исëо то÷ек уп-
равëения быстро возрастает с те÷ениеì вреìени.
Такие проöессы ìоãут созäатü запреäеëüнуþ на-
ãрузку на систеìу, ÷то привеäет к прекращениþ ее
норìаëüной работы.

На рис. 2 показан приìер ãрафа бизнес-про-
öесса с быстро возрастаþщиì ÷исëоì то÷ек уп-
равëения. Во избежание такой ситуаöии на этапе
проектирования äëя кажäоãо опреäеëения бизнес-
проöесса устанавëивается ìаксиìаëüно возìожное
÷исëо то÷ек управëения в экзеìпëяре бизнес-про-
öесса. Есëи во вреìя испоëнения экзеìпëяра оно
буäет превыøено, то СУБП автоìати÷ески оста-
новит выпоëнение äанноãо экзеìпëяра и äаст
сиãнаë аäìинистратору систеìы о возникнове-

Рис. 1. Обозначения узлов: а — на÷аëо; б — заверøение потока;
в — äействие; г — искëþ÷аþщий øëþз; д — параëëеëüный øëþз

Рис. 2. Граф с быстро возрастающим числом точек управления
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нии неøтатной ситуаöии. Оäнако на этапе проек-
тирования бизнес-проöесса не всеãäа ìожно оöе-
нитü ìаксиìаëüное ÷исëо то÷ек управëения в ëþ-
боì еãо экзеìпëяре, и экзеìпëяр бизнес-проöесса
ìожет бытü «неправиëüно» остановëен систеìой.
Даëее, есëи систеìа äаже «правиëüно» остановиëа
экзеìпëяр бизнес-проöесса, то ситуаöия на преä-
приятии посëе остановки экзеìпëяра бизнес-про-
öесса ìожет оказатüся сëожной, поскоëüку по за-
äанияì этоãо экзеìпëяра сотруäники соверøиëи
опреäеëенные äействия. Возìожно, эти äействия
требуþт обязатеëüноãо выпоëнения каких-то äру-
ãих äействий в строãо опреäеëенные интерваëы
вреìени, и их отсутствие ìожет привести к убыт-
каì и äруãиì отриöатеëüныì посëеäствияì.

Поэтоìу востребована заäа÷а разработки кри-
терия, приìеняеìоãо к бизнес-проöессаì на этапе
их проектирования, который ãарантирует, ÷то äëя
äанноãо ãрафа невозìожна ситуаöия с бесконе÷но
возрастаþщиì ÷исëоì то÷ек управëения.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÊÐÈÒÅÐÈß

1.1. Ôóíêöèîíèðîâàíèå ãðàôà

Буäеì распоëаãатü то÷ки управëения на ребрах
непосреäственно переä узëаìи ãрафа. Поставиì в
соответствие кажäоìу узëу Q ãрафа, не явëяþще-
ìуся узëоì «на÷аëо», набор всех возìожных опе-

раторов opQ,m(•), которые изìеняþт ÷исëо то÷ек
управëения на вхоäящих и выхоäящих из узëа реб-
рах. Зäесü m = 1, ..., L

Q
, ãäе L

Q
 — ÷исëо возìожных

операторов äëя узëа Q. Есëи, наприìер, Q — ис-
кëþ÷аþщий øëþз с оäниì вхоäящиì и äвуìя ис-
хоäящиìи ребраìи, то äëя неãо буäет äва опера-

тора opQ,m(•): первый из них буäет уäаëятü то÷ку

управëения на вхоäящеì ребре и поìещатü ее на
первое исхоäящее ребро, а второй — уäаëятü ее на
вхоäящеì ребре и поìещатü ее на второе исхоäя-
щее ребро.

Рассìотриì ìножество операторов opQ,m(•) äëя

всех узëов ãрафа. Оно соответствует всеì возìож-
ныì преобразованияì то÷ек управëения на вхо-
äящих и исхоäящих ребрах всех узëов ãрафа, по-
этоìу переìещение то÷ек управëения по ãрафу
бизнес-проöесса (функöионирование ãрафа) ìож-
но преäставитü как посëеäоватеëüностü выпоëне-

ний операторов opQ,m(•).

На кажäоì øаãе i функöионирования ãрафа
опреäеëиì ìножество узëов, которые активны на
этоì øаãе:

— есëи узеë Q — параëëеëüный øëþз, то он ак-
тивен на øаãе i, есëи äëя кажäоãо ребра f, вхоäя-

щеãо в узеë Q, ÷исëо то÷ек управëения на неì
боëüøе нуëя;

— кажäый из остаëüных узëов активен на øаãе i,
есëи существует ребро f, вхоäящеãо в узеë Q, äëя
котороãо ÷исëо то÷ек управëения на неì боëüøе
нуëя.

Есëи узеë Q на øаãе i активен, то на этоì øаãе

ìожет бытü выпоëнен оператор opQ,m(•), в резуëü-

тате изìеняется ÷исëо то÷ек управëения на реб-
рах ãрафа. Есëи узеë Q на øаãе i не активен, то

ни оäин из операторов opQ,m(•) äëя этоãо узëа на

øаãе i выпоëнитü неëüзя, так как äëя еãо выпоë-
нения «не хватит» то÷ек управëения на вхоäящих
в неãо ребрах.

Поясниì äействие операторов opQ,m(•) äëя раз-

ëи÷ных типов узëов.
� Есëи узеë Q явëяется узëоì-äействиеì, то äëя

неãо буäет существоватü еäинственный опера-

тор opQ,m(•), который уäаëяет то÷ку управëения
на вхоäящеì ребре, и äобавëяет то÷ку управëе-
ния на исхоäящеì ребре.

� Есëи узеë Q — искëþ÷аþщий øëþз, то опера-

тор opQ,m(•) уäаëяет то÷ку управëения на оäноì

из вхоäящих ребер и äобавëяет ее на оäно из ис-
хоäящих ребер. Чисëо операторов буäет равно
÷исëу вхоäящих ребер, уìноженноìу на ÷исëо
исхоäящих ребер.

� Есëи узеë Q — параëëеëüный øëþз, то äëя не-
ãо буäет существоватü еäинственный оператор

op
Q(•), который уäаëяет то÷ку управëения на

кажäоì вхоäящеì ребре и äобавëяет ее на каж-
äое исхоäящее ребро.

� Есëи узеë Q — заверøение потока, то оператор

op
Q,m(•) уäаëяет то÷ку управëения на оäноì из

вхоäящих ребер. Чисëо операторов буäет равно
÷исëу вхоäящих ребер.

1.2. Àëãîðèòì àíàëèçà
ìíîæåñòâ òî÷åê óïðàâëåíèÿ

Пустü ( f1, ..., fn) — список всех ребер ãрафа биз-

нес-проöесса, первое в неì ребро, исхоäящее из
на÷аëüноãо узëа.

На кажäоì øаãе i > 0 функöионирования ãра-
фа кажäоìу ребру f сопоставиì ÷исëо CP

i
( f ), рав-

ное ÷исëу то÷ек управëения на ребре f. В на÷аëü-
ный ìоìент это ÷исëо отëи÷но от нуëя тоëüко на
ребре, выхоäящеì из на÷аëüноãо узëа: äëя этоãо
ребра CP0( f1) = 1.

Дëя кажäоãо øаãа i > 0 обозна÷иì вектор öеëых
неотриöатеëüных ÷исеë:

CP
i
 = (CP

i
( f ), ..., CP

i
( f

n
)). (1)
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Нетруäно виäетü, ÷то в сиëу опреäеëения пове-
äения узëов ãрафа, äëя кажäоãо i > 0 векторы CP

i

и CP
i + 1 связаны соотноøенияìи виäа

CP
i + 1 = CP

i
 + V. (2)

Зäесü знак «пëþс» озна÷ает покоìпонентное

сëожение, и V = (v1, ..., vn) öеëо÷исëенный вектор,

кажäая коìпонента v j котороãо опреäеëяется теì,
как быëо изìенено соответствуþщее ìножество
CP( f

j
) на øаãе i: äëя кажäоãо j = 1, ..., n

� v
j = –1, есëи зна÷ение CP

i
( f

j
) быëо уìенüøено

на еäиниöу (с ребра быëа уäаëена то÷ка управ-
ëения);

� v
j = 1, есëи зна÷ение CP

i
( f

j
) быëо увеëи÷ено на

еäиниöу (на ребро быëа äобавëена то÷ка управ-
ëения);

� v
j = 0, есëи на øаãе i зна÷ение CP

i
( f

j
) не изìе-

ниëосü.

Обозна÷иì сиìвоëоì V совокупностü всех век-
торов V, которые ìоãут бытü вторыìи сëаãаеìы-
ìи в правых ÷астях соотноøений виäа (2), т. е. V
преäставëяет собой совокупностü возìожных из-
ìенений ÷исëа то÷ек управëения на ребрах ãрафа,
соответствуþщуþ приìенениþ всех операторов

op
Q,m(•) äëя всех узëов ãрафа.

Всëеäствие коне÷ности ÷исëа узëов ãрафа и ко-

не÷ности ÷исëа еãо ребер, ÷исëо операторов opQ,m(•)

тоже коне÷но, сëеäоватеëüно, совокупностü V так-
же буäет состоятü из коне÷ноãо ÷исëа векторов.

Опреäеëиì инäуктивно совокупностü CP векто-
ров öеëых неотриöатеëüных ÷исеë разìерности n:

— (1, 0, ..., 0) ∈ CP;

— есëи U ∈ CP, V ∈ V и все коìпоненты вектора
U + V неотриöатеëüны, то U + V ∈ CP.

Из äанноãо опреäеëения сëеäует, ÷то ìножест-
во CP соäержит все векторы виäа (1).

Такиì образоì, есëи ìножество CP коне÷но, то
совокупностü векторов виäа (1) тоже коне÷на, т. е.
÷исëо то÷ек управëения на ребрах ãрафа оãрани-
÷ено.

Обозна÷иì  ìножество öеëых ÷исеë, боëü-
øих иëи равных нуëþ, к котороìу äобавëен новый

эëеìент ∞. Мы буäеì рассìатриватü  как ëи-
нейно упоряäо÷енное ìножество, в котороì эëе-
ìент ∞ явëяется наибоëüøиì и отноøение поряä-
ка на остаëüных эëеìентах совпаäает с отноøени-
еì поряäка на öеëых ÷исëах.

Записü  озна÷ает совокупностü всех векто-
ров äëины n, коìпоненты которых явëяþтся эëе-

ìентаìи ìножества . Буäеì рассìатриватü 
как ÷асти÷но упоряäо÷енное ìножество, поряäок
на котороì опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

(a1, ..., an) < (b1, ..., bn) ⇔ a1 ≤ b1, ..., an ≤ bn, 

∃i, ai < bi,

ãäе (a1, ..., an), (b1, ..., bn) ∈ , 1 ≤ i ≤ n.

Буäеì с÷итатü, ÷то эëеìенты ìножества 
ìожно скëаäыватü с ÷исëаìи из {–1, 0, 1}: есëи

a ∈  и b ∈ {–1, 0, 1}, то записü a + b озна÷ает:
— эëеìент ∞, есëи a = ∞;
— обы÷нуþ суììу a и b, есëи a ≠ ∞.
Буäеì употребëятü сëеäуþщее обозна÷ение: äëя

кажäоãо вектора U ∈  и кажäоãо i ∈ {1, ..., n}

записü U i озна÷ает i-þ коорäинату вектора U.
Дëя анаëиза оãрани÷енности ìножества то÷ек

управëения опреäеëиì проверо÷ный ãраф, кото-
рый обозна÷иì CP

∞
. Опреäеëиì äëя ãрафа ìетки

узëов и ребер:
— äëя кажäоãо узëа Х опреäеëиì в ка÷естве ìет-

ки |X | вектор из ;

— äëя кажäоãо ребра Е опреäеëиì в ка÷естве
ìетки |E | вектор из V.

Есëи из узëа Х ãрафа CP
∞
 исхоäит ребро в узеë Y,

иìеþщее ìетку V, то буäеì обозна÷атü этот факт

записüþ X  Y.
Граф CP

∞
 опреäеëиì инäуктивно, т. е. ìножес-

тва еãо узëов и ребер буäут заäаватüся путеì опи-
сания проöеäуры их построения. В кажäый ìо-
ìент построения этоãо ãрафа кажäый из еãо узëов
буäет с÷итатüся ëибо необработанныì, ëибо обра-
ботанныì. Необработанныìи узëаìи буäеì с÷итатü
узëы, соäержащиеся в спеöиаëüноì списке RN.

Напоìниì, ÷то узеë Y какоãо-ëибо ãрафа назы-
вается достижимым из узëа X, есëи ëибо X = Y, ëи-
бо существует путü из узëа X в узеë Y, т. е. посëе-
äоватеëüностü (e1, ..., ek) ребер этоãо ãрафа такая,

÷то из узëа X выхоäит ребро e1, а в узеë Y вхоäит

ребро e
k
 и есëи k > 1, то äëя кажäоãо i = 1, ..., k – 1

конеö ребра e
i
 совпаäает с на÷аëоì ребра e

i + 1. Ес-

ëи узеë Y äостижиì из узëа X, то этот факт ìы бу-
äеì обозна÷атü записüþ X → Y.

Граф CP
∞
 строится сëеäуþщиì образоì: Сна-

÷аëа ìножество узëов этоãо ãрафа соäержит ëиøü
узеë с ìеткой (1, 0, ..., 0), он называется начальным
узлом, и в список необработанных узëов RN вхоäит
ëиøü этот узеë.

Затеì итеративно выпоëняется посëеäоватеëü-
ностü äействий, закëþ÷аþщаяся в тоì, ÷то к уже

Z∞

+

Z∞

+

Z∞

+n

Z∞

+
Z∞

+

Z∞

+n

Z∞

+

Z∞

+

Z∞

+n

Z∞

+n

→V
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построенныì узëаì и ребраì äобавëяþтся новые
узëы и ребра. Новая итераöия äанной посëеäо-
ватеëüности происхоäит, тоëüко есëи список RN

не пуст, в этоì сëу÷ае первый узеë этоãо списка
(обозна÷иì еãо сиìвоëоì X) искëþ÷ается из спис-
ка RN и выпоëняþтся сëеäуþщие äействия.

1. Есëи иìеется не принаäëежащий списку RN

узеë Y ≠ X такой, ÷то |X | = |Y |, то все ребра, веäущие
в узеë X, перенаправëяþтся в узеë Y, и узеë X уäа-
ëяется.

Ина÷е äëя кажäоãо V ∈ V такоãо, ÷то X + V ∈ 

в проверо÷ный ãраф äобавëяþтся новый узеë Y с
ìеткой |X | + V и ребро из узëа X в узеë Y с ìет-
кой V и, кроìе тоãо, узеë Y äобавëяется в конеö
списка необработанных узëов RN.

2. Есëи среäи обработанных узëов существует
пара Y1, Y2 такая, ÷то Y1 → Y2 и |Y1| < |Y2|, то у узëа

Y2 изìеняется ìетка. Новая ìетка |Y2| узëа Y2 оп-

реäеëяется как

|Y2|
i = .

Даëее соответствуþщие коìпоненты (на тех же
позиöиях, на которых в векторе |Y2| нахоäятся эëе-

ìенты ∞) изìеняþтся на ∞ у ìеток всех узëов, äо-
стижиìых из узëа Y2.

Данное äействие ìожет выпоëнятüся нескоëüко
раз äо тех пор, пока среäи всех пар обработанных
узëов проверо÷ноãо ãрафа буäут существоватü па-
ры, äëя которых выпоëняется усëовие, сфорìуëи-
рованное в п. 2.

Из описания аëãоритìа сëеäует, ÷то на кажäоì
øаãе еãо работы коëи÷ество ребер, выхоäящих из
кажäоãо узëа, не превосхоäит |V |.

Лемма 1. Если процесс построения графа CP
∞

длится бесконечно долго, то граф CP
∞
 содержит бес-

конечный путь из начального узла такой, что все уз-

лы, входящие в этот путь, различны.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Из описания аëãоритìа пост-
роения ãрафа CP

∞
 сëеäует, ÷то кажäый еãо узеë äости-

жиì из на÷аëüноãо узëа.

Есëи бы ãраф CP
∞
 быë коне÷ныì, то аëãоритì еãо

построения заверøаë бы своþ работу посëе коне÷ноãо
÷исëа øаãов, так как посëе посëеäнеãо äобавëения об-
работанноãо узëа к ìножеству узëов ãрафа CP

∞
 список

RN ìожет тоëüко уìенüøатüся, и он уìенüøается с каж-
äой итераöией работы этоãо аëãоритìа.

Такиì образоì, ãраф CP
∞
 бесконе÷ен, и кажäый еãо

узеë äостижиì из на÷аëüноãо узëа. Обозна÷иì этот на-
÷аëüный узеë сиìвоëоì X

1
. Как быëо отìе÷ено, из каж-

äоãо узëа ãрафа CP
∞
 (в ÷астности, из узëа X

1
) выхоäит ко-

не÷ное ÷исëо ребер.

Обозна÷иì записüþ {Y
1
, ..., Y

k
} совокупностü тех уз-

ëов ãрафа CP
∞
, которые явëяþтся конöаìи ребер, выхо-

äящих из узëа X
1
 и не совпаäаþт с ниì.

Уäаëиì из ãрафа CP
∞
 все ребра, конöаìи которых яв-

ëяется X
1
. Поëу÷ивøийся ãраф обозна÷иì той же запи-

сüþ CP
∞
. Нетруäно виäетü, ÷то кажäый узеë ãрафа CP

∞
,

отëи÷ный от узëа X
1
, äостижиì из некотороãо узëа Y

i
 из

упоìянутой совокупности.

Дëя кажäоãо i = 1, ..., k обозна÷иì ÷ерез CP
∞
(Y

i
) поä-

ãраф ãрафа CP
∞
, состоящий из тех узëов, которые äости-

жиìы из узëа Y
i
 и всех ребер, которые выхоäят из этих

узëов.

Нетруäно виäетü, ÷то узеë X
1
 не вхоäит ни в оäин из

этих ãрафов. Есëи бы все ãрафы CP
∞
(X

i
), i = 1, ..., k, быëи

коне÷ны, то ãраф CP
∞
 тоже быë бы коне÷ен, так как

кажäый из еãо узëов ëибо на÷аëüный, ëибо принаäëежит
объеäинениþ ìножеств узëов ãрафов CP

∞
(X

i
), i = 1, ..., k.

Поэтоìу существует узеë (обозна÷иì еãо X
2
) ãрафа

CP
∞
 такой, ÷то существует ребро из узëа X

1
 в узеë X

2
, и

ãраф CP
∞
(X

2
) бесконе÷ен и не соäержит узëа X

1
.

Граф CP
∞
(X

2
) обëаäает теìи же свойстваìи, ÷то и ис-

хоäный ãраф CP
∞
: он бесконе÷ен, и, кроìе тоãо, есëи

с÷итатü узеë X
2
 на÷аëüныì узëоì ãрафа CP

∞
(X

2
), то ìож-

но утвержäатü, ÷то кажäый узеë ãрафа CP
∞
(X

2
) äостижиì

из на÷аëüноãо узëа этоãо ãрафа, и из кажäоãо узëа ãрафа
CP

∞
(X

2
) выхоäит ëиøü коне÷ное ÷исëо ребер.

Поэтоìу анаëоãи÷ныìи рассужäенияìи ìожно уста-
новитü, ÷то существует узеë (обозна÷иì еãо X

3
), ãрафа

CP
∞
(X

2
), который не совпаäает с узëоì X

2
 (а также с уз-

ëоì X
1
), такой, ÷то существует ребро из еãо на÷аëüноãо

узëа X
2
 в узеë X

3
, и ãраф CP

∞
(X

3
) (узëаìи котороãо явëя-

þтся узëы ãрафа CP
∞
, äостижиìые из узëа X

3
), бесконе-

÷ен и из кажäоãо еãо узëа выхоäит ëиøü коне÷ное ÷исëо
ребер.

Мы ìожеì проäоëжатü äанные рассужäения неоãра-
ни÷енно: ìожно построитü бесконе÷нуþ посëеäоватеëü-
ностü разëи÷ных узëов X

1
, X

2
, X

3
, ... такуþ, ÷то äëя каж-

äоãо k > 1 существует ребро из узëа X
k – 1

 в узеë X
k
 и ãраф

CP
∞
(X

k
) (узëаìи котороãо явëяþтся узëы ãрафа CP

∞
, äо-

стижиìые из узëа X
k
) бесконе÷ен и из кажäоãо еãо узëа

выхоäит ëиøü коне÷ное ÷исëо ребер.

Посëеäоватеëüностü X
1
, X

2
, X

3
, ... явëяется искоìыì

бесконе÷ныì путеì из на÷аëüноãо узëа ãрафа CP
∞
, при-

÷еì этот путü состоит из разëи÷ных узëов. ♦

Теорема 1. Описанный алгоритм построения гра-
фа CP

∞
 всегда завершает свою работу после конеч-

ного числа шагов.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи äанный аëãоритì не за-
верøает своþ работу, то, соãëасно ëеììе 1, ãраф CP

∞
 со-

äержит бесконе÷ный путü из на÷аëüноãо узëа, при÷еì

Z∞

+n

∞ есëи Y1
i, Y2

i<

Y2
i
есëи Y1

i
= Y2

i,
---------------------------------------------------------

⎩
⎨
⎧
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этот путü состоит из разëи÷ных узëов. Обозна÷иì пос-
ëеäоватеëüностü узëов, из которых состоит этот путü,

X
1
, X

2
, X

3
, ... (3)

Опреäеëиì посëеäоватеëüностü инäексов i
1
, i

2
, i

3
, ...,

обëаäаþщуþ свойствоì:

i
1
 < i

2
 < i

3
 ... и  ≤  ≤  ≤ ... (4)

Среäи эëеìентов {|X
i
|1 ≥ 1} существует наиìенüøий

эëеìент, обозна÷иì инäекс этоãо эëеìента ÷ерез i
1
. Да-

ëее, среäи эëеìентов {|X
i
|1|i ≥ i

1
} существует наиìенüøий

эëеìент, обозна÷иì инäекс этоãо эëеìента ÷ерез i
2
. Со-

ãëасно опреäеëениþ эëеìентов  и , иìеет ìес-

то неравенство  ≤ .

Проäоëжая этот проöесс (т. е. опреäеëяя анаëоãи÷-

ныì образоì эëеìенты , и т. ä.), поëу÷иì искоìуþ

посëеäоватеëüностü инäексов i
1
 < i

2
 < i

3
 ..., обëаäаþщуþ

свойствоì (4).

Уäаëиì из исхоäной посëеäоватеëüности (3) ÷ëены
с инäексаìи, не принаäëежащиìи посëеäоватеëüности
i
1
 < i

2
 < i

3
 ..., и обозна÷иì поëу÷ивøуþся посëеäоватеëü-

ностü той же записüþ (3). Соãëасно построениþ, первые
коорäинаты эëеìентов (3) образуþт неубываþщуþ пос-
ëеäоватеëüностü.

Действуя анаëоãи÷ныì образоì, строиì поäпосëе-
äоватеëüностü посëеäоватеëüности (3), в которой вто-
рые коорäинаты образуþт неубываþщуþ посëеäова-
теëüностü.

Обозна÷иì поëу÷ивøуþся посëеäоватеëüностü той
же записüþ (3). Такиì образоì, в поëу÷ивøейся посëе-
äоватеëüности (3) уже и первые и вторые коорäинаты
образуþт неубываþщуþ посëеäоватеëüностü.

Проäоëжая äаëее анаëоãи÷ныì образоì, ìожно пос-
троитü такуþ посëеäоватеëüностü (3), в которой все n
коорäинат образуþт неубываþщуþ посëеäоватеëüностü,
т. е. верна öепо÷ка неравенств

|X
1
| ≤ |X

2
| ≤ |X

3
| ≤ ... (5)

Поскоëüку по преäпоëожениþ все векторы, вхоäя-
щие в исхоäный бесконе÷ный путü, разëи÷ные, то, сëе-
äоватеëüно, все неравенства в öепо÷ке (5), строãие, т. е.

|X
1
| < |X

2
| < |X

3
| ... (6)

Кроìе тоãо, поскоëüку посëеäоватеëüностü X
1
, X

2
, X

3
, ...

явëяется поäпосëеäоватеëüностüþ исхоäноãо бесконе÷-
ноãо пути, то

X
1
 → X

2
 → X

3
 ...

Дëя кажäоãо i ≥ 1 существует такой ìоìент постро-
ения ãрафа CP

∞
, на котороì узëы X

i
 и X

i + 1
 станут обра-

ботанныìи, и ìетки этих узëов не буäут изìенятüся в
посëеäуþщие ìоìенты построения ãрафа CP

∞
.

Пустü i ≥ 1 и ìетка |X
i
| иìеет виä (|X

i
|1, ..., |X

i
|n). Со-

ãëасно правиëаì построения ãрафа CP
∞
, ìетки |X

i
| и

|X
i + 1

| буäут обëаäатü свойствоì:

∀k ∈ {1, ..., n} |X
i
|k = |X

i + 1
|k иëи |X

i + 1
|k = ∞.

Поэтоìу äëя кажäоãо k ∈ {1, ..., n} посëеäоватеëü-

ностü |X
1
|k, |X

2
|k, |X

3
|k ... обëаäает свойствоì: ëибо все ее

эëеìенты равны äруã äруãу, ëибо, на÷иная с некотороãо
ноìера, ее эëеìенты равны ∞.

Сëеäоватеëüно, на÷иная с некотороãо ноìера все ÷ëе-
ны посëеäоватеëüности |X

1
|, |X

2
|, |X

3
|, ... равны äруã äруãу.

Но это противоре÷ит öепо÷ке строãих неравенств (6).
Такиì образоì, наøе исхоäное преäпоëожение о

тоì, ÷то аëãоритì построения ãрафа CP
∞
 ìожет не за-

верøатü своþ работу, неверное. ♦
Лемма 2. Для каждого ребра X → Y графа CP

∞
 и

каждого i ∈ {1, ..., n} |Y |i = |X |i + V i
 или |Y |i = ∞ и

|X |i = ∞ ⇒ |Y |i = ∞. (7)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Леììа äоказывается инäукöи-
ей по построениþ ãрафа CP

∞
.

В на÷аëüный ìоìент ãраф CP
∞
 не иìеет ребер, по-

этоìу утвержäение ëеììы äëя неãо справеäëиво.

Есëи ребро X  Y быëо äобавëено к ãрафу CP
∞
 в те-

кущий ìоìент на основании п. 1 в описании аëãоритìа
построения ãрафа CP

∞
, то свойство (7) буäет верно по

опреäеëениþ ìетки |Y |. Есëи в текущий ìоìент изìе-
няþтся ìетки на÷аëа иëи конöа X → Y в соответствии с
п. 2 в описании аëãоритìа построения ãрафа CP

∞
, то:

— есëи при этоì изìеняется ìетка |X |, то, поскоëüку
узеë Y äостижиì из узëа X, то, соãëасно п. 2, |Y | изìе-
няется в тех же коìпонентах (они заìеняþтся на ∞),
сëеäоватеëüно, свойство (7) буäет верно;

— есëи же при этоì изìеняется ëиøü ìетка |Y | (ко-
торая ìожет изìенятüся ëиøü путеì заìены некоторых
ее коìпонентов на ∞), то свойство (7) буäет верно по
о÷евиäныì при÷инаì. ♦

Пустü X — произвоëüный узеë ãрафа. Обозна-
÷иì: U(X) — ìножество, состоящее из всех векто-
ров U ∈ CP, обëаäаþщих свойствоì ∀i ∈ {1, ..., n}

|X |i ≠ ∞ ⇒ U i = |X |i; äëя кажäоãо öеëоãо ÷исëа k ≥ 1
U(X, k) — ìножество, состоящее из всех векторов
U ∈ U(X ), обëаäаþщих свойствоì:

∀i ∈ {1, ..., n} |X |i = ∞ ⇒ U i > k; äëя кажäой пары
U, U' векторов из ìножества CP записü U → U' оз-
на÷ает, ÷то ëибо U = U', ëибо существует посëеäо-
ватеëüностü V1, ..., Vm

 векторов из V такая, ÷то

U1 + V1 ∈ CP

(U1 + V1) + V2 ∈ CP

...
(((U1 + V1) + V2) + ...V

m – 1) ∈ CP

(((U1 + V1) + V2) + ...V
m
) = U'.

Xi
1

1
Xi

2

1
Xi

3

1

Xi
1

1
Xi

2

1

Xi
1

1
Xi

2

1

Xi
3

1

→V
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Лемма 3. Для каждого узла X графа CP
∞
 множес-

тво U(X ) непусто, и для каждого U ∈ U(X ) и каж-
дого k ≥ 1 существует вектор U' ∈ U(X, k) такой,
что U → U'.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Докажеì ëеììу инäукöией по
построениþ ãрафа CP

∞
. В на÷аëüный ìоìент ãраф CP

∞

соäержит еäинственный узеë X с ìеткой (1, 0, ..., 0).
В äанноì сëу÷ае U(X) = {|X |}.

Пустü в некоторый ìоìент построения ãрафа CP
∞
 ут-

вержäение ëеììы быëо верно äëя кажäоãо узëа X этоãо
ãрафа, который быë äобавëен äо этоãо ìоìента.

Докажеì, ÷то в этоì сëу÷ае утвержäение ëеììы так-
же буäет верно äëя кажäоãо узëа этоãо ãрафа посëе вы-
поëнения в текущий ìоìент äействий, указанных в п. 1
иëи 2 в описании аëãоритìа построения ãрафа CP

∞
.

1. Есëи в текущий ìоìент к ãрафу CP
∞
 быë äобавëен

узеë Y в соответствии с п. 1 в описании аëãоритìа пос-
троения этоãо ãрафа, т. е. |Y | = |X | + V, ãäе X обëаäает
свойствоì, изëоженныì в форìуëировке ëеììы, и V ∈ V,
то нетруäно виäетü, ÷то

{U + V |U ∈ U(X )} = U(Y ),

∀k ≥ 1 {U + V |U ∈ U(X, k + 1} ⊆ U(X, k),

откуäа сëеäует, ÷то свойство в форìуëировке ëеììы 3
буäет верно также и äëя узëа Y.

2. Пустü в текущий ìоìент:
— среäи обработанных узëов существует пара Y

1
, Y

2

уäовëетворяþщая усëовиþ из п. 2 в описании аëãоритìа
построения ãрафа CP

∞
, т. е. узеë Y

2
 äостижиì из узëа Y

1

и |Y
1
| < |Y

2
|;

— äëя кажäоãо узëа Y, äостижиìоãо из узëа Y
2
, еãо

ìетка заìеняется на ìетку |Y |, ãäе ∀i ∈ {1, ..., n}

|Y |i = (8)

Докажеì, ÷то тоãäа утвержäение ëеììы буäет верно
также и äëя новой ìетки |Y| узëа Y.

Пустü Y
1
 = X

0
  X

1
  ...  X

p
 = Y

2
 — путü из узëа

Y
1
 в узеë Y

2
.

Обозна÷иì V = V
1
 + ... + V

p
. Из ëеììы 2 сëеäует, ÷то

∀i ∈ {1, ..., n}

|Y
2
|i = |Y

1
|i + V i иëи |Y

2
|i = ∞,

|Y
1
|i = ∞ ⇒ |Y

2
|i = ∞. (9)

Из неравенства |Y
1
| < |Y

2
| и соотноøения (9) сëеäует,

÷то äëя кажäоãо i ∈ {1, ..., n}:

— есëи |Y
1
|i < |Y

2
|i < ∞, то V

i
 = 0,

— есëи |Y
1
|i < |Y

2
|i < ∞, то V

i
 > 0.

По инäуктивноìу преäпоëожениþ, äëя узëа X
0
 верно

утвержäение ëеììы 3. В ÷астности, существуþт вектор

U
0
 ∈ U(X

0
) и вектор  ∈ U(X

0
, 1) такой, ÷то U

0
 → .

Поскоëüку отриöатеëüные коìпоненты вектора V
1
 рав-

ны –1, то из  ∈ U(X
0
, 1) сëеäует, ÷то U

1
 =  + V

1
 ∈ CP.

Поскоëüку ∀i ∈ {1, ..., n} |X |i ≠ ∞ сëеäует, ÷то |X
0
|i ≠ ∞

и |X
1
|i = |X

0
|i + |V

1
|i =  +  = ( )i +  = , то, сëе-

äоватеëüно, U
1
 ∈ U(X

1
).

Анаëоãи÷ныì образоì устанавëивается существо-
вание векторов U

2
, ..., U

p
, свойстваìи: ∀j ∈ {2, ..., p}

U
j
∈ U(X

j
); ∀i ∈ {1, ..., n} из |X

j
|i ≠ ∞ сëеäует, ÷то |X

j – 1
|i ≠ ∞

и |X
j
|i = |X

j – 1
|i +  =  +  = .

Из привеäенных соотноøений сëеäует, ÷то ввеäен-
ные векторы U

0
 и U

p
 обëаäаþт свойстваìи (напоìниì,

÷то X
0
 = Y

1
 и X

p
 = Y

2
):

U
0
 ∈ U(Y

1
),  U

p
 ∈ U(Y

2
);  U

0
 → U

p.

Обозна÷иì сиìвоëоì m наибоëüøуþ из коìпонент
вектора U

0
. По преäпоëожениþ, äëя узëа Y

2
 справеäëиво

утвержäение ëеììы 3, в ÷астности, существует вектор
U' ∈ U(Y

2
, m) такой, ÷то U

p
 → U'. Из этоãо соотноøения

и из тоãо, ÷то U
0
 → U

p
 сëеäует соотноøение U

0
 → U'.

Заìетиì, ÷то U
0
 < U'. Действитеëüно, äëя кажäоãо

i ∈ {1, ..., n}:

— есëи |Y
2
|i = ∞ то из U' ∈ U(Y

2
, m) сëеäует, ÷то

(U')i > m, оäнако  ≤ m;

— есëи |Y
2
|i ≠ ∞, то |Y

1
|i ≠ ∞, и так как |Y

1
| < |Y

2
|, то

= |Y
1
|i ≤ |Y

2
|i = (U')i.

Из соотноøений U
0
 → U' и U

0
 < U' сëеäует, ÷то су-

ществует вектор V ∈ Z +n такой, ÷то U' = U
0
 + V. Отсþäа

несëожно вывести, ÷то äëя кажäоãо вектора Z ∈ CP та-
коãо, ÷то U

0
 ≤ Z, верно соотноøение Z → Z + V. Сëеäо-

ватеëüно, äëя кажäоãо k ≥ 1 вектор U
0
 + kV принаäëежит

ìножеству CP, и U
0
 → U

0
 + kV.

При äостато÷но боëüøих зна÷ениях k:

— коìпоненты вектора U
0
 + kV, соответствуþщие та-

киì инäексаì i, äëя которых V i > 0, ìоãут бытü сäеëаны
скоëü уãоäно боëüøиìи;

— коìпоненты вектора U
0
 + kV, соответствуþщие та-

киì инäексаì i, äëя которых V i = 0, при этоì останутся
такиìи же как у вектора U

0
.

Соãëасно опреäеëениþ новой ìетки |Y
2
|' узëа Y

2
 (сì.

соотноøение (8)), отсþäа сëеäует, ÷то посëе заìены
ìетки узëа Y

2
 с |Y

2
| на |Y

2
|' ãраф с новой ìеткой узëа Y

2

буäет обëаäатü свойствоì, изëоженныì в форìуëировке
ëеììы 3.

Анаëоãи÷ныì образоì устанавëивается, ÷то посëе за-
ìены ìеток соãëасно п. 2 у всех узëов, äостижиìых из уз-
ëа Y

2
, ãраф с новыìи ìеткаìи этих узëов буäет обëаäатü

свойствоì, изëоженныì в форìуëировке ëеììы 3. ♦

∞ есëи Y
1

i
, Y

2

i
,<

Y
i

есëи Y
1

i
, Y

2

i
.=

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

→
V
1 →

V
2 →

V
p

U
0
' U

0
'

U
0
' U

0
'

U
0

i
V
1

i
U

0
' V

1

i
U

1

i
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i
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Теорема 2. Для каждого i ∈ {1, ..., n} множество

CP
i
, состоящее из i-х координат векторов из мно-

жества CP, является неограниченным тогда и толь-

ко тогда, когда существует узел X ∈ CP
∞
 такой,

что его метка |X |i = ∞.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü узеë X таков, ÷то äëя не-

котороãо инäекса i ∈ {1, ..., n} верно соотноøение |X |i = ∞.
Соãëасно ëеììе 3, ìножество U(X ) непустое. Выбереì
произвоëüный вектор U

0
 ∈ U(X ). По ëеììе 3, существует

вектор U
1
 ∈ U(X, ). По опреäеëениþ ìножеств виäа

U(X, k), иìеет ìесто неравенство  > . Даëее, по

ëеììе 3, существует вектор U
2
 ∈ U(X, ). По опреäе-

ëениþ ìножеств виäа U(X, k), иìеет ìесто неравенство

 > . Проäоëжая этот проöесс неоãрани÷енно, ìы

поëу÷иì посëеäоватеëüностü векторов U
0
, U

1
, U

2
, ... такуþ,

÷то все эëеìенты посëеäоватеëüности |U
0
|i, |U

1
|i, |U

2
|i, ...

разëи÷ны, т. е. ìы наøëи бесконе÷ное поäìножество в

ìножестве CP
i. Такиì образоì, ìножество CP

i беско-
не÷но.

Есëи же инäекс i ∈ {1, ..., n} таков, ÷то äëя кажäоãо

узëа X ãрафа CP
∞
 верно неравенство |X |i ≠ ∞, то из аëãо-

ритìа построения ãрафа CP
∞
 непосреäственно вытекает,

÷то иìеет ìесто равенство ìножеств

{U i |U ∈ CP} = {/X/i |X ∈ CP
∞
}.

Поскоëüку ãраф CP
∞
 коне÷ен, то ìножество

{/X/i |X ∈ CP
∞
} коне÷но, и, сëеäоватеëüно, ìножество

{U i |U ∈ CP} тоже коне÷но, ÷то и требоваëосü äоказатü. ♦
Сëеäоватеëüно, критерий ìожно сфорìуëиро-

ватü такиì образоì: есëи ни оäин вектор из ìно-
жества {|X ||X ∈ CP

∞
} не соäержит сиìвоëа ∞, то ÷ис-

ëо то÷ек управëения при ëþбоì варианте функ-
öионирования исхоäноãо ãрафа буäет оãрани÷ено,
а есëи äëя некотороãо инäекса i ∈ {1, ..., n} в ãра-

фе CP
∞
 иìеется узеë X, такой, ÷то |X |i = ∞, то не

искëþ÷ен вариант функöионирования исхоäноãо
ãрафа, коãäа ÷исëо то÷ек управëения на ребре,
соответствуþщеì инäексу i, буäет неоãрани÷енно
возрастатü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей статüе привеäен приìер реøения
пробëеìы неоãрани÷енноãо возрастания ÷исëа
то÷ек управëения в экзеìпëяре бизнес-проöесса.
Оäнако при автоìатизаöии преäприятий на ос-
нове проöессноãо поäхоäа возникаþт и äруãие
пробëеìы, наприìер, связанные с бесконе÷ныìи
öикëаìи на ãрафе бизнес-проöесса иëи рекурсив-
ныìи вызоваìи поäпроöессов. Авторы пëанируþт
иссëеäоватü эти пробëеìы в посëеäуþщих работах.

Изëоженный в настоящей статüе аëãоритì быë
приìенен на практике в проãраììноì обеспе-
÷ении с открытыì коäоì [5], которое äоступно
на ìежäунароäноì портаëе разработ÷иков сво-
боäноãо проãраììноãо обеспе÷ения по аäресу
http://sourceforge.net/projects/runawfe.
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