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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Мноãие встре÷аþщиеся на практике проöессы
носят ступен÷атый характер и встре÷аþтся в заäа-
÷ах управëения хиìико-техноëоãи÷ескиìи проöес-
саìи [1, 2], автоìатизированныìи произвоäствен-
ныìи систеìаìи конвейерноãо типа [3, с. 28—37],
в заäа÷ах оöенки ка÷ества состояния воäы в бас-
сейне реки в зависиìости от выбросов проìыø-
ëенныìи преäприятияìи заãрязняþщих веществ
[4], приìераìи ìоãут сëужитü проöессы роста рас-
тений [5, с. 88—96], äинаìика øаãаþщеãо аппара-
та [6—8] и äр.

Дëя ìоäеëирования систеì, в которых протека-
þт ступен÷атые проöессы, ÷асто приìеняþтся ин-
теãраëüные уравнения иëи же их разностные анаëо-
ãи (сì., наприìер, работы [6—12] и äр.). В работах
[13—18] изу÷ены заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-
ния, описываеìые интеãраëüныìи и разностныìи
уравненияìи типа Воëüтерра, äоказаны необхоäи-
ìые усëовия оптиìаëüности, найäены усëовия уп-
равëяеìости и äр.

Настоящая работа посвящена иссëеäованиþ
особых в сìысëе принöипа ìаксиìуìа Понтря-
ãина управëений заäа÷ оптиìаëüноãо управëения,

описываеìых разностныìи и интеãро-äифферен-
öиаëüныìи уравненияìи типа Воëüтерра.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì заäа÷у о ìиниìуìе функöионаëа

S(u, v) = ϕ(x(t1)) + φ(y(t2)) (1.1)

при оãрани÷ениях

x(t + 1) = f(t, τ, x(τ), u(τ)), 

t ∈ T1 = {t0, t0 + 1, t0 + 2, ..., t1 – 1},

x(t0) = x0, (1.2)

(t) = g(t, τ, y(τ), v(τ))dτ, t ∈ T2 = [t1, t2],

y(t1) = G(x(t1)).

Зäесü t0, t1, t2, x0 — заäаны, при÷еì разностü t1 – t0 —

натураëüное ÷исëо; ϕ(x) и φ(x) — заäанные, äважäы
непрерывно äифференöируеìые скаëярные функ-
öии; f(t, τ, x, u), (g(t, τ, y, v)) — заäанная n (m)-ìер-
ная вектор-функöия, непрерывная по совокупнос-
ти переìенных вìесте с ÷астныìи произвоäныìи
по x(y) äо второãо поряäка вкëþ÷итеëüно; G(x) —
заäанная, äважäы непрерывно äифференöируеìая
m-ìерная вектор-функöия; u(t) — r-ìерный век-
тор управëяþщих возäействий со зна÷енияìи из

Дëя заäа÷, описываеìых систеìой разностных и интеãро-äифференöиаëüных уравнений

типа Воëüтерра, поëу÷ено необхоäиìое усëовие оптиìаëüности в форìе принöипа ìак-

сиìуìа Понтряãина. Иссëеäован особый в сìысëе принöипа ìаксиìуìа Понтряãина

сëу÷ай, äëя котороãо вывеäено общее необхоäиìое усëовие оптиìаëüности управëений.

Ключевые слова: разностные и интеãро-äифференöиаëüные уравнения типа Воëüтерра, ступен÷атая
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1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Фонäа раз-

вития науки при Презиäенте Азербайäжанской Респубëики
(ãрант № EIF/GAM-2-2013-2(8)-25/06/1).
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заäанноãо непустоãо и оãрани÷енноãо ìножества U;
v(t) — r-ìерный кусо÷но-непрерывный на отрез-
ке T2 вектор управëяþщих возäействий со зна÷е-

нияìи из заäанноãо непустоãо и оãрани÷енноãо
ìножества V, т. е.

u(t) ∈ U ⊂ R r,  t ∈ T1,

v(t) ∈ V ⊂ Rq,  t ∈ T2. (1.3)

Пару (u(t), v(t)) с выøепривеäенныìи свойства-
ìи назовеì äопустиìыì управëениеì, а соответст-
вуþщий проöесс (u(t), v(t), x(t), y(t)) — äопусти-
ìыì проöессоì.

Наøа öеëü состоит в иссëеäовании сëу÷ая вы-
рожäения принöипа ìаксиìуìа Понтряãина (осо-
боãо сëу÷ая [19]) в рассìатриваеìой заäа÷е.

2. ÔÎÐÌÓËÀ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈß ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
ÊÐÈÒÅÐÈß ÊÀ×ÅÑÒÂÀ

С÷итая (uo(t), vo(t), xo(t), yo(t)) оптиìаëüныì про-

öессоì, обозна÷иì ÷ерез ( (t) = uo(t) + Δu(t) ∈ U,

(t) = vo(t) + Δv(t) ∈ V, (t) = xo(t) + Δx(t), (t) =

= y
o(t) + Δy(t)) произвоëüный äопустиìый проöесс

и запиøеì форìуëу äëя приращения функöионаëа:

ΔS(uo, vo) = S( , ) – S(uo, vo) =

= ϕ( (t1)) – ϕ(xo(t1)) + φ( (t2)) – φ(yo(t2)). (2.1)

Ясно, ÷то приращение (Δx(t), Δy(t)) траектории

(xo(t), yo(t)) уäовëетворяет систеìе отноøений

Δx(t + 1) = [ f(t, τ, (τ), (τ)) –

– f(t, τ, xo(τ), uo(τ))],  t ∈ T1, (2.2)

Δx(t0) = 0, (2.3)

Δ (t) = [g(t, τ, (τ), (τ)) – g(t, τ, yo(τ), vo(τ))]dτ,

t ∈ T2, (2.4)

Δy(t1) = G( (t1)) – G(xo(t1)). (2.5)

Обозна÷иì ÷ерез (ψ(t), p(t)) пока неизвестнуþ
(n + m)-ìернуþ вектор-функöиþ.

Уìножая обе ÷асти соотноøений (2.2) и (2.4)
соответственно на ψ(t) и p(t) скаëярно, затеì со-
ответственно суììируя и интеãрируя поëу÷енные
тожäества по ìножестваì T1 и T2, поëу÷аеì:

ψ(t)Δx(t + 1) = ψ(τ)[f(τ, t, (t), (t)) –

– f(τ, t, xo(t), uo(t))], (2.6)

p(t)Δ (t)dt = p(τ)[g(τ, t, (t), (t)) –

– g(τ, t, yo(t), vo(t))]dτdt. (2.7)

Ясно ÷то,

ψ(t)Δx(t + 1) =

= ψ(t1 – 1)Δx(t1) + ψ(t – 1)Δx(t),

p(t)Δ (t)dt =

= p(t2)Δy(t2) – p(t1)Δy(t1) – (t)Δy(t)dt.

Отсþäа с у÷етоì выражения (2.5)

p(t)Δ (t)dt = p(t2)Δy(t2) – p(t1)(G( (t1)) –

– G(xo(t1))) – (t)Δy(t)dt.

Приниìая во вниìания эти тожäества, форìу-
ëа приращения (2.1) записывается в виäе

ΔS(uo, vo) = ϕ( (t1)) – ϕ(xo(t1)) + φ( (t2)) –

– φ(yo(t2)) + ψ(t1 – 1)Δx(t1) + ψ(t – 1)Δx(t) –

– ψ(τ)[f(τ, t, (t), (t))– f(τ, t, xo(t), uo(t))]+

+ p(t2)Δy(t2) – p(t1)(G( (t1)) – G(xo(t1))) –

– (t)Δy(t)dt – p(τ)[g(τ, t, (t), (t)) –

– g(τ, t, yo(t), vo(t))]dτdt. (2.8)

Ввеäеì обозна÷ения

H(t, x(t), u(t), ψ(t)) = ψ'(τ)f(τ, t, x, u),

M(t, y(t), v(t), p(t)) = p'(τ)g(τ, t, y, v)dτ,

N(x) = p'(t1 – 1)G(x),

ãäе «øтрих» — знак транспонирования.
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Тоãäа форìуëа приращения (2.8) преäставëяет-
ся в виäе

ΔS(uo, vo) = ϕ( (t1)) – ϕ(xo(t1)) + φ( (t2)) –

– φ(yo(t2)) + ψ(t1 – 1)Δx(t1) + ψ(t – 1)Δx(t) –

– [H(t, (t), (t), ψ(t))–H(t, xo(t), uo(t), ψ(t))] +

+ p(t2)Δy(t2) – (N( (t1)) – N(xo(t1))) –

– (t)Δy(t)dt – [M(t, (t), (t), p(t)) –

– M(t, yo(t), vo(t), p(t))]dt.

Дëя простоты äаëüнейøеãо изëожения ввеäеì
обозна÷ения:

Δ
u(τ) f(t, τ, x

o(τ), uo(τ)) = f(t, τ, xo(τ), u(τ)) –

– f(t, τ, xo(τ), uo(τ)),

Δ
u(t)H(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) = H(t, xo(t), u(t), ψ(t)) –

– H(t, xo(t), uo(t), ψ(t)),

Δ
u(t)Hx

(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) = H
x
(t, xo(t), u(t), ψ(t)) –

– H
x
(t, xo(t), uo(t), ψ(t)),

Δ
v(t)M(t, yo(t), vo(t), p(t)) = M(t, yo(t), v(t), p(t)) –

– M(t, yo(t), vo(t), p(t)),

Δ
v(t)My

(t, yo(t), vo(t), p(t)) = M
y
(t, yo(t), v(t), p(t)) –

– M
y
(t, yo(t), vo(t), p(t)).

Приìеняя форìуëу Тейëора, äëя приращения
(2.8) посëе некоторых преобразований поëу÷иì

ΔS(uo, vo)= ϕ
x
(xo(t1))Δx(t1)+ Δx'(t1)ϕxx

(xo(t1))Δx(t1)+

+ φ
y
(yo(t2))Δy(t2) + Δy'(t2)φyy

(yo(t2))Δy(t2) +

+ ψ(t1 – 1)Δx(t1) + ψ(t – 1)Δx(t) –

– H(t, xo(t), uo(t), ψ(t) –

– H
x
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) –

– Δx'(t)H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) –

– H
x
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) + p(t2)Δy(t2) –

– N
x
(xo(t1))Δx(t1) – Δx'(t1)Nxx

(xo(t1))Δx(t1) –

– (t)Δy(t)dt – M(t, yo(t), vo(t), p(t))dt –

– M
y
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt –

– M
y
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt –

– Δy(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt +

+ η(Δu, Δv). (2.9)

Зäесü по опреäеëениþ

η(Δu, Δv) = o1(||Δx(t1)||
2) + o2(||Δy(t2)||

2) – o3(||Δx(t1)||
2) –

– o4(||Δx(t)||2) – o5(||Δy(t)||2)dt –

– Δx'(t) H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) –

– Δy'(t) M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt, (2.10)

ãäе веëи÷ины o
i
(•), i = , опреäеëяþтся соот-

ветственно из разëожений:

ϕ( (t1)) – ϕ(xo(t1)) = ϕ
x
(xo(t1))Δx(t1) +

+ Δx'(t1)ϕxx
(x(t1))Δx(t1) + o1(||Δx(t1)||

2),

φ( (t2)) – φ(yo(t2)) = φ
y
(yo(t2))Δy(t2) +

+ Δy'(t2)φyy
(yo(t2))Δy(t2) + o2(||Δy(t)||2),

N( (t1)) – N(xo(t1)) = N
x
(xo(t1))Δx(t1) +

+ Δx'(t1)Nxx
(x(t1))Δx(t1) + o3(||Δx(t1)||

2),

H(t, (t), (t), ψ(t)) – H(t, xo(t), (t), ψ(t)) =

= H
x
(t, xo(t), (t), ψ(t))Δx(t) +

+ Δx'(t)H
xx
(t, xo(t), (t), ψ(t))Δx(t) + o4(||Δx(t1)||

2),

M(t, (t), (t), p(t)) – M(t, yo(t), vo(t), p(t)) =

= M
y
(t, yo(t), (t), p(t))Δy(t) +

+ Δy'(t)M
yy
(t, yo(t), (t), p(t))Δy(t) + o5(||Δy(t)||2).
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Есëи преäпоëожитü, ÷то вектор-функöия
(ψ(t), p(t)) — реøение заäа÷и

ψ(t – 1) = H
x
(t, xo(t), uo(t), ψ(t)),

ψ(t1 – 1) = –ϕ
x
(xo(t1) + N

x
(xo(t1)),

(t) = M
y
(t, yo(t), vo(t), p(t)),

p(t2) = –φ
y
(yo(t2)),

то форìуëа приращения (2.9) приìет виä:

ΔS(uo, vo) = – H(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) +

+ Δx(t1)[ϕxx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t1))]Δx(t1) –

– Δx(t)H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) –

– H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))Δx(t) –

– M(t, yo(t), vo(t), p(t))dt +

+ Δy(t2)φyy
(yo(t2))Δy(t2) –

– Δy(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt –

– M
y
(t, yo(t), vo(t), p(t))Δy(t)dt +

+ η(Δu, Δv). (2.11)

3. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎÅ ÏÐÈÐÀÙÅÍÈÅ ÊÐÈÒÅÐÈß ÊÀ×ÅÑÒÂÀ
È ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Есëи преäпоëожитü, ÷то ìножество

f(t, τ, xo(τ), U ) =

= {α: α = f(t, τ, xo(τ), u), u ∈ U } (3.1)

выпукëо, то спеöиаëüное приращение äопустиìо-

ãо управëения uo(t) ìожно опреäеëитü по форìуëе

Δu
ε
(t) = u(t; ε) – uo(t), t ∈ T1, ãäе ε ∈ [0, 1] произ-

воëüное ÷исëо, а u(t; ε) ∈ U, t ∈ T1, такие äопусти-

ìые управëяþщие функöии, ÷то

Δu(τ; ε) f(t, τ, x
o(τ), uo(τ)) =

= εΔ
u(τ) f(t, τ, x

o(τ), uo(τ)). (3.2)

Зäесü u(τ) ∈ U, τ ∈ T1, — произвоëüное äопус-

тиìое управëение, соответствуþщее äопустиìоìу
управëениþ u(t; ε).

Пустü Δv(t) = 0. Обозна÷иì ÷ерез (Δx
ε
(t), Δy

ε
(t))

спеöиаëüное приращение оптиìаëüной траектории

(xo(t), yo(t)), соответствуþщее спеöиаëüноìу при-

ращениþ управëения (uo(t), vo(t)).

Из оöенок, установëенных в работах [15,
с. 155—156; 20, с. 259—263; 21, с. 37—38] и äруãих
сëеäует

||Δx
ε
(t)|| ≤ L1ε, t ∈ T1 ∪ t1,

||Δy
ε
(t)|| ≤ L2ε, t ∈ T2 ∪ t2, (3.3)

ãäе L1 и L2 — поëожитеëüные постоянные.

Поэтоìу из форìуëы (2.10) сëеäует, ÷то

η(Δu, 0) = o(ε2). (3.4)

Из разëожения соотноøений (2.2)—(2.5) по фор-
ìуëе Тейëора сëеäует

Лемма. Для специального приращения (Δx
ε
(t), Δy

ε
(t))

траектории (xo(t), yo(t)) справедливы оценки:

Δx
ε
(t) = εa(t) + o(ε; t),

Δy
ε
(t) = εb(t) + o(ε; t). ♦ (3.5)

Зäесü a(t) и b(t) — соответственно реøения урав-
нений:

a(t + 1) = [ f
x
(t, τ, xo(τ), uo(τ))a(τ) +

+ f(t, τ, xo(τ), uo(τ))], (3.6)

(t) = [g
y
(t, τ, yo(τ), vo(τ))b(τ) +

+ g(t, τ, yo(τ), vo(τ))]dτ,

b(t1) = G
x
(xo(t1))a(t1)). (3.7)

Приниìая во вниìание выражения (3.2)—(3.5)
в форìуëе (2.11), прихоäиì к разëожениþ

ΔS(uo, vo) = –ε Δ
u(t)H(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) +

+ a(t1)[ϕxx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t1))]a(t1) –

– a(t)H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))a(t) –

– 2 Δ
u(t)Hx

(t, xo(t), yo(t), ψ(t))a(t) +

p·

t t
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=
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+ b(t2)φyy
(yo(t2))b(t2) –

– b(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt  + o(ε2). (3.8)

Есëи же спеöиаëüное приращение оптиìаëüно-

ãо управëения (uo(t), vo(t)) опреäеëитü по форìуëаì

Δu(t) = 0, t ∈ T1,

Δv
δ
(t) = (3.9)

ãäе θ ∈ [t1, t2) — произвоëüная то÷ка непрерыв-

ности управëяþщей функöии vo(t), δ > 0 — äо-
стато÷но ìаëое произвоëüное ÷исëо такое, ÷то
θ + δ < t2, v ∈ V — произвоëüной вектор, то из ука-

занных выøе оöенок сëеäует ÷то,

Δx(t) = 0,

||Δy
ε
(t)|| ≤ L3δ, (3.10)

ãäе L3 = const > 0. 

Поэтоìу из форìуëы (2.10) сëеäует, ÷то

η(0, Δv) = o(δ2). (3.11)

В этоì сëу÷ае на основании ëеììы

Δ
δ
x(t) = 0,

Δ
δ
y(t) = δb(t) + o(δ; t). (3.12)

В äаëüнейøеì наì понаäобится утвержäение
[20, c. 26]:

Δ
v
M(t, yo(t), vo(t), p(t))dt =

= δΔ
v
M(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ)) + o(δ). (3.13)

Приниìая во вниìания соотноøения (3.9)—
(3.13), в форìуëе (2.11) прихоäиì к разëожениþ

ΔS(0, Δv) = –δΔ
v
M(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ)) +

+ b(t2)φyy
(yo(t2))b(t2) –

– b(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt –

– 2Δ
v
M

y
(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ))b(θ)  + o(δ2). (3.14)

Из разëожений (3.8) и (3.14) в сиëу произвоëü-
ности ε ∈ [0; 1] и δ сëеäует принöип ìаксиìуìа

Понтряãина [22]: вäоëü оптиìаëüноãо проöесса

(uo(t), vo(t), xo(t), yo(t)) неравенства

Δ
u(t)H(t, xo(t), uo(t), ψo(t)) ≤ 0,

Δ
v
M(θ, yo(θ), vo(θ), po(θ)) ≤ 0 (3.15)

выпоëняþтся äëя всех u(t) ∈ U, t ∈ T1, v ∈ V, θ ∈ T2.

Этот резуëüтат, как быëо отìе÷ено в работе [22],
преäставëяет собой необхоäиìое усëовие опти-
ìаëüности первоãо поряäка. Изу÷иì сëу÷ай вы-
рожäения этоãо усëовия.

Определение. Есëи соотноøения

Δ
u(t)H(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) = 0,

Δ
v
M(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ)) = 0 (3.16)

выпоëняþтся äëя всех u(t) ∈ U, t ∈ T1, v ∈ V, θ ∈ T2,

то äопустиìое управëение (uo(t), vo(t)) назовеì осо-
быì в сìысëе принöипа ìаксиìуìа Понтряãина
управëениеì. ♦

Из опреäеëения ясно, ÷то äëя особых управëе-
ний усëовие ìаксиìуìа Понтряãина (3.15) вырож-
äаясü, теряет свое соäержатеëüное зна÷ение.

Такиì образоì, возникает необхоäиìостü в
äаëüнейøеì иссëеäовании особых в сìысëе при-
нöипа ìаксиìуìа Понтряãина управëений.

С у÷етоì усëовия (3.16) из разëожения (3.8)
сëеäует неравенство

a(t1)[ϕxx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t))]a(t1) –

– a(t)H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))a(t) –

– 2 Δ
u
H(t, xo(t), uo(t), p(t))a(t) +

+ b(t2)φyy
(yo(t2))b(t2) –

– b(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt ≥ 0, (3.17)

а из разëожения (3.14) — неравенство

b(t2)φyy
(yo(t2))b(t2)– b(t)M

yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt–

– 2Δ
v
M

y
(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ))b(θ) ≥ 0. (3.18)

Сфорìуëируеì поëу÷енный резуëüтат.
Теорема 1. Если множество (3.1) выпукло, то

для оптимальности особого в смысле принципа мак-

симума Понтрягина управления (uo(t), vo(t)) в зада-

t
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че (1.1)—(1.3) необходимо, чтобы неравенства (3.17)

и (3.18) выполнялись для всех u(t) ∈ U, t ∈ T1 и v ∈ V,

θ ∈ T2. ♦

Неравенства (3.17) и (3.18) явëяþтся общиì, но

труäно проверяеìыì необхоäиìыì усëовиеì опти-

ìаëüности особых управëений. С еãо поìощüþ уäа-

ется поëу÷итü разëи÷ные необхоäиìые усëовия оп-
тиìаëüности особых управëений, непосреäственно

выраженные ÷ерез параìетры заäа÷и (1.1)—(1.3).

Поскоëüку уравнения (3.6) и (3.7) — соответс-

твенно ëинейное неоäнороäное разностное и ин-

теãраëüное уравнения типа Воëüтерра относитеëü-
но a(t) и b(t), то их реøения ìожно преäставитü

(сì. наприìер, работы [23—26]) в виäе

a(t) = R(t, τ + 1) Ѕ

Ѕ Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)) , (3.19)

b(t) = Q(t, τ)Δ
v(s)g(τ, s, y

o(s), vo(s))dsdτ +

+ Q(t, t1)Gx
(xo(t1))a(t1). (3.20)

Зäесü R(t, τ) и Q(t, τ) — ìатри÷ные функöии со-

ответствуþщих разìерностей, явëяþщиеся реøе-

нияìи заäа÷

ãäе E1 и E2 — еäини÷ные ìатриöы соответствуþ-

щих разìерностей.

Даëее, преäставëение (3.20), с у÷етоì преäстав-
ëения (3.19) записывается в виäе

b(t) = Q(t, τ)Δ
v(s)g(τ, s, y

o(s), vo(s))dsdτ +

+ Q(t, t1)Gx
(xo(t1)) R(t1, τ + 1) Ѕ

Ѕ Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)). (3.21)

У÷итывая независиìостü äопустиìых управëяþ-

щих функöий u(t) и v(t), поëожиì v(t) ≡ vo(t), t ∈ T2.

Тоãäа преäставëения (3.19) и (3.21) приìут соот-

ветственно виä:

a(t) = R(t, τ + 1) Ѕ

Ѕ Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)) , (3.22)

b(t) = Q(t, t1)Gx
(xo(t1))R(t1, τ + 1) Ѕ

Ѕ Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)). (3.23)

Есëи же поëожитü u(t) ≡ uo(t), t ∈ T1, то из преä-

ставëений (3.19) и (3.21)

a(t) = 0, t ∈ T1,

b(t) = Q(t, τ)Δ
v(s)g(τ, s, y

o(s), vo(s))dsdτ. (3.24)

Преäставëения (3.22) и (3.23) позвоëяþт убе-

äитüся в справеäëивости тожäеств:

a(t1)[ϕxx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t1))]a(t1) =

= R(t, τ + 1)Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), uo(α))  Ѕ

Ѕ [ϕ
xx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t1))] Ѕ

Ѕ R(t, τ +1)Δ
v(β) f(τ, β, xo(β),uo(β)) , (3.25)

a(t)H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t))a(t) =

= R(t, τ +1)Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), uo(α))  Ѕ

Ѕ H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) Ѕ

Ѕ R(t, τ +1)Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), uo(β)) , (3.26)

Δ
u(t)Hx

(t, x(t), u(t), ψ(t))a(t) =

= Δ
u(t)Hx

(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)), (3.27)
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b(t)M
yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt =

= Δ
u(α)f(τ, α, xo(α), uo(α)) Ѕ

ЅR(t1, τ +1)G
x
(xo(t1))Q(t, t1)) M

yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))Ѕ

Ѕ Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), uo(β)) Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)G(xo(t1))Q(t, t1) dt, (3.28)

b(t2)φyy
(yo(t2)b(t2) = Q(t2, t)G(xo(t1)) Ѕ

Ѕ Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), vo(α))φ

yy
(yo(t2)) Ѕ

Ѕ Q(t2, t)Gx
(xo(t1)) Ѕ

Ѕ Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), vo(β)). (3.29)

У÷итывая тожäества (3.25)—(3.29), из выраже-
ния (3.17) поëу÷иì неравенство

R(t, τ + 1)Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), uo(α))  Ѕ

Ѕ [ϕ
xx
(xo(t1)) – N

xx
(xo(t1))] Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)Δ
v(β) f(τ, β, xo(β), uo(β))  –

– R(t, τ + 1)Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), uo(α)) Ѕ

Ѕ H
xx
(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), uo(β))  –

– 2 Δ
u(t)Hx

(t, xo(t), uo(t), ψ(t)) Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)Δ
u(s) f(τ, s, x

o(s), uo(s)) –

– Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), uo(α)) Ѕ

ЅR(t1, τ +1)G
x
(xo(t1))Q(t, t1)) M

yy
(t, yo(t), vo(t), p(t))Ѕ

Ѕ Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), uo(β)) Ѕ

Ѕ R(t, τ + 1)G(xo(t1))Q(t, t1) dt +

+ Q(t2, t1)G(x(t))Δ
u(α) f(τ, α, xo(α), vo(α)) Ѕ

Ѕ φ(yo(t)) Q(t2, t1)G(xo(t1)) Ѕ

Ѕ Δ
u(β) f(τ, β, xo(β), vo(β)) ≥ 0. (3.30)

Даëее, испоëüзуя преäставëение (3.24), поëу÷а-
еì справеäëивостü тожäеств:

b(t2)φyy
(yo(t2)b(t2) =

= Δ
v(α)g(τ, α, yo(α), vo(α))Q(t2, τ)dαdτφ

yy
(yo(t)) Ѕ

Ѕ Δ
v(β)g(τ, β, yo(β), vo(β))Q(t2, τ)dβdτ, (3.31)

b(t)M(t, yo(t), vo(t), p(t))b(t)dt =

= Δ
v(α)g(τ,α,yo(α),vo(α))dαdβM(t,y(t),v(t),p(t))Ѕ

Ѕ Δ
v(β)g(τ, β, yo(β), vo(β))Q(t, τ)dβdτ dt, (3.32)

Δ
v
M(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ))b(θ) =

= Δ
v
M

y
(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ))Q(θ, τ) Ѕ

Ѕ Δ
v(α)g(τ, α, yo(α), vo(α))dαdτ. (3.33)

Приниìая во вниìание тожäества (3.31)—(3.33),
из неравенства (3.18) поëу÷аеì, ÷то вäоëü опти-
ìаëüноãо особоãо в сìысëе принöипа ìаксиìуìа

Понтряãина управëения (uo(t), vo(t)) 

Δ
v(α)g(τ, α, yo(α), vo(α))Q(t2, τ)dαdτφ

yy
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Ѕ Δ
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– 2 Δ
v
M

y
(θ, yo(θ), vo(θ), p(θ))Q(θ, τ) Ѕ

Ѕ Δ
v(α)g(τ, α, yo(α), vo(α))dαdτ ≥ 0. (3.34)

Такиì образоì, äоказана
Теорема 2. Если множество (3.1) выпукло, то

для оптимальности особого в смысле принципа мак-

симума Понтрягина управления (uo(t), vo(t)) в задаче
(1.1)—(1.3) необходимо, чтобы неравенства (3.30) и
(3.34) выполнялись для всех u(t) ∈ U, t ∈ T1 и v ∈ V,

θ ∈ T2.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Посреäствоì ìоäификаöии ìетоäа прираще-
ний äëя заäа÷ оптиìаëüноãо управëения, описы-
ваеìых разностныìи и интеãро-äифференöиаëü-
ныìи уравненияìи типа Воëüтерра, поëу÷ено необ-
хоäиìые усëовие оптиìаëüности первоãо поряäка в
форìе принöипа ìаксиìуìа Понтряãина. Иссëе-
äован сëу÷ай вырожäения необхоäиìоãо усëовия
оптиìаëüности первоãо поряäка и поëу÷ены необ-
хоäиìые усëовия оптиìаëüности второãо поряäка.

Поëу÷енные усëовия оптиìаëüности носят ори-
ãинаëüный характер и явëяþтся анаëоãаìи резуëü-
татов, поëу÷енных äëя заäа÷ управëения, описыва-
еìых äифференöиаëüныìи и разностныìи уравне-
нияìи. Они ìоãут найти приëожения в разëи÷ных
обëастях совреìенной теории оптиìаëüноãо уп-
равëения.

Резуëüтаты работы ìоãут бытü поëезны при
äаëüнейøей разработке теории необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности äëя заäа÷ управëения, опи-
сываеìых уравненияìи Воëüтерра.
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