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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Спеöифика управëения в соöиаëüных систеìах
обусëовëена теì, ÷то ìноãие переìенные явëяþт-
ся ëатентныìи (скрытыìи). Приìераìи ëатент-
ных переìенных сëужат уровенü жизни насеëения,
ка÷ество образования, ëи÷ностные ка÷ества и ìно-
ãие äруãие.

Непосреäственно изìеритü ëатентнуþ пере-
ìеннуþ неëüзя, ëатентная переìенная проявëяет-
ся ÷ерез так называеìые инäикаторные переìен-
ные. Наприìер, ëатентная переìенная «уровенü
жизни насеëения» соãëасно инфорìаöии, ежеãоä-
но пубëикуеìой Росстатоì, характеризуется 36-þ
разнороäныìи инäикаторныìи переìенныìи, ко-
торые изìеряþтся в рубëях, проöентах, кваäрат-
ных ìетрах, киëоãраììах и äруãих еäиниöах. Этот
набор инäикаторных переìенных явëяется опе-
раöионаëüныì опреäеëениеì ëатентной переìен-
ной. Приìераìи инäикаторных переìенных сëу-
жат среäняя зарпëата в реãионе, проöент безра-
ботиöы, пëощаäü жиëищ, потребëение ìяса, яиö,
прихоäящихся в среäнеì на оäноãо житеëя и äр.
Факти÷ески ëатентная переìенная «уровенü жиз-
ни насеëения» преäставëяет собой систеìный по-
казатеëü, который необхоäиì äëя сравнения и
ìониторинãа реãионов, а также и форìирования

оптиìаëüной поëитики управëения соöиаëüной
сферой в öеëоì.

В раìках теории изìерения ëатентных пере-
ìенных на основе операöионаëüноãо опреäеëения
осуществëяется оöенивание ëатентной переìен-
ной на интерваëüной øкаëе. Эта теория приобре-
тает все боëüøуþ попуëярностü при иссëеäовании
соöиаëüных и эконоìи÷еских систеì. Яäро теории
изìерения ëатентных переìенных составëяет се-
ìейство ìоäеëей Раøа, в которых инäикаторные
переìенные изìеряþтся на øкаëе Лайкерта [1—4].

Оäнако ìноãие ëатентные переìенные опре-
äеëяþтся ÷ерез непрерывные коëи÷ественные
инäикаторные переìенные [5, 6]. Приìероì сëу-
жит рассìотренная выøе ëатентная переìенная
«уровенü жизни насеëения». Дëя тоãо, ÷тобы вос-
поëüзоватüся теорией изìерения ëатентных пере-
ìенных, обы÷но приìеняется катеãоризаöия ин-
äикаторных переìенных [6—8]. Оäнако при кате-
ãоризаöии (сеãìентировании обëасти зна÷ения
переìенных) ÷астü инфорìаöии теряется, ÷то от-
ìе÷ено в работах [9—11]. Показано, ÷то то÷ностü
изìерения ëатентной переìенной существенно за-
висит от способа äискретизаöии коëи÷ественной
инäикаторной переìенной, в тоì ÷исëе от ÷исëа
катеãорий [12—14]. В известных работах то÷ностü
оöенок рассìатривается тоëüко в сëу÷ае испоëüзо-
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вания катеãоризованных инäикаторных переìен-
ных [2, 15—18]. Поэтоìу преäставëяет интерес
иссëеäование непосреäственноãо испоëüзования
непрерывных коëи÷ественных инäикаторных пе-
реìенных в ìоäеëях Раøа. Оäниì из ìетоäов, поз-
воëяþщих выпоëнитü такое иссëеäование, явëяет-
ся ìетоä наиìенüøих кваäратов (МНК), который
в настоящей работе выбран бëаãоäаря äоступности
соответствуþщеãо проãраììноãо обеспе÷ения.

1. ÖÅËÜ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

В боëüøинстве пакетов äëя вы÷исëения пара-
ìетров ìоäеëи Раøа (CONQUEST, FACETS,
JMETRIK, MINISTEP, PARSCALE, QUEST,
RUMM, WINMIRA, WINSTEPS и äр.) приìеня-
þтся разновиäности ìетоäа ìаксиìаëüноãо прав-
äопоäобия (ММП) и парных сравнений [6]. На-
ибоëее известны äиаëоãовые систеìы RUMM и
WINSTEPS в разëи÷ных ìоäификаöиях [6]. Отëи-
÷итеëüная особенностü этих пакетов закëþ÷ается в
тоì, ÷то в сëу÷ае аäекватности äанных ìоäеëи из-
ìерения, суììа зна÷ений инäикаторных переìен-
ных (тестовый баëë) явëяется äостато÷ной статис-
тикой. Это озна÷ает, ÷то испытуеìые, набравøие
оäин и тот же тестовый баëë (независиìо от тоãо,
на какие заäания они ответиëи правиëüно) поëу-
÷аþт оäну и ту же оöенку на øкаëе ëатентной пе-
реìенной. Это принöипиаëüно важно äëя поëу-
÷ения оöенок параìетров ìоäеëи на ëинейной
øкаëе.

В äанной работе показано, ÷то МНК позвоëяет
описатü резуëüтаты тестирования с боëüøей то÷-
ностüþ, ÷еì ММП. Оäнако принöипиаëüный не-
äостаток МНК закëþ÷ается в тоì, ÷то испытуеìые
с оäниì и теì же тестовыì баëëоì ìоãут поëу÷итü
разëи÷ные оöенки уровня их поäãотовëенности.
Это озна÷ает, ÷то при испоëüзовании МНК тесто-
вый баëë не явëяется äостато÷ной статистикой,
÷то противоре÷ит основаì теории изìерения ëа-
тентных переìенных.

Цеëü äанной работы закëþ÷ается в сравнитеëü-
ноì анаëизе оöенок параìетров ìоäеëи Раøа, по-
ëу÷енных ìетоäоì ìаксиìаëüноãо правäопоäобия
и ìетоäоì наиìенüøих кваäратов. Дëя ее äости-
жения необхоäиìо реøитü сëеäуþщие заäа÷и:

— опреäеëитü, в какой степени оöенки, поëу-
÷аеìые МНК, наруøаþт принöип äостато÷ности
тестовоãо баëëа (испытуеìые, иìеþщие оäин и тот
же тестовый баëë, äоëжны иìетü оäну и ту же
оöенку на øкаëе ëатентной переìенной);

— выпоëнитü сравнитеëüный анаëиз то÷ности
вы÷исëения параìетров ìоäеëи Раøа äвуìя ìе-
тоäаìи;

— оöенитü вëияние пропусков äанных на то÷-
ностü вы÷исëения параìетров ìоäеëи Раøа äвуìя
ìетоäаìи.

В ка÷естве ìоäеëи иссëеäования выбрана äихо-
тоìи÷еская ìоäеëü Раøа äëя изìерения ëатентных
переìенных [3]. Акöент на то÷ности изìерения
ëатентной переìенной объясняется практи÷еской
важностüþ резуëüтатов изìерения [16—18].

В основе ìоäеëи Раøа ëежит ëоãисти÷еская
функöия, позвоëяþщая найти вероятностü пра-
виëüноãо ответа i-ãо испытуеìоãо с уровнеì поä-
ãотовëенности β

i
 на j-е заäание с труäностüþ δ

j

p
ij
 = . (1)

В кëасси÷еской äихотоìи÷еской ìоäеëи Раøа
эëеìенты x

ij
 ìатриöы äанных приниìаþт зна÷ения:

х
ij
 = 1, есëи i-й испытуеìый правиëüно выпоë-

ниë j-е заäание;
х
ij
 = 0, есëи i-й испытуеìый неправиëüно вы-

поëниë j-е заäание.
Есëи i-й испытуеìый не реøаë j-е заäание, то

зна÷ение инäикаторной переìенной «равно»
пробеëу.

2. ÄÀÍÍÛÅ

Иссëеäование провоäиëосü на основе иìита-
öионноãо экспериìента, поскоëüку ìоäеëü изìе-
рения неëинейная, и анаëити÷еские ìетоäы ис-
сëеäования неэффективны [6, 14]. Дëя реøения
поставëенных заäа÷ испоëüзоваëасü сëеäуþщая
схеìа. Уровенü поäãотовëенности испытуеìых
(объекты) и труäностü тестовых заäаний (инäика-
торы) варüируется в оäноì и тоì же äиапазоне от
–4,0 äо +4,0 ëоãит. Чисëо тестовых заäаний вы-
брано равныì 30, равноìерно распреäеëенных в
äиапазоне от –4,0 äо +4,0 ëоãит. Поäãотовëен-
ностü испытуеìых варüироваëасü на 20 уровнях в
äвукратной повторности (всеãо 40 уровней), рав-
ноìерно распреäеëенных в тоì же äиапазоне.
Двукратное повторение уровней поäãотовëеннос-
ти необхоäиìо äëя оöенки то÷ности их изìерения.

Данные экспериìента быëи сãенерированы в
соответствии с äихотоìи÷еской ìоäеëüþ Раøа,
т. е. äанные априорно соответствоваëи ìоäеëи из-
ìерения [6, 14].

Доëя пропусков (пропущенных äанных в ìат-
риöе) быëа выбрана равной 10 %. Коорäинаты
эëеìентов с пропущенныìи äанныìи выбираëисü
в ìатриöе сëу÷айныì образоì.

Матриöа сãенерированных äанных без пропус-
ков преäставëена в табë. 1.

e
βi δj–

1 e
βi δj–

+
-----------------------
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Таблица 1

Ìàòðèöà ñãåíåðèðîâàííûõ äàííûõ íà îñíîâå äèõîòîìè÷åñêîé ìîäåëè Ðàøà
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–
4
,0
0

–
3
,7
2

–
3
,4
5

–
3
,1
7

–
2
,9
0
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7
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–
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–
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0
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0
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0
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1
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1
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2
,0
7

2
,3
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2
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2

2
,9
0

3
,1
7

3
,4
5

3
,7
2

4
,0
0

–4,00 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–4,00 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,58 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,58 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,16 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,16 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,74 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,74 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,32 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,32 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,90 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,90 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,47 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,47 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,05 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,05 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,63 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,21 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,21 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0,21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1,05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1,05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

1,47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1,47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

1,90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1,90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2,32 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

2,32 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0

2,74 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

2,74 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1

3,16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

3,16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

3,58 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0

3,58 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

4,00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1

4,00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
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3. ÌÅÒÎÄ

Реøение сфорìуëированных в § 1 заäа÷ осу-
ществëяëосü в раìках теории изìерения ëатент-
ных переìенных. Дëя поëу÷ения оöенок ëатент-
ной переìенной испоëüзоваëасü äиаëоãовая сис-
теìа ИЛП (изìерение ëатентных переìенных),
разработанная в ëаборатории объективных изìе-
рений Кубанскоãо ãосуäарственноãо университе-
та [19, 20]. В этой систеìе оöенки вы÷исëяþтся
на основе ìетоäа ìаксиìаëüноãо правäопоäобия.
Оöенки ìетоäоì МНК поëу÷ены в среäе MS Excel
[10, 11].

3.1. Îöåíêà ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Дëя вы÷исëения оöенок параìетров ìоäеëи Ра-
øа наибоëее ÷асто приìеняþт ìетоä ìаксиìаëü-
ноãо правäопоäобия, преäëоженный Р. Фиøероì.
Этот ìетоä реаëизован в äиаëоãовой систеìе ИЛП.

Вероятностная ìоäеëü выпоëнения M заäаний
äëя i-ãо испытуеìоãо преäставëяется в виäе функ-
öии правäопоäобия äискретной сëу÷айной веëи-
÷ины x

i
 = {x

i1
, x

i2
, x

i3
, ..., x

iM
}

L
i
{x
i
 | β

i
} = , (2)

ãäе P
ij
 — вероятностü правиëüноãо выпоëнения i-ì

испытуеìыì j-ãо заäания; Q
ij
 — вероятностü не-

правиëüноãо выпоëнения i-ì испытуеìыì j-ãо за-
äания теста (2).

Все заäания теста ëокаëüно независиìые, т. е.
при äанноì уровне знаний ответ на кажäое заäа-
ние теста не зависит от резуëüтатов выпоëнения
остаëüных еãо заäаний. Зна÷ение β

i
, при котороì

функöия правäопоäобия äостиãает ìаксиìуìа,
приниìаþт в ка÷естве объективной оöенки β

i 
и на-

зываþт оöенкой наибоëüøеãо правäопоäобия. Так
как функöии L

i
 и lnL

i
 äостиãаþт ìаксиìуìа при

оäноì и тоì же зна÷ении β
i
, то уäобно ввести в

рассìотрение ëоãарифìи÷ескуþ функöиþ правäо-
поäобия

lnL
i
{x
i
 | β

i
} = {x

ij
lnP

ij
 + (1 – x

ij
)lnQ

ij
}.

Анаëоãи÷ная функöия

lnL
j
{x
j
 | δ

j
} = {x

ij
lnP

ij
 + (1 – x

ij
)lnQ

ij
}

составëяется äëя вы÷исëения оöенок наибоëüøеãо
правäопоäобия параìетра δ

j
, j = 1, 2, …, M.

Систеìа уравнений äëя опреäеëения оöенок
уровня знаний в ãруппе из N испытуеìых и уровня
труäности M заäаний теста иìеет виä:

ãäе i = 1, 2, ..., N, j = 1, 2, ..., M.

3.2. Îöåíêà ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

При испоëüзовании МНК параìетры β
i
 и δ

j

ìоäеëи изìерения ëатентных переìенных выби-
раþтся так, ÷тобы суììа кваäратов откëонений
вероятностей, поëу÷енных на основе ìоäеëи Ра-
øа (1), от эìпири÷еских äанных x

ij
 быëа ìини-

ìаëüной.

Такиì образоì, заäа÷а оöенивания параìетров
ìоäеëи своäится к ìиниìизаöии суììы кваäратов
откëонений:

S(β
i
, δ

j
) = (p

ij
 – x

ij
)2 =

=  → min.

Основное преиìущество МНК состоит в тоì,
÷то вìесто äихотоìи÷еских äанных х

ij
 ìожно ис-

поëüзоватü не÷еткое ìножество х
ij
, зна÷ения эëе-

ìентов котороãо варüируþтся непрерывно от 0 äо 1.
Это позвоëит приìенятü ìоäеëü äëя изìерения ëа-
тентных переìенных, инäикаторные переìенные
которых оöениваþтся на непрерывных коëи÷ест-
венных øкаëах.

Еще оäно неìаëоважное преиìущество этой
ìоäеëи закëþ÷ается в тоì, ÷то преäëаãаеìый ìе-
тоä оöенивания параìетров ìоäеëи зна÷итеëüно
расøиряет инструìентаëüные возìожности äëя по-
ëу÷ения оöенок ëатентной переìенной. Так, при
приìенении ìетоäа ìаксиìаëüноãо правäопоäо-
бия необхоäиìо спеöиаëизированное проãраì-
ìное обеспе÷ение (ИЛП, RUMM, WINSTEP), ко-
тороãо нет в свобоäноì äоступе [21, 22]. Приìене-
ние же МНК преäставëяет собой кëасси÷ескуþ
заäа÷у неëинейноãо проãраììирования. Эту заäа-
÷у ìожно реøитü в среäе MS Excel, боëее äоступ-
ной, ÷еì спеöиаëизированное проãраììное обес-
пе÷ение.

j 1=

M

∏ Pij
xij

Qij

1 xij–

j 1=

M
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N
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-------------------------------- 0,=

⎩
⎪
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⎧
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N

∑
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M

∑

i 1=
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∑
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4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Оöенки ëатентной переìенной, поëу÷енные с

поìощüþ ММП и МНК, привеäены в табë. 2, ãäе

 — уровенü поäãотовëенности i-ãо испытуеìоãо,

который испоëüзоваëся при ãенерировании ìат-

риöы резуëüтатов тестирования;  — оöенка уров-

ня поäãотовëенности i-ãо испытуеìоãо; Δ
i 
— абсо-

ëþтное откëонение оöенки уровня поäãотовëен-

ности от истинноãо зна÷ения, испоëüзуеìоãо при

ãенерировании; SE — среäнекваäрати÷еская оøиб-

ка вы÷исëения оöенки уровня поäãотовëенности

испытуеìоãо.

Таблица 2

Îöåíêè ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé ìåòîäàìè ÌÏ è ÌÍÊ áåç ïðîïóñêîâ è ñ ïðîïóñêàìè äàííûõ

№
п/п

Тесто-
вый баëë

ММП (без пропусков) МНК (без пропусков) ММП (с пропускаìи) МНК (с пропускаìи)

Δ
i SE Δ

i SE Δ
i SE Δ

i SE

1 –4,00 4 –3,77 0,23 0,70 –3,64 0,36 0,68 –4,02 0,02 0,74 –2,35 1,65 0,59

2 –4,00 3 –4,27 0,27 0,76 –3,80 0,20 0,69 –4,55 0,55 0,79 –2,61 1,39 0,60

3 –3,58 5 –3,31 0,27 0,67 –2,92 0,66 0,63 –3,43 0,15 0,70 –2,22 1,36 0,58

4 –3,58 3 –4,27 0,69 0,76 –3,67 0,09 0,68 –5,08 1,50 0,84 –2,86 0,71 0,62

5 –3,16 5 –3,31 0,16 0,67 –2,87 0,29 0,63 –4,08 0,92 0,75 –2,61 0,55 0,60

6 –3,16 8 –2,13 1,03 0,60 –1,98 1,18 0,58 –1,87 1,29 0,61 –0,80 2,36 0,53

7 –2,74 7 –2,50 0,24 0,62 –2,26 0,48 0,60 –2,39 0,35 0,64 –1,70 1,03 0,56

8 –2,74 6 –2,89 0,16 0,64 –2,46 0,27 0,61 –3,37 0,63 0,70 –2,09 0,65 0,57

9 –2,32 8 –2,13 0,18 0,60 –2,16 0,16 0,59 –2,13 0,19 0,62 –1,45 0,87 0,55

10 –2,32 6 –2,89 0,58 0,64 –2,54 0,22 0,61 –3,02 0,70 0,68 –2,22 0,10 0,58

11 –1,90 8 –2,13 0,24 0,60 –2,18 0,29 0,59 –1,79 0,11 0,60 –1,32 0,58 0,54

12 –1,90 5 –3,31 1,42 0,67 –3,12 1,23 0,64 –3,50 1,60 0,71 –2,09 0,20 0,57

13 –1,47 9 –1,78 0,31 0,59 –1,99 0,51 0,59 –2,13 0,66 0,62 –1,32 0,16 0,54

14 –1,47 10 –1,45 0,03 0,58 –1,19 0,28 0,55 –1,09 0,39 0,57 –0,80 0,67 0,53

15 –1,05 11 –1,13 0,07 0,56 –0,99 0,06 0,55 –1,12 0,07 0,57 –0,80 0,25 0,53

16 –1,05 8 –2,13 1,08 0,60 –1,77 0,71 0,58 –2,42 1,37 0,64 –1,83 0,78 0,56

17 –0,63 15 0,07 0,70 0,54 0,07 0,70 0,53 0,10 0,73 0,55 0,10 0,74 0,52

18 –0,63 14 –0,22 0,41 0,54 –0,09 0,54 0,53 0,36 0,99 0,55 0,49 1,12 0,53

19 –0,21 14 –0,22 0,01 0,54 –0,30 0,09 0,53 –0,19 0,02 0,55 0,10 0,31 0,52

20 –0,21 16 0,36 0,57 0,54 0,37 0,58 0,53 0,17 0,38 0,55 –0,03 0,19 0,52

21 0,21 17 0,65 0,43 0,54 0,98 0,77 0,53 0,82 0,61 0,55 0,49 0,28 0,53

22 0,21 19 1,23 1,02 0,55 1,02 0,81 0,53 1,28 1,06 0,56 0,75 0,54 0,53

23 0,63 18 0,94 0,30 0,54 1,00 0,37 0,53 0,95 0,32 0,55 0,75 0,12 0,53

24 0,63 18 0,94 0,30 0,54 1,03 0,39 0,53 1,19 0,56 0,56 0,88 0,25 0,54

25 1,05 19 1,23 0,18 0,55 1,22 0,16 0,54 1,16 0,11 0,56 0,62 0,43 0,53

26 1,05 18 0,94 0,12 0,54 1,02 0,03 0,53 1,48 0,43 0,56 0,75 0,30 0,53

27 1,47 19 1,23 0,24 0,55 1,13 0,35 0,53 1,65 0,18 0,57 1,14 0,34 0,54

28 1,47 20 1,53 0,06 0,56 1,36 0,12 0,54 1,63 0,15 0,57 1,52 0,05 0,55

29 1,90 20 1,53 0,36 0,56 1,37 0,52 0,54 1,57 0,33 0,57 1,14 0,76 0,54

30 1,90 20 1,53 0,36 0,56 1,27 0,63 0,54 1,61 0,28 0,57 1,26 0,63 0,54

31 2,32 26 3,69 1,37 0,68 4,09 1,78 0,73 3,16 0,84 0,64 2,43 0,11 0,58

32 2,32 22 2,17 0,15 0,58 2,13 0,18 0,56 2,49 0,17 0,61 1,91 0,41 0,56

33 2,74 25 3,26 0,53 0,65 2,84 0,11 0,60 3,41 0,67 0,66 2,43 0,31 0,58

34 2,74 25 3,26 0,53 0,65 3,17 0,43 0,62 3,85 1,11 0,69 2,55 0,18 0,59

35 3,16 28 4,69 1,53 0,84 4,09 0,94 0,73 4,63 1,48 0,78 3,07 0,09 0,62

36 3,16 26 3,69 0,53 0,68 3,76 0,61 0,68 3,53 0,38 0,67 2,43 0,73 0,58

37 3,58 27 4,15 0,57 0,74 3,55 0,03 0,66 4,38 0,80 0,75 3,07 0,51 0,62

38 3,58 26 3,69 0,11 0,68 3,15 0,43 0,62 3,88 0,30 0,70 2,81 0,77 0,60

39 4,00 26 3,69 0,32 0,68 3,14 0,86 0,62 3,88 0,12 0,70 2,68 1,32 0,60

40 4,00 28 4,69 0,69 0,84 4,03 0,03 0,72 4,90 0,90 0,82 2,94 1,06 0,61

β
i
*

β
i

^ β
i

^ β
i

^ β
i

^

βi*

βˆ i
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4.1. Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà äîñòàòî÷íîñòè
òåñòîâîãî áàëëà ïî ÌÍÊ

Достато÷ностü тестовоãо баëëа с практи÷еской
то÷ки зрения опреäеëяется на основе корреëяöии
тестовоãо баëëа с оöенкаìи ëатентной переìен-
ной. Резуëüтаты корреëяöионноãо анаëиза приве-
äены в табë. 3.

Коэффиöиенты корреëяöии показываþт, ÷то
все виäы оöенок уровня поäãотовëенности (ММП
и МНК, без пропусков и при наëи÷ии пропусков)
äостато÷но хороøо корреëируþт с тестовыì баë-
ëоì. Такиì образоì, поëу÷енные резуëüтаты сви-
äетеëüствуþт о тоì, ÷то äëя поëу÷ения оöенок ëа-
тентной переìенной ìожно приìенятü МНК.
Оäнако необхоäиìо рассìотретü и то÷ностü поëу-
÷аеìых оöенок.

4.2. Ñðàâíåíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ 
îöåíîê ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé, 

ïîëó÷åííûõ ïî ÌÌÏ è ÌÍÊ

Абсоëþтная поãреøностü вы÷исëения оöенок
ëатентной переìенной äëя i-ãо испытуеìоãо оп-
реäеëяется на основе их бëизости к соответству-
þщиì зна÷енияì в иìитаöионноì экспериìенте:

Δ
i
 = |  – |,  — оöенка ëатентной переìенной

äëя i-ãо испытуеìоãо;  — истинное зна÷ение ëа-

тентной переìенной äëя i-ãо испытуеìоãо, кото-
рое испоëüзоваëосü äëя ãенерирования ìатриöы
тестирования.

Дëя опреäеëения бëизости оöенок параìетров
ìоäеëи, поëу÷енных обоиìи ìетоäаìи, к истин-
ныì зна÷енияì провеäен трехфакторный äиспер-
сионный анаëиз (табë. 4). Анаëизироваëосü вëия-
ние факторов:

— фактор А — ìетоä вы÷исëения оöенок, варü-
ируется на äвух уровнях (ММП и МНК);

— фактор В — варüируется на äвух уровнях —
отсутствие иëи наëи÷ие (10 %) пропусков в ìатри-
öе äанных;

— фактор С — ÷исëо уровней, на которых ва-
рüируется ëатентная переìенная (в äанноì экспе-
риìенте 20).

Проинтерпретируеì резуëüтаты, привеäенные в
табë. 4.

Фактор А незна÷иì — в среäнеì по всеì уров-
няì остаëüных факторов нет статисти÷ески зна÷и-
ìоãо разëи÷ия по абсоëþтной оøибке вы÷исëения
оöенок ëатентной переìенной ìежäу обоиìи ìето-
äаìи; эìпири÷еский уровенü зна÷иìости p = 0,780,
÷то зна÷итеëüно превыøает ноìинаëüный уровенü
зна÷иìости, равный 0,05. Среäние зна÷ения абсо-
ëþтных оøибок по обоиì ìетоäаì привеäены в
табë. 5.

Таблица 3

Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè òåñòîâîãî áàëëà ñ îöåíêàìè ÌÌÏ è ÌÍÊ áåç ïðîïóñêîâ è ñ ïðîïóñêàìè äàííûõ

Тестовый баëë
ММП

(без пропусков)
ММП

(с пропускаìи)
МНК

(без пропусков)
МНК

(с пропускаìи)

Тестовый баëë 1,000 0,998 0,989 0,996 0,994

ММП (без пропусков) 0,998 1,000 0,995 0,996 0,992

ММП (с пропускаìи) 0,989 0,995 1,000 0,989 0,994

МНК (без пропусков) 0,996 0,996 0,989 1,000 0,987

МНК (с пропускаìи) 0,994 0,992 0,994 0,987 1,000

βˆ i βi* βˆ i
βi*

Таблица 4

Ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè 
îöåíîê óðîâíÿ ïîäãîòîâëåííîñòè èñïûòóåìûõ

Исто÷-
ник äис-
персии

Суììа 
кваä-
ратов

Степе-
ни сво-
боäы

Среä-
ний 

кваäрат

F-ста-
тис-
тика

р

А 0,023 1 0,023 0,079 0,780

В 0,025 1 0,025 0,086 0,771

С 938,880 19 49,415 167,319 Менее 
0,001

АВ 0,003 1 0,003 0,011 0,918

АС 14,862 19 0,782 2,649 0,001

ВС 3,304 19 0,174 0,589 0,904

АВС 5,689 19 0,299 1,014 0,455

Оøибка 23,627 80 0,295 — —

Всеãо 986,413 159 — — —

Таблица 5

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé

Метоä 
изìе-
рения

Среä-
нее зна-
÷ение

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й äоверитеëü-
ный интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

ММП 0,140 80 0,066 0,010 0,269

МНК 0,164 80 0,066 0,034 0,293
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Фактор В незна÷иì, это свиäетеëüствует о тоì,
÷то в среäнеì по всеì уровняì остаëüных факто-
ров наëи÷ие пропусков, в объеìе 10 % от общеãо
÷исëа äанных, статисти÷ески зна÷иìо не вëияет на
то÷ностü вы÷исëения оöенок (p = 0,771). Абсоëþт-

ные оøибки изìерения в зависиìости от наëи÷ия
пропусков в среäнеì äëя уровней всех остаëüных
факторов привеäены в табë. 6.

Фактор С зна÷иì (p < 0,001). Это озна÷ает, ÷то
абсоëþтная оøибка изìерения ëатентной переìен-
ной в среäнеì äëя всех уровней факторов А и В
зависит от ìестопоëожения ëатентной переìен-
ной. Поскоëüку естü зна÷иìые взаиìоäействия
факторов, инфорìаöии о зна÷иìости факторов А
и С неäостато÷но. Необхоäиìо рассìотретü взаи-
ìоäействие факторов.

Из всех взаиìоäействий зна÷иìо тоëüко взаи-
ìоäействие факторов А и С (на о÷енü высокоì
уровне зна÷иìости p < 0,001. Это озна÷ает, ÷то аб-
соëþтная оøибка изìерения ëатентной переìен-
ной зависит как от ее ìестопоëожения на øкаëе,
так и от приìеняеìоãо ìетоäа. Этот эффект иëëþс-
трируется на рис. 1, ãäе по оси абсöисс отëожены
ìоäеëируеìые зна÷ения уровня поäãотовëенности
испытуеìых, а по оси орäинат поëу÷енные оöенки
этих уровней. Дëя боëüøей наãëяäности на этоì
рисунке преäставëены оöенки то÷ности вы÷исëе-
ния ëатентной переìенной не тоëüко в зависиìос-
ти от ее ìестопоëожения на øкаëе, но и от ìетоäа
вы÷исëения оöенок и наëи÷ия пропусков äанных.
Как виäно из рис. 1, по краяì øкаëы откëонения
оöенок от истинных (ìоäеëируеìых) зна÷ений
боëüøе, ÷еì в сереäине øкаëы. Кроìе тоãо, откëо-
нения оöенок, поëу÷енных по ММП и МНК раз-
ëи÷ны, об этоì и свиäетеëüствует взаиìоäействие
факторов.

Поскоëüку фактор А явëяется незна÷иìыì, то
разëи÷иеì в разности оöенок по ММП и МНК
ìожно пренебре÷ü.

Важно сравнение рассìатриваеìых ìетоäов по
то÷ности вы÷исëения саìих оöенок уровня поäãо-
товëенности испытуеìых.

Рис. 1. Эффект взаимодействия факторов А и С

Рис. 2. Среднеквадратическая ошибка измерения (SE ) уровня
подготовленности испытуемых в зависимости от метода получе-
ния оценок параметров модели Раша и наличия пропусков

Таблица 6

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé
â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïðîïóñêîâ

Наëи÷ие/ 
отсутст-
вие про-
пусков

Среä-
нее 
зна-

÷ение

Объеì 
выбор-

ки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й
äоверитеëüный 

интерваë

Ниж-
няя

ãрани-
öа

Верх-
няя

ãрани-
öа

Без про-
пусков

0,139 80 0,061 0,018 0,260

С пропу-
скаìи

0,164 80 0,061 0,043 0,285
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4.3. Ñðàâíåíèå îöåíîê ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé
ïî òî÷íîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ

То÷ностü вы÷исëения оöенок важна при прак-
ти÷ескоì приìенении резуëüтатов изìерения. То÷-
ностü оöенок ëатентной переìенной äëя äихото-
ìи÷еской ìоäеëи Раøа вы÷исëяется как

SE
i
 = 1/ ,

ãäе P
ij
 — вероятностü правиëüноãо выпоëнения i-ì

испытуеìыì j-ãо заäания.
В öеëях наãëяäности на рис. 2 преäставëены

оöенки то÷ности вы÷исëения уровня поäãотовëен-
ности испытуеìых по обоиì ìетоäаì при наëи÷ии
и отсутствии пропусков.

Дëя анаëиза то÷ности вы÷исëения оöенок (SE)
обоиìи ìетоäаìи провеäен äисперсионный ана-
ëиз на основе поëной ìоäеëи трехфакторноãо эк-
спериìента (табë. 7). Анаëизируется вëияние тех
же факторов, ÷то и в преäыäущеì сëу÷ае, оäнако
зäесü фактор А зна÷иìый (p < 0,001). Это озна÷ает,
÷то то÷ностü вы÷исëения оöенок зависит от ìето-
äа (табë. 8). Как и сëеäоваëо ожиäатü, в среäнеì по
уровняì всех остаëüных факторов то÷ностü вы÷ис-
ëения оöенок по МНК ìенüøе, ÷еì по ММП.

Фактор С также зна÷иìый (p < 0,001). Это хо-
роøо виäно на рис. 2, ãäе среäнекваäрати÷еская
оøибка оöенки существенно зависит от зна÷е-
ния ëатентной переìенной. Среäнекваäрати÷ес-
кая оøибка наиìенüøая в сереäине интерваëа
варüирования и увеëи÷ивается по ìере уäаëения
от неãо.

Фактор В незна÷иìый (p < 0,231), но äëя на-
ãëяäности в табë. 9 привеäены среäнекваäрати-
÷еские оøибки без пропусков и при наëи÷ии
пропусков äанных в среäнеì äëя всех уровней
остаëüных факторов. Виäно, ÷то при наëи÷ии про-
пусков среäнекваäрати÷еская оøибка (SE) не-
скоëüко боëüøе.

Преäставëяет интерес эффект зна÷иìоãо взаи-
ìоäействия факторов А и В, т. е. зависиìости среä-
некваäрати÷еской оøибки (SE) от ìетоäа вы÷ис-
ëения оöенок и наëи÷ия пропущенных äанных
(p < 0,001). Он объясняется теì, ÷то среäнекваä-
рати÷еская оøибка вы÷исëения оöенок по МНК
всеãäа ìенüøе, ÷еì по ММП. Это вызвано теì, ÷то
при испоëüзовании МНК нет оãрани÷ения на то,
÷то испытуеìые с оäинаковыì тестовыì баëëоì
äоëжны поëу÷итü оäинаковые оöенки. Поэтоìу
оöенки поëу÷аþтся боëее то÷ныìи.

5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Провеäенное иссëеäование показывает, ÷то äëя
вы÷исëения оöенок параìетров äихотоìи÷еской
ìоäеëи Раøа ìожно приìенятü МНК. Дëя выбран-
ной схеìы экспериìента разëи÷ие ìежäу оöенка-
ìи, поëу÷енныìи äвуìя ìетоäаìи (ММП и МНК)
практи÷ески несущественно.

Pij 1 Pij–( )
j 1=

M

∑

Таблица 7

Ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ 
îöåíîê óðîâíÿ ïîäãîòîâëåííîñòè èñïûòóåìûõ

Исто÷-
ник äис-
персии

Суììа 
кваäра-

тов

Степе-
ни сво-
боäы

Среä-
ний 

кваäрат

F-ста-
тистика

р

А 0,195 1 0,195 102,834 Менее 
0,001

В 0,003 1 0,003 1,458 0,231

С 0,557 19 0,029 15,482 Менее 
0,001

АВ 0,069 1 0,069 36,434 Менее 
0,001

АС 0,055 19 0,003 1,539 0,094

ВС 0,015 19 0,001 0,412 0,984

АВС 0,020 19 0,001 0,559 0,924

Оøибка 0,152 80 0,002 — —

Всеãо 1,066 159 — — —

Таблица 8

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé

Метоä 
изìе-
рения

Среä-
нее зна-
÷ение

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й 
äоверитеëüный 

интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

ММП 0,648 80 0,005 0,639 0,658

МНК 0,578 80 0,005 0,569 0,588

Таблица 9

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé
â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïðîïóñêîâ

Наëи÷ие/ 
отсутст-
вие про-
пусков

Среä-
нее 

зна÷е-
ние

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äарт-
ная 

оøибка

95%-й
äоверитеëüный 

интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

Без про-
пусков

0,609 80 0,005 0,600 0,619

С пропу-
скаìи

0,617 80 0,005 0,608 0,627
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Даëüнейøее иссëеäование приìениìости МНК
öеëесообразно вести по äвуì направëенияì:

— опреäеëитü ãраниöы приìениìости МНК в
зависиìости об ÷исëа испытуеìых, ÷исëа инäика-
торов (тестовых заäаний), объеìа пропущенных
äанных и оãрани÷ений на оöенки МНК;

— второе, наверное, наибоëее важное направëе-
ние, это сравнение оöенок, поëу÷енных по ММП и
МНК, äëя поëитоìи÷еских äанных. Это позвоëит
опреäеëитü возìожностü поëу÷ения äостато÷но
то÷ных оöенок параìетров ìоäеëи Раøа äëя не-
прерывных коëи÷ественных инäикаторов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

В раìках иìитаöионноãо ìоäеëирования сãене-
рирована ìатриöа äанных на основе äихотоìи÷ес-
кой ìоäеëи Раøа, по которыì вы÷исëены пара-
ìетры ìоäеëи Раøа ìетоäоì ìаксиìаëüноãо прав-
äопоäобия и ìетоäоì наиìенüøих кваäратов.

Рассìотрена спеöифика оöенок, поëу÷аеìых
этиìи ìетоäаìи. Как и сëеäоваëо ожиäатü, оöенки
параìетров ìоäеëи на основе МНК бëиже к сãе-
нерированныì äанныì, поскоëüку нет оãрани÷е-
ния на то, ÷то оöенки испытуеìых äоëжны бытü
оäни и те же в сëу÷ае оäинаковоãо тестовоãо баëëа.

Опреäеëено вëияние пропуска äанных в сãене-
рированных äанных на то÷ностü вы÷исëения оöе-
нок параìетров ìоäеëи Раøа.
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