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Синхронизаöия принаäëежит к ÷исëу фунäа-
ìентаëüных понятий теории неëинейной äинаìи-
ки и теории хаоса. Этот феноìен øироко распро-
странен в прироäе, науке, технике и обществе [1].
Оäно из важных еãо проявëений — синхронизаöия
хаоти÷еских коëебаний, которая экспериìентаëü-
но набëþäаëасü в разëи÷ных приëожениях (сì. ра-
боты [1, 2] и привеäенные в них ссыëки).
Синхронизаöия хаоти÷еских коëебаний объеäи-

няет нескоëüко ее разëи÷ных виäов [2]: обобщен-
ная [3], поëная [4], противофазная [5], с запазäы-
ваниеì [6], ÷астотная [7], фазовая [8], синхрони-
заöия вреìенных ìасøтабов [9] и так называеìая
T-синхронизаöия [10]. Поä кажäый из них разра-
ботан соответствуþщий анаëити÷еский аппарат и
ìетоäы äиаãностики. Теì не ìенее, проäоëжаþт-
ся активные иссëеäования, направëенные, с оäной
стороны — на рассìотрение разных виäов синхро-
низаöии с еäиных позиöий, а с äруãой — на поиск
новых виäов синхронноãо повеäения, не укëаäы-
ваþщихся в озна÷енные.

Несìотря на проäоëжитеëüнуþ историþ изу÷е-
ния синхронизаöии хаоти÷еских коëебаний, ìно-
жество важных вопросов в äанной обëасти оста-
þтся нереøенныìи. В их ÷исëе и коëи÷ественное
иссëеäование вреìенно ´й структуры синхрониза-
öии äинаìи÷еских систеì. Поä этой структурой
буäеì пониìатü вспëески синхронноãо повеäения
фазовых переìенных систеì, в проìежутках ìеж-
äу которыìи уровенü синхронности характеризу-
ется ìаëой веëи÷иной, т. е. переìежаеìое повеäе-
ние [11, 12].
Понятие переìежаеìости весüìа важно в фи-

зике (и не тоëüко в физике) äëя иссëеäования
структурных свойств проöессов, и оно не оãра-
ни÷ивается тоëüко синхронизìоì хаоти÷еских
систеì. С физи÷еской то÷ки зрения переìежае-
ìостü вообще озна÷ает появëение неких структур
разëи÷ноãо ìасøтаба в среäе (наприìер, вихрей,
ëокаëизованных äефорìаöий, теìпературных не-
оäнороäностей), которая исхоäно ìоãëа бытü
соверøенно бесструктурной на этих ìасøтабах.
С ìатеìати÷еской то÷ки зрения такое повеäение
характеризуется наëи÷иеì реäких, но сиëüных пи-
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ков в повеäении инäикатора структуры — некой
сëу÷айной веëи÷ины [11].
В своþ о÷ереäü, иссëеäование структуры синх-

ронизìа [10] иìеет как теорети÷ескуþ зна÷иìостü
äëя саìой неëинейной äинаìики [13], так и при-
кëаäное зна÷ение, наприìер, в вопросах биоëоãии
и ìеäиöины [14, 15], стохасти÷еской финансовой
ìатеìатики [16—18] и äр. Теì не ìенее, при всей
актуаëüности пробëеìатики иссëеäования вреìен-
ной структуры синхронизаöии неëинейных сис-
теì, проäвижение в этоì вопросе весüìа сëабое.
Основные при÷ины сëоживøейся ситуаöии äоста-
то÷но поäробно рассìотрены в работе [10].
В öеëях реøения пробëеì, связанных с äиа-

ãностикой и коëи÷ественныì изìерениеì харак-
теристик вреìенной структуры синхронизаöии
хаоти÷еских коëебаний, автороì быë преäëожен
ориãинаëüный ìетоä иссëеäования синхронизìа
на основе сиìвоëи÷ескоãо CTQ-анаëиза (аббре-
виатура CTQ обозна÷ает три аëфавита, которы-
ìи оперирует ìетоä: C, T и Q) [19, 20]. Отìетиì,
÷то сиìвоëи÷еская äинаìика, при всей своей ка-
жущейся внеøней простоте, преäставëяет собой
весüìа строãо обоснованный инструìент анаëиза
неëинейных äинаìи÷еских систеì [21, 22]. Она
позвоëяет иссëеäоватü такие сëожные явëения в
систеìах как-то: хаос, странные аттракторы, ãи-
пербоëи÷ностü, структурная устой÷ивостü, управ-
ëяеìостü и äр. (сì., наприìер, работы [21—24] и
привеäенные в них ссыëки).
В раìках преäëоженноãо сиìвоëи÷ескоãо ана-

ëиза синхронизаöия хаоти÷еских коëебаний ис-
сëеäуется ÷ерез так называеìуþ T-синхронизаöиþ
[10, 25], увязаннуþ на инвариантные характерис-
тики форìы траекторий äинаìи÷еских систеì в
расøиренноì пространстве состояний. Разрабо-
танные ìеры позвоëяþт äиаãностироватü и коëи-
÷ественно изìерятü характеристики режиìов пе-
реìежаеìости при синхронизаöии хаоти÷еских
систеì, т. е. изу÷атü вреìеннуþ структуру синхро-
низаöии неëинейных систеì [10, 26]. Конструк-

тивностü поäхоäа на основе анаëиза T-синхрони-
заöии хаоти÷еских коëебаний быëа проäеìонстри-
рована автороì на ряäе ìоäеëüных и реаëüных
систеì [10, 17, 25—27].
В статüе [10] быë поставëен вопрос о приìени-

ìости теории ãрафов при иссëеäовании вреìен-
ной структуры синхронизаöии в терìинах сиìво-
ëи÷ескоãо CTQ-анаëиза. В настоящей работе этот
вопрос раскрывается. В § 1 привеäено краткое
описание основных поëожений T-синхронизаöии,
в § 2 соäержатся базовые анаëити÷еские характе-
ристики, а в § 3 äан приìер приìенения разрабо-
танноãо инструìентария. В Закëþ÷ении привеäе-
ны вывоäы по работе в öеëоì.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ Ò-ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈÈ
ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Ввеäеì в рассìотрение траекториþ äинаìи÷ес-
кой систеìы, заäаннуþ в виäе äискретной поëу-

посëеäоватеëüности (вреìенноãо ряäа): ,

ãäе фазовая переìенная s систеìы иìеет разìер-
ностü N, а траектория состоит из K вреìенных от-

с÷етов. Такиì образоì, s ∈ S ⊂ N, а k ∈ K = .
При этоì кажäоìу k-ìу отс÷ету ìожет бытü сопос-
тавëен ìоìент вреìени tk, при÷еì tk < tk + 1.

Опреäеëиì исхоäное отображение [19, 20],
коäируþщее, в терìинах коне÷ноãо T-аëфавита,
форìу траектории по k-ìу отс÷ету n-й коìпонен-

ты посëеäоватеëüности :

 = f({ , , }),

 = , ..., , ..., . (1.1)

Графи÷еские äиаãраììы, иëëþстрируþщие ãео-
ìетриþ сиìвоëов T-аëфавита äëя k-ãо отс÷ета и
n-й фазовой переìенной, привеäены на рис. 1.

Рис. 1. Графические диаграммы, иллюстрирующие геометрию символов T aj|n для k-го отсчета и n-й фазовой переменной
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Строãо, отображение (1.1) заäается ÷ерез соот-
ноøения:

T0: Δs– = Δs+ = 0;

T1: Δs– = Δs+ < 0;

T2: Δs– = Δs+ > 0;

T3N: Δs– < 0, Δs+ < Δs–;

T3P: Δs– < 0, Δs+ < 0, Δs+ > Δs–;

T4N: Δs– > 0, Δs+ = 0;

T4P: Δs– < 0, Δs+ = 0;

T5N: Δs– > 0, Δs+ > 0, Δs+ < Δs–;

T5P: Δs– > 0, Δs+ > Δs–; (1.2)

T6S: Δs– > 0, Δs+ < 0, Δs+ > –Δs–;

T6: Δs– = –Δs+ > 0;

T6L: Δs– = 0, Δs+ < 0, Δs+ < –Δs–;

T7S: Δs– < 0, Δs+ > 0, Δs+ < –Δs–;

T7: Δs– = –Δs+ < 0;

T7L: Δs– < 0, Δs+ > 0, Δs+ > –Δs–;

T8N: Δs– = 0, Δs+ < 0;

T8P: Δs– = 0, Δs+ > 0.

Зäесü Δs– =  –  и Δs+ =  – .

Такиì образоì, отображение (1.1) в форìе (1.2)

явëяется сþръекöией f : 3 → 17, а T-аëфавит
вкëþ÷ает в себя сëеäуþщее ìножество сиìвоëов:

 = {T0, T1, T2, T3N, T3P, T4N, T4P,
T5N, T5P, T6S, T6, T6L, T7S, T7, T7L,

T8N, T8P}. (1.3)

Как виäно из выражения (1.3), кажäый сиìвоë

из отс÷ета  коäируется в виäе Ti, ãäе i — пра-

вая ÷астü коäов сиìвоëов аëфавита . Мощ-

ностü ìножества | | = 17. В своþ о÷ереäü, сиì-

воë  коäируется ÷ерез Ti1...in...iN, сì. соотно-

øения (1.1). Поëный аëфавит |N, коäируþщий
форìу траектории ìноãоìерной посëеäоватеëü-

ности  в öеëоì, состоит из 17N сиìвоëов.

Преäпоëожиì теперü, äëя простоты, но без по-
тери общности, ÷то вреìенная посëеäоватеëü-

ностü  разìерностüþ N форìируется пу-

теì объеäинения фазовых переìенных N оäно-

ìерных äинаìи÷еских систеì, т. е.  — это
зна÷ение фазовой переìенной n-й систеìы в k-й
ìоìент вреìени.

Ввеäеì опреäеëение сиìвоëüной синхронности
коìпонент посëеäоватеëüности.
Определение 1. k-й отс÷ет посëеäоватеëüности

 явëяется поëностüþ T-синхронныì, есëи

выпоëняется усëовие

 ≡ 1,

ãäе  =  (1.4)

Такиì образоì, посëеäоватеëüностü 
преäставëяет собой инäикаторнуþ посëеäоватеëü-
ностü режиìа T-синхронизаöии.
Инäикаторная посëеäоватеëüностü сëужит äëя

äиаãностирования вреìенной́ структуры синхро-
низаöии систеì. Напоìниì, ÷то поä этой структу-
рой пониìаþтся вспëески синхронноãо повеäения
фазовых переìенных систеì, в проìежутках ìеж-
äу которыìи уровенü синхронности характеризу-
ется ìаëой веëи÷иной, т. е. переìежаеìое повеäе-
ние [11, 12].
Опреäеëение 1 без труäа расøиряется на раз-

ëи÷ные ìноãоìерные варианты синхронизируþ-
щихся систеì и вариантов их набëþäения (ана-
ëиза).
Сëу÷ай äвух ìноãоìерных систеì (рис. 2, а):

[ ] = ,

ãäе  — поäìножество связей ìежäу систеìаìи
j = 1 и j = 2, по которыì изу÷ается их синхрон-
ностü. Как виäно из структуры инäекса (i', i'' ),
при построении инäикаторной посëеäоватеëüнос-

ти  возìожно форìирование произвоëü-
ных «связей» ìежäу разëи÷ныìи фазовыìи пере-
ìенныìи систеì.
Сëу÷ай ÷етырех ìноãоìерных систеì, орãани-

зованных в коëüöо, но синхронизаöия изу÷ается
ìежäу треìя из них (рис. 2, б):

[ ] =  Ѕ

Ѕ 

при÷еì по разëи÷ныì набораì «физи÷еских» свя-

зей  и .
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Сëу÷ай сеìи ìноãоìерных систеì (рис. 2, в) ор-
ãанизованных в äве взаиìоäействуþщие ãруппы,
коãäа синхронизаöия изу÷ается ìежäу треìя сис-
теìаìи, вхоäящиìи в разëи÷ные ãруппы и не иìе-
þщиìи пряìых «физи÷еских» связей:

[ ] =  Ѕ

Ѕ 

при÷еì по разëи÷ныì набораì «виртуаëüных» свя-

зей  и .

Такиì образоì, как сëеäует из преäставëенных
приìеров, конструируя соответствуþщие функ-
öии на основе усëовия (1.4) ìожно иссëеäоватü
T-синхронизаöиþ в произвоëüных систеìах с не-
иäенти÷ныìи осöиëëятораìи произвоëüной раз-
ìерности и с произвоëüной топоëоãией связей

ìежäу ниìи. При этоì построение инäикаторной

посëеäоватеëüности  оäнозна÷но и äикту-
ется тоëüко заäа÷аìи иссëеäований и структурой
анаëизируеìой систеìы.
В своþ о÷ереäü, поäавëяþщеìу боëüøинству

существуþщих ìетоäов [2—9] свойственно при-
нöипиаëüное оãрани÷ение — их базовые ìеры ìо-
ãут оöениватü уровенü синхронности тоëüко ìежäу
парой скаëярных веëи÷ин. В сëу÷ае иссëеäования
ìноãоìерных систеì оöенка уровня синхроннос-
ти явëяется векторной, ÷то порожäает принöипи-
аëüный вопрос — правоìо÷ности приìенения той
иëи иной норìы äëя свертки векторной оöенки в
скаëярнуþ. Сëеäоватеëüно, возникает произвоë
выбора, усуãубëяþщийся в сëу÷ае анаëиза систеì
неиäенти÷ных осöиëëяторов произвоëüной раз-
ìерности и с произвоëüной топоëоãией связей
ìежäу ниìи. Преäëаãаеìый ìетоä от äанноãо не-
äостатка свобоäен, но при этоì, как проäеìонс-
трировано, наприìер, в работах [10, 26], еãо эф-
фективностü за÷астуþ выøе, ÷еì у типовых ана-
ëизаторов.
В работе [25] ввеäено понятие синхронноãо äо-

ìена SD.
Определение 2. Синхронный äоìен SD — сово-

купностü отс÷етов вреìенноãо ряäа, äëя которых
справеäëиво усëовие

SDr : {  = 1,  = 0 ∨ k'' = 0,

 = 0 ∨ k''' = K + 1},

k' ∈ ,  k'' =  – 1,

k''' =  + , (1.5)

ãäе  — ìоìент появëения,  и r — äëина и

поряäковый ноìер синхронноãо äоìена, ∨ — сиì-
воë ëоãи÷ескоãо ИЛИ. ♦

При÷еì справеäëиво усëовие  m K, и ÷исëо

синхронных äоìенов в инäикаторной посëеäова-

теëüности : RSD m (K + 1)div2.

Теì не ìенее, изу÷ение тоëüко синхронных äо-
ìенов SD — явно неäостато÷но äëя поëноãо опи-
сания переìежаеìоãо повеäения хаоти÷еских сис-
теì при синхронизаöии. Чтобы преäставëение о
вреìенной структуре синхронизìа äинаìи÷еских
систеì быëо поëныì и заìкнутыì (поëное и за-
ìкнутое преäставëение о структуре переìежаеìос-
ти), в работе [10] быëо äопоëнитеëüно опреäеëено

понятие äесинхронноãо äоìена D.
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Рис. 2. Различные варианты синхронизирующихся многомерных
систем. Стили связей между системами: пунктир — ìножество
«физи÷еских» связей; спëоøная ëиния — ìножество «физи÷ес-
ких» связей, по поäìножеству которых оöенивается синхрон-
ностü систеì; øтрихпунктир — ìножество «виртуаëüных» свя-
зей по которыì оöенивается синхронностü систеì
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Определение 3. Десинхронный äоìен D — со-
вокупностü отс÷етов вреìенноãо ряäа, äëя кото-
рых справеäëиво усëовие

Dr : {  = 0,  = 1 ∨ k'' = 0,

Jk''' = 1 ∨ k''' = K + 1},

k' = ,  k'' =  – 1,

k''' =  + , (1.6)

ãäе  — ìоìент появëения,  и r — äëина и
поряäковый ноìер äесинхронноãо äоìена.
Дëя возìожности коëи÷ественноãо описания

вреìенной структуры синхронизаöии систеì быë
ввеäен ряä характеристик [10, 25]. Основная из
них — функöия спектраëüной пëотности синхрон-
ных äоìенов SD

H SD[L] = δ[ , L],  L ∈ , (1.7)

ãäе δ[·, ·] — сиìвоë Кронекера. Отìетиì, ÷то ве-
ëи÷ина (1.7) естественныì образоì переопреäеëя-

ется и äëя äоìенов D.

Из виäа функöии (1.7) сëеäует опреäеëение ин-
теãраëüноãо коэффиöиента синхронности систеì:

δs = iHSD[i]. (1.8)

При÷еì δs ≡ 0 и δs ≡ 1 — преäеëüные сëу÷аи абсо-
ëþтно äесинхронных и поëностüþ синхронных
систеì соответственно.
Необхоäиìостü соãëасованноãо рассìотрения

äесинхронных и синхронных äоìенов схеìати÷но
проиëëþстрируеì ìоäеëüныì приìероì (рис. 3, а).
Опреäеëиì три варианта (A, B и C), иìеþщие оäи-
наковый интеãраëüный коэффиöиент синхрон-
ности, оäинаковый набор и посëеäоватеëüностü
синхронных äоìенов SD, но существенно разëи-
÷аþщиеся набороì и посëеäоватеëüностüþ äесин-

хронных äоìенов D.
Есëи указанные ìоäеëüные варианты сравни-

ватü тоëüко по параìетраì äоìенов SD, то форìу-
ëируется неверный вывоä об иäенти÷ности про-
öессов синхронизаöии в этих сëу÷аях. Но рис. 3, а
указывает на обратное. Поэтоìу äопоëнитеëüно к
äоìенаì SD требуется рассìотрение и äоìенов

D. Из рис. 3, б и в виäно, ÷то в сëу÷ае A — все
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Рис. 3. Модельный пример: а — поряäок сëеäования äоìенов: D — äесинхронных и SD — синхронных; б — спектраëüные пëотности
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äесинхронные äоìены иìеþт äëину 2 отс÷ета, в
сëу÷ае B — äесинхронные äоìены иìеþт äëину 2
и 11 отс÷етов, при÷еì äесинхронный äоìен äëи-
ной 11 отс÷етов еäинственный. Сëу÷ай C — наи-
боëее сëожно устроен, поìиìо тоãо, ÷то äесинх-
ронные äоìены иìеþт ÷етыре разëи÷ные äëины:
1, 2, 3 и 4 отс÷ета, так еще и структура перехоäов

D ↔ SD äостато÷но нетривиаëüна.
Такиì образоì, соãëасованный анаëиз пара-

ìетров äоìенов D и SD, а также структуры пе-

рехоäов D ↔ SD позвоëяет поëу÷итü существен-
но боëüøе инфорìаöии о характере перестройки
структуры аттракторов и переìежаеìоì повеäе-
нии в синхронизируþщихся систеìах.
Как сëеäует из ранее поëу÷енных резуëüтатов

(сì. работы [10, 17, 25] и привеäенные в них ссыë-
ки), T-синхронизаöия обнаруживается не тоëüко
при пряìой синхронности систеì, но и при обрат-
ной, а также в режиìе ëаã-синхронизаöии. Боëее
тоãо, T-синхронизаöия äетектируется и при фазо-
вой синхронизаöии (с синхронизаöией вреìенных
ìасøтабов) [26] и потенöиаëüно способна äиаãнос-
тироватüся при обобщенной синхронизаöии [27].

2. ÃÐÀÔ ÂÐÅÌÅÍÍO ´É ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÑÈÍÕÐÎÍÈÇÀÖÈÈ 
ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Соãëасованное рассìотрение äесинхронных и
синхронных äоìенов позвоëяет ввести в рассìот-
рение инäикаторнуþ посëеäоватеëüностü вреìен-
ной структуры T-синхронизаöии

,  DSS ∈ 2 = { D = 0, SD = 1}, (2.1)

ãäе r — ноìер äоìена, RSS — ÷исëо äоìенов, при-

÷еì RSS m (K + 1)div2. С посëеäоватеëüностüþ (2.1)

свяжеì ìоìент  появëения äоìена в инäика-

торной посëеäоватеëüности  и äëину 

äоìена, сì. выражения (1.5) и (1.6). Форìаëüно,
правиëо порожäения посëеäоватеëüности (2.1)
преäставиì в виäе:

 =

=

k' ∈ ,  k'' =  – 1,

k''' =  + . (2.2)

Отìетиì, ÷то выражение (2.2) преäставëяет со-
бой факти÷ески свертку усëовий (1.5) и (1.6), из
которой проистекает
Свойство 1. Инäикаторная посëеäоватеëüностü

 не ìожет соäержатü äва посëеäоватеëü-

ных äоìена оäноãо сорта, т. е. справеäëиво усëовие

 ≠ ,  ∀r ∈ . ♦

Перехоäы ìежäу äоìенаìи D и SD в инäи-

каторной посëеäоватеëüности  ìожно

преäставитü в виäе ориентированноãо ãрафа

ГSS = 〈VSS, ESS〉,

ãäе VSS — ìножество верøин (äоìенов D и SD),

а ESS — ìножество äуã (ориентированных ребер,

ìежäоìенных перехоäов D → SD и SD → D).
Форìаëüно, правиëо äëя вкëþ÷ения верøин и äуã

в ãраф ГSS преäставиì в виäе:

∀r ∈ ,

VSS ö D|  :  = D ∧  = ,

VSS ö SD|LSD :  = SD ∧ LSD = , (2.3а)

∀r ∈ ,

ESS ö D|  → SD|LSD :  = D ∧  =

= SD ∧  =  ∧ LSD = ,

ESS ö SD|LSD → D|  :  = SD ∧  =

= D ∧ LSD =  ∧  = . (2.3б)

Отìетиì, ÷то ориентированностü ãрафа ГSS —
принöипиаëüный ìоìент, вытекаþщий из струк-

туры посëеäоватеëüности , а иìенно, на-

ëи÷ия поряäка сëеäования äоìенов.

Граф ГSS ìожно взвеситü. Еãо верøины разìе-
÷аþтся посреäствоì ÷астоты встре÷аеìости (веро-
ятностей) äоìенов заäанной äëины
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а разìетка äуã — ÷ерез усëовные перехоäные ÷ас-
тоты встре÷аеìости перехоäов ìежäу äоìенаìи за-
äанной äëины

[ , L] = ,

[L, ] = ,

ãäе  и  — спектраëüные пëотности ìеж-

äоìенных перехоäов D → SD и SD → D соот-
ветственно, по анаëоãии функöий (1.7). Поëные
«вероятности» перехоäа опреäеëяþтся по фор-
ìуëаì:

[ , L] = ,

[L, ] = .

Сфорìуëируеì основные утвержäения относи-

теëüно свойств ãрафа ГSS.

Утверждение 1. Граф ГSS является тривиальным,

т. е. имеет место |VSS| ≡ 1 только в двух случаях:

δs ≡ 0 или δs ≡ 1.
Д о к а з а т е ë ü с т в о утвержäения эëеìентарно. Рас-

сìотриì сëу÷ай δs ≡ 0. Исхоäя из выражения (1.8),

H SD[LSD] ≡ 0 ∀LSD =  и  ≡ 0 ∀k = . Отсþäа

сëеäует, с у÷етоì опреäеëения 2, ÷то [  = K] ≡ 1

и [  < K] ≡ 0. Сëеäоватеëüно, с у÷етоì правиëа

(2.3а), ãраф ГSS соäержит еäинственнуþ верøину, |VSS| ≡ 1.

Сëу÷ай δs ≡ 1 äоказывается анаëоãи÷но. Во всех остаëü-

ных сëу÷аях |VSS| > 1, ÷то äоказывает требуеìое.

Утверждение 2. Граф ГSS не содержит петель.
Д о к а з а т е ë ü с т в о утвержäения построиì от про-

тивноãо. Допустиì, ãраф ГSS соäержит петëи, из ÷еãо
сëеäует, соãëасно правиëу (2.3а), равенство

∃r : { , } = { , }. (2.4)

Резуëüтат (2.4) противоре÷ит свойству 1, ÷то äоказывает
требуеìое. ♦

Из свойств инäикаторной посëеäоватеëüности

 вытекает

Лемма 1. Если граф ГSS не является тривиаль-

ным, т. е. отвечает условию |VSS| > 1, то он одно-
значно слабо связный.

Д о к а з а т е ë ü с т в о ëеììы провеäеì в нескоëüко
øаãов.

Сна÷аëа у÷теì, ÷то есëи ëеììа верна, то при заìене

в ãрафе ГSS äуã неориентированныìи ребраìи, поëу÷ив-

øийся ãраф  = 〈VSS, 〉 буäет соäержатü оäну и
тоëüко оäну коìпоненту связности, т. е. äëя всех пар

верøин буäет существоватü путü. Перехоä к ãрафу 
озна÷ает заìену правиëа (2.3б) на правиëо

∀r ∈ ,

 ö D|  ↔ SD|LSD :  = D ∧  =

= SD ∧  =  ∧ LSD = ,

 ö SD|LSD ↔ D|  :  = SD ∧  =

= D ∧ LSD =  ∧  = . (2.5)

Даëее, приìеì во вниìание схеìу форìирования

ãрафа : (i) — все эëеìенты посëеäоватеëüности

 так иëи ина÷е отображаþтся в верøины ãрафа

, сì. правиëо (2.3а); (ii) — ребра ãрафа  форìи-
руþтся как перехоäы ìежäу посëеäоватеëüныìи эëе-

ìентаìи (  и ) посëеäоватеëüности ,

при÷еì все перехоäы, так иëи ина÷е, отображаþтся в

ребра ãрафа , сì. правиëо (2.5).

Наконеö, из схеìы форìирования ãрафа  сëе-
äует (при еãо нетривиаëüности), ÷то в наихуäøеì сëу-

÷ае (коãäа все пары |  в посëеäоватеëüности

 разëи÷ны) тоëüко äве верøины, соответству-

þщие первоìу и посëеäнеìу эëеìентаì  иìе-

þт степенü 1, а остаëüные степенü 2, т. е. ãраф  преä-
ставëяет собой öепü, ÷то äоказывает требуеìое.

Утверждение 3. Нетривиальный граф ГSS являет-
ся двудольным.

Д о к а з а т е ë ü с т в о утвержäения основано на объ-
еäинении нескоëüких ìоìентов. Прежäе всеãо, заìетиì,

÷то ìножество верøин VSS нетривиаëüноãо ãрафа ГSS, на
основании посëеäоватеëüности (2.1) и правиëа (2.3а),
ìожно разбитü на äва непересекаþщихся и непустых

поäìножества  ö D и  ö SD, которые вкëþ÷ат
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в себя тоëüко äесинхронные и синхронные äоìены со-
ответственно.

Даëее, исхоäя из правиëа (2.3б) и свойства 1, не су-
ществует äуã, которые соеäиняþт верøины в преäеëах

оäноãо поäìножества  иëи . Также, на основа-

нии утвержäения 2, в нетривиаëüноì ãрафе ГSS отсутст-
вуþт петëи.

Наконеö, в сиëу ëеììы 1, нетривиаëüный ãраф ГSS —
сëабо связный, т. е. не иìеет изоëированных верøин.

Объеäинение сфорìуëированных резуëüтатов äока-
зывает требуеìое. ♦

Исхоäя из свойства äвуäоëüности ãрафа ГSS (сì.
утвержäение 3), ìаксиìаëüно возìожное ÷исëо äуã
в неì опреäеëяется по форìуëе

 = 2 ,

ãäе  — ÷исëо верøин сорта D,  — ÷исëо

верøин сорта SD.
В закëþ÷ение äанноãо параãрафа отìетиì, ÷то

ãраф ГSS при иссëеäовании вреìенной структуры
синхронизаöии хаоти÷еских коëебаний, потенöи-
аëüно открывает øирокие возìожности по приìе-
нениþ инструìентария теории сетей [18, 28—32]
с привëе÷ениеì ìетоäов статисти÷еской физики
[33] и сиìвоëи÷еской äинаìики [21—24]. Отìе-
тиì, ÷то эти вопросы составëяþт преäìет наøих
текущих иссëеäований.

3. ÏÐÈÌÅÐ

Приìениì преäëоженный поäхоä к изу÷ениþ вре-
ìенной структуры синхронизаöии хаоса äëя иссëеäова-
ния проöесса выхоäа из режиìа поëной синхронизаöии
хаоса в систеìе äвух оäнонаправëенно связанных ëоãис-
ти÷еских отображений:

xk + 1 = 4λxk(1 – xk),

yk + 1 = 4λ[yk + γ(xk – yk)](1 – [yk + γ(xk – yk)]), (3.1)

ãäе xk и yk — переìенные состояния соответственно ве-

äущеãо и веäоìоãо проöессов, x, y ∈ (0, 1); γ ∈ [0, 1] —
параìетр связи ìежäу проöессаìи; λ ∈ (0, 1] — управ-
ëяþщий параìетр, заäаþщий режиì коëебаний.

Систеìа связанных ëоãисти÷еских отображений
преäставëяет собой оäну из попуëярных ìоäеëей неëи-
нейной äинаìики при изу÷ении хаоти÷еской синхро-
низаöии (сì. работы [10, 19, 34]) и привеäенные в них
ссыëки. Ее теорети÷еское зна÷ение обусëовëено теì,
÷то при относитеëüной простоте ëоãисти÷еское отобра-
жение порожäает øирокий спектр сëожных, в тоì ÷исëе
и хаоти÷еских коëебатеëüных режиìов [20, 35], перехоä
к которыì осуществëяется ÷ерез кëасси÷еский сöена-
рий уäвоения периоäа. А с у÷етоì универсаëüности
Фейãенбауìа ìноãие резуëüтаты распространяþтся на
øирокий кëасс как ìоäеëüных, так и реаëüных физи÷ес-

ких, биофизи÷еских, хиìи÷еских и äруãих систеì, ÷то
обусëовëивает и прикëаäной интерес к ëоãисти÷ескоìу
отображениþ [35, 36].

Параìетры T-синхронизаöии расс÷итываëисü на ин-

терваëе k ∈ [1, 2] Ѕ 105. Поäобный сäвиã от зна÷ения
k = 1 объясняется необхоäиìостüþ свеäения паразитно-
ãо вëияния перехоäноãо проöесса к ìиниìуìу. Кроìе
тоãо, все оöенки анаëизируеìых веëи÷ин усреäняëисü

по 103 реаëизаöияì на÷аëüных усëовий: x1 = ξ1, y1 = ξ2,

ãäе ξ1, ξ2 ∈ (0, 1) — некорреëированные равноìерно рас-

преäеëенные псевäосëу÷айные веëи÷ины. Это позвоëи-
ëо нейтраëизоватü на траекториях проöессов х и у эф-
фект паìяти инäуöированный на÷аëüныìи усëовияìи.
Зна÷ение параìетра связи изìеняëосü на интерваëе

γ ∈ [0; 0,5] с äискретностüþ 1 Ѕ 10–4. Зна÷ение управëя-
þщеãо параìетра быëо принято λ = 0,95 — режиì су-
ществования в ìоäеëи (3.1) развитоãо хаоса [36]. Необ-
хоäиìо отìетитü, ÷то соãëасно резуëüтатаì работы [20] —
окон÷атеëüное ка÷ественное усëожнение хаоти÷еской
траектории происхоäит при λ = 0,98805... Теì не ìенее,
выбранное зна÷ение управëяþщеãо параìетра объясня-
ется необхоäиìостüþ взаиìноãо анаëиза и соãëасования
резуëüтатов, поëу÷енных в настоящей работе, с резуëü-
татаìи работ [10, 19, 34].

Ранее быëо установëено, ÷то при γ l γrb = 0,38 в сис-

теìе реаëизуется ãрубый режиì поëной синхронизаöии,
в то÷ке γbb = 0,35 устанавëивается неãрубый режиì поë-

ной синхронизаöии, который существует на интерваëе
γbb m γ < γrb, а зна÷ение γs = 0,0191 ìожно с÷итатü ста-

тисти÷ески зна÷иìыì пороãоì возникновения T-синх-
ронизаöии в систеìе (3.1). На øкаëе параìетра связи
отìе÷ены еще ÷етыре то÷ки, ответственные за разëи÷-
ные перестройки структуры аттрактора: γwm = 0,0639,

γws = 0,14, γr1 = 0,2606 и γr2 = 0,2755. Так, при γws в ат-

тракторе фиксируется неустой÷ивое квазипериоäи÷ес-
кое äвижение, на котороì траектория провоäит зна÷и-
теëüнуþ ÷астü вреìени [34] (сì. также [10]), а при γr1

траектория веäоìой систеìы (y) соäержит ìаксиìаëü-
нуþ конöентраöиþ реëаксаöионных коëебаний, отсутс-
твуþщих в веäущей систеìе (x) [19].

Отìетиì, ÷то построение крити÷еских интерваëов
произвоäиëосü по эìпири÷ескиì функöияì распреäеëе-
ний расс÷итываеìых характеристик. Верхний и нижний
квантиëи строиëисü как äвусторонние поряäков 1 – α/2
и α/2 соответственно. Уровенü статисти÷еской зна÷и-

ìости принят α = 10–3. При этоì в ка÷естве оöенки
среäней веëи÷ины иссëеäуеìых характеристик в работе
испоëüзуется ìеäиана, как боëее робастный инäикатор,
нежеëи арифìети÷еское среäнее [37].

Даëее показан анаëиз систеìы (3.1) с позиöий изу-
÷ения характеристик ãрафа вреìенной структуры синх-
ронизаöии. На рис. 4 привеäен ãрафик зависиìости ÷ис-

ëа верøин в ãрафе ГSS от параìетра связи γ.
Из рисунка виäно, ÷то характер повеäения кривых

äëя äесинхронных и синхронных äоìенов иäенти÷ен в
районе γbb. Это связано с вырожäениеì ÷исëа äоìенов

при наступëении неãрубоãо режиìа поëной синхрони-
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заöии, поäробнее сì. работу [10]. При этоì виä кривых
существенно разнится в зоне γ < γbb, ãäе ÷исëо верøин

сорта D (сì. рис. 4, а) äеìонстрирует статисти÷ески
зна÷иìые фëуктуаöии, в ÷астности в зоне γws и γr1.

Зависиìости ÷исëа äуã в ãрафе ГSS от параìетра свя-
зи  привеäены на рис. 5. Из ãрафиков виäно, ÷то зави-
сиìости в принöипе «ка÷ественно» поäобны, отëи÷аясü
некоторыìи коëи÷ественныìи зна÷енияìи. При этоì
также набëþäается существенное снижение коëи÷ества
ìежäоìенных перехоäов при наступëении неãрубоãо ре-
жиìа поëной синхронизаöии, ÷то в первуþ о÷ереäü обус-
ëовëено собственно снижениеì коëи÷ества äоìенов.

На рис. 6 привеäены зависиìости среäнеãо ÷исëа

исхоäящих äуã на верøину в ãрафе ГSS от параìетра

связи γ. Усреäненные веëи÷ины вы÷исëяëисü по фор-
ìуëаì:

(γ) = ,  (γ) = . (3.2)

Веëи÷ины (3.2) позвоëяþт в опреäеëенной ìере ней-

траëизоватü в характеристиках  и  эффекты,

вызванные повыøениеì ÷исëа äоìенов, и выäеëитü
собственно структурные эффекты, ÷то поäтвержäается
рис. 6. Характерно, ÷то äо ìоìента γbb разнообразие по

ìежäоìенныì перехоäаì D → SD нарастает, а по пе-

рехоäаì SD → D снижается. При этоì истинная исхо-

S

Рис. 4. Зависимость числа вершин в графе ГSS от параметра g для десинхронных (а) и синхронных (б) доменов

Рис. 5. Зависимость числа дуг в графе ГSS от параметра g: a — D → SD; б — SD → DS S
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äящая степенü верøин в ãрафе ГSS, которая привеäена
на рис. 7 существенно отëи÷ается от усреäненных зна-
÷ений, показанных на рис. 6. Но, ка÷ественно, повеäе-
ние кривых на рис. 7 в общеì-то соответствует кривыì
на рис. 6 (в тоì ÷исëе в ÷асти разнообразия ìежäоìен-
ных перехоäов).

Отìетиì, ÷то зäесü и äаëее äëя упрощения перви÷-
ноãо анаëиза все характеристики ãрафов, форìируþщих
оöенки äëя инäивиäуаëüных верøин, усреäняëисü в
преäеëах ãрафа.

На рис. 8 привеäена вхоäящая степенü верøин в ãра-

фе ГSS. Сопоставëение рис. 7 и 8 показывает ка÷ествен-

нуþ сиììетри÷ностü ãрафа ГSS (по распреäеëениþ вхо-
äящих и исхоäящих äуã) äëя систеìы (3.1), нахоäящейся

в режиìе поëной синхронизаöии. Правäа, стоит отìе-
титü некоторые отëи÷ия вбëизи γws, ãäе фиксируется не-

устой÷ивое квазипериоäи÷еское äвижение [34].

Пëотностü ãрафа ГSS по исхоäящиì äуãаì привеäена
на рис. 9. Эта веëи÷ина вы÷исëяется по форìуëе:

(γ) = 2 ,  (γ) = 2 .

Как сëеäует из рис. 9, пëотностü ãрафа ГSS äо ìоìен-
та γbb в общеì-то äостато÷но ìонотонно снижается. Ис-

кëþ÷ение составëяет ëокаëüное «просеäание» характе-

ристики  в зоне γws. Граниöы этоãо эффекта совпа-

Рис. 6. Зависимость среднего числа исходящих дуг на вершину в графе ГSS от параметра g: a — D; б — SDS

Рис. 7. Зависимость исходящей степени вершин графа ГSS от параметра g: a — D; б — SDS
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äаþт с ãраниöаìи ãребен÷атоãо спектра , поäроб-
нее сì. в работе [10].

Весüìа важный кëасс характеристик ãрафа составëя-
þт разëи÷ные показатеëи еãо öентраëüности [31, 32].
Основныìи с÷итаþтся ÷етыре [32]: degree (по степени);
betweenness (по посреäни÷еству); closeness (по бëизости)
и eigenvector (по собственноìу вектору). Первый из них
основывается на степенях верøин, которые быëи уже
рассìотрены ранее (сì. рис. 7 и 8). Три оставøихся поä-
робнее изу÷аþтся äаëее.

Зависиìостü öентраëüности по посреäни÷еству от
параìетра связи  привеäена на рис. 10, a. Характерис-

тика  выражает, скоëüко крат÷айøих путей ìежäу

всеìи верøинаìи ãрафа ГSS прохоäит ÷ерез опреäеëен-
нуþ верøину. Есëи у какоãо-ëибо узëа высокий уровенü

, ìожно преäпоëожитü, ÷то он — еäинственная
связü ìежäу разëи÷ныìи ÷астяìи ãрафа [32]. При ана-

ëизе ãрафа ГSS öентраëüностü по посреäни÷еству позво-
ëяет суäитü, наскоëüко связü ìежäу äвуìя äоìенаìи за-
висит от третüеãо äоìена.

Зависиìостü öентраëüности по бëизости äëя разëи÷-

ных зна÷ений  привеäена на рис. 10, б. Параìетр 
выражает, наскоëüко бëизко та иëи иная верøина ãрафа

ГSS распоëожена к остаëüныì верøинаì [32], т. е. он
позвоëяет суäитü, наскоëüко тот иëи иной äоìен связан
с остаëüныìи.

H SD

Рис. 8. Зависимость входящей степени вершин графа ГSS от параметра g: a — D; б — SDS

Рис. 9. Зависимость плотности графа ГSS от параметра g: a — D → SD; б — SD → DS S
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И, наконеö, зависиìостü от параìетра связи  öент-
раëüности по собственноìу вектору привеäена на

рис. 11, a. Характеристика  äеìонстрирует зависи-
ìостü ìежäу öентраëüностüþ верøины и öентраëüнос-

тяìи ее бëижайøих сосеäей в ãрафе ГSS [32]. Отìетиì,
÷то бëижайøиìи сосеäяìи верøины в ãрафе явëяþтся
такие верøины, которые связаны с ней äуãаìи. Интер-

претироватü параìетр  в контексте ãрафа ГSS ìожно

такиì образоì: äоìен, иìеþщий ìноãо связей с äруãи-
ìи äоìенаìи, у которых также ìноãо связей, иìеет вы-
сокуþ öентраëüностü по собственноìу вектору.

Необхоäиìо отìетитü, ÷то некая тривиаëüностü
рис. 10 и 11, а скорее всеãо вызвана существенныì рос-

тоì ÷исëа верøин в ãрафе ГSS а обëасти γ < γbb, ÷то по-

тенöиаëüно ìаскирует структурные эффекты (анаëоãи÷-

но ситуаöии с параìетраìи  и ). Сëеäоватеëü-

Cev
SS

Cev
SS

Рис. 10. Зависимость параметров графа ГSS от параметра g: a — öентраëüностü «betweenness»; б — öентраëüностü «closeness»

Рис. 11. Зависимость параметров графа ГSS от параметра g: a — öентраëüностü по собственноìу вектору; б — Graph Reciprocity [37];

в — äеìонстраöия сути веëи÷ины ρSS
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SD NE
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но, требуется ìоäификаöия станäартных ìер öентраëü-
ности [31, 32], позвоëяþщая корректно сравниватü ãра-
фы разëи÷ных разìеров и потенöиаëüно выявëятü эф-
фекты, связанные с перестройкой аттракторов при из-
ìенении характера и режиìа синхронизаöии.

Допоëнитеëüно также рассìотриì такуþ характе-
ристику, как Graph Reciprocity [38]. Моäеëüный при-

ìер, иëëþстрируþщий сìысë веëи÷ины ρSS, привеäен

на рис. 11, в. Зависиìостü ρSS от параìетра связи  äëя
систеìы (3.1) привеäена рис. 11, б, из котороãо сëеäует,

÷то параìетр ρSS «виäит» неустой÷ивое квазипериоäи-
÷еское äвижение на аттракторе при γws.

В закëþ÷ение äанноãо параãрафа отìетиì три ìо-
ìента.
z Поìиìо привеäенных, быëи рассìотрены и äруãие

характеристики, отражаþщие те иëи иные свойства

ãрафа ГSS. Но äëя систеìы (3.1) они оказаëисü сëа-
боинфорìативныìи в ÷асти анаëиза режиìов синх-
ронизаöии хаоти÷еских коëебаний.

z Из поëу÷енных резуëüтатов сëеäует, ÷то ìноãие ха-

рактеристики ãрафа ГSS устой÷иво реаãируþт на пе-
рестроения аттракторов в систеìе (3.1) при установ-
ëении разëи÷ных режиìов синхронизаöии хаоти÷ес-
ких коëебаний.

z Провеäенное иссëеäование сëеäует äопоëнитü, сняв
оãрани÷ение в виäе изу÷ения тоëüко äескриптивных
характеристик (ìеäианы и квантиëей) и усреäнения
оöенок äëя инäивиäуаëüных верøин в преäеëах ãра-
фа. Преäставëяется, ÷то поäобное развитие потенöи-
аëüно способно существенно уëу÷øитü анаëити÷ес-
кие возìожности инструìентария, впëотü äо иäен-
тификаöии на ка÷ественноì уровне типов бифурка-
öионных перестроений аттрактора. Оäнако, äанный
вопрос требует äопоëнитеëüных иссëеäований.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе поëу÷иë äаëüнейøее раз-
витие ìетоä äиаãностирования синхронизаöии ха-
оти÷еских коëебаний, основанный на так называ-
еìой T-синхронизаöии [10, 25—27]. Существенное
отëи÷ие рассìотренноãо поäхоäа от анаëоãов за-
кëþ÷ается в способности разработанноãо инстру-
ìентария коëи÷ественно анаëизироватü характе-
ристики вреìенной структуры синхронизаöии
неëинейных систеì [10] ÷ерез переìежаеìостü
[11, 12]. Кроìе тоãо, в отëи÷ие от поäавëяþщеãо
боëüøинства существуþщих ìетоäов, поäхоä на
основе T-синхронизаöии ìожет бытü с успехоì
приìенен äëя иссëеäования ìноãоìерных систеì,
состоящих из äвух и боëее связанных неиäенти÷-
ных осöиëëяторов, в тоì ÷исëе и их ìноãоìерных
реøеток c произвоëüной топоëоãией. Так, приìер
анаëиза T-синхронизаöии в трехìерных систеìах
привеäен в работе [26].

В äанной работе впервые проäеìонстрирован
анаëиз вреìенной структуры T-синхронизаöии с
позиöии теории ãрафов, посреäствоì иссëеäова-
ния ìетри÷еских и топоëоãи÷еских характерис-

тик ãрафа ГSS. При÷еì в ка÷естве изу÷аеìоãо при-
ìера наìеренно выбрана систеìа связанных ëо-
ãисти÷еских отображений. С оäной стороны она
явëяется хороøо изу÷енной ìоäеëüþ (сì. работы
[10, 34, 35] и привеäенные в них ссыëки), с äру-
ãой — из-за универсаëüности Фейãенбауìа — ìно-
ãие резуëüтаты с этоãо отображения распространя-
þтся на øирокий кëасс äруãих систеì разëи÷ной
прироäы [35, 36].
Из совокупности поëу÷енных резуëüтатов сëе-

äует, ÷то анаëиз ìетри÷еских и топоëоãи÷еских

характеристик ãрафа ГSS оказывается весüìа ÷увст-
витеëüныì инструìентоì, позвоëяþщиì обнару-
живатü неãрубостü режиìа синхронизаöии и наëи-
÷ие бифуркаöионных сìен режиìов и/иëи харак-
тера синхронизаöии. Кроìе тоãо, инструìентарий
на основе сиìвоëи÷ескоãо CTQ-анаëиза позвоëяет
провоäитü коìпëексное иссëеäование синхрониз-
ìа хаоти÷еских коëебаний, вкëþ÷ая обнаружение
запазäывания ìежäу систеìаìи и инверсные эф-
фекты ìежäу их фазовыìи переìенныìи.
Оäнако укажеì и на основные неäостатки

преäëоженноãо поäхоäа к äиаãностированиþ син-
хронизаöии хаоти÷еских коëебаний. Метоä в на-
стоящий ìоìент не позвоëяет äифференöироватü
и опреäеëятü тип бифуркаöионных изìенений
аттрактора [13, 22] и ка÷ественный характер ре-
жиìа синхронизаöии. Устранение äанных неäо-
статков составëяет преäìет наøих äаëüнейøих ис-
сëеäований.
В закëþ÷ение отìетиì, ÷то рассìотренный

поäхоä, основанный на поëожениях сиìвоëи÷ес-
коãо CTQ-анаëиза [19, 20], ìожет бытü приìенен
äëя анаëиза экспериìентаëüных äанных, поскоëü-
ку не требует каких-ëибо априорных знаний об
изу÷аеìой систеìе. Боëее тоãо, инвариантностü
сиìвоëи÷ескоãо анаëизатора к сäвиãаì и растяже-
нияì фазовых траекторий [20] позвоëяет иссëеäо-
ватü синхронизаöиþ сиëüно нестаöионарных сис-
теì. Впоëне возìожно, это позвоëит эффективно
приìенятü преäëоженнуþ ìетоäику äëя анаëиза
ìноãоìерных вреìенных ряäов, порожäаеìых фи-
зи÷ескиìи и техни÷ескиìи [1, 2, 12], физиоëоãи-
÷ескиìи и биоëоãи÷ескиìи [14, 15], финансовыìи
[16, 17, 18, 27] и äруãиìи систеìаìи.

Автор благодарен рецензентам за ряд критичес-
ких замечаний, учет которых позволил улучшить из-
ложение материала статьи.
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