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Множество прикëаäных аспектов анаëиза äи-
наìи÷еских проöессов и систеì, в тоì ÷исëе и в
заäа÷ах управëения, так иëи ина÷е связано с ко-
не÷ныìи вреìенныìи ряäаìи — äискретныìи
поëупосëеäоватеëüностяìи виäа {sk}k ∈ K, ãäе s —

переìенная состояния äинаìи÷ескоãо проöесса

(систеìы), s ∈ S ⊂ N; N — разìерностü пространст-

ва состояний проöесса (систеìы), n = ; k —

äискретное вреìя, k ∈ K = , K ⊂ , K < +∞.
При этоì кажäоìу k-ìу отс÷ету ìожет бытü сопос-
тавëен ìоìент «физи÷ескоãо» вреìени tk. С äан-

ныìи поëупосëеäоватеëüностяìи тесно связаны
äискретные отображения (ìоäеëи) виäа

sk + 1 = f(sk, p),  p ∈ P ⊂ L;  l = , (В.1)

ãäе p — вектор параìетров ìоäеëи, L — разìер-
ностü пространства параìетров ìоäеëи. Заìетиì,
÷то äискретные äинаìи÷еские систеìы в форìе
(В.1) явëяþтся такиì кëассоì объектов, изу÷ение

свойств которых важно как с фунäаìентаëüной
то÷ки зрения, так и с прикëаäных позиöий.
Хороøо известно, ÷то весüìа ìощныì инстру-

ìентоì иссëеäования äинаìи÷еских систеì, заäан-
ных в виäе (В.1), а также äинаìи÷еских проöессов
в форìе {sk}k ∈ K сëужат ìетоäы сиìвоëи÷еской äи-
наìики [1—3]. При этоì возìожности сиìвоëи-
÷ескоãо анаëиза [4—6] поëностüþ раскрываþтся
на äетерìинированных систеìах виäа (В.1), траек-
тории {sk}k ∈ K которых äеìонстрируþт анаëоãиþ со
сëу÷айныìи проöессаìи, иëи явëяþтся хаоти÷ес-
киìи [7, 8].
В контексте äанной параäиãìы автороì разра-

батывается сиìвоëи÷еский CTQ-анаëиз (аббреви-
атура CTQ обозна÷ает три аëфавита, которыìи
оперирует ìетоä: C, T и Q) [9], который направëен
на иссëеäование разëи÷ных свойств äинаìи÷ес-
ких систеì и проöессов с позиöий форìы (струк-
туры ãеоìетрии) траекторий систеì в расøирен-
ноì пространстве состояний SЅK. Поä форìой
(структурой ãеоìетрии) траектории äинаìи÷еской
систеìы в расøиренноì фазовоì пространстве
пониìается некий ее инвариант, сохраняþщийся
при оäнороäных сäвиãах и растяжениях траек-
тории в пространстве фазовых переìенных [9].

Дëя äискретных вещественных посëеäоватеëüностей преäëожена ìера их схоäства в рас-
øиренноì пространстве состояний. Мера основана на ìетоäах сиìвоëи÷ескоãо
CTQ-анаëиза и приìениìа в тоì ÷исëе к хаоти÷ескиì и стохасти÷ескиì ìноãоìерныì
неэквиäистантныì вреìенныì ряäаì. Провеäен анаëиз преäëоженных ìетрик и описа-
ны их базовые свойства. Эффективностü ìетоäа проверена на ìоäеëüных систеìах, от-
ëи÷аþщихся топоëоãией и сëожностüþ аттрактора. Проäеìонстрирована высокая ÷увст-
витеëüностü разработанных ìер схоäства на приìере анаëиза финансовых вреìенных
ряäов.

Ключевые слова: äискретные посëеäоватеëüности, T-аëфавит, ìетри÷еское ìножество, сиìвоëи÷ес-
кий анаëиз, финансовые вреìенные ряäы, осöиëëятор Рессëера.
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Преäëоженный ìетоä на äанный ìоìент иìеет
три конструктивных расøирения: T-синхрониза-
öия хаоти÷еских коëебаний [10]; TQ-бифуркаöии в
äискретных äинаìи÷еских систеìах [11]; TQ-сëож-
ностü хаоти÷еских посëеäоватеëüностей [12]. В свя-
зи с разработкой ряäа äруãих расøирений (в тоì
÷исëе преäсказание эвоëþöии траекторий и управ-
ëение äинаìикой систеì) возникает естественная
заäа÷а о ìетризаöии T-аëфавита (ввеäение функ-
öии расстояния ìежäу сиìвоëаìи), который явëя-
ется базовыì äëя äанноãо ìетоäа сиìвоëи÷ескоãо
анаëиза.
Отìетиì, ÷то оäин из важных вопросов äина-

ìики хаоти÷еских и/иëи стохасти÷еских систеì
закëþ÷ается в коëи÷ественноì оöенивании степе-
ни бëизости (схоäства) их траекторий, ÷то в боëü-
øинстве прикëаäных сëу÷аев выражается в ана-
ëизе коне÷ных вреìенны ´х ряäов виäа {sk}k ∈ K. Поä
эту заäа÷у разработано ìножество поäхоäов. Наи-
боëее øироко приìеняеìые: коэффиöиент корре-
ëяöии Пирсона — изìеряет сиëу связи ìежäу äву-
ìя проöессаìи в ëинейноì прибëижении, требует
норìаëüности анаëизируеìых проöессов; коэф-
фиöиент корреëяöии Спирìена — также изìеряет
сиëу связи ìежäу äвуìя проöессаìи в ëинейноì
прибëижении, явëяется непараìетри÷ескиì, но
теряет то÷ностü при боëüøоì ÷исëе оäинаковых
ранãов в оäной иëи обеих выборках. В äанноì кон-
тексте, опреäеëение ìетри÷еских свойств T-аëфа-
вита обретает также саìостоятеëüнуþ öенностü,
так как на основе этой ìетрики возìожен синтез
ìеры äëя оöенивания схоäства äискретных пос-
ëеäоватеëüностей (траекторий систеì), при÷еì в
сиëу ряäа свойств T-аëфавита, в тоì ÷исëе и ìежäу
сиëüно нестаöионарныìи систеìаìи. При этоì,
исхоäя из сути преäëаãаеìоãо поäхоäа, бëизостü
траекторий факти÷ески буäет озна÷атü «похожестü»
их форì (ãрафиков) в расøиренноì пространстве
состояний SЅK.
Реøениþ äанных заäа÷ и посвящена настоящая

работа.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ T-ÀËÔÀÂÈÒÀ

Выäеëиì из исхоäной посëеäоватеëüности
{sk}k ∈ K трехто÷е÷нуþ опорнуþ поäпосëеäоватеëü-
ностü:

 = { , , }.

Опреäеëиì отображение, коäируþщее поäпос-

ëеäоватеëüностü , в терìинах коне÷ноãо T-аë-

фавита [9]:

 = ( ). (1.1)

Строãо, отображение (1.1) заäается ÷ерез соот-
ноøения:

T0: Δs– = Δs+ = 0;

T1: Δs– = Δs+ < 0;

T2: Δs– = Δs+ > 0; 

T3N: Δs– < 0, Δs+ < Δs–;

T3P: Δs– < 0, Δs+ < 0, Δs+ < 0, Δs+ > Δs–;

T4N: Δs– > 0, Δs+ = 0;

T4P: Δs– < 0, Δs+ = 0; (1.2)

T5N: Δs– > 0, Δs+ > 0, Δs+ < Δs–;

T5P: Δs– > 0, Δs+ > Δs–;

T6S: Δs– > 0, Δs+ < 0, Δs+ > Δs–;

T6: Δs– = –Δs+ > 0;

T6L: Δs– > 0, Δs+ < 0, Δs+ < –Δs–;

T7S: Δs– < 0, Δs+ > 0, Δs+ < –Δs–;

T7: Δs– = –Δs+ < 0;

T7L: Δs– < 0, Δs+ > 0, Δs+ > –Δs–;

T8N: Δs– = 0, Δs+ < 0;

T8P: Δs– = 0, Δs+ > 0.

Зäесü и äаëее

Δs– =  – ,  Δs+ =  – .

Такиì образоì, отображение (1.1) в форìе (1.2)

явëяется сþръекöией ∼ : 3 → 17, а все сиìвоëы

T-аëфавита  =  ∪  ∪  оäнозна÷но
разäеëяþтся на три непересекаþщихся кëасса:

 = {T0},

 = {T1, T2, T4N, T4P, T6, T7, T8N, T8P}, (1.3)

 =
= {T3N, T3P, T5N, T5P, T5P, T6S, T6L, T7S, T7L}.

Мощностü ìножества | | = 17. Как сëеäует из

выражений (1.3), кажäый сиìвоë  коäирует-

ся в виäе Ti, ãäе i — правая ÷астü коäов сиìвоëов

аëфавита . Графи÷еские äиаãраììы, иëëþст-

рируþщие ãеоìетриþ сиìвоëов , привеäены
на рис. 1. В своþ о÷ереäü, поëное T-сиìвоëüное
преäставëение k-ãо отс÷ета исхоäной посëеäова-
теëüности {sk}k ∈ K естü

 = , ..., , ..., , (1.4)
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а сиìвоë  коäируется ÷ерез Ti1...in...iN. Мощ-

ностü поëноãо T-аëфавита естü | |N | = 17N и оп-
реäеëяется разìерностüþ пространства состояний
отображения (В.1).

2. ÌÅÒÐÈÇÀÖÈß T-ÀËÔÀÂÈÒÀ È ÐÀÑÑÒÎßÍÈÅ
ÌÅÆÄÓ T-ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒßÌÈ

2.1. Ìåòðèçàöèÿ T-àëôàâèòà

Как уже быëо указано во Ввеäении, реøение ря-

äа заäа÷ требует ìетризованноãо ìножества ,
т. е. наëи÷ия функöии расстояния ìежäу сиìво-
ëаìи T-аëфавита. В ÷астности, поäобная по-
требностü возникает при конструировании ìеры
сëожности хаоти÷еских, стохасти÷еских посëеäо-
ватеëüностей в терìинах T-аëфавита [12], а также
в заäа÷ах сравнения разëи÷ных посëеäоватеëüнос-
тей ìежäу собой.
Даëее в äостато÷но строãоì виäе рассìатрива-

ется и обосновывается оäин из естественных поä-

хоäов к ìетризаöии ìножества . Иäея поäхоäа
первона÷аëüно быëа преäëожена автороì в äокëа-
äе [13].

Ввеäеì в рассìотрение C 0-непрерывные коне÷-
ные оäното÷е÷ные äефорìаöии опорной поäпос-

ëеäоватеëüности , сì. рис. 2, a:

 =  + xk,  | | < ∞. (2.1)

Оäното÷е÷ностü озна÷ает, ÷то в кажäый ìоìент
вреìени ìожет бытü сìещена ëþбая, но тоëüко

оäна из то÷ек поäпосëеäоватеëüности . Оäно-

то÷е÷ностü äефорìаöии — это кëþ÷евое отëи÷ие
настоящеãо поäхоäа от раннеãо варианта [13]. От-
ìетиì, ÷то поäобная конструкöия боëее коррект-
на, так по своей сути бëиже к кëасси÷ескоìу рас-

стояниþ Левенøтейна [14], c реäакöионныì преä-
писаниеì: заменить и совпадение [15].
В резуëüтате äëя оäното÷е÷ных äефорìаöий по-

ëу÷аеì три неориентированных ãрафа перехоäов

ìежäу сиìвоëаìи T-аëфавита (сì. рис. 2, б): ,

 и , порожäаеìые сìещениеì то÷ек ,

 и  соответственно. Чисëо верøин в каж-

äоì ãрафе отве÷ает ìощности ìножества .

Tk
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To
αϕ

Рис. 1. Графические диаграммы, иллюстрирующие геометрию символов  для k-го отсчета и n-й фазовой переменной отображения

(В.1). Диаграммы можно трактовать как графики, полученные погружением исходной последовательности {sk}k Î K из S(n)ЅK в S(n)Ѕ
и ее дальнейшей кусочно-линейной интерполяции по точкам k Ì K
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Рис. 2. Основная идея метризации T-алфавита: a — схеìа оä-

ното÷е÷ных C0-непрерывных äефорìаöий опорной поäпосëе-

äоватеëüности ; б — ãрафы трансфорìаöии сиìвоëов T-аë-

фавита при äефорìаöиях виäа (2.1)

sk
3〈 〉

Γ–
Td

Γ0
Td Γ+

Td sk 1–
n( )

sk
n( ) sk 1+

n( )

To
αϕ

pb0217.fm  Page 4  Wednesday, March 29, 2017  3:07 PM



ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

5ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2017

Отìетиì, ÷то ãрафы ,  и  соäержат
ровно по три коìпоненты связности кажäый.

Даëее опреäеëиì ãраф  =  ∪  ∪ ,

который впоëне связан. Затеì выпиøеì  —

ìатриöу ÷исëа ребер на крат÷айøеì пути в ãрафе

 ìежäу всеìи параìи еãо верøин.

Базовуþ ìетрику ìежäу сиìвоëаìи T-аëфавита
опреäеëиì в виäе:

dT(Ti, Tj) = ( )ij. (2.2)

Как несëожно заìетитü, ìетрика (2.2) отве÷ает
всеì треì аксиоìаì ìетри÷ескоãо пространства:
тожäество, сиììетрия и неравенство треуãоëüни-

ка. Кроìе тоãо, dT ≥ 0. Множество  с опреäе-
ëенной наä ниì ìетрикой (2.2) назовеì ìетри÷ес-
киì T-ìножествоì.
Базовуþ ìетрику ìежäу сиìвоëаìи T-аëфавита

возìожно расøиритü:

(Ti, Tj) = dT(Ti, Tj) + ( )ij, (2.3)

ãäе  — ìатриöа опреäеëяþщая ìиниìаëüное

÷исëо то÷ек в поäпосëеäоватеëüности , которые

необхоäиìо поäверãнутü сìещениþ, ÷тобы сиìвоë

Ti преобразоватü в сиìвоë Tj, при÷еì ( )ij = 0.

В своþ о÷ереäü, ìетрика (2.3) также отве÷ает всеì
треì аксиоìаì ìетри÷ескоãо пространства: тож-
äество, сиììетрия и неравенство треуãоëüника.

И также  ≥ 0. Множество  с опреäеëенной
наä ниì ìетрикой (2.3) назовеì V-расøиренныì
ìетри÷ескиì T-ìножествоì.
Сìысë V-расøирения ìетри÷ескоãо T-прост-

ранства ìожно трактоватü в контексте увеëи÷ения
«стоиìости» операöии преобразования T-сиìвоëа

Ti → Tj при усëовии ( )ii > 0, т. е. коãäа äëя пе-

рехоäа Ti → Tj необхоäиìо поäверãнутü сìещениþ
боëее оäной то÷ки.

2.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêîãî 
T-ìíîæåñòâà

Гистоãраììы распреäеëения äистанöий ìежäу
сиìвоëаìи T-аëфавита по ìетрикаì (2.2) и (2.3)
привеäены на рис. 3. Виäно, ÷то наибоëее вероят-
ные расстояния ìежäу T-сиìвоëаìи по äанныì
ìетрикаì равны 3 и 5 соответственно. Максиìаëü-
ные расстояния ìежäу T-сиìвоëаìи равны 6 и 8
соответственно, и они отве÷ает еäинственной паре
сиìвоëов T1 и T2 (сì. рис. 2, б).

Дëя ìетрики (2.4) справеäëива
Лемма. При преобразовании Ti → Tj для любых Ti,

Tj ∈  имеет место равенство

max  = 2. (2.4)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì поäãрафы ãрафа

, поëу÷енные ÷ерез все парные объеäинения в трой-

ке { , , }:

 =  ∪ ,   =  ∪ ,

 =  ∪ .

Даëее äëя кажäоãо из поëу÷енных поäãрафов выпи-
øеì ìатриöы ÷исëа ребер на крат÷айøеì пути в ãрафе

ìежäу всеìи параìи еãо верøин: ,  и . За-

теì ввеäеì вспоìоãатеëüнуþ веëи÷ину:

(D23)ij = min{( )ij, ( )ij, ( )ij} – ( )ij), 

∀i, j: Ti, Tj ∈ .

Характеристика D23 показывает, наскоëüко изìеня-

ется ÷исëо ребер на крат÷айøеì пути в ãрафе  при
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Рис. 3. Гистограмма распределения дистанций между символами
T-алфавита: a — по ìетрике (2.2), б — по ìетрике (2.3). Сìысë
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усëовии, ÷то ìоãут бытü поо÷ереäно сìещены тоëüко

äве (ëþбые) из трех то÷ек поäпосëеäоватеëüности .

Пряìое вы÷исëение веëи÷ины D23 привоäит к ре-

зуëüтатаì:

minD23 = 0,  maxD23 = 0,

÷то äоказывает усëовие (2.4) и соответственно ëеììу.

2.3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó T-ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

Ввеäеì в рассìотрение äве T-посëеäоватеëü-
ности оäинаковой äëины и разìерности:

 ⇐ { },   ⇐ { },

|K' | ≡ |K'' |,  dims' ≡ dims'',

и поставиì заäа÷у опреäеëитü ìежäу ниìи рассто-
яние, теì саìыì оöенив «похожестü» исхоäных
посëеäоватеëüностей { } и { } в терìинах сиì-
воëи÷ескоãо CTQ-анаëиза. Впоëне естественно äëя
реøения äанной заäа÷и испоëüзоватü ìеры (2.2)
иëи (2.3).
Вна÷аëе äоопреäеëиì ÷ерез норìу L1 базовые

ìетрики äëя сëу÷ая поëноãо T-сиìвоëüноãо преä-
ставëения (1.4):

dT(Ti1...in...iN, Tj1...jn...jN) = dT(Tin, Tjn),

(Ti1...in...iN, Tj1...jn...jN) = (Tin, Tjn). (2.5)

Из (2.5) уже ìожно поëу÷итü ìеры äëя опреäе-
ëения расстояния ìежäу äвуìя T-посëеäоватеëü-
ностяìи оäинаковой äëины:

d{T} = lim dT(Ti1...in...iN, Tj1...jn...jN)|k,

 = lim (Ti1...in...iN, Tj1...jn...jN)|k. (2.6)

Отìетиì, ÷то äоопреäеëение (2.5) и ìеру (2.6)
ìожно изìенитü, наприìер, приìенив норìу L∞
иëи ìетрику Хэììинãа, но äанные изìенения сëе-
äует соотноситü скорее с прикëаäныìи аспектаìи
и заäа÷аìи анаëиза тех иëи иных äанных.
Зна÷ения вероятностей появëения T-сиìвоëов

в истинно сëу÷айноì вреìенноì ряäу {ξk}, фазовая
переìенная котороãо равноìерно распреäеëена

(2.7)

Оäин из ìетоäов вы÷исëения вероятностей [16]:

P(T7L) = ds0 ds1 pξ(s0)pξ(s1)pξ(s2)ds2,

ãäе pξ — пëотностü вероятности веëи÷ины ξ. На ос-
нове вероятностей (2.7) ìожно расс÷итатü нескоëü-
ко кëþ÷евых расстояний в сìысëе форìуë (2.6):

T0 T6T7 ξ T35 T12

d{*} 2 7/3 53/18 19/6 11/3 (2.8)

4 23/6 151/36 53/12 29/6,

ãäе обозна÷ения иìеþт сìысë расстояний ìежäу
вреìенныì ряäоì {ξk} и вреìенныìи ряäаìи: T0 —
то÷ка покоя äинаìи÷еской систеìы (öикë пери-
оäа 1); T6T7 — öикë периоäа 2; ξ — сëу÷айный вре-
ìенной ряä, фазовая переìенная котороãо также
распреäеëена равноìерно; T35 — öикëи÷еская
посëеäоватеëüностü сиìвоëов Tij, i = 3,5, j = N, P,
неëинейно убываþщий (возрастаþщий) вреìен-
ной ряä, äëя иëëþстраöии сì. рис. 1; T12 — ëи-
нейно убываþщий (возрастаþщий) вреìенной ряä.
Из выражения (2.8) сëеäует оäна особенностü

ìетрик (2.2) и (2.3). В первоì сëу÷ае сëу÷айный
вреìенной ряä (с равноìерныì распреäеëениеì
фазовой переìенной) наибоëее бëизок к траекто-
рии покоя äинаìи÷еской систеìы, во второì — к
öикëу периоäа 2. Этот аспект ìожно конструк-
тивно приìенятü при иссëеäовании особых то÷ек
отображения (В.1).

3. ÏÐÈÌÅÐÛ

3.1. Ñòåïåíü ñõîæåñòè ôîðì òðàåêòîðèé
îñöèëëÿòîðà Ðåññëåðà

Приìениì преäëоженный ìетоä äëя изу÷ения
степени бëизости («похожести») форì траекторий
кëасси÷ескоãо осöиëëятора Рессëера [4, 17] (сëу-
÷аи ëенто÷ноãо (band-type, rb) и винтовоãо (screw-
type, rs) хаоса):

 = –y – z,   = x + py,   = q – z(x – r),

p = 0,2,  q = 0,1,  r = rb = 4,4,  r = rs = 12. (3.1)

Приìеры аттракторов показаны на рис. 4, a и б
(сì. третüþ страниöу обëожки). Систеìа уравне-
ний (3.1) интеãрироваëасü ÷исëенно на интерваëе

T = [0, 8]Ѕ103 явныì ìетоäоì Рунãе — Кутты 5-ãо

поряäка с фиксированныì øаãоì Δt = 10–2. В каж-
äоì из хаоти÷еских режиìов форìироваëисü опор-
ные траектории s, коëи÷ествоì N = 1000. Их на-

sk
3〈 〉

Tk
αϕ{ }k K'∈' sk' Tk

αϕ{ }k K''∈'' sk''

sk' sk''

n 1=

N

∑

dT
v

n 1=

N

∑ dT
v

1
K'
---------

k K'∈
∑

d T{ }
v 1

K'
---------

k K'∈
∑ d T{ }

v

T3N T3P T5N T5P T6S T6L T7S T7L
1
12
------ 1

12
------ 1

12
------ 1

12
------ 1

6
--- 1

6
--- 1

6
--- 1

6
---.

a

b

∫
a

s0

∫
s0
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∫

d *{ }
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pb0217.fm  Page 6  Wednesday, March 29, 2017  3:07 PM



Редакционный совет

Акад. РАН С.Н. Васильев, акад. РАН С.В. Емельянов, акад. РАН 
И.А. Каляев, акад. РАН В.А. Левин, чл.-корр. РАН Н.А. Махутов, акад. РАН 
Е.А. Микрин, чл.-корр. РАН П.П. Пархоменко, чл.-корр. РАН А.Ф. Резчиков, 
акад. РАН Е.А. Федосов 

Редколлегия

Д-ра техн. наук Ф.Т. Алескеров, В.Н. Афанасьев, Н.Н. Бахтадзе, канд. техн. 
наук Л.П. Боровских (зам. гл. редактора), д-ра техн. наук В.Н. Бурков, 
В.А. Виттих, В.М. Вишневский, д-р экон. наук М.И. Гераськин, д-р 
техн. наук А.А. Дорофеюк, д-р экон. наук В.В. Клочков, д-ра техн. 
наук С.А. Краснова, О.П. Кузнецов, В.В. Кульба, А.П. Курдюков, 
д-ра физ.-мат. наук А.Г. Кушнер, А.А. Лазарев, д-р техн. наук В.Г. Лебедев, 
д-р психол. наук В.Е. Лепский, д-р техн. наук А.С. Мандель, д-р биол. наук 
А.И. Михальский, чл.-корр. РАН Д.А. Новиков (гл. редактор), д-ра техн. 
наук Б.В. Павлов, Ф.Ф. Пащенко (зам. гл. редактора), д-р физ.-мат. наук 
Л.Б. Рапопорт, д-ра техн. наук Е.Я. Рубинович, В.Ю. Рутковский, д-р физ.-
мат. наук М.В. Хлебников, д-р техн. наук А.Д. Цвиркун, д-р физ.-мат. наук 
П.Ю. Чеботарёв, д-р техн. наук И.Б. Ядыкин 

Руководители региональных редакционных советов

Владивосток – д-р техн. наук О.В. Абрамов (ИАПУ ДВО РАН)
Волгоград – д-р физ.-мат. наук А.А. Воронин (ВГУ)
Воронеж – д-р техн. наук С.А. Баркалов (ВГАСУ)
Курск – д-р техн. наук С.Г. Емельянов (ЮЗГУ)
Липецк – д-р техн. наук А.К. Погодаев (ЛГТУ)
Пермь – д-р техн. наук В.Ю. Столбов (ПНИПУ)
Ростов-на-Дону – д-р техн. наук Г.А. Угольницкий (ЮФУ)
Самара – д-р техн. наук В.Г. Засканов (СГАУ)
Саратов – д-р техн. наук В.А. Твердохлебов (ИПТМУ РАН)
Уфа – д-р техн. наук Б.Г. Ильясов (УГАТУ)

Рисунки к статье А.В. Макаренко 
«Метризация Т-алфавита: измерение расстояния между многомерными

вещественными дискретными последовательностями» 

(см. с. 2–9)

Рис. 4. Аттракторы осциллятора Рёсслера: a – rb ; б – rs ; в – иллюстрация принципа формирования 
возмущённой траектории: n – касательный вектор к траектории s в точке s0 ; ε –
радиус окружности (ортогональной вектору n), на которой псевдослучайно выбирается начальная 
s0 точка  слабовозмущённой траектории s ~ ~

Рис. 6. Временные ряды курсов обмена валют

Рис. 7. Расстояния между T-последовательностями временных рядов курсов валют

a б в

pb_217 cover.indd   2pb_217 cover.indd   2 29.03.2017   14:19:1829.03.2017   14:19:18



ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

7ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2017

÷аëüные то÷ки s0 явëяþтся некорреëированныìи
равноìерно распреäеëенныìи псевäосëу÷айныìи
веëи÷инаìи внутри параëëеëепипеäа, накрываþ-
щеãо аттрактор. Дëя кажäой из опорных траек-
торий форìироваëосü восеìü сëабовозìущенных
(сì. рис. 4, в), у которых раäиус возìущения ε ва-
рüироваëся в преäеëах от 10–10 äо 10–3.

Степенü схожести форì траекторий s и  оöе-

ниваëасü на интерваëе T' = [7, 8]Ѕ103. Поäобный
сäвиã от t = 0 объясняется необхоäиìостüþ свеäе-
ния паразитноãо вëияния перехоäноãо проöесса к
ìиниìуìу. Анаëизируеìые T-посëеäоватеëüности

 форìироваëисü посреäствоì стробо-

скопи÷ескоãо отображения Пуанкаре. Их äëина

K = 105, ÷то ãарантированно ìноãократно пере-
крывает äëину основноãо псевäопериоäа хаоти-
÷ескоãо коëебания.
Пëотности распреäеëений степени бëизости

форì траекторий s и  осöиëëятора Рессëера по
базовой ìетрике (2.2) äëя сëу÷аев ëенто÷ноãо и
винтовоãо хаоса показаны на рис. 5. Сразу отìе-
тиì, ÷то расс÷итанные степени бëизости форì
опорной и возìущенной траекторий не зависят от
раäиуса возìущения ε. Это указывает на то, ÷то на
иссëеäуеìоì интерваëе T' траектории поëностüþ
«забыëи» на÷аëüные усëовия. В äанноì контексте
резуëüтаты анаëиза поëностüþ соответствуþт тоìу
факту, ÷то в хаоти÷ескоì аттракторе Рессëера тра-
ектории интенсивно переìеøиваþтся [4].

Из рис. 5 виäно, ÷то форìы траекторий s и  в
режиìе ëенто÷ноãо хаоса боëее «похожие», неже-
ëи в сëу÷ае винтовоãо хаоса (оöенка статисти÷ески
зна÷иìа, приìеняëся непараìетри÷еский крите-
рий сäвиãа Манна — Уитни). Это утвержäение на-
хоäится в поëноì соответствии с теорети÷ескиìи

преäставëенияìи о тоì, ÷то хаос в режиìе rs уст-

роен боëее сëожно относитеëüно режиìа rb из-за

присутствия в винтовоì аттракторе ãетерокëини-
÷еских орбит Шиëüникова [4, 8, 18], которые при-
воäят, в тоì ÷исëе, к топоëоãи÷ески боëее сëож-
ноìу переìеøиваниþ траекторий в аттракторе и
усëожнениþ их форìы. Сëеäоватеëüно, вероят-
ностü тоãо, ÷то форìы äвух сëу÷айных траекторий
окажутся похожи — существенно уìенüøается,
÷то и äеìонстрирует поëу÷енный резуëüтат. Рас-
преäеëение степени бëизости форì траекторий
äëя сëу÷ая rb весüìа растянуто, ÷то также соãëа-

суется с известныì фактоì: ëенто÷ный аттрак-
тор соäержит боëüøое ÷исëо псевäопериоäи÷ес-
ких орбит [4]. При этоì ëевая ÷астü распреäеëения
соответствует паре псевäопериоäи÷еских орбит, а
правая — псевäопериоäи÷еской и хаоти÷еской ор-
битаì. Резуëüтаты по ìетрике (2.3) ка÷ественно
соответствуþт изëоженныì.

3.2. Èçìåðåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âðåìåííûìè 
ðÿäàìè, îïèñûâàþùèìè êóðñû âàëþò

Проäеìонстрируеì базовые возìожности раз-
работанных ìетрик схожести äискретных посëеäо-
ватеëüностей на приìере финансовых вреìенных
ряäов. Приìер иìеет опреäеëеннуþ прикëаäнуþ
öенностü в разрезе иссëеäований по ìакроэконо-
ìике и стохасти÷еской финансовой ìатеìатике.
Рассìотриì вреìенные ряäы курсов обìена неко-
торых ìировых ваëþт (äоëëар США — USD, евро —
EUR, и øвейöарский франк — CHF) по отноøе-
ниþ к рубëþ РФ — RUB за периоä с 01.01.1999 ã.
по 15.05.2016 ã. Исхоäные äанные взяты с офиöи-
аëüноãо web-сайта Центраëüноãо банка России

(Банк России, Курс обìена ваëþт1). Дëина вре-
ìенных ряäов: K = 4316 отс÷етов. Исхоäные вре-
ìенные ряäы показаны на рис. 6 (сì. третüþ стра-
ниöу обëожки).
На рис. 6 ввеäены отìетки:
A — ввеäение ЦБ РФ биваëþтной корзины

(1 февраëя 2005 ã.);
B — кризис, вызванный событияìи в Южной

Осетии (5 авãуста 2008 ã.);
C — в IV квартаëе 2009 ã. øвейöарские банки

неожиäанно сократиëи креäит Греöии в 20 раз за
оäин квартаë, факти÷ески выйäя из ее финансовой
систеìы (при÷еì переä саìыì на÷аëоì ìасøтаб-
ноãо äоëãовоãо кризиса в Греöии и еврозоне);

D — на÷аëо поääержки CHF со стороны Швей-
öарскоãо нароäноãо банка и установëение ìини-

s̃

Tk
αϕ{ }k 1=

K

Рис. 5. Плотность распределения степени близости форм траек-

торий s и  осциллятора Ресслераs̃

s̃

s̃

1 http://www.cbr.ru/currency base/dynamics.aspx.
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ìаëüноãо обìенноãо курса по паре EUR/CHF
(приìерно 7 сентября 2011 ã.);

E — существенный рост в иþне 2012 ãоäа курса
øвейöарскоãо франка к евро;

F — упразäнение кориäора биваëþтной корзи-
ны в РФ и прекращение ЦБ РФ провеäения реãу-
ëярных интервенöий (14 октября 2014 ã.).
Кроìе тоãо, выäеëены äва интерваëа:
I1 — активная фаза российскоãо эконоìи÷ес-

коãо кризиса;
I2 — периоä существенноãо поäорожания

øвейöарскоãо франка, при÷еì на фоне боëее ìеä-
ëенноãо роста остаëüных ìировых ваëþт (CHF вы-
рос по отноøениþ к EUR на 17 %).
Зäесü отìетиì, ÷то соäержатеëüная расøиф-

ровка отìеток A — F и интерваëов I1, I2 ввеäена
автороì в контексте сìысëовой бëизости к анаëи-
зируеìыì äанныì, и äоëжна восприниìатüся как
поясняþщая. Расøифровка не претенäует на аб-
соëþтнуþ объективностü, боëее тоãо, соäержатеëü-
ная трактовка отìеток и интерваëов ìожет бытü
изìенена (расøирена) в резуëüтате äопоëнитеëü-
ных иссëеäований.
На рис. 7 (сì. третüþ страниöу обëожки) при-

веäены ãрафики расстояний ìежäу T-посëеäо-
ватеëüностяìи вреìенных ряäов курсов ваëþт:
USD/EUR, USD/CHF и EUR/CHF к RUB. Рас-
стояния расс÷итываëисü по форìуëе (2.6) в ìет-
рике (2.3). Дëя выäеëения тренäовой составëяþ-
щей расстояния вы÷исëяëисü ìетоäоì скоëüзя-
щеãо среäнеãо на поäпосëеäоватеëüностях äëиной
90 отс÷етов, ÷то приìерно соответствует вреìен-
ноìу интерваëу в оäин квартаë.
Как виäно из рис. 7, с 1999 ã. и äо ìоìента вве-

äения ЦБ РФ биваëþтной корзины (отìетка A),
расстояние ìежäу параìи USD/EUR и USD/CHF
äостато÷но ìонотонно нарастаëо, при этоì рас-
стояние по паре EUR/CHF оставаëосü приìерно
постоянныì. Посëе ввеäения ЦБ РФ биваëþтной
корзины и äо ìоìента отìетки B, расстояние
ìежäу параìи USD/EUR и USD/CHF в общеì-то
стабиëизироваëосü, а по паре EUR/CHF — на÷а-
ëо заìетно возрастатü. При этоì незаäоëãо äо на-
ступëения ìоìента отìетки B, расстояние ìежäу
всеìи параìи на÷аëо снижатüся, äостиãнув ëо-
каëüноãо ìиниìуìа в окрестности отìетки C. На
интерваëе I2 расстояние по паре EUR/CHF с 0,68
выросëо äо 2,59, посëе ÷еãо äостиãëо ãëобаëüноãо
ìаксиìуìа 2,92 и в окрестности отìетки D на÷аëо
снижатüся — на ìоìент E практи÷ески вернув-
øисü к исхоäныì зна÷енияì. Динаìика по параì
USD/EUR и USD/CHF, на äанноì отрезке вреìе-
ни, ка÷ественно соответствует описанноìу, но ко-
ëи÷ественный эффект äëя них выражен сущест-
венно сëабее. Межäу вреìенныìи отìеткаìи E—F

сфорìироваëся ëокаëüный ìаксиìуì расстояния
по всеì параì. В своþ о÷ереäü, в окрестности вре-
ìенной отìетки F по всеì параì сфорìироваëся
ãëобаëüный ìиниìуì. Отìетиì äва приìе÷атеëü-
ных ìоìента: наибоëее сиëüно пара EUR/CHF от-
ëи÷аëасü от äвух äруãих пар в окрестности вре-
ìенной отìетки A, а в окрестности отìетки F —
отëи÷ия ìиниìаëüны.
Из поëу÷енных резуëüтатов сëеäуþт основные

вывоäы:
— из всех иссëеäованных курсов ваëþт (äоë-

ëар США, евро и øвейöарский франк) по отно-
øениþ к рубëþ РФ äинаìика форìирования
иìенно USD/RUB и EUR/RUB, наибоëее сущес-
твенно разëи÷ается в контексте форìы траекторий
в расøиренноì пространстве состояний SЅK;

— в контексте форìы траектории äинаìика
форìирования курса CHF относитеëüно RUB су-
щественно бëиже к EUR, нежеëи к USD;

— с ìоìента наступëения вреìенной отìетки B
и äо коне÷ной äаты анаëиза 15.05.2016 ã. набëþ-
äается от÷етëивая тенäенöия сбëижения форì тра-
екторий, отве÷аþщих вреìенныì ряäаì обìенных
курсов иссëеäованных ваëþт к рубëþ РФ.
Такиì образоì, поëу÷енные резуëüтаты проäе-

ìонстрироваëи высокуþ ÷увствитеëüностü разра-
ботанных ìетрик схожести стохасти÷еских (хаоти-
÷еских) äискретных посëеäоватеëüностей и поä-
тверäиëи структурное отëи÷ие пары USD/RUB от
пар EUR/RUB и CHF/RUB [12].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Осуществëена ìетризаöия T-аëфавита, явëяþ-
щеãося основныì эëеìентоì сиìвоëи÷ескоãо
CTQ-анаëиза. Поëу÷енные ìетрики расстояния
позвоëяþт занятüся разработкой ряäа конструк-
тивных расøирений äанноãо ìетоäа сиìвоëи÷ес-
коãо анаëиза, в тоì ÷исëе: преäсказание эвоëþöии
хаоти÷еских траекторий и управëение äинаìикой
неëинейных систеì.
На основе сфорìированных ìетрик T-аëфавита

синтезирована ìера схожести äискретных посëе-
äоватеëüностей (траекторий äинаìи÷еских систеì).
В сиëу ряäа свойств T-аëфавита, разработанные
ìеры схожести позвоëяþт корректно изìерятü
бëизостü форì траекторий ìноãоìерных систеì
в расøиренноì пространстве состояний, при÷еì
как ìежäу сиëüно нестаöионарныìи систеìаìи,
так и в сëу÷ае неэквиäистантных набëþäений.
Эффективностü преäëоженноãо ìетоäа прове-

рена на ìоäеëüноì приìере — этаëонной ìоäеëи
неëинейной äинаìики — осöиëëяторе Рессëера,
функöионируþщеãо в режиìах ëенто÷ноãо и вин-
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товоãо хаоса. Установëено, ÷то форìы траекто-
рий в режиìе ëенто÷ноãо хаоса боëее «похожие»,
нежеëи в сëу÷ае винтовоãо хаоса (оöенка статис-
ти÷ески зна÷иìа). Это утвержäение нахоäится в
поëноì соответствии с теорети÷ескиìи преäстав-
ëенияìи о тоì, ÷то хаос в режиìе винтовоãо хаоса
устроен боëее сëожно относитеëüно ëенто÷ноãо
режиìа из-за присутствия в первоì аттракторе ãе-
терокëини÷еских орбит Шиëüникова [4, 8, 18].
Базовые возìожности разработанных ìер схо-

жести äискретных посëеäоватеëüностей также про-
äеìонстрированы на приìере анаëиза финансовых
вреìенных ряäов — курсов обìена ìировых ваëþт
по отноøениþ к рубëþ за периоä с 01.01.1999 ã.
по 15.05.2016 ã.
Поëу÷енные резуëüтаты проäеìонстрироваëи

высокуþ ÷увствитеëüностü разработанных ìер «по-
хожести» и поäтверäиëи структурное отëи÷ие па-
ры USD/RUB от пар EUR/RUB и CHF/RUB [12].
В закëþ÷ение отìетиì, ÷то преäëоженный поä-

хоä ни в коеì сëу÷ае не явëяется заìеной кëасси-
÷ескоãо ìетоäа оöенивания схожести вреìенных
ряäов. Напротив, ìетрика T-аëфавита орãани÷но
интеãрируется с ниìи, позвоëяя посìотретü на
анаëизируеìуþ систеìу с нескоëüко иной то÷ки
зрения — в аспекте ãеоìетрии ее траектории в рас-
øиренноì пространстве состояний.

Автор благодарен рецензентам за полезные заме-
чания, способствовавшие улучшению изложения ма-
териала статьи.
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