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Оäной из важнейøих пробëеì повыøения эф-
фективности управëения проìыøëенныìи преä-
приятияìи в совреìенных усëовиях становится
оöенка затрат на заìену и реìонт оборуäования в
äинаìике. Это обусëовëено теì, ÷то как капитаëü-
ный, так и текущий реìонт оборуäования, а также
еãо заìена, связаны со зна÷итеëüныìи финансо-
выìи, ìатериаëüныìи и труäовыìи затратаìи.
Выбор нераöионаëüной, эконоìи÷ески необос-
нованной стратеãии заìены оборуäования ìожет
привести к изëиøниì затратаì и в конöе конöов
к снижениþ конкурентоспособности преäприятия
[1]. Кроìе тоãо, простои оборуäования существен-
ныì образоì вëияþт на разìеры неäопоëу÷енной
прибыëи. Чрезìерное развитие на проìыøëенных
преäприятиях разëи÷ноãо роäа поäразäеëений,
выпоëняþщих работы по оöенке состояния, про-
фиëактике и реìонту оборуäования, за÷астуþ свя-
зано с боëüøиìи расхоäаìи на соäержание этих
поäразäеëений, а попытки испоëüзоватü в произ-

воäствах ìораëüно и физи÷ески устаревøеãо обо-
руäования естественныì образоì затяãиваþт пере-
хоä преäприятия на техноëоãии боëее совреìенных
техноëоãи÷еских укëаäов. Это ìожет привоäитü к
резкоìу отставаниþ преäприятия от своих конку-
рентов в произвоäстве проäукöии, отве÷аþщих тре-
бованияì и потребностяì совреìенноãо рынка.

Как известно, основой ëþбоãо проìыøëенноãо
преäприятия явëяется еãо произвоäственная база,
состоящая из ìаøин и оборуäования, приìеняе-
ìых äëя выпуска проäукöии. Пробëеìа их свое-
вреìенной заìены и ìоäернизаöии становится
стратеãи÷еской.

Оборуäование проìыøëенных преäприятий
ìожно разäеëитü на äва типа, которые разëи÷аþт-
ся по способаì оöенки возìожности и öеëесооб-
разности еãо заìены.

Первый тип. Оборуäование, которое физи÷ески
устаревает в проöессе экспëуатаöии и еãо произ-
воäитеëüностü уìенüøается в резуëüтате износа.
Сþäа же относится оборуäование, которое устаре-
вает ìораëüно в связи с появëениеì новой боëее
произвоäитеëüной техники и техноëоãий, обеспе-

Аннотация. Отìе÷ено, ÷то реøение пробëеìы раöионаëüноãо испоëüзования оборуäова-
ния и еãо заìены — оäно из кëþ÷евых направëений повыøения эффективности äеятеëü-
ности проìыøëенных преäприятий в совреìенных усëовиях. Описаны стохасти÷еские и
äетерìинированные ìоäеëи, позвоëяþщие приниìатü реøения по заìене оборуäования
на основе языка сетевоãо ìоäеëирования и аëãоритìов äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния. Преäëожен обобщаþщий аëãоритì заìены оборуäования и показана важностü у÷ета
фактора неопреäеëенности при реøении заäа÷ äанноãо кëасса. Поëу÷енные резуëüтаты
ìоãут бытü испоëüзованы при построении оптиìаëüной стратеãии заìены оборуäования
на проìыøëенноì преäприятии. Преäëаãаеìые аëãоритìы ìоãут статü составной ÷астüþ
ìатеìати÷ескоãо обеспе÷ения инфорìаöионно-анаëити÷еских систеì проìыøëенных
преäприятий.
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÷иваþщих боëее высокое ка÷ество выпускаеìой
проäукöии. Кëþ÷евая особенностü оборуäования
этоãо типа состоит в снижении произвоäитеëüнос-
ти, наприìер, из-за увеëи÷ения вреìени реìонта,
коëи÷ества отказов и т. п., и, как сëеäствие, в сни-
жении прибыëи преäприятия. Критериеì приня-
тия реøения о заìене оборуäования этоãо типа
ìожет бытü превыøение эконоìи÷ескоãо эффекта
от вновü приобретенноãо оборуäования по сравне-
ниþ с еãо стоиìостüþ за весü срок экспëуатаöии.

Второй тип. Оборуäование, иìеþщее неопре-
äеëенный (сëу÷айный) срок сëужбы, наприìер,
наãреватеëи, ëаìпы и т. п. Критериеì принятия
реøения о заìене оборуäования этоãо типа ìожет
бытü ìиниìизаöия общих расхоäов. Так, есëи ìы
заìеняеì оборуäование тоëüко посëе еãо поëоìки,
расхоäы, связанные с простояìи, увеëи÷иваþтся,
но в то же вреìя затраты на ìоäернизаöиþ сво-
äятся к ìиниìуìу. Заìена оборуäования äо еãо
поëоìки веäет к повыøенныì расхоäаì, но сни-
жается стоиìостü реìонтных работ, вызванных от-
казоì оборуäования.

При реøении заäа÷и заìены оборуäования
первоãо типа (со снижаþщейся произвоäитеëü-
ностüþ) ìожно воспоëüзоватüся äетерìинирован-
ныìи ìоäеëяìи. Основой же принятия реøения
о заìене преäприятия оборуäования второãо типа
(со сëу÷айныì срокоì экспëуатаöии) äоëжен сëу-
житü закон распреäеëения вероятностей отказа
оборуäования в зависиìости от срока еãо обсëу-
живания, и реøатü поäобные заäа÷и необхоäиìо с
поìощüþ ìетоäов ìатеìати÷еской статистики.

Моäеëи и ìетоäы реøения заäа÷ заìены обо-
руäования рассìатриваëисü в ряäе пубëикаöий
[2—13]. Привеäеì обобщаþщий аëãоритì реøе-
ния заäа÷и заìены оборуäования.

1. ÄÅÒÅÐÌÈÍÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ 

ÇÀÌÅÍÛ ÎÁÎÐÓÄÎÂÀÍÈß

1.1. Ñåòåâàÿ ìîäåëü

Рассìотриì реøение заäа÷и о заìене оборуäо-
вания с поìощüþ сетевоãо ìоäеëирования. Поä
сетüþ пониìается направëенный ãраф, верøины
котороãо соответствуþт состоянияì некоторой
систеìы (событияì), а ветви — перехоäаì из оä-
ноãо состояния в äруãое. Преäпоëожиì, ÷то наì
нужно разработатü пëан аренäы оборуäования на n
ëет. Буäеì рассìатриватü событие i как на÷аëо ãо-
äа i (i m n). Пустü затраты s

ij
 вкëþ÷аþт в себя арен-

äнуþ пëату и расхоäы на техни÷еское обсëужива-
ние оборуäования, которое быëо взято в аренäу с
на÷аëа i-ãо ãоäа и заìенено в на÷аëе j-ãо ãоäа.
Кажäоìу s

ij
 соответствует ветвü ãрафа.

Составиì пëан аренäы такиì образоì, ÷тобы
ìиниìизироватü общие расхоäы. На языке сетево-
ãо ìоäеëирования это соответствуþт поиску крат-
÷айøеãо пути в сети от события 1 äо события n + 1.

Пример 1. Приìеì, ÷то расхоäы на обсëуживание и
реìонт оборуäования в те÷ение 1, 2, 3, 4 и 5 ëет состав-
ëяþт соответственно 2, 4, 7, 11 и 16 в некоторых еäини-
öах. Аренäная пëата при этоì составëяет соответственно
6, 10, 14, 17 и 20 (табë. 1). При этоì кажäый ãоä аренä-
ные пëатежи увеëи÷иваþтся на 1, т. е. есëи оборуäова-
ние взято в аренäу, наприìер, в на÷аëе третüеãо ãоäа на
1, 2 иëи 3 ãоäа, то пëата за аренäу составит 8, 12, 17 со-
ответственно.

Расс÷итанные коэффиöиенты s
ij
 свеäеì в табë. 2.

Чтобы обозна÷итü окон÷ание 5-ãо ãоäа аренäы, вве-
äеì событие 6 как конеö ãоäа 5. Воспоëüзуеìся аëãорит-
ìоì нахожäения крат÷айøеãо пути в сети [2] äëя нахож-
äения ìиниìаëüноãо разìера затрат на оборуäование.

Пустü y
i
 — ìиниìаëüный разìер расхоäов, который

äостиãается при перехоäе от события i к коне÷ноìу со-
бытиþ n + 1, тоãäа:

y
6
 = 0,

y
5
 = min{s

56
 + y

6
} = {12 + 0} = 12,

y
4
 = min{s

45
 + y

5
, s

46
 + y

6
} = min{11 + 12, 17 + 0} = 17,

y
3
 = min{s

34
 + y

4
, s

35
 + y

5
, s

46
 + y

6
} =

= min{10 + 17, 16 + 12, 23 + 0} = 23,

y
2
 = min{s

23
 + y

3
, s

24
 + y

4
, s

25
 + y

5
, s

26
 + y

6
} =

= min{9 + 23, 15 + 17, 22 + 12, 29 + 0} = 29, 

y
1
 = min{s

12
 + y

2
, s

13
 + y

3
, s

14
 + y

4
, s

15
 + y

5
, s

16
 + y

6
} =

= min{8 + 29, 14 + 23, 21 + 17, 28 + 12, 36 + 0} = 37.

Таблица 1

Ñîâîêóïíûå çàòðàòû íà îáñëóæèâàíèå è àðåíäó îáîðóäîâàíèÿ

Периоä (i), ãоä 1 2 3 4 5
Обсëуживание и реìонт 2 4 7 11 16
Аренäа 6 10 14 17 20

Таблица 2

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ s
ij

Гоä 2 3 4 5 6

1 2 + 6 = 8 4 + 10 =
= 14

7 + 14 =
= 21

11 + 17 =
= 28

16 + 20 =
= 36

2 — 2 + 7 = 9 4 + 11 =
= 15

7 + 15 =
= 22

11 + 18 =
= 29

3 — — 2 + 8 =
= 10

4 + 12 =
= 16

7 + 16 =
= 23

4 — — — 2 + 9 =
= 11

4 + 13 =
= 17

5 — — — — 2 + 10 =
= 12
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На рис. 1 показаны траектории в сети, привоäящие
к ìиниìаëüныì затратаì. Отäеëüные траектории не по-
казаны (обрываþтся), так как они привоäят к затратаì
боëüøиì, ÷еì затраты по оптиìаëüныì траекторияì.
Направëения ветвей ãрафа — от события 1 к событиþ 6.
Траектории (1—2—6) и (1—3—6) привоäят к äвуì вари-
антаì оптиìаëüной стратеãии аренäы:

— поäписатü äоãовор на 1 ãоä, по исте÷ение срока
котороãо закëþ÷итü в на÷аëе второãо ãоäа äоãовор на все
оставøиеся 4 ãоäа;

— поäписатü äоãовор аренäы äëитеëüностüþ 2 ãоäа,
по исте÷ение срока котороãо закëþ÷итü в на÷аëе третü-
еãо ãоäа äоãовор на оставøиеся 3 ãоäа.

В обоих вариантах расхоäы буäут ìиниìаëüныìи и
составят 37 еä.

Пример 2. Разработаеì пëан заìены станка на сеìü
ëет (äаëее станок не понаäобится). Известно: p

t
 — сто-

иìостü новоãо станка в ãоä t; v
k
 — остато÷ная стоиìостü

станка посëе k ëет экспëуатаöии; r
k
 — затраты на экс-

пëуатаöиþ станка в k-ì ãоäу еãо экспëуатаöии.
Опреäеëиì в ка÷естве события на÷аëо кажäоãо ãоäа.

Поä äуãой сети (i, j) буäеì пониìатü реøение заìенитü
станок в на÷аëе ãоäа j, купëенный в на÷аëе ãоäа i, тоãäа
он буäет экспëуатироватüся ( j – i) ëет и затраты, связан-
ные с этиì реøениеì, ìожно вы÷исëитü по форìуëе:

s
ij
 = p

j
 – v

j – i
 + (r

1
 + r

2
 + ... + r

j – i
). (1)

Исхоäные äанные преäставиì в табë. 3.

Расс÷итаеì зна÷ения s
ij
 по форìуëе (1), резуëüтаты

занесеì в табë. 4.

Дëя приìера, покажеì рас÷ет веëи÷ины затрат в
стоëбöе 6 (отìе÷ено «звезäо÷кой») äëя заìены станка,
купëенноãо в на÷аëе второãо ãоäа и заìеняеìоãо в на-
÷аëе øестоãо ãоäа:

s
26

 = p
6
 – v

4
 + (r

1
 + r

2
 + r

3
 + r

4
) =

= 105 – 6 + (20 + 30 + 40 + 50) = 239 еä.

Дëя заìены такоãо станка потребуется приобрести
новый станок по стоиìости øестоãо ãоäа p

6
 = 105, ста-

рый же станок ìожно реаëизоватü, как станок прорабо-
тавøий 4 ãоäа v

4
 = 6, общие экспëуатаöионные затраты

за 4 ãоäа составят r
1
 + r

2
 + r

3
 + r

4
 = 140 еä.

Провоäя рас÷еты (сì. стоëбеö 8, табë. 4), ìы исхоäиì
из äопущения, ÷то новый станок боëüøе не потребуется,
поэтоìу в на÷аëе 8-ãо ãоäа затрат на приобретение стан-
ка нет.

Дëя нахожäения оптиìаëüноãо пëана заìены приìе-
ниì ìетоä поиска крат÷айøеãо пути:

y
8
 = 0,

y
7
 = min{s

78
 + y

8
} = {–30 + 0} = –30,

y
6
 = min{s

67
 + y

7
, s

68
 + y

8
} = min{80 – 20, 25 + 0} = 25,

y
5
 = min{s

56
 + y

6
, s

57
 + y

7
, s

58
 + y

8
} =

= min{75 + 25, 135 – 30, 78 + 0} = 78,

y
4
 = min{s

45
 + y

5
, s

46
 + y

6
, s

47
 + y

7
, s

48
 + y

8
} =

= min{70 + 78, 130 + 25, 188 – 30, 134 + 0} = 134, 

y
3
 = min{s

34
 + y

4
, s

35
 + y

5
, s

36
 + y

6
, s

37
 + y

7
, s

38
 + y

8
} =

= min{65 + 134, 125 + 78, 183 + 25, 244 – 30, 197 + 0} =
=197,

y
2
 = min{s

23
 + y

3
, s

24
 + y

4
, s

25
 + y

5
, s

26
 + y

6
, s

27
 + y

7
, 

s
28

 + y
8
} = min{60 + 197, 120 + 134, 178 + 78, 

239 + 25, 307 – 30, 268 + 0} = 254,

y
1
 = min{s

12
 + y

2
, s

13
 + y

3
, s

14
 + y

4
, s

15
 + y

5
, s

16
 + y

6
, 

s
17

 + y
7
, s

18
 + y

8
} = min{55 + 254, 115 + 197, 173 + 134,

234 + 78, 302 + 25, 387 – 30, 349 + 0} = 312.

Как виäно из рис. 2, путü с ìиниìаëüныìи затрата-
ìи — это путü (1—5—8), который соответствует страте-

Рис. 1. Нахождение кратчайшего пути в сети (пример 1)

Таблица 3

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïëàíà çàìåíû

Гоä 1 2 3 4 5 6 7

p
t

80 85 90 95 100 105 110

r
k

20 30 40 50 60 70 80

v
k

50 25 12 6 3 2 1

Таблица 4

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ s
ij

Гоä 2 3 4 5 6 7 8

1 55 115 173 234 302 378 349

2 — 60 120 178 239* 307 268

3 — — 65 125 183 244 197

4 — — — 70 130 188 134

5 — — — — 75 135 78

6 — — — — — 80 25

7 — — — — — — –30
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ãии: станок, купëенный в на÷аëе 1-ãо ãоäа, äоëжен бытü
заìенен в на÷аëе 5-ãо ãоäа, посëе ÷еãо он äоëжен экс-
пëуатироватüся äо конöа, при этоì затраты преäприятия
буäут ìиниìаëüны и равны 312 еä. (без у÷ета стоиìости
приобретения в первый ãоä).

1.2. Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Приìениì аëãоритìы äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования äëя реøения заäа÷и заìены оборуäо-
вания [2, 14—16].

Приìеì s
ij
 как суììу стоиìости и экспëуатаöи-

онных расхоäов, вкëþ÷аþщих в себя реìонт и за-
траты на обсëуживание оборуäования, приобре-
тенноãо в на÷аëе i-ãо ãоäа, за вы÷етоì остато÷ной
стоиìости этоãо оборуäования в на÷аëе j-ãо ãоäа.

Пустü y
i
 — затраты на оборуäование, купëенно-

ãо в на÷аëе i-ãо ãоäа, реаëизуеìые при выборе
стратеãии, обеспе÷иваþщей их ìиниìуì в интер-
ваëе i, i + 1, ..., n.

Дëя опреäеëения оптиìаëüной стратеãии необ-
хоäиìо расс÷итатü зна÷ение y

1
 соãëасно рекуррен-

тноìу соотноøениþ:

y
n + 1

 = 0,

y
i
 = {s

ij
 + y

j
},  i = n, n – 1, ..., 1.

Аëãоритì анаëоãи÷ен поиску оптиìаëüной стра-
теãии по ìетоäу нахожäения крат÷айøеãо пути.

Пустü расхоäы s
ij
 вкëþ÷аþт в себя äве состав-

ëяþщие: c
im

 — затраты на заìену оборуäования

возраста m в интерваëе i за вы÷етоì остато÷ной
стоиìости; r

im
 — экспëуатаöионные расхоäы на

оборуäование возраста m в интерваëе i.
Пустü y

i
(m) — стратеãия, ìиниìизируþщая за-

траты в интерваëе i, i + 1, ..., n. Возраст оборуäо-
вания на на÷аëо ãоäа i-ãо составëяет m ëет.

Тоãäа при сохранении оборуäования в интерва-
ëе i суììарные затраты составят

y
i
(m) = r

im + 1
 + y

i + 1
(m + 1),

а в сëу÷ае заìены

y
i
(m) = c

im
 + r

i1
 + y

i + 1
(1).

Оптиìаëüныì реøениеì буäет стратеãия, при-
воäящая к ìиниìуìу затрат

y
i
(m) = min{r

im + 1
 + y

i + 1
(m + 1), 

c
im

 + r
i1
 + y

i + 1
(1)},  i = 1, 2, ..., n, (2)

ãäе y
n + 1

(m) = 0 äëя всех m.

Пустü M — возìожный срок экспëуатаöии обо-
руäования. Дëя нахожäения оптиìаëüноãо реøе-
ния вы÷исëяется у

1
(m

0
), ãäе m

0
 — возраст оборуäо-

вания на на÷аëо периоäа. Есëи вна÷аëе некоторое
оборуäование отсутствует, то реøение о заìене
при i = 1 естü еãо приобретение.

Пример 3. Разработаеì пëан заìены оборуäования,
экспëуатируеìоãо в те÷ение 5-ти ëет, которое быëо при-
обретено в на÷аëе первоãо ãоäа. Ожиäаеìые экспëуата-
öионные расхоäы (r

im
) преäставëены в табë. 5, а затраты

на заìену оборуäования (c
im

) — в табë. 6.

Про÷ерки в я÷ейках табëиö озна÷аþт, ÷то в на÷аëе
пëанируеìоãо периоäа нет оборуäования, поэтоìу нет
расхоäов, наприìер, на третий ãоä не существует ÷еты-
рехëетнеãо оборуäования, и нет пятиëетнеãо оборуäова-
ния в ëþбой ãоä, поэтоìу стоëбеö 5 отсутствует в табë. 6.

Воспоëüзуеìся рекуррентныì соотноøениеì (2):

y
6
(m) = 0 äëя всех m,

Рис. 2. Нахождение кратчайшего пути в сети (пример 2)

min
j i>

Таблица 5

Çíà÷åíèå r
im

r
im 1 2 3 4 5

1 20 — — — —
2 18 36 — — —
3 16 32 68 — —
4 14 28 52 120 —
5 10 20 40 85 200

Таблица 6

Çíà÷åíèå c
im

c
im 1 2 3 4

1 100 — — —

2 55 — — —

3 60 80 — —

4 65 85 105 —

5 70 90 110 115
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i = 5 (в на÷аëе 5-ãо ãоäа возраст оборуäования не бо-
ëее, ÷еì 4 ãоäа):

y
5
(4) = min{r

55
 + y

6
(5), c

54
 + r

51
 + y

6
(1)} =

= min{200 + 0,115 + 10 + 0} = 125,

y
5
(3) = min{r

54
 + y

6
(4), c

53
 + r

51
 + y

6
(1)} =

= min{85 + 0,110 + 10 + 0} = 85,

y
5
(2) = min{r

53
 + y

6
(3), c

52
 + r

51
 + y

6
(1)} =

= min{40 + 0,90 + 10 + 0} = 40,

y
5
(1) = min{r

52
 + y

6
(2), c

51
 + r

51
 + y

6
(1)} =

= min{20 + 0,70 + 10 + 0} = 20.

i = 4 (в на÷аëе 4-ãо ãоäа возраст оборуäования не бо-
ëее, ÷еì 3 ãоäа):

y
4
(3) = min{r

44
 + y

5
(4), c

43
 + r

41
 + y

5
(1)} =

= min{120 + 125,105 + 14 + 20} = 139,

y
4
(2) = min{r

43
 + y

5
(3), c

42
 + r

41
 + y

5
(1)} =

= min{52 + 85,85 + 14 + 20} = 119,

y
4
(1) = min{r

42
 + y

5
(2), c

41
 + r

41
 + y

5
(1)} =

= min{28 + 40,65 + 14 + 20} = 68.

i = 3 (в на÷аëе 3-ãо ãоäа возраст оборуäования не бо-
ëее, ÷еì 2 ãоäа):

y
3
(2) = min{r

33
 + y

4
(3), c

32
 + r

31
 + y

4
(1)} =

= min{68 + 139,80 + 16 + 68} = 164,

y
3
(1) = min{r

32
 + y

4
(2), c

31
 + r

31
 + y

4
(1)} =

= min{32 + 119,60 + 16 + 68} = 144.

i = 2 (в на÷аëе 2-ãо ãоäа возраст оборуäования не бо-
ëее, ÷еì 1 ãоä):

y
2
(1) = min{r

22
 + y

3
(2), c

21
 + r

21
 + y

3
(1)} =

= min{36 + 164,55 + 18 + 144} = 200.

У÷теì, ÷то в 1-й ãоä ìы приобретаеì новое оборуäо-
вание, тоãäа:

y
1
(0) = с

11
 + r

11
 + y

2
(1) = 100 + 20 + 200 = 320.

Оптиìаëüная в наøеì приìере стратеãия: заìенитü
оборуäование, приобретенное в на÷аëе 1-ãо ãоäа, посëе
÷еãо испоëüзоватü еãо весü оставøийся срок.

2. ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ 
ÇÀÌÅÍÛ ÎÁÎÐÓÄÎÂÀÍÈß

2.1. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
ñ îãðàíè÷åííûì ïëàíîâûì ïåðèîäîì

В § 1 рассìотрены некоторые äетерìинирован-
ные ìоäеëи заìены оборуäования, ãäе инäекс m
отражает äëитеëüностü норìаëüной работы обору-
äования. Теперü рассìотриì стохасти÷еские ìоäе-
ëи, которые у÷итываþт возìожностü поëоìки
оборуäования äо пëановой еãо заìены (тоãäа обо-
руäование буäет заìенено в периоäе, сëеäуþщеì
за периоäоì, в котороì произоøëа поëоìка).

Пустü p
j
 — вероятностü поëоìки оборуäования

в ìоìент вреìени j, j < m; r
j
 — норìаëüные экс-

пëуатаöионные затраты (без поëоìок оборуäова-
ния) в те÷ение j-ãо интерваëа вреìени; g

j
 — äопоë-

нитеëüные затраты, связанные с поëоìкой обору-
äования в те÷ение j-ãо интерваëа вреìени.

Сäеëаеì äопущение, ÷то оборуäование, выøеä-
øее из строя, поëностüþ обесöенивается.

Оптиìаëüная стратеãия закëþ÷ается в ìиниìи-
заöии ìатеìати÷ескоãо ожиäания расхоäов:

y
i
 = y

i + j
p
j
 + y

i + m
(1 – p

j
) + R

m
,

i = 1, ..., n,  y
n + 1

 = 0, (3)

ãäе y
i + j

p
j
 — ìатеìати÷еское ожиäание затрат,

связанных с прежäевреìенной заìеной оборуäо-

вания, y
i + m

(1 – p
j
) — произвеäение ìиниìаëü-

ных затрат с периоäа i + m и вероятности норìаëü-
ной работы оборуäования äо этоãо периоäа,

R
m
 = r

1
 + r

2
(1 – p

1
) + r

3
(1 – p

1
)(1 – p

2
) + ... +

+ r
m

(1 – p
j
) + g

j
p
j

(4)

— экспëуатаöионные затраты.
Экспëуатаöионные затраты скëаäываþтся из

затрат в 1-й ãоä экспëуатаöии (r
1
), пëþс затраты во

2-й ãоä экспëуатаöии, уìноженные на вероятностü
тоãо, ÷то оборуäование не выøëо из строя в 1-й
ãоä — r

2
(1 – p

1
). Даëее расхоäы 3-ãо ãоäа, уìно-

женные на вероятностü тоãо, ÷то оборуäование не
выйäет из строя за первые äва ãоäа экспëуатаöии —
r
3
(1 – p

1
)(1 – p

2
) и т. ä.

2.2. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
ñ íåîãðàíè÷åííûì ïëàíîâûì ïåðèîäîì

Приìеì, ÷то заìена оборуäования выпоëняет-
ся кажäый раз ÷ерез m-й интерваë вреìени. Тоãäа
форìуëа äëя опреäеëения оптиìаëüной стратеãии
приниìает виä

y = {R
m
/E

m
}, (5)

ãäе

E
m
 = jp

j
 + m (1 – p

j
) (6)

— ìатеìати÷еское ожиäание сроков заìены обо-
руäования.

min
m 1 ... M, ,= ⎩

⎨
⎧

j 1=

m 1–

∑
j 1=

m 1–

∏
⎭
⎬
⎫

j 1=

m 1–

∑

j 1=

m 1–

∏

j 1=

m 1–

∏
j 1=

m 1–

∑

min
m 1 2 ... M, , ,=

j 1=

m 1–

∑
j 1=

m 1–

∏
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Выражение в фиãурных скобках в форìуëе (5)
опреäеëяет ожиäаеìые расхоäы за оäин интерваë
пëановоãо периоäа.

Пример 4. Пустü иìеþтся äанные за первые пятü ëет
экспëуатаöии оборуäования с неоãрани÷енныì срокоì
(табë. 7). Разìеры экспëуатаöионных расхоäов (R

m
) в ко-

ëонке 5 вы÷исëяþтся по форìуëе (4):

R
1
 = r

1
 = 100,

R
2
 = r

1
 + r

2
(1 – p

1
) + g

1
p

1
 = 100 + 12•  + 20•  = 114,

R
3
 = r

1
 + r

2
(1 – p

1
) + r

3
(1 – p

1
)(1 – p

2
) + g

1
p

1
 + g

2
p

2
 =

= 114 + 20•  = 129,

R
4
 = 129 + 20•  + 180•  = 185,25,

R
5
 = 185,25 + 56•  = 213,25.

Матеìати÷еское ожиäание сроков заìены оборуäо-
вания (Е

m
) в коëонке 6 вы÷исëяþтся по форìуëе (6):

E
1
 = 1,

E
2
 = 1•p

1
 + 2(1 – p

1
) =  + 2•  = 1,75,

E
3
 = 1•p

1
 + 2•p

2
 + 3(1 – p

1
)(1 – p

2
) =

=  + 2•0 + 3•  = 2,5,

E
4
 = 1•p

1
 + 2•p

2
 + 3•p

3
 + 4(1 – p

1
)(1 – p

2
)(1 – p

3
) =

=  +  + 4•  = 3,25,

E
5
 = 1•p

1
 + 2•p

2
 + 3•p

3
 + 4•p

4
 + 5•  =

=  +  + 5•  = 3,8125.

Рас÷ет отноøения R
m
/Е

m
 (сì. коëонку 7) показывает,

÷то ìиниìаëüное отноøение 51,6 äостиãается при m = 3.

2.3. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìîäåëè 
ñ ó÷åòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ

Стохасти÷еские ìоäеëи ìоãут бытü уëу÷øены
бëаãоäаря у÷ету стоиìости äенеã во вреìени путеì
ввеäения коэффиöиента äисконтирования. Пустü
i — проöентная ставка в кажäоì периоäе, тоãäа
коэффиöиент äисконтирования d = 1/(1 + i/100).
Форìуëы (3) и (4) преобразуþтся к виäу:

y
i
 = d jy

i + j
p
j
 +

+ d my
i + m

(1 – p
j
) + R

m
,  i = 1, ..., n, y

n + 1
 = 0,

R
m
 = r

1
 + d1r

2
(1 – p

1
) + d2r

3
(1 – p

1
)(1 – p

2
) + ... +

+ dm – 1r
m

(1 – p
j
) + d j – 1g

j
p
j
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренные ìатеìати÷еские ìоäеëи заìены
и износа оборуäования при äетерìинированной и
стохасти÷еской инфорìаöии äëя коне÷ноãо и не-
оãрани÷енноãо периоäов ìоãут бытü поëезны раз-
ëи÷ныì инфорìаöионно-анаëити÷ескиì систеìаì
проìыøëенных преäприятий, а также анаëити÷ес-
киì сëужбаì орãанов ãосуäарственной вëасти и
иных орãанизаöий при оöенке потенöиаëа преä-
приятий в разëи÷ных отрасëях проìыøëенности.
Отìетиì, ÷то в привеäенных приìерах в ка÷естве
еäиниöы äискретности вреìени принят ãоä, оäна-
ко привеäенные аëãоритìы ìоãут приìенятüся как
äëя квартаëüноãо, так и äëя ìеся÷ноãо пëанирова-
ния. Разуìеется, при этоì существенно увеëи÷ит-
ся разìерностü заäа÷и, но при нынеøних техни-
÷еских возìожностях реаëизаöия äанных аëãорит-
ìов не составит боëüøой пробëеìы.

В привеäенных ìоäеëях в ка÷естве критерия
оптиìаëüности приняты затраты на обсëужива-
ние, реìонт и заìену оборуäования, но äопоëни-
теëüная прибыëü, которая ìожет бытü поëу÷ена
при еãо заìене на боëее эффективное, не у÷иты-
вается. Цеëесообразно в äаëüнейøеì рассìотретü
ìатеìати÷еские ìоäеëи, у÷итываþщие эконоìи-
÷еские посëеäствия приобретения боëее ка÷ест-
венноãо оборуäования.
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Таблица 7

Èñõîäíûå äàííûå çà ïåðâûå 5 ëåò íåîãðàíè÷åííîãî 
ïëàíèðóåìîãî ïåðèîäà

m р
m

r
m

g
m

R
m

Е
m

R
m
/Е

m

1 2 3 4 5 6 7

1 1/4 100 20 100 1 100

2 0 12 60 114 1,75 65,14

3 1/4 20 180 129 2,5 51,6

4 0 20 200 185,25 3,25 57

5 1/2 56 200 213,25 3,8125 55,93
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APPLICATION OF DETERMINISTIC AND STOCHASTIC MODELS 
FOR REPLACEMENT OF INDUSTRIAL ENTERPRISES EQUIPMENT
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Abstract. It is noted that solving the problem of rational use and replacement of the equipment
is one of the key issues of increasing the work efficiency of the industrial enterprise in modern
conditions. Stochastic and deterministic models are described allowing to make decisions on
equipment replacement using the language of network modeling and dynamic programming al-
gorithms. The generalizing algorithm is proposed of the equipment replacement and the impor-
tance is shown of the accounting for the uncertainty factor while solving the problems of this
class. The results obtained can be used to construct an optimal strategy for replacing equipment
at industrial enterprise. The algorithms proposed can become an integral part of the mathematical
support of information and analytical systems of industrial enterprises.

Keywords: equipment, equipment replacement, investment, investment policy, dynamic programming, strat-
egy, modeling, stochastic modeling, network modeling.
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