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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Основная öеëü теорети÷ескоãо естествознания —
объяснение связанной совокупности набëþäае-
ìых физи÷еских проöессов при поìощи ìини-
ìаëüноãо набора постуëируеìых понятий и выра-
жаеìых ÷ерез них законов. Данная работа вы-
поëнена в русëе иìенно этоãо ìетоäоëоãи÷ескоãо
поäхоäа с äифферентоì в ìатеìати÷еские про-
бëеìы [1—11] реаëизаöии апостериорных проöес-
сов äинаìи÷еских систеì (D-систеì). Дëя этоãо в
статüе развит ка÷ественный поäхоä, позвоëивøий
увиäетü заäа÷и непрерывной реаëизаöии повеäе-
ния D-систеìы в новоì «стаöионарно-квазиëи-
нейноì» свете, отäеëитü вопросы существования
äифференöиаëüных реаëизаöий от проöеäур их
вы÷исëения [10], понятü, ÷то быëо неäоäеëано в
стаöионарной постановке [5, 9] и ÷то еще остава-
ëосü сäеëатü в нестаöионарных ìоäеëях [8], в ÷ас-
тности, какие требуется внести коррективы в тео-
риþ М

2
-проäоëжиìости, ÷то, по ìнениþ авторов,

позвоëит нескоëüко по-новоìу взãëянутü на уже
известные поëожения нестаöионарной äифферен-
öиаëüной квазиëинейной реаëизаöии и боëее ãëу-
боко и всесторонне в них разобратüся.

Заäа÷а реаëизаöии в ее наибоëее общеì виäе
[1, с. 21]: «это просто абстрактная форìуëировка
нау÷ноãо поäхоäа к построениþ ìоäеëей», поэто-
ìу äаëее все äифференöиаëüные ìоäеëи буäут рас-
сìатриватüся ëиøü в сìысëе соответствия (иëи не-
соответствия) некотороìу абстрактноìу набору
экспериìентаëüных äанных, преäставëенных се-
ìействоì вектор-функöий «траектория, програм-
мное управление, позиционное управление» — экзо-
ãенное повеäение äинаìи÷еской систеìы (D-сис-
теìы «вхоä — выхоä» — опреäеëение 1 [6]); все
остаëüные возìожные свойства этих ìоäеëей ос-
таþтся в стороне. При этоì совреìенное состоя-
ние теории äифференöиаëüной реаëизаöии тако-
во, ÷то не буäет преувеëи÷ениеì сказатü: скоëü-
ко-нибуäü ис÷ерпываþщее изëожение основных
ее разäеëов в раìках ввоäной ÷асти ëþбой работы
преäставëяет соверøенно неразреøиìуþ заäа÷у.
Оäнако отìетиì, есëи сìотретü на реаëизаöиþ не-
прерывных систеì так, как ее форìуëироваë Каë-
ìан [1, с. 353], то äанная пробëеìа по существу
преäставëяет заäа÷у представления: отображение
«вхоä — выхоä», заäанное в виäе свертки, требу-
ется проìоäеëироватü систеìой типа «вхоä — со-
стояние — выхоä» ìиниìаëüноãо äинаìи÷ескоãо
поряäка. Иссëеäование же äанной работы по су-
ществу форìуëируется в «бихевиористи÷еской»
постановке Виëëеìса [2] и ìетоäоëоãи÷ески от-
носится к теории структурной иäентификаöии
непрерывных D-систеì в пространстве состояний:

Дëя непрерывной неëинейной бесконе÷ноìерной äинаìи÷еской систеìы, опреäеëенной
на языке ее повеäения типа «вхоä — выхоä» (ìоäеëü «÷ерноãо ящика»), преäëожены раз-
ëи÷ные функöионаëüно-анаëити÷еские критерии реаëизаöии äанной систеìы в сепара-
беëüноì ãиëüбертовоì пространстве в кëассе квазиëинейных стаöионарных äифферен-
öиаëüных ìоäеëей с проãраììно-позиöионныì управëениеì.

Ключевые слова: неëинейная äифференöиаëüная реаëизаöия, автоноìная (A, B, B
#
)
2
-ìоäеëü,

М
2
-проäоëжиìостü. 
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 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-

ìы фунäаìентаëüных иссëеäований № 15 ОЭММПУ РАН
(проект № 2.5).
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исхоäя из произвоëüноãо набëþäаеìоãо пу÷ка уп-
равëяеìых траекторий попытатüся точно сìоäеëи-
роватü этот пу÷ок äифференöиаëüной систеìой с
пространствоì состояний. При такоì ìетоäоëоãи-
÷ескоì поäхоäе, сëеäуя ëоãике «при÷инно-сëеäс-
твенных» связей, «вхоä» — программное управление,
а «выхоä» — траектория и позиционное управление.
Данная постановка апостериорноãо ìатеìати÷ес-
коãо ìоäеëирования не искëþ÷ает ìетоäоëоãи÷ес-
коãо поëожения, коãäа анаëити÷еское преäставëе-
ние a priori неëинейноãо закона позиöионноãо уп-
равëения в структуре D-систеìы äетерìинируется
не связüþ виäа «state feedback», а характеризует су-
щественнуþ неëинейнуþ коìпоненту уравнений
äинаìики ìоäеëируеìой a posteriori äифференöи-
аëüной ìоäеëи иссëеäуеìоãо физи÷ескоãо объекта
в кëассе квазиëинейных систеì. 

Основной поток пубëикаöий по ка÷ественной
теории реаëизаöии развивает ìатеìати÷ескуþ па-
раäиãìу ëинейных ìоäеëей (непрерывных иëи äис-
кретных); это объясняется не тоëüко возìожнос-
тüþ воспоëüзоватüся боãатыì аппаратоì ëинейной
ìатеìатики, но и теì, ÷то поäобные ìоäеëи необ-
хоäиìы äëя ëокаëüноãо изу÷ения уравнений äина-
ìики неëинейных объектов. И вряä ëи вызывает
уäивëение тот факт, ÷то äëя неëинейных систеì
апостериорный анаëиз ìоäеëей вне ëокаëüной
постановки оказываþтся боëее оãрани÷итеëüныì;
äаже есëи ре÷ü иäет о äостато÷ных усëовиях реа-
ëизаöии ìоäеëи, на ÷то, наприìер, указываëосü в
статüе [12]. Ситуаöия оказывается еще боëее тон-
кой (сиëüная и сëабая изìериìостü при нестаöи-
онарности, неоãрани÷енные операторы и т. п.), ес-
ëи апостериорно ìоäеëироватü бесконечномерные
неëинейные D-систеìы с разрывныìи управëени-
яìи из банаховых функöионаëüных пространств.
Поэтоìу äанная работа наöеëена, прежäе всеãо, на
преоäоëение ìетоäоëоãи÷еских препятствий при
«бесконе÷ноìерноì» поäхоäе реаëизаöии неëи-
нейных непрерывных D-систеì с ãиëüбертовыìи
пространстваìи состояний и управëений.

Постановка äанной работы быëа обозна÷ена в
вывоäах иссëеäований [8, 13] и преäставëяет собой
иäейное развитие резуëüтатов из пубëикаöии [9].
В ìетоäоëоãи÷ескоì пëане ìотивируþщуþ преä-
посыëку провоäиìых äаëее изысканий, в контек-
сте теории структурной иäентификаöии D-систеì
[6], по существу форìуëирует аëüтернатива äëя
структуры автоноìности операторов уравнений
ìоäеëируеìой äинаìики систеìы [1, с. 47]: «в про-
извоëüной нестаöионарной систеìе набëþäения
за проøëыì повеäениеì систеìы ìоãут ни÷еãо не
ãоворитü о ее буäущеì». В соответствии с общиì
теоретико-систеìныì направëениеì äанноãо поä-
хоäа основное вниìание в статüе обращено на ãео-
ìетри÷еское соäержание анаëити÷еских поëоже-
ний теории с попыткой преäставитü все резуëüта-

ты в терìинах анаëиза функöионаëüных свойств
оператора Реëея—Ритöа [6—9]. Данный путü изыс-
каний преäставëяется весüìа привëекатеëüныì,
поскоëüку преäëаãаеìый анаëиз созäает впе÷ат-
ëение теорети÷еской ãëубины, в ÷астности, ÷то-
бы про÷увствоватü бихевиористи÷еские разëи÷ия
ìежäу стаöионарной и нестаöионарной ìоäеëя-
ìи äифференöиаëüной äинаìики иссëеäуеìой a
posteriori управëяеìой бесконе÷ноìерной неëи-
нейной непрерывной D-систеìы. 

Резуëüтаты статüи ìоãут сëужитü указаниеì на
то, в каких практи÷еских ситуаöиях возìожно, хо-
тя бы в принöипе, расс÷итыватü на конструктив-
ное реøение в кëассе квазиëинейных автоноìных
структур в сепарабеëüноì ãиëüбертовоì простран-
стве заäа÷и äифференöиаëüноãо ìоäеëирования
повеäения «вхоä — выхоä» D-систеìы с проãраì-
ìно-позиöионныì управëениеì. Коне÷но, поня-
тие «существование модели реализации» явëяется в
боëüøей степени ÷исто ка÷ественной характерис-
тикой, которая, как правиëо, не несет инфорìа-
öиþ о тоì, наскоëüко хороøо обусëовëены рас÷е-
ты прикëаäноãо характера. Поэтоìу еще раз от-
ìетиì, ÷то зна÷ение резуëüтатов работы нужно
виäетü и расöениватü иìенно в свете озна÷енной
выøе возìожности ìоäеëирования, которая появ-
ëяется, по крайней ìере, тоãäа, коãäа уäовëетво-
рены анаëити÷еские усëовия существования ìате-
ìати÷еской ìоäеëи квазиëинейной äифференöи-
аëüной реаëизаöии.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÄÏÎÑÛËÊÈ.
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Везäе äаëее (X, ||•||
X
), (Y, ||•||

Y
), (Z, ||•||

Z
) — веще-

ственные сепарабеëüные ãиëüбертовы простран-
ства (структуру преäãиëüбертовости [14, с. 64] оп-
реäеëяþт норìы ||•||

X
, ||•||

Y
, ||•||

Z
), L(Y, X ) — банахово

пространство с операторной норìой ||•||
L(Y, X )

 всех

ëинейных непрерывных операторов из Y в X (ана-
ëоãи÷но (L(X, X ), ||•||

L(X, X )
), (L(Z, X ), ||•||

L(Z, X )
)),

T := [t
0
, t

1
] — отрезок ÷исëовой пряìой R с ìерой

Лебеãа μ и ν — поëожитеëüная ìера, абсоëþтно
непрерывная относитеëüно μ и опреäеëенная на
σ-аëãебре ℘

ν
 всех ν-изìериìых (ëебеãовски по-

поëненных) поäìножеств интерваëа T. В äаëüней-
øеì буäеì ÷асто рассìатриватü разëи÷ные μ-отно-
øения на T, ввеäеì äëя них сиìвоëы : ⋅=⋅ — äëя
равенства μ-по÷ти всþäу, ⋅≤⋅ — äëя упоряäо÷е-
ния μ-по÷ти всþäу, записü S ⋅⊂⋅ Q äëя ìножеств
S, Q ∈ ℘

μ
 озна÷ает μ(S \Q) = 0.

Пустü (B, ||•||) — банахово пространство,
£

p
(T, ν, B) — пространство всех интеãрируеìых по

Бохнеру [14, с. 189] отображений f : T → B с нор-
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ìой || f(τ)||pν(dτ))1/p, p∈[1, ∞). Как обы÷но, ÷ерез

L
p
(T, ν, B) обозна÷иì банахово фактор-пространс-

тво кëассов ν-эквиваëентности в £
p
(T, ν, B), при

этоì AC(T, B) ⊂ £
1
(T, μ, B) — ëинейное ìножество

всех абсоëþтно непрерывных функöий (относи-
теëüно ìеры μ).

Выäеëиì к рассìотрениþ äифференöиаëüные
ìоäеëи кëасса

dx(t)/dt ⋅=⋅ Ax(t) + Bu(t) + B#
u

#(x(t)), (1)

ãäе x(•) ∈ AC(T, X ) — реøение Каратеоäори (К-ре-

øение), u(•) ∈ L
2
(T, μ, Y ) и u#(x(•)) ∈ L

2
(T, μ, Z ) —

проãраììное и позиöионное (возìожно, неëиней-

ное) управëения, (A, B, B#) ∈ L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ
Ѕ L(Z, X ); äëя уäобства тройку вектор-функöий

(x, u, u#(x)) из уравнения (1) тоже назовеì К-ре-
øениеì, а упоряäо÷еннуþ тройку операторов

(A, B, B#), соãëасно терìиноëоãии из работы [8], —

автоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ.

Нетруäно виäетü, ÷то äекартово произвеäение

L
2
 := L

2
(T, μ, L(X, X )) Ѕ L

2
(T, μ, L(Y, X )) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, L(Z, X ))

образует банахово пространство кëассов μ-эквива-
ëентности всех (автоноìные + нестаöионарные)

(A, B, B#)
2
-ìоäеëей t a (A(t), B(t), B#(t)) с норìой

||(A, B, B#)||
L 

:= (||A(τ)||  + ||B(τ)||  +

+ ||B#(τ)|| )μ(dτ) .

Даëее, ÷ерез H
2
 обозна÷иì L

2
(T, μ, X ) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, Y ) Ѕ L

2
(T, μ, Z ) с норìой 

||(g, w, q)||
H 

:= (||g(τ)||  + ||w(τ)||  +

+ ||q(τ)|| )μ(dτ) ,  (g, w, q) ∈ H
2
,

÷астное сëеäствие [14, с. 64] конструкöии ||•||
H
:

H
2

— ãиëüбертово пространство. Наконеö, ÷ерез

L(H
2
, X ) обозна÷иì банахово пространство с опе-

раторной норìой всех ëинейных непрерывных
операторов, äействуþщих из H

2
 в X.

Пустü (А, В, B#) ∈ L
2
. Рассìотриì оператор ξ:

H
2

→ X, иìеþщий преäставëение

ξ(g, w, q): = (A(τ)g(τ) + B(τ)w(τ) +

+ B
#(τ)q(τ))μ(dτ),  (g, w, q) ∈ H

2
; (2)

соãëасно терìиноëоãии из [8] интеãраëüный опе-
ратор ξ опреäеëяет некоторуþ ξ

2
-ìоäеëü. Ясно, ÷то

ξ ∈ L(H
2
, X ). Верно и обратное утвержäение (ëеì-

ìа 2 [13]): «ζ ∈ L(H
2
, X ) ⇒ оператор ζ имеет пред-

ставление в виде ξ
2
-модели» иëи, иныìи сëоваìи,

нет неразреøиìых разëи÷ий ìежäу (A, B, B#)
2
- и

ξ
2
-ìоäеëяìи. В этой параäиãìе автоноìностü (ин-

вариантностü во вреìени) (A, B, B#)
2
-ìоäеëи в тер-

ìинах ξ
2
-ìоäеëи иìеет простое, но принöипиаëü-

ное, преäëожение:

(А, В, B#)∈L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ) ⇒

⇒ ξ(g, w, q) = (Ag(τ) + Bw(τ) + B#
q(τ))μ(dτ) =

= A g(τ)μ(dτ) + B w(τ)μ(dτ) + B#
q(τ)μ(dτ),

∀(g, w, q) ∈ H
2
. (2' )

Преäëожение (2' ) вытекает из сëеäствия 2 [14,
с. 191]. 

Постановка задачи разреøиìости äифферен-

öиаëüной реаëизаöии с автоноìной (A, B, B#)
2
-

ìоäеëüþ: пустü u
#: AC(T, X ) → L

2
(T, μ, Z ),

:= {(x, u, q) ∈ AC(T, X)ЅL
2
(T, μ, Y)ЅL

2
(T, μ, Z):

(x, u, q) = (x, u, u#(x))}, N ⊂  — некоторое фик-

сированное повеäение «вхоä — выхоä» D-систеìы

с позиöионныì законоì x a u#(x). Опреäеëитü в
анаëити÷еских конструкöиях от сеìейства проöес-
сов N необхоäиìые и äостато÷ные усëовия, при
которых N преäставëяет К-реøения некотороãо
äифференöиаëüноãо уравнения (1); в общеì сëу-
÷ае оãрани÷ений на Card N (ìощностü сеìей-
ства N ) не накëаäываеì (наприìер, Card N ≥ ℵ

0
 —

аëеф-нуëü).

2. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Ñ ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÉ (A, B, B#)
2
-ÌÎÄÅËÜÞ

Â ÂÀÐÈÀÍÒÅ Card N = 1

Дëя повеäения (x, u, u#(x)) ∈ , отражаþщеãо

проöесс «вхоä — выхоä» в иссëеäуеìой D-систе-
ìе, выпиøеì äве μ-непрерывные ìеры (с у÷етоì
[15, с. 107] ëþбая функöия x(•) ∈ AC(T, X ) обëаäает
произвоäной dx(•)/dt кëасса L

1
(T, μ, Х )):

ν(S) := (||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ),

S ∈ ℘
μ
, (3)

ν_(S) := ||dx(τ)/dτ||
X 

μ(dτ),  S∈℘
μ
. 

T
∫

⎝
⎜
⎛

T
∫ L X X,( )

2
L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

⎠
⎟
⎞ 1/2

⎝
⎜
⎛

T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎟
⎞ 1/2

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

П
u
#

П
u
#

П
u
#

S
∫ X

2
Y
2

Z
2

S
∫
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Даëее с÷итаеì, ÷то озна÷енные ìеры ëебеãовс-
ки расøирены на σ-аëãебры ℘

ν
 и ℘

ν_
. В терìинах

äанных ìер рассìотриì пространства L
2
(T, ν, R) и

L
1
(T, ν_, R), посëе ÷еãо ввеäеì k: L

2
(T, ν, R) → H

2

и ζ: L
1
(T, ν_, R) → Х — ëинейные непрерывные

операторы, äействуþщие соãëасно сëеäуþщиì пра-
виëаì:

k(λ) := λ⋅(x, u, u#(x)),  λ ∈ L
2
(T, ν, R), (4)

ζ(η) := (η(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ),  η ∈ L
1
(T, ν_, R);

в теоретико-ìножественной ìоäеëи [16] иäенти-
фикаöии систеì (1) операторы k и ζ — «конструк-
торы» пространств «вхоäных» и «выхоäных» сиã-
наëов.

Нет такой инфорìаöии о (A, B, B#)
2
-ìоäеëи,

которуþ неëüзя быëо бы извëе÷ü из конструкöии
соответствуþщей ей ξ

2
-ìоäеëи (ëеììа 2 [13]).

Поэтоìу в аксиоìати÷ескоì построении [16] те-
оретико-ìножественной интерпретаöии иäенти-
фикаöионноãо проöесса äëя äифференöиаëüной
систеìы (1) в ка÷естве ìатеìати÷еской ìоäеëи
выступает не форìа оператора Коøи (прототип
опреäеëения 1.1 [1, c. 13]), а ее преäставëение в
терìинах интеãраëüной ξ

2
-ìоäеëи (реìинисöен-

öия опреäеëения 1.3 [17, c. 22]). При этоì в äанной
интерпретаöии (сì. статüþ [16]) иäентификаöион-
ный базис заäает обëастü опреäеëения ξ

2
-ìоäеëи.

Естü и äруãие веские äовоäы иссëеäоватü ãеоìет-
риþ иäентификаöионных базисов, но äаëее пона-
äобится тоëüко резуëüтат ëеììы 1, äоказатеëüство
которой опускаеì (несëожная ìоäификаöия тео-
реìы 7 и сëеäствия 4 из статüи [16]).

Лемма 1. Пусть (x, u, u#(x)) ∈ , ν — мера

из (3), k — оператор из выражения (4) и пусть Ω —
полный образ в Н

2
 оператора k. Тогда Ω — замкну-

тое подпространство в H
2
, при этом оператор k:

L
2
(T, ν, R) → Ω — линейная изометрия. 

Замечание 1. Норìа ||(x, y, z)||
U
 := (||x ||  + ||y ||

+ ||z || )1/2 в произвеäении X × Y × Z = : U наäеëяет

посëеäнее ãиëüбертовой структурой. Сëеäоватеëü-
но, пространства Н

2
 и L

2
(T, μ, U ) равны с то÷но-

стüþ äо изоìорфизìа, осуществëяþщеãо естест-
венное вëожение Н

2
 в L

2
(T, μ, U ), поэтоìу резонно

с÷итатü Ω ⊂ L
2
(T, μ, U ). ♦

С у÷етоì заìе÷ания 1 ввеäеì на Ω конструк-
öиþ интеãраëа Бохнера [14], ÷то позвоëяет выäе-

ëитü в поäпространстве Ω заìкнутое нуëü-ìноãо-
образие виäа

W := h ∈ Ω: h(τ)μ(dτ) = 0 ∈ U ; (5)

в сиëу ëеììы 1 функöионаëüное ìноãообразие W
заìкнуто в L

2
(T, μ, U) (и в H

2
).

Лемма 2. D := {d ∈ U: d = h(τ)μ(dτ), h ∈ Ω} —

множество второй категории в себе (с топологией,
индуцированной из U ).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Достато÷но установитü (соãëас-
но теореìе Бэра — Хаусäорфа о катеãории [14, с. 24]),
÷то D — поëное ìетри÷еское пространство. С этой öе-
ëüþ построиì «топоëоãи÷ескуþ копиþ» ìножества D.
Перейäеì к äетаëяì.

Так как d ∈ U: d = h(τ)μ(dτ), h ∈ L
2
(T, μ, U )  = U,

то к оператору

J(h) := h(τ)μ(dτ), h ∈ L
2
(T, μ, U),

приìениìа теореìа Банаха об открытости отображения
[14, с. 112]. Такиì образоì, сужение J⏐Ω — открытое
отображение на образ Im J⏐Ω (т. е. на D), откуäа в сиëу
теореìы 8 [18, с. 133] топоëоãия в D совпаäает с фак-
тор-топоëоãией, заäаваеìой J⏐Ω, ÷то привоäит к поëо-
жениþ: фактор-пространство G := Ω/W и ëинейное ìно-
ãообразие D обëаäаþт ëинейныì ãоìеоìорфизìоì J*:
G → D, такиì ÷то J⏐Ω = J*

éπ, ãäе π — фактор-отобра-
жение поäпространства Ω на G. С äруãой стороны, опи-
раясü на ëеììу 1, преäставëение (5) и пункт (d) теоре-
ìы 1.41 [19, с. 39], закëþ÷аеì: фактор-пространство G —
банахово.

Следствие 1. Линейное многообразие D замкнуто
в U. Оператор J⏐Ω — открытое отображение под-
пространства Ω на D. ♦

Усëовиìся обозна÷атü фактор-пространство
кëассов μ-эквиваëентности всех вещественных и
μ-изìериìых на интерваëе вреìени Т функöий ÷е-
рез L(Т, μ, R), и пустü Ψ: AC(T, X ) Ѕ L

2
(T, μ, Y ) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, Z ) → L(Т, μ, R) оператор Реëея—Ритöа

[13]:
Ψ(g, w, q)(t) :=

:= , (6)

ãäе g ∈ AC(T, X ), w ∈ L
2
(T, μ, Y ), q ∈ L

2
(T, μ, Z ).

Оператор Ψ не стеснен раìкаìи своих конс-
трукöий из выражения (6), боëее тоãо, во второй
строке он факти÷ески «не обнуëяет» инфорìа-

öиþ о äинаìи÷еских проöессах (x(•), u(•), u#(x(•)))

из , поскоëüку иìеþт ìесто сëеäуþщие поëо-

жения:

T
∫

П
u
#

X
2

Y
2

Z
2

⎩
⎨
⎧

T
∫

⎭
⎬
⎫

T
∫

⎩
⎨
⎧

T
∫

⎭
⎬
⎫

T
∫

dg t( )/dt X/ g t( ) w t( ) q t( ), , U,

есëи g t( ) w t( ) q t( ), ,( ) U 0;≠

0 R, есëи g t( ) w t( ) q t( ), ,( ) U∈ 0,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

П
u
#
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— кажäая функöия x ∈ AC(T, X ) μ-по÷ти всþäу
äифференöируеìа на интерваëе T и иìеет (ëеì-
ìа 1 [13]) анаëити÷еское преäставëение в форìе

x(t) = x(t
0
) + dx(τ)/dτμ(dτ),  t ∈ T;

— в сиëу ëеììы 3 [13] справеäëиво вкëþ÷ение
(по mod μ)

{t ∈ T: ||(x(t), u(t), u#(x(t)))||
U
 = 0} ⋅⊂⋅ {t ∈ T:

dx(t)/dt = 0}, (7)

сëеäоватеëüно (в заäа÷е реаëизаöии), на ìножест-
ве ìоìентов вреìени 

{t ∈ T: ||(x(t), u(t), u#(x(t)))||
U
 = 0}

функöия t a Ψ(x, u, u#(x))(t) соãëасно первой стро-
ке выражения (6) «не теряет инфорìаöиþ» о по-

веäении (x(•), u(•), u#(x(•))) ∈  (вне зависиìо-

сти от факта наëи÷ия иëи отсутствия äифферен-
öиаëüной реаëизаöии (1) äанноãо äинаìи÷ескоãо
проöесса).

В форìуëировке сëеäуþщей теореìы (в изве-
стноì сìысëе она явëяется пропеäевти÷еской к
теореìе 4, сì. äаëее) выписаны наибоëее коìпак-
тные (на взãëяä авторов) соотноøения ìежäу по-
нятияìи, с оäной стороны, повеäения D-систе-
ìы как апостериорноãо äинаìи÷ескоãо проöесса
«вхоä — выхоä», а с äруãой, как К-реøения неко-
тороãо äифференöиаëüноãо уравнения (1); сì. äа-
ëее также заìе÷ание 5.

Теорема 1. (x, u, u#(x)) ∈  — К-решение не-

которого уравнения (1) в том и только в том слу-

чае, если для соотношений (3)—(6), индуцированных

(x, u, u#(x)), выполняется k
–1(W ) ⊂ Ker ζ совместно

с одним (любым) из двух условий:

а) ∃ c ∈ (0, ∞): ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2, ∀S ∈ ℘
μ
;

б) ∃ c ∈ (0, ∞): Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c. 
Замечание 2. Поäтвержäение оäноãо из усëовий

а) иëи б) обеспе÷ивает (сì. заìе÷ание 1 [8]) непре-

рывное [20, с. 322] вëожение £
2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R),

÷то äеëает корректныì (сì. (4)) анаëиз операöии

k
–1(W) ⊂ Ker ζ на кëассах μ-эквиваëентности из

L
2
(T, ν, R); во избежание неäоразуìений сëеäует

иìетü в виäу, ÷то £
2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R) еще не

обеспе÷ивает факт L
2
(T, ν, R) ⊂ L

1
(T, ν_, R) (сëеä-

ствие 1 [13]). Уìестно также отìетитü, ÷то в отëи-
÷ие от заäа÷и äифференöиаëüной реаëизаöии в ре-

äакöии нестаöионарной (A, B, B#)
2
-ìоäеëи (сì. п. в)

заìе÷ания 1 [8]), реаëизаöия (1) проöесса (x, u, u#(x))

не ãарантирует, но (сì. сëеäствие 2) и не отвер-
ãает единственность преäставëения автоноìной

(A, B, B#)
2
-ìоäеëи. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о  теореìы 1. Приняв вреìенно
на веру пере÷исëенные в форìуëировке теореìы 1 фак-
ты, покажеì, ÷то позиöии а) и б) эквиваëентны. 

� (а) ⇒ б)). Пустü существует такое c ∈ (0, ∞), ÷то

ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2, ∀S ∈ ℘
µ
. Рассìотриì на

интерваëе T три абсоëþтно непрерывные функöии: 

t a γ(t) := ||dx(τ)/dτ||
X
 μ(dτ),  t a α(t) := c2 μ(dτ), 

t a β(t) := (||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ). 

Функöии γ, α и β äифференöируеìы μ-по÷ти всþäу:

dγ(t)/dt = ||dx(t)/dt ||
X
, dα(t)/dt = c2, dβ(t)/dt = (||x(t)||  +

+ ||u(t)||  + ||u#(x(t))|| ). Поэтоìу, приняв S
t 
: = [t, t + Δt],

Δt > 0, из факта ν_(S
t
) ≤ c(μ(S

t
))1/2(ν(S

t
))1/2 соãëасно (3)

прихоäиì к 

Δt
–1(γ(t + Δt) – γ(t)) = Δt

–1 ||dx(τ)/dτ||
X

μ(dτ) ≤

≤ c Δt
–1 μ(dτ))1/2 Δt

–1 (||x(τ)||  +

+ ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ)  =

= (Δt
–1(α(t + Δt) – α(t)))1/2(Δt

–1(β(t + Δt) – β(t)))1/2 

и, перехоäя к преäеëу при Δt → 0, поëу÷аеì неравенство

dγ(t)/dt = ||dx(t)/dt ||
X 

≤ (dα(t)/dt)1/2(dβ(t)/dt)1/2 =
 = c||(x(t), u(t), u#(x(t)))||

U
.

Сëеäоватеëüно (в сиëу (6) и (7)), справеäëиво поëо-

жение Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c. 
� (б) ⇒ а)). Пустü найäется такое ÷исëо c > 0, ÷то

выпоëниìо Ψ(x, u, u
#(x))(t) ⋅≤⋅ c. Тоãäа, о÷евиäно,

||dx(t)/dt ||
X 

⋅≤⋅ c (||x(t)||  + ||u(t)||  + ||u#(x(t))|| )1/2 и,

сëеäоватеëüно, в сиëу интеãраëüноãо неравенства
Коøи—Буняковскоãо äëя ëþбоãо поäìножества S ∈

℘
µ
 иìеет ìесто ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2.

Теперü, посëе краткоãо отступëения, вызванноãо
поäтвержäениеì а) ⇔ б), возвращаеìся к основной ëи-
нии äоказатеëüства теореìы 1; разобüеì еãо на äве ÷ас-
ти — «только в том случае, ⇒» и «в том случае, ⇐». 

� (только в том случае, ⇒). Пустü (x, u, u#(x)) — К-реøе-

ние некотороãо уравнения (1) и (A, B, B#) ∈ L(X, X) Ѕ

Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ) — еãо автоноìная (A, B, B#)
2
-ìо-

äеëü. Тоãäа (теореìа 1 [13]) иìеет ìесто непрерывное
вëожение £

2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R), и справеäëив коì-

ìентарий заìе÷ания 2. Испоëüзуя преäставëение (3),

t
0

t,[ ]
∫

П
u
#

П
u
#

t
0
t,[ ]
∫

t
0
t,[ ]
∫

t
0
t,[ ]
∫ X

2
Y
2

Z
2

X
2

Y
2

Z
2

t t Δt+,[ ]
∫

⎝
⎜
⎛

t t Δt+,[ ]
∫ ⎝

⎜
⎛

t t Δt+,[ ]
∫ X

2

Y
2

Z
2

⎠
⎟
⎞

⎠
⎟
⎞ 1/2

X
2

Y
2

Z
2
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автоноìнуþ ξ
2
-ìоäеëü (форìуëа (2' )) и уравнение (1),

обнаруживаеì, ÷то

(λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ) = A λ(τ)x(τ)μ(dτ) +

+ B λ(τ)u(τ)μ(dτ) + B# λ(τ)u#(x(τ))μ(dτ),

∀λ ∈ L
2
(T, ν, R). 

Откуäа, приниìая во вниìание (ëеììа 1), ÷то оператор
k: L

2
(T, ν, R) → Ω обратиì (т. е. Ker k = 0 ∈ L

2
(T, ν, R))

и (A, B, B#): U → X, поëу÷аеì вëожение k–1(W ) ⊂ Ker ζ. 
Остаëосü поäтверäитü а) иëи б). Выбираеì свойст-

во б), еãо наëи÷ие соäержит сëеäуþщая öепü иìпëика-
öий (с у÷етоì неравенства Коøи — Буняковскоãо и (7)):

dx(t)/dt ⋅=⋅ Ax(t) + Bu(t) + B#
u

#(x(t)) ⇒
⇒ ||dx(t)/dt ||

X
 ⋅≤⋅ ||A||

L(X, X )
||x(t)||

X
 + ||B ||

L(Y, X )
||u(t)||

Y 
+

+ ||B#||
L(Z, X )

||u#(x(t))||
Z
 ⇒ Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ (||A ||  +

+ ||B ||  + ||B#|| )1/2 =: c ∈ (0, ∞). 

� (в том случае, ⇐). Пустü k–1(W ) ⊂ Ker ζ и, кроìе то-
ãо, отыщется такое поëожитеëüное ÷исëо c, ÷то

ìожно утвержäатü: Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c; это нера-
венство обеспе÷ивает (теореìа 1 [13]) вëожение
£

2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R), поэтоìу в (4) обëастü оп-

реäеëения оператора ζ позвоëитеëüно сузитü äо
L

2
(T, ν, R). Покажеì, ÷то оператор ζ: L

2
(T, ν, R) → Х

непрерывен. Позиöия б) вëе÷ет связü

||λ(t)dx(t)/dt ||
X
 ⋅≤⋅ c(λ2(t)(||x(t)||  + ||u(t)||  +

+ ||u#(x(t))|| ))1/2, λ ∈ L
2
(T, ν, R) ⇒

⇒ (λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ)
 
≤ ||λ(τ)dx(τ)/dτ||

X
 μ(dτ) ≤

≤ c (λ2(τ)(||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| ))1/2μ(dτ)  ≤

≤ c(μ(T ))1/2 λ2(τ)(||x(τ)||  + ||u(τ)||  +

+ ||u#(x(τ))|| )μ(dτ)  = c(μ(T ))1/2||λ|| , 

||•|| , — норìа в L
2
(T, ν, R). Такиì образоì, установиëи

непрерывностü ζ, ÷то по существу равносиëüно сущест-
вованиþ некоторой ξ

2
-ìоäеëи (2), необязатеëüно с ав-

тоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ; сì. äаëее äиаãраììу и в

ней сужение ξ⏐Ω.

Дëя снятия возìожных затруäнений, а также обëеã-
÷ения и наãëяäности äаëüнейøих рассужäений, рас-
сìотриì коììутативнуþ äиаãраììу, преäставëеннуþ на
рис. 1. 

Зäесü id
...
 — тожäественное отображение (инäекс —

обëастü опреäеëения/зна÷ений), ξ — оператор ξ
2
-ìоäе-

ëи (2), ω — оператор интеãрирования на функöионаëü-
ноì ìноãообразии Ω; с у÷етоì (5) ясно, ÷то иìеет ìесто
ω = J⏐Ω и Ker ω = W. 

Теперü построиì ëинейный оператор C, фиãурируþ-
щий в äиаãраììе. Дëя этоãо кажäоìу η ∈ D сопоставиì
такое зна÷ение C(η) ∈ Х, ÷тобы в öеëоì не наруøаëосü
свойство коììутативности äиаãраììы, а поскоëüку рас-

поëаãаеì отноøениеì k–1(W) = k–1(Ker ω) ⊂ Ker ζ, то

приìеì C(η) = ζ(k–1(ω–1(η))). 

Не теряя терпения, изìениì нескоëüко вопрос: об-
ëаäает ëи оператор C: D → Х свойствоì непрерывности?
(Поäразуìевается, ÷то топоëоãия в D инäуöирована ìет-
ри÷еской топоëоãией из U ). Оказывается, ÷то ответ по-
ëожитеëüный. 

В саìоì äеëе, есëи E — открытая обëастü в Х, то ее

прообраз ζ—1(E ) открыт в L
2
(T, ν, R) поскоëüку (как по-

казано выøе) оператор ζ непрерывен. Даëее (сì. äиа-

ãраììу), ìножество k(ζ–1(E )), как утвержäает ëеììа 1,

открыто в Ω, сëеäоватеëüно ω(k(ζ–1(E ))) — открытая
обëастü в D (в сиëу сëеäствия 1). С äруãой стороны,

как несëожно установитü (у÷итывая, ÷то k–1(W ) =

= k
–1(Ker ω) ⊂ Ker ζ), иìеет ìесто ω(k(ζ–1(E ))) = C–1(E ),

÷то и поäтвержäает непрерывностü оператора C.

Наконеö, структура пространства U позвоëяет (сì. те-
ореìу 8.4.2 [21, с. 213]) осуществитü ëинейное непре-
рывное распространение оператора C äо некоторой ав-

тоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëи (A, B, B#): U → Х такой, ÷то 

ζ(k–1(ω–1(η))) = (A, B, B#)(η) = C(η),  ∀η ∈ D. 

В своþ о÷ереäü, это озна÷ает (соãëасно (4)) не ÷то
иное, как 

(λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ) = A λ(τ)x(τ)μ(dτ) +

+ B λ(τ)u(τ)μ(dτ) + B# λ(τ)u#(x(τ))μ(dτ),

∀λ ∈ L
2
(T, ν, R). 

Посëеäнее равенство справеäëиво и äëя характе-
ристи÷еских функöий χ

t
 от поäинтерваëов [t

0
, t] ⊂ T,

÷то в сиëу (2' ) привоäит к преäставëениþ «сìещенной

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

L X X,( )

2

L Y X,( )

2
L Z X,( )

2

X
2

Y
2

Z
2

T
∫

X T
∫

⎝
⎛
T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎞

⎝
⎛
T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎞ 1/2

L
2

L
2

Рис. 1. Диаграмма (к доказательству теоремы 1) 

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫
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на вектор x(t
0
)» траектории изу÷аеìоãо äинаìи÷ескоãо

проöесса: 

ζ(χ
t
(x, u, u#(x)))(t) = x(t) — x(t

0
) =

= (Ax(τ) + Bu(τ) + B#
u

#(x(τ)))μ(dτ),  t ∈ T. 

Дифференöирование траектории t a x(t) позвоëяет

закëþ÷итü, ÷то (x, u, u#(x)) — К-реøение уравнения (1)

с оператораìи А ∈ L(X, X), В ∈ L(Y, X), B# ∈ L(Z, X). ♦ 

Теореìа 1 опреäеëяет «еäини÷ные» проöессы в

, обëаäаþщие автономной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ

реаëизаöии, при этоì хоä äоказатеëüства показаë:
свойства а) и б) эквиваëентны; сëабое ìесто тео-
реìы — необхоäиìо äобитüся ëеãкости в ис÷ис-
ëениях, поäтвержäаþщих иëи опроверãаþщих

вëожение k–1(W ) ⊂ Ker ζ. В этой связи пункт (ii)
сëеäствия 2 — первый øаã в направëении конста-
таöии, ÷то конструктивностü äанных ис÷исëений
ìожет äостиãатüся (наприìер, теореìа 1 [10], ут-
вержäение 1 [22] и т. п.) в кëассе коне÷ноìерных
систеì (1). 

Следствие 2. (i) Реализация (1) процесса (x, u,

u
#(x)) ∈  обладает единственной автономной

(A, B, B
#)

2
-моделью тогда и только тогда, когда

D = U. 

(ii) Если dim D < ∞, то условия а) и б) в тео-
реме 1 можно опустить. 

3. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ Ì
2
-ÏÐÎÄÎËÆÈÌÎÑÒÈ

Опреäеëения и конструкöии, употребëяеìые
при построении теории реаëизаöии, ìожно поëу-
÷итü из небоëüøоãо ÷исëа общих понятий, поэтоìу
äаëüнейøее изëожение основывается на изу÷ении
пространства L

2
, ÷то ставит заäа÷у опреäеëения

остаëüных понятий ÷ерез конструкöиþ (A, B, B#)
2
-

ìоäеëи, в ÷астности, это относится к понятияì
М

2
-проäоëжиìости [8]. В связи с этиì äаëее вкрат-

öе изëаãаþтся, с некоторой опорой на интуиöиþ в
÷асти реøения заäа÷и реаëизаöии, форìаëüные
опреäеëения и некоторые важные поëожения об
общих свойствах распространения М

2
-операторов;

естественно собратü неìноãие нужные понятия
вìесте.

Определение 1. Пустü (A, B, B
#) ∈ L

2
. На-

зовеì M
2
-оператороì ëинейный оператор M:

H
2

→ L
1
(T, μ, X ), иìеþщий анаëити÷еское преä-

ставëение виäа

M(g, w, q) := Ag + Bw + B#
q,  (g, w, q) ∈ H

2
.

Предложение 1 [8]. M
2
-оператор непрерывен в

топологиях от ||•||
H
 и ||•|| ; здесь ||•||  — норма в

L
1
(T, μ, X ).

Определение 2. Пустü V ⊂ H
2
. Линейный опе-

ратор М
#: Span V → L

1
(T, μ, X ) назовеì M

2
-про-

äоëжиìыì, есëи и тоëüко есëи М# äопускает рас-
пространение äо некотороãо М

2
-оператора M:

H
2

→ L
1
(T, μ, X ), т. е. М(y) = М#(y), ∀y ∈ Span V. ♦

Не стреìясü на äанный ìоìент к форìуëиров-
ке ис÷ерпываþщеãо резуëüтата по характеризаöии
свойства M

2
-проäоëжиìости, привеäеì ее конс-

трукöиþ в сеìействе всех линейных непрерывных
операторов, äействуþщих из пространства H

2
 в

L
1
(T, μ, X ) (ее о÷евиäная ìотиваöия — преäëоже-

ние 1); впосëеäствии эта конструкöия приãоäится
(äëя äоказатеëüства преäëожения 3).

Пустü S ∈ ℘
μ
 и P

S, L
: L

1
(T, μ, X ) → L

1
(T, μ, X ) —

оператор виäа: P
S, L

(y)(t) := y(t), есëи t ∈ S и

P
S, L

(y)(t) := 0 ∈ X при t ∈ T \S [20, c. 13]. Оператор

P
S, L

 — ëинейный проектор  = P
S, L

 и про-

странство L
2
(T, μ, X ) ⊂ L

1
(T, μ, X ) инвариантно от-

носитеëüно P
S, L

, ÷то äеëает корректныì рассìот-

рение анаëоãи÷ноãо оператора P
S, H

: H
2
 → H

2
.

Предложение 2 [8]. Пусть E ⊂ H
2
 — линейное мно-

гообразие, инвариантное относительно семейства
проекторов {P

S, H
: S ∈ ℘

μ
} и М*: E → L

1
(T, μ, X ) —

линейный непрерывный оператор. Тогда существует
М

2
-оператор М : H

2 
→ L

1
(T, μ, X ), продолжающий

М* (т. е. М(y) = М*(y), ∀y ∈ E), в том и только в
том случае, если 

М*éP
S, H

(y) = P
S, L

éМ*(y), ∀S ∈ ℘
μ
, ∀y ∈ E, (8)

что означает коммутативность следующей диа-
граммы (рис. 2).

Следствие 3 [8]. Непрерывный линейный опера-
тор M: H

2
 → L

1
(T, μ, X ) является М

2
-оператором

тогда и только тогда, когда для любого S ∈ ℘
μ
 спра-

ведливо

М éP
S, H

(•) = P
S, L

éМ(•). ♦

t
0
t,[ ]
∫

П
u
#

П
u
#

L
1

L
1

PS L,
2

Рис. 2. Диаграмма (к предложению 2) 
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Пустü V ⊂ H
2
 и М#: Span V → L

1
(T, μ, X ) — не-

который ëинейный оператор. Чтобы поëу÷итü с
поìощüþ преäëожения 2 äейственный критерий

проäоëжиìости М# äо М
2
-оператора, необхоäиìо

посëеäоватеëüно:
— расøиритü ëинейнуþ обоëо÷ку Span V äо ëи-

нейноãо ìноãообразия E ⊂ H
2
, инвариантноãо от-

носитеëüно сеìейства проекторов {P
S, H

: S ∈ ℘
μ
};

— построитü äëя оператора М# еãо ëинейное
расøирение М* на образованное ëинейное ìноãо-
образие E;

— показатü непрерывностü оператора М*; 

— проверитü äëя ëинейноãо расøирения М*

выпоëнение усëовия (8). 
Реøение трех посëеäних из пере÷исëенных за-

äа÷ соäержит преäëожение 3, тоãäа как первая из
них — это преäìет анаëиза сëеäуþщей ëеììы. 

Лемма 3. Пусть V ⊂ H
2
 и E := Span{P

S, H
(y):

S ∈ ℘
μ
, y ∈ Span V }. Тогда:

а) E — наименьшее линейное множество в H
2
, со-

держащее Span V и инвариантное относительно се-
мейства проекторов {P

S, H
: S ∈ ℘

μ
}; 

б) если y ∈ E, то найдется натуральное k такое,
что существуют y

1
, ..., y

k 
⊂ Span V и S

1
, ..., S

k 
∈ ℘

μ

такие, что y = P
Si, H

(y
i
), S

i 
∩ S

j 
= ∅, i ≠ j

(i, j = 1, ..., k). 
Замечание 3. В ãеоìетри÷ескоì разëожении

y = P
Si, H

(y
i
) ìожно с÷итатü, ÷то S

i
 ис÷ер-

пывает весü интерваë T, поскоëüку есëи S
i
 —

собственное поäìножество интерваëа T, то, обоз-
на÷ив ÷ерез S

i + 1
 ìножество T \ S

i
, и приняв

y
i + 1 

≡ 0, поëу÷аеì разëожение вектор-функöии

y =  (y
i
), S

i 
= T. Такиì об-

разоì, äаëее приìеì, ÷то в преäставëении y =

=  (y
i
) поäìножества S

1
, ..., S

k 
∈ ℘

μ
 об-

разуþт äизъþнктное разбиение вреìенноãо интер-
ваëа Т.

До к а з а т е ë ü с т в о  ëеììы 3. (а) Инвариантностü
(и ìиниìаëüностü) ëинейноãо ìножества E сëеäует из
впоëне прозра÷ноãо соотноøения P

S*, H
éP

S**, H
 = P

S* ∩ S**, H
.

(б) Доказатеëüство этоãо утвержäения провеäеì ин-
äукöией по ÷исëу k в сëеäуþщеì преäставëении: y ∈ E,

y = (y
i
), S

i 
∈ ℘

μ
, y

i 
∈ Span V, i = 1, ..., k.

Индуктивный шаг. Рассìотриì суììу (y
i
) +

+ P
S*, H

(y*), ãäе S
i 

∩ S
j 
= ∅, i ≠ j, y

i
, y* ∈ Span V,

i, j = 1, ..., k. Поëожиì  := S * ∩ S
i
,  := S

i
\S*,

S''' := S *\ S
i
. Тоãäа поäìножества ,  и S'''

попарно äизъþнктны и, кроìе тоãо, S
i 
=  ∪ ,

S* = S''' ∪ ( ), поэтоìу

(y
i
) = (y

i
) + (y

i
),  1 ≤ i ≤ k,

P
S*, H

(y*) = (y*) + P
S''', H

(y*).

Посëеäние соотноøения позвоëяþт заверøитü äока-
затеëüство:

(y
i
) + P

S*, H
(y*) =

= ( (y
i
) + (y

i
) + (y*)) + P

S''', H
(y*) =

= ( (y
i
 + y*) + (y

i
)) + P

S''', H
(y*). ♦

Леãко виäетü, ÷то äоказатеëüство ëеììы 3 опи-
раëосü искëþ÷итеëüно на структуру ëинейной обо-
ëо÷ки, натянутой на ìножество {P

S, H
(y): S ∈ ℘

μ
,

y ∈ Span V}, которое по факту неëинейно. Это ëþ-
бопытно хотя и не о÷енü важно, важно äруãое —
преäøествуþщая ëеììа вкупе с преäëожениеì 2
позвоëяþт äатü сëеäуþщуþ коìпактнуþ форìуëи-
ровку анаëити÷ескоãо резуëüтата по М

2
-проäоë-

жиìости.

Предложение 3. Пусть V ⊂ H
2
 и М

#: Span V →
→ L

1
(T, μ, X ) — линейный оператор. Тогда для

M
2
-продолжимости оператора М

#
 необходимо и до-

статочно, чтобы в L
2
(T, μ, R) нашлась такая функ-

ция t a ϕ(t) ⋅≥⋅ 0, что

||М#(y)(t)||
X
 ⋅≤⋅ ϕ(t)||y(t)||

U
,  ∀ y ∈ Span V. (9)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. (Необходимо, ⇒). Есëи

M(g, w, q) := Ag + Bw + B#
q — некоторый M

2
-оператор,

проäоëжаþщий М#, то, разуìеется, иìеет ìесто

||М#(y)(t)||
X
 ⋅=⋅ ||M(t)y(t)||

X 
⋅≤⋅ ϕ(t)||y(t)||

U
,  ∀ y ∈ Span V,

ϕ(t) = (||A(t)||  + ||B(t)||  + ||B#(t)|| )1/2;

из сказанноãо сëеäует, ÷то функöия ϕ принаäëежит
кëассу L

2
(T, μ, R).

(Достаточно, ⇐). Пустü E ⊂ Н
2
 — ëинейное ìноãо-

образие из форìуëировки ëеììы 3. Рассìотриì ëиней-
ный оператор М*: E → L

1
(T, μ, X ), äействуþщий соãëас-

но установки М*(y) := éМ
#(y

i
), ãäе y, y

i
 ∈ E,

S
i

∈ ℘
μ
, 1 ≤ i ≤ k, в сиëу ëеììы 3 и заìе÷ания 3 связаны

сëеäуþщиìи конструкöияìи: 

y = (y
i
),  y

i 
∈ Span V,  S

i 
∩ S

j 
= ∅,  i ≠ j,

S
i 
= T,  i, j = 1, ..., k.

1 i k≤ ≤

∑

1 i k≤ ≤

∑
1 i k≤ ≤

∪

1 i k≤ ≤
∪

1 i k≤ ≤
∪

1 i k 1+≤ ≤

∑ PS
i

H,
1 i k 1+≤ ≤

∪

1 i k≤ ≤

∑ PS
i

H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

Si' Si''

1 i k≤ ≤
∪ Si' Si''

Si' Si''

1 i k≤ ≤
∪ Si'

PS
i
H, PS

i
H,' PS

i
H'',

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,'

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,' PS

i
H'', PS

i
H,'

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,' PS

i
H'',

L X X,( )

2

L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∪
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Покажеì, ÷то оператор М* опреäеëен корректно,
т. е. еãо зна÷ение от ëþбой вектор-функöии y ∈ E не за-

висит от преäставëения y = (y
i
). 

Пустü y ∈ E и y = (y
i
) = (y

j
), ãäе

{S
i
}
i = 1, ..., k

 и {S
j
}
j = 1, ..., r

 — некоторые фиксированные

äизъþнктные разбиения интерваëа Т, а y
i
, y

j 
∈ Span V,

1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r. Тоãäа сеìейство поäìножеств
{S
ij
: S

ij
= S

i 
∩ S

j
, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r} также образует раз-

биение отрезка Т. Даëее, поëожиì y
ij 
:= y

i
 – y

j
. Так как

y(t) ⋅=⋅ y
i
(t) ⋅=⋅ y

j
(t) в T, то y

ij
(t) ⋅=⋅ 0 на кажäоì S

ij
, по-

этоìу в сиëу (9) ||М#(y
ij
)(t)||

X
 ⋅≤⋅ ϕ(t)||y

ij
(t)||

U
 ⋅=⋅ 0 при

t ∈ S
ij
 и, такиì образоì, М#(y

ij
)(t) ⋅=⋅ 0 в S

ij
. Сëеäо-

ватеëüно, М
#(y

i
)(t) ⋅=⋅ М

#(y
j
)(t), t ∈ S

ij
. Но в этоì

сëу÷ае, обозна÷ив ÷ерез z'(t) := éМ
#(y

i
) и

z''(t) := éМ
#(y

j
), äëя этих функöий поëу÷аеì

öепü равенств z'(t) = М#(y
i
)(t) ⋅=⋅ М#(y

j
)(t) = z''(t), t ∈ S

ij
.

У÷итывая, ÷то систеìа поäìножеств {S
ij
}
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r

 об-

разует äизъþнктное разбиение интерваëа Т, прихоäиì к
закëþ÷ениþ, ÷то иìеет ìесто соответствие z'(t) ⋅=⋅ z''(t)
äëя то÷ек из Т, и зна÷ит ëинейный оператор М* опре-
äеëен корректно. 

Дëя äоказатеëüства непрерывности отображения М*,
о÷евиäно, äостато÷но проверитü, ÷то äëя М* справеäëи-
во соотноøение (9) (в этоì сëу÷ае непрерывностü опе-
ратора М* сëеäует из интеãраëüноãо неравенства Геëüäе-

ра). Пустü (как и прежäе) y = (y
i
), y

i 
∈ Span V,

ãäе {S
i
}
i = 1, ..., k

 — разбиение отрезка Т. Тоãäа из М*(y) =

= éМ
#(y

i
) сëеäует, ÷то М*(y)(t) = М#(y

i
)(t),

t ∈ S
i
, откуäа в сиëу (9) äëя y

i
 буäет ||M*(y)(t)||

X 
=

= ||М#(y
i
)(t)||

X 
≤ ϕ(t)||y

i
(t)||

U 
≤ ϕ(t)||y(t)||

U
 μ-по÷ти всþäу в S

i
,

а зна÷ит и äëя μ-по÷ти всех то÷ек интерваëа Т. Дëя за-
верøения äоказатеëüства остается поäтверäитü äëя опе-
ратора М* свойство (8). 

Пустü y ∈ E, y = (y
i
), y

i 
∈ Span V, S

i 
∩ S

j 
= ∅,

i ≠ j, S
i
 = T, i, j = 1, ..., k и S ⊂ T. Тоãäа P

S, H
(y) =

= P
S, H

 é (y
i
) = (y

i
), откуäа в сиëу

конструкöии оператора М*, ввеäенной выøе,

М* é P
S, H

(y) =  é М
#(y

i
)
 
=

= P
S, L

 é  é М#(y
i
)
 
=

= P
S, L

 é  é М#(y
i
)
 
= P

S, L
 é М*(y). ♦ 

Пустü V ⊂ H
2
. Линейноìу оператору М

#:

Span V → L
1
(T, μ, X ) из форìуëировки преäëо-

жения 3 сопоставиì2 неëинейный оператор Φ:
Span V → L(T, μ, R) виäа 

Φ(g, w, q)(t) :=

:= .

Даëее в ãеоìетрии поãëощаþщеãо ìножества
сëеäуеì [14, с. 42]: ìножество Q в векторноì
пространстве L явëяется поглощающим, есëи äëя
ëþбоãо y ∈ L ìожно указатü такое α ∈ (0, ∞),
÷то αy ∈ Q; есëи L — норìированное пространс-
тво, то не тоëüко кажäая оãрани÷енная окрест-
ностü нуëя (п. (a) теореìы 1.15 [19, с. 19]), но и ее
ãраниöа с нуëеì — поãëощаþщее ìножество. Че-
рез suppφ : = {t ∈ T: φ(t)⋅≠⋅0} обозна÷иì носитеëü
функöии φ ∈ L(Т, μ, R); в такой постановке каж-
äый носитеëü опреäеëяется с то÷ностüþ äо ìно-
жества ìеры нуëü. 

Следствие 4. Пусть V ⊂ H
2
, М#: Span V → L

1
(T,

μ, X ) — линейный оператор и Q — некоторое пог-
лощающее множество в Span V. Тогда M

2
-продол-

жимость оператора М
#
 эквивалентна совместному

выполнению условий: 

supp||М#(y)||
X
 ⋅⊂⋅ supp||(y)||

U
,  ∀y ∈ Q; 

∃ϕ ∈ L
2
(T, μ, R): Φ(y)(t) ⋅≤⋅ ϕ(t),  ∀y ∈ Q. 

Замечание 4. В контексте испоëüзования опера-
тора Реëея—Ритöа первое усëовие конструктивно:

пустü М#(y) := dg/dt, y := (g, w, q) ∈ AC(T, X ) Ѕ
Ѕ L

2
(T, μ, Y ) Ѕ L

2
(T, μ, Z ), тоãäа supp||dg/dt ||

X 
⋅⊂⋅

⋅⊂⋅ supp||(g, w, q)||
U
 — пряìое сëеäствие (7). 

4. ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ
ÄËß ÏÓ×ÊÀ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ Card N £ ¥ 

Сëеäствие 4 и заìе÷ание 4 навоäят на ìысëü,
÷то ìетоä оператора Реëея—Ритöа ìожет бытü про-
äуктивныì в анаëизе существования реаëизаöий

как нестаöионарных, так и автоноìных (А, В, B#)
2
-

ìоäеëей в обстоятеëüствах Card N ≤ ∞; поэтоìу
сей÷ас поäробно иссëеäуеì соответствуþщее пос-
троение. 

На÷неì с небоëüøоãо уто÷нения поряäковых
свойств пространства L(Т, μ, R). Пустü ≤ 

L 
—

квазиупоряäо÷ение в L(Т, μ, R) такое, ÷то φ
1
 ≤ 

L
 φ

2

äëя φ
1
, φ

2 
∈ L(Т, μ, R) тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 j r≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 j r≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∪

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS S

i
H,∩

1 i k≤ ≤
∑ PS S

i
L,∩

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

2
 Часто бывает поëезно охарактеризоватü сëожный объект,

опреäеëяеìый ìноãиìи переìенныìи и параìетраìи, с поìо-
щüþ скаëярной функöии. Оператор Ф — приìер такоãо роäа.
Без особой натяжки еãо ìожно назватü обобщенным оператором
Релея—Ритца; в еãо конструкöии нетруäно уãаäатü, как прото-
тип, оператор (6).

||M
#

y( ) t( ) ||X/ y t( ) U есëи y t( ) U 0;≠,

0 есëи y t( ) U, 0.=⎩
⎨
⎧
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φ
1
(t) ·≤· φ

2
(t). Наиìенüøуþ верхнþþ ãранü функ-

öионаëüноãо поäìножества F ⊂ L(Т, μ, R) обоз-
на÷иì sup

L
F, есëи эта ãранü существует äëя F в

структуре квазиупоряäо÷ения ≤
L
. 

Сëеäуþщая теореìа опирается на сëеäствие 4,
нахоäясü в тесной связи с заìе÷аниеì 4, так как

испоëüзует преäставëение оператора М
# в виäе

М
#(g, w, q) = dg/dt, (g, w, q) ∈ Span N, N ⊂ ; äо-

казатеëüство теореìы не привоäиì, оно — пряìая
коìпиëяöия отìе÷енных тоëüко ÷то поëожений и
теореìы 2 [13]. 

Теорема 2. Пусть N ⊂ , Q — некоторое пог-

лощающее множество в Span N и Ψ — оператор
Релея—Ритца. Тогда задача реализации разрешима
в постановке 

∃ (А, В, B#) ∈ L
2
: dx/dt = Ax + Bu + B#

u
#(x),

∀(x, u, u#(x)) ∈ N, 

в том и только в том случае, если имеет место одно
(любое) из условий 

∃ ϕ ∈ L
2
(T, μ, R): Ψ(g, w, q) ≤ 

L
ϕ, ∀(g, w, q) ∈ Q; 

∃ sup
L
Ψ(Q) & ∃ ϕ ∈ L

2
(T, μ, R): sup

L
Ψ(Q) ≤

L 
ϕ. 

Замечание 5. Существует — сì. п. б) теореìы 17
[23, c. 68] — с÷етное поäìножество Q* ⊂ Q, та-
кое, ÷то äëя второãо усëовия теореìы 2 функöиþ
φ := sup

L
Ψ(Q) опреäеëяет сëеäуþщая sup-конс-

трукöия 

t a φ(t) = sup{Ψ(g, w, q)(t) ∈ R: (g, w, q) ∈ Q*}. 

Заìетиì, ÷то äаже 1 < Card N < ∞ вëе÷ет Card
Q — ìощностü континууìа; это поëожение отëи-
÷ает теореìу 1 (коãäа Card N = 1) от теореì 2—4 и
äопоëнитеëüно ìотивирует заäа÷у инвариантноãо
расøирения реаëизаöии из [13]. ♦ 

Моäеëü (А, В, B#) ∈ L
2
 из теореìы 2 не обязана

бытü автоноìной, поэтоìу ниже соеäиниì преä-
ставëение функöии ϕ с поискоì ответа на вопрос:
какой виä иìеет верхняя оöенка sup

L
Ψ(Q), есëи

(А, В, B#)
2
-ìоäеëü в реаëизаöии N автоноìная? 

Преäставëение функöии ϕ, связанное с ответоì
на поставëенный вопрос, еäва ëи не о÷евиäно из
свойства б) в форìуëировке теореìы 1. 

Теорема 3. Пусть N ⊂ П
u
# — поведение D-сис-

темы, Q — поглощающее множество в Span N, Ψ —
оператор Релея—Ритца и χ

Т
 — характеристическая

функция интервала T. Тогда задача дифференциаль-
ной реализации в постановке 

∃ (А, В, B#) ∈ L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ):

dx/dt = Ax + Bu + B#
u

#(x), ∀(x, u, u#(x)) ∈ N

имеет решение только в том случае, если отыщется
такое число c > 0, что

Ψ(g, w, q) ≤ 
L 

cχ
Т
, ∀(g, w, q) ∈ Q.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи (А, В, B#) — некоторая ав-

тоноìная (А, В, B
#)

2
-ìоäеëü, äëя которой К-реøения

уравнения (1) соäержат сеìейство проöессов N, то

dg(t)/dt ⋅=⋅ Ag(t) + Bw(t) + B#
q(t), ∀(g, w, q) ∈ Q ⇒

⇒ ||dg(t)/dt ||
X
 ⋅≤⋅ ||A ||

L(X, X )
||g(t)||

X
 + ||B ||

L(Y, X)
||w(t)||

Y
 +

+ ||B#||
L(Z, X )

||q(t)||
Z
, ∀(g, w, q) ∈ Q ⇒

⇒ Ψ(g, w, q)(t) ⋅≤⋅ (||A ||  + ||B ||  +

+ ||B#|| )1/2 =: c ∈ (0, ∞),  ∀(g, w, q) ∈ Q. ♦ 

Теореìа 3 не иìеет обращения и такиì обра-
зоì äает паëëиативное реøение заäа÷и реаëиза-
öии в кëассе уравнений (1). Поэтоìу выясниì, ка-
кие требуется внести коррективы с öеëüþ поëной
разреøиìости äанной заäа÷и реаëизаöии.

Сëеäуя утвержäениþ ëеììы 3, ìиниìаëüное ëи-
нейное ìноãообразие E

N
, соäержащее N и инвари-

антное относитеëüно сеìейства проекторов {P
S, H

:

S ∈ ℘
µ
}, иìеет преäставëение E

N 
:= Span{P

S, H
(y):

S ∈ ℘
µ
, y ∈ Span N}; уäобное совпаäение: заìы-

кание [E
N
] ìножества E

N
 в H

2
 ëинейно (пункт (с)

теореìы 1.13 [19, c. 18]) и инвариантно относи-
теëüно проекторов из {P

S, H
: S ∈ ℘

µ
}. Даëее, пустü

ω
N 

:= J⏐E
N
, ϖ

N 
:= J⏐[E

N
], D

N 
:= Im ϖ

N
 (образ опе-

ратора ϖ
N
). Сëеäуþщая ëеììа обобщает ëеììу 2

и сëеäствие 1 (äоказатеëüство анаëоãи÷но вывоäу
ëеììы 2).

Лемма 4. D
N
 — множество второй категории в

себе (с топологией, индуцированной из U ). Оператор
ϖ

N 
: [E

N
] → D

N
 — открытое отображение. ♦

Разбереì теперü, как äействует сужение ξ
2
-ìо-

äеëи ξ
N
: E

N
 → X в преäпоëожении, ÷то ξ

2
-ìоäеëü

существует в контексте общеãо реøения заäа÷и ре-

аëизаöии сеìейства N ⊂  (терìин «общеãо» оз-

на÷ает, ÷то (А, В, B#)
2
-ìоäеëü реаëизаöии не обя-

зана бытü автоноìной). С этой öеëüþ ввеäеì в
рассìотрение ëинейный оператор ζ

N
: E

N
 → X, яв-

ëяþщийся аëãебраи÷ескиì расøирениеì с {P
S, H

(y):

S ∈ ℘
µ
, y ∈ Span N} на E

N 
⊂ H

2
 оператора, осу-

ществëяþщеãо P
S, H

(y) a (dg(τ)/dτ)μ(dτ), ãäе y =

= (g, w, q) ∈ Span N, S ∈ ℘
µ
. В общеì сëу÷ае не

факт, ÷то оператор ζ
N
 явëяется непрерывныì3, бо-

ëее тоãо, непрерывностü ζ
N
 — эквиваëент сущест-

вования ξ
N
, поскоëüку в этоì сëу÷ае форìуëа (8) —

это эквиваëент равенства ζ
N
(y) = ξ

N
(y), y ∈ E

N

(сëеäствие свойства (3) [14, c. 32]). Теперü саìое

П
u
#

П
u
#

3
 Поä÷еркнеì, ÷то топоëоãи÷еская структура ëинейноãо

ìноãообразия E
N
 инäуöирована из H

2
.

L X X,( )

2
L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

П
u
#

S
∫
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вреìя поäвести итоã: оператор ζ
N
 непрерывен вся-

кий раз, коãäа преäъявëенное сеìейство проöес-
сов N таково, ÷то существует интеãраëüный опе-
ратор ξ

N
. В такой постановке ÷ерез η

N
 обозна÷иì

ëинейное непрерывное распространение ζ
N
 на [E

N
]

(теореìа 8.4.1 [21, c. 211]). Сëеäуþщая теореìа пере-
крывает теореìы 1, 3; конструкöии Q и Ψ прежние. 

Теорема 4. Семейство процессов N ⊂  харак-

теризуется К-решениями некоторого уравнения (1) в
том и только в том случае, если 

Ker ω
N

 ⊂ Ker ζ
N 

и, кроме того, найдется такое вещественное c > 0,
что справедливо условие а): 

Ψ(g, w, q) ≤
L
 cχ

Т
, ∀(g, w, q) ∈ Q, 

или, что равносильно, условие б):

ν_(S) ≤ c(μ(S))1/2(ν(S))1/2,

ν(S) := (||g(τ)||  + ||w(τ)||  + ||q(τ)|| )μ(dτ), 

ν_(S) := ||dg(τ)/dτ||
X 

μ(dτ), 

∀S ∈ ℘
µ
, ∀(g, w, q) ∈ Q. 

При этом дифференциальная реализация (1) ди-
намических процессов N будет единственной тогда и
только тогда, когда Im ϖ

N
 = U. 

Замечание 6. Кажäое из свойств а) иëи б) в
äействитеëüности эквиваëентно существованиþ
квазиëинейной (возìожно нестаöионарной) реа-
ëизаöии сеìейства проöессов N, и äëя кажäоãо из
них естü разëи÷ные ìетоäоëоãи÷еские основания
иìенно еãо принятü за анаëити÷ескуþ основу в
зависиìости от контекста реøаеìой заäа÷и ìоäе-
ëирования. При этоì необхоäиìо оãоворитüся,
÷то теореìа 4 не своäится к «ìехани÷ескоìу» рас-
øирениþ теореìы 3 по той простой при÷ине, ÷то
автоноìностü «в ÷истоì виäе», т. е. без свойства

оãрани÷енности операторов А, В, B# в структуре

(А, В, B#)-ìоäеëи äифференöиаëüной реаëизаöии
(1), характеризует вëожение Ker ω

N 
⊂ Ker ζ

N
, тоãäа

как свойство а) (равносиëüно б)) характеризует
признак оãрани÷енности äанных операторов; в си-
ëу этоãо поëожения в коне÷ноìерных D-систеìах
позиöии а) и б) ìожно опуститü.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  теореìы 4. Не буäет преувеëи-
÷ениеì сказатü, ÷то äоказатеëüствоì уже по существу
распоëаãаеì; еãо наибоëее прозра÷ный способ äостав-
ëяет пряìая (и от тоãо впоëне рутинная) ìоäификаöия
вывоäа теореìы 1 с заìеной в выкëаäках ìножества D
на D

N
, а поäпространства Ω на [E

N
], соответственно,

оператора k на ϖ
N
, а ζ на η

N
. Все возìожные затруäне-

ния при трансфорìировании вывоäа теореìы 1 к äока-
затеëüству теореìы 4 сниìаþтся, как тоëüко заìе÷аеì,
÷то, во-первых, осуществëяется а) ⇔ б) (сì. на÷аëо äо-

казатеëüства теореìы 1), во-вторых, установëение тео-
реìы 4 своäится, ступая по÷ти «сëеä в сëеä» вывоäу те-
ореìы 1, к поäтвержäениþ коììутативности äиаãраììы
(с у÷етоì поправок из äоказатеëüства иäенти÷ной тео-
реìы 1), преäставëенной на рис. 3.

Такиì образоì, все, ÷то наì нужно — это установитü
эквиваëентностü äвух вкëþ÷ений (вызванных перехо-
äоì от ìноãообразия E

N
 к еãо заìыканиþ [E

N
]):

Ker ω
N
 ⊂ Ker ζ

N
 ⇔ Ker ϖ

N
 ⊂ Ker η

N
.

С у÷етоì сäеëанных ранее построений Ker ϖ
N

 ⊂

⊂ Ker η
N
 ⇒ Ker ω

N

 ⊂ Ker ζ
N
 — резуëüтат поëожения, ÷то

операторы ϖ
N
 и η

N
 сутü ëинейные расøирения ω

N
 и ζ

N
.

Наоборот, Ker ω
N

 ⊂ Ker ζ
N
 ⇒ Ker ϖ

N

 ⊂ Ker η
N
 — пряìое

сëеäствие непрерывности отображений ω
N
 и ζ

N
 (äëя ζ

N

это сëеäствие выпоëнение усëовия а) иëи б)). ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В истории естествознания пробëеìы «опти-
ìизаöии аäекватности» ìатеìати÷еских ìоäеëей,
описываþщих набëþäаеìые физи÷еские проöес-

сы, всеãäа быëи öентраëüныìи4. В этоì контексте
ëþбая обëастü науки, связанная с ìатеìати÷ескиì
ìоäеëированиеì, старается выработатü соответст-
вуþщий анаëити÷еский аппарат, в ÷астности, кон-
öепöия аäаптивноãо управëения [1, c. 64] привеëа
к постановкаì реаëизаöии/иäентификаöии сис-
теì, в которых первыì øаãоì иссëеäования явëя-
ется заäа÷а существования апостериорной ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи иссëеäуеìоãо объекта в заäанноì
кëассе уравнений [1, c. 356]. Поэтоìу в работе не
ставиëисü вопросы построения конкретных про-
öеäур äифференöиаëüной реаëизаöии; важностü
äанных вопросов не поäверãается соìнениþ, так,
наприìер, в работе [10] спеöиаëизированы резуëü-
таты структурно-параìетри÷еской иäентификаöии
на сëу÷ай неëинейноãо позиöионноãо управëения
при непоëноì изìерении вектора состояния, в ра-
боте [5] — на сëу÷ай иäентификаöии ÷асти спектра
эëëипти÷ескоãо оператора воëновоãо äинаìи÷ес-
коãо проöесса норìаëüно-ãипербоëи÷ескоãо типа. 

Изëоженные в статüе иäеи ìожно развитü в не-
скоëüких направëениях теорети÷еских изысканий

П
u
#

S
∫ X

2
Y
2

Z
2

S
∫

4 Достато÷но упоìянутü «Аëüìаãест» Птоëеìея и законы
Кепëера.

 Рис. 3. Диаграмма (к доказательству теоремы 4)

pb0113.fm  Page 17  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

18 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2013

по ка÷ественноìу анаëизу вопросов существова-
ния äифференöиаëüных реаëизаöий непрерывных
квазиëинейных систеì: 

— систеìы с неоãрани÷енныì интерваëоì вре-
ìени Т [24]; 

— ãипербоëи÷еские систеìы [20, с. 456] (эта за-
äа÷а естественно появëяется в связи со ìноãиìи
вопросаìи прикëаäной теории реаëизаöии [5, 22]);

— М
p
-проäоëжиìостü и äифференöиаëüные

систеìы с (А, В, B#)
p
-ìоäеëяìи из L

p
, p ∈ (1, ∞),

вкëþ÷ая квазиëинейные систеìы с запазäывания-
ìи τ

1
, τ

2
, ..., τ

k
 при преäставëении в уравнении (1)

соответствуþщеãо закона u#(x(t – τ
1
), x(t – τ

2
), ...,

x(t – τ
k
));

— квазиëинейные äифференöиаëüные вкëþ-
÷ения [25] в банаховоì пространстве X, коãäа

u
#(x(t)) ⊂ Z иëи u#(t, x(t)) ⊂ Z — непустые, не обя-

затеëüно выпукëые, коìпактные ìножества при
кажäых (t, x(t)) ∈ T Ѕ X;

— параäиãìы апостериорноãо ìатеìати÷еско-
ãо ìоäеëирования (структурно-параìетри÷еской
иäентификаöии) неëинейных позиöионных зако-

нов u#(x) в контексте выпоëнения теореì 2 и 4 с
приëожениеì к заäа÷аì восстановëения внутрен-
них исто÷ников/стоков эëëиптико-псевäопарабо-
ëи÷еских систеì [26] на базе их неëинейной äиф-
ференöиаëüной аппроксиìаöии [27, с. 392]. 
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