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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Статüя проäоëжает сериþ работ, посвященных
иссëеäованиþ эффекта боëüøих откëонений в ëи-
нейных äинаìи÷еских систеìах. Так, в работе [1]
быë иссëеäован эффект боëüøих откëонений äëя
ëинейных систеì без неопреäеëенностей и поëу-
÷ены верхние оöенки откëонений. В работах [2, 3]
с поìощüþ техники ëинейных ìатри÷ных нера-
венств и конöепöии инвариантных эëëипсоиäов
[4—6] быëи поëу÷ены оöенки откëонений äëя ëи-
нейных систеì в непрерывноì и äискретноì вре-
ìени, соäержащих структурированнуþ ìатри÷нуþ
неопреäеëенностü. При этоì техника ëинейных
ìатри÷ных неравенств оказаëасü весüìа эффек-
тивныì инструìентоì, позвоëяþщиì синтезиро-
ватü управëение, ìиниìизируþщее разìер откëо-
нения траекторий, а поëу÷аеìые оöенки откëоне-
ний обëаäаþт низкой степенüþ консерватизìа.

В настоящей работе рассìатривается ëинейная
äинаìи÷еская систеìа, поäверженная возäейст-
виþ произвоëüных оãрани÷енных внеøних возìу-
щений. Дëя нее установëены оöенки ìаксиìаëü-
ноãо откëонения траекторий (§ 1) и преäëожен

поäхоä к синтезу обратной связи, ìиниìизируþ-
щей разìер откëонения (§ 2). В § 3 и 4 эффектив-
ностü рассìатриваеìоãо поäхоäа äеìонстрируется
÷исëенныìи приìераìи.

Иäейно бëизкая заäа÷а о поäавëении внеøних
возìущений с поìощüþ ìетоäа инвариантных эë-
ëипсоиäов и техники ëинейных ìатри÷ных нера-
венств рассìатриваëасü в работах [7—9]. Отìетиì,
÷то в äанной работе все ìатри÷ные неравенства по-
ниìаþтся в сìысëе знакоопреäеëенности ìатриö.

1. ÇÀÄÀ×À ÀÍÀËÈÇÀ

Рассìотриì ëинейнуþ непрерывнуþ äинаìи-
÷ескуþ систеìу

 = Ax + Dw,  x(0) = x0, (1)

ãäе A ∈ RnЅn и D ∈ RnЅm — заäанные ìатриöы, ìат-
риöа A устой÷ива (ãурвиöева), пара (A, D) управ-

ëяеìа; x(t) ∈ Rn — фазовое состояние, w(t) ∈ Rm —
внеøнее возìущение, оãрани÷енное в кажäый ìо-
ìент вреìени:

|w(t)| ≤ 1 äëя всех t ≥ 0, (2)

ãäе |•| — евкëиäова норìа. Никаких иных оãрани-
÷ений на возìущение w(t) не наëаãается: оно не
преäпоëаãается ни сëу÷айныì, ни ãарìони÷ескиì.

Аннотация. Иссëеäован практи÷ески важный эффект вспëеска в ëинейных äинаìи÷еских
систеìах при ненуëевых на÷аëüных усëовиях. Рассìотрена ëинейная äинаìи÷еская сис-
теìа, поäверженная возäействиþ произвоëüных оãрани÷енных внеøних возìущений. На
основе техники ëинейных ìатри÷ных неравенств и конöепöии инвариантных эëëипсо-
иäов установëены оöенки ìаксиìаëüноãо откëонения траекторий и преäëожен поäхоä к
синтезу обратной связи, ìиниìизируþщей откëонение. Эффективностü рассìотренноãо
поäхоäа проäеìонстрирована на ÷исëенных приìерах. Резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëи-
рования показаëи низкуþ степенü консерватизìа поëу÷енных оöенок.

Ключевые слова: ëинейная äинаìи÷еская систеìа, откëонения траекторий, оãрани÷енные внеøние
возìущения, ëинейные ìатри÷ные неравенства, инвариантный эëëипсоиä.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ (проект № 18-08-00140).
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Напоìниì [1], ÷то äëя непрерывной ëинейной
äинаìи÷еской систеìы ìаксиìаëüное откëонение
траектории от нуëя в перехоäноì режиìе äается
выражениеì

ξ � . (3)

Рассìотриì сеìейство эëëипсоиäов

E
P
 = {x ∈ Rn: xTP–1x ≤ 0}

с ìатриöаìи P > 0, уäовëетворяþщиìи ëинейноìу
ìатри÷ноìу неравенству

AP + PAT + αP + DDT ≤ 0 (4)

при некотороì зна÷ении параìетра α > 0.

Соãëасно работе [5], есëи на÷аëüное усëовие
x(0) ëежит в эëëипсоиäе E

P
, то траектория систе-

ìы (1) буäет оставатüся в этоì эëëипсоиäе äëя всех
ìоìентов вреìени при всех äопустиìых внеøних
возìущениях (2). Эëëипсоиä E

P
 называется инва-

риантным эллипсоидом äëя систеìы (1), (2).

Заìетиì, ÷то по ëеììе Шура ìатри÷ное нера-
венство (4) преäставиìо в эквиваëентноì виäе

 ≤ 0. (5)

Рассìотриì заäа÷у min||P ||
2
 при оãрани÷ениях

(5) и Р > 0. Ее реøение  опреäеëяет ìиниìаëü-

ный инвариантный эëëипсоиä , соäержащий

ìножество äостижиìости систеìы (1), (2). По-
этоìу, есëи на÷аëüное усëовие x(0) принаäëежит
этоìу эëëипсоиäу, ìы поëу÷аеì простуþ оöенку
ìаксиìаëüноãо откëонения траектории систеìы
от нуëя:

|х(t)| ≤ λ
max

(P) = .

Итак, прихоäиì к сëеäуþщеìу утвержäениþ.

Лемма 1. Пусть  — решение задачи выпуклой
оптимизации min||P ||

2
 при ограничениях

 ≤ 0,

P > 0,

где оптимизация проводится по матричной перемен-

ной P = PT ∈ RnЅn и параметру α > 0.

Тогда для решений системы (1) с начальным ус-

ловием x0 ∈  справедлива оценка отклонения

 ≤ 

при всех допустимых внешних возмущениях (2). ♦
Поëу÷енный резуëüтат ëеãко обобщается на

сëу÷ай произвоëüных на÷аëüных усëовий. В ÷аст-
ности, рассìотриì траектории систеìы (1), (2) с
на÷аëüныìи усëовияìи на ãраниöе еäини÷ноãо
øара

B = {x ∈ Rn: |x| ≤ 1}.

Из выражения (3) сëеäует, ÷то

ξ = |х(t)|,

поэтоìу äëя поëу÷ения оöенки  ìаксиìаëüноãо
откëонения буäеì искатü инвариантный эëëипсо-
иä, уäовëетворяþщий äопоëнитеëüноìу усëовиþ
B ⊆ E

P
. Это усëовие записывается в виäе эквива-

ëентноãо ëинейноãо ìатри÷ноãо неравенства P ≥ I;
еãо выпоëнение ãарантирует, ÷то äëя ëþбоãо на-
÷аëüноãо усëовия из øара B траектория систеìы
не покинет эëëипсоиä E

P
, и в кажäый ìоìент вре-

ìени буäет верна оöенка

|х(t)| ≤ .

Итак, поëу÷ен сëеäуþщий резуëüтат.

Лемма 2. Пусть  — решение задачи выпуклой
оптимизации min||P ||2 при ограничениях

 ≤ 0,

P ≥ I,

где оптимизация проводится по матричной перемен-

ной P = PT ∈ RnЅn и параметру α > 0.
Тогда для решений системы (1) с начальными ус-

ловиями |x
0
| ≤ 1 справедлива оценка отклонения

 ≤ 

при всех допустимых внешних возмущениях (2). ♦
Наконеö, äëя построения инвариантноãо эë-

ëипсоиäа, соäержащеãо заäаннуþ на÷аëüнуþ то÷-
ку x0 ≠ 0, необхоäиìо потребоватü выпоëнение ус-

ëовия P–1x0 ≤ 1, которое преäставиìо в виäе эк-

виваëентноãо ëинейноãо ìатри÷ноãо неравенства

 ≥ 0.

max
t 0≥

x t( )
x 0( )
--------------

1
α
---

AP PA
T αP+ + D

D
T αI–⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
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P 2
^
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AP PA
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D
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⎜ ⎟
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ξ^ P 2
^

max
t 0≥

max
x 0( ) 1=
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P 2
^
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Остается сфорìуëироватü соответствуþщее ут-
вержäение.

Лемма 3. Пусть  — решение задачи выпуклой
оптимизации min||P ||

2
 при ограничениях

 ≤ 0,

 ≥ 0,  P > 0,

где оптимизация проводится по матричной перемен-

ной P = PT ∈ RnЅn и параметру α > 0.
Тогда для решений системы (1) с заданным на-

чальным условием x
0
 ≠ 0 справедлива оценка откло-

нения

 ≤ 

при всех допустимых внешних возмущениях (2).
Замечание. Оптиìизаöионные заäа÷и, сфорìу-

ëированные в ëеììах 1—3, о÷евиäныì образоì
своäятся к реøениþ заäа÷и поëуопреäеëенноãо
проãраììирования (SDP) при фиксированноì зна-
÷ении поëожитеëüноãо параìетра α; при этоì (сì.
работу [5]) поëу÷аþщиеся заäа÷и оказываþтся вы-
пукëыìи по параìетру α.

2. ÇÀÄÀ×À ÑÈÍÒÅÇÀ

Перейäеì к заäа÷е синтеза и рассìотриì сис-
теìу управëения

 = Ax + Bu + Dw,  x(0) = x0, (6)

ãäе A ∈ RnЅn, B ∈ RnЅm, D ∈ RnЅm — заäанные ìат-

риöы, пара (A, B) управëяеìа; x(t) ∈ Rn — фазовое

состояние, u(t) ∈ Rm — управëение, w(t) ∈ Rm —
внеøнее возìущение, уäовëетворяþщее усëо-
виþ (2).

Буäеì искатü стабиëизируþщуþ стати÷ескуþ
ëинейнуþ обратнуþ связü по состояниþ

u = Kx,  K ∈ �mЅn, (7)

ìиниìизируþщуþ откëонение траекторий за-
ìкнутой систеìы.

Систеìа (6), заìкнутая реãуëятороì (7), иìеет
виä

 = (A + BK)x + Dw.

Дëя поëу÷ения оöенки  ìаксиìаëüноãо от-
кëонения траекторий заìкнутой систеìы (8) при

заäанной на÷аëüной то÷ке x
0
 ≠ 0 воспоëüзуеìся

ëеììой 3 из § 2. При этоì первое оãрани÷ение со-
ответствуþщей оптиìизаöионной заäа÷и прини-
ìает виä

 ≤ 0.

Ввеäя вспоìоãатеëüнуþ ìатри÷нуþ переìен-
нуþ Y = KP и искëþ÷ая K, сфорìуëируеì сëеäуþ-
щий резуëüтат.

Теорема 1. Пусть ,  — решение задачи выпук-
лой оптимизации min||P ||2 при ограничениях

 ≤ 0,

 ≥ 0, P > 0,

где оптимизация проводится по матричным пере-

менным P = PT ∈ RnЅn, Y ∈ RmЅn и параметру α > 0.
Тогда для решений системы (6), замкнутой регу-

лятором  = P–1, справедлива оценка отклонения

 ≤ 

при всех допустимых внешних возмущениях (2).

3. ÏÐÈÌÅÐ 1

Рассìотриì заäа÷у о äвижении äвойноãо пружинно-
ãо ìаятника в вязкой среäе [5] (рис. 1).

Пустü x
1
, v

1
, m

1
 — соответственно коорäината, ско-

ростü и ìасса ëевоãо теëа, x
2
, v

2
, m

2
 — правоãо теëа, k

1
,

k
2
 — коэффиöиенты жесткости ëевой и правой пружин,

γ — коэффиöиент сопротивëения среäы. Обозна÷иì век-
тор состояния

x = .
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⎜ ⎟
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⎜ ⎟
⎛ ⎞
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⎜ ⎟
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⎜ ⎟
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⎜ ⎟
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Рис. 1. Отклонения траекторий в системе из примера 1
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Поëаãая, ÷то на правое теëо äействует оãрани÷енное
внеøнее возìущение |w| ≤ 1, прихоäиì к устой÷ивой
систеìе виäа (1) с ìатриöаìи

A = ,  D = .

Приняв зна÷ения

m
1
 = m

2
 = 1,  k

1
 = k

2
 = 1,  γ = 0,2,

воспоëüзуеìся ëеììой 3 при на÷аëüноì усëовии

x
0
 = .

В ка÷естве внеøнеãо возìущения выбереì так назы-
ваеìое «наихуäøее» внеøнее возìущение [7]

(t) = sign(DT
P

–1
x).

Реøение соответствуþщей оптиìизаöионной заäа÷и
äает ìатриöу

 = 

инвариантноãо эëëипсоиäа и верхнþþ оöенку откëоне-

ния  = 9,8515.

На рис. 2 показана äинаìика веëи÷ины |x(t)| (жирная
спëоøная ëиния), а также траектории фазовых коорäи-
нат (тонкие ëинии) систеìы при «наихуäøеì» внеøнеì
возìущении. На рис. 3 на пëоскости фазовых переìен-
ных (v

1
, v

2
) показана траектория систеìы, а также про-

екöия соответствуþщеãо инвариантноãо эëëипсоиäа.

4. ÏÐÈÌÅÐ 2

Рассìотриì систеìу виäа (6) с ìатриöаìи

A = ,  D = ,  B = .

Факти÷ески, в систеìе из приìера 1 ìы поëожиëи
γ = 0; при этоì систеìа стаëа неустой÷ивой. Буäеì стре-
ìитüся стабиëизироватü ее с поìощüþ ëинейной об-
ратной связи (7) и при этоì ìиниìизироватü разìер
вспëеска.

Воспоëüзовавøисü теореìой 1, äëя прежней на÷аëü-
ной то÷ки x

0
 поëу÷иì ìатриöу

 = 

инвариантноãо эëëипсоиäа, ìатриöу

 = (–32,1438 6,8441 –5,5424 –18,3717)

реãуëятора и соответствуþщуþ верхнþþ оöенку откëо-

нения траекторий заìкнутой систеìы  = 7,5216.

Рис. 2. Отклонения траекторий в системе из примера 1

Рис. 3. Проекция инвариантного эллипсоида и траектории сис-
темы из примера 1
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На рис. 4 показана äинаìика веëи÷ины |x(t)| äëя заì-
кнутой систеìы (жирная спëоøная ëиния), а также тра-
ектории фазовых коорäинат (тонкие ëинии) систеìы
при «наихуäøеì» внеøнеì возìущении.

На рис. 5 на пëоскости фазовых переìенных (v
1
, v

2
)

показана проекöия траектории заìкнутой систеìы, а
также соответствуþщеãо инвариантноãо эëëипсоиäа.

Чисëенное ìоäеëирование провоäиëосü в среäе
Matlab с поìощüþ проãраììноãо пакета cvx [10].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В äаëüнейøеì авторы пëанируþт обобщитü по-
ëу÷енные резуëüтаты на заäа÷и ìиниìизаöии раз-

ìера укëонений с поìощüþ стати÷еской ëинейной
обратной связи по выхоäу систеìы, а также на раз-
ëи÷ные робастные постановки заäа÷.
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Abstract. A practically significant effect of a surge occurrences in linear dynamical systems under
nonzero initial conditions is explored. The linear dynamical system subjected to unknown-but-
bounded exogenous disturbances is considered. Using the apparatus of linear matrix inequalities
and the invariant ellipsoids concept, the estimations of the upper bounds of the trajectories de-
viations are obtained, and an approach is suggested to the feedback design that minimizes the
deviations. The efficacy of the approach proposed is illustrated on numerical examples.
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