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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Как хороøо известно, боëüøой практи÷еский
интерес преäставëяет повеäение траектории x(t)
устой÷ивой ëинейной систеìы

 = Ax,  x(t) ∈ �n, (1)

c ненулевым начальным условием. В ÷астности, о÷енü
важна веëи÷ина

ξ(x(0)) = ,

преäставëяþщая собой ìаксиìаëüное откëонение
траектории систеìы от нуëя в перехоäноì режиìе;
|•| — некоторая векторная норìа.

Эффект откëонений реøений ëинейных обык-
новенных äифференöиаëüных уравнений при не-
нуëевых на÷аëüных усëовиях хороøо известен и в
вы÷исëитеëüной ìатеìатике. Поскоëüку реøение
систеìы (1) иìеет виä

x(t) = eAt
x(0),

то

ξ � |x(t)| = ||eAt ||,

и зна÷ения откëонения непосреäственно связано с
оöенкой ìатри÷ной экспоненты; ||•|| — соответст-
вуþщая поä÷иненная ìатри÷ная норìа.

В неäавней пубëикаöии [1] быëи обобщены ис-
сëеäования боëüøих откëонений и вспëесков в ëи-
нейных систеìах. В ÷астности, установëены верх-
ние оöенки откëонений и преäëожен ìетоä синте-
за систеì, ãарантируþщий по возìожности ìаëые
откëонения.

В настоящей работе рассìатриваþтся ëиней-
ные систеìы при наëи÷ии неопреäеëенности в ìат-
риöе систеìы. На основе техники ëинейных ìат-
ри÷ных неравенств [2, 3] буäут поëу÷ены простые
верхние оöенки откëонений в ëинейных äинаìи-
÷еских систеìах, обëаäаþщие, как показываþт ре-
зуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëирования, низкой сте-
пенüþ консерватизìа.

В § 1 путеì построения общей кваäрати÷ной
функöии Ляпунова поëу÷ены верхние оöенки от-
кëонений в ëинейной систеìе с неопреäеëеннос-
тüþ (заäа÷а анаëиза). В § 2 буäет рассìотрена заäа÷а
ìиниìизаöии откëонений в систеìах управëения
при поìощи стати÷еской ëинейной обратной свя-
зи по состояниþ (заäа÷а синтеза). Наконеö, в § 3

Рассìотрена ëинейная äинаìи÷еская систеìа при наëи÷ии неопреäеëенности в ее ìат-
риöе. На основе техники ëинейных ìатри÷ных неравенств поëу÷ены верхние оöенки от-
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привеäен приìер, иëëþстрируþщий преäëаãаеìый
поäхоä.

В äаëüнейøеì изëожении все ìатри÷ные нера-
венства пониìаþтся в сìысëе знакоопреäеëеннос-
ти ìатриö.

1. ÀÍÀËÈÇ

Рассìотриì ëинейнуþ äинаìи÷ескуþ систеìу

 = (A + FΔH )x, (2)

ãäе A ∈ �nЅn, F ∈ �nЅp, H ∈ �qЅn, с фазовыì состо-

яниеì x(t) ∈ �n, ненуëевыì на÷аëüныì усëовиеì
x(0) и ìатри÷ной неопреäеëенностüþ

Δ ∈ �pЅq : ||Δ||2 ≤ γ. (3)

Матриöа A преäпоëаãается ãурвиöевой — все ее
собственные зна÷ения иìеþт отриöатеëüные ве-
щественные ÷асти.

Замечание 1. Обратиì вниìание на то, ÷то
ìатри÷ная неопреäеëенностü Δ не преäпоëаãается
фиксированной; еäинственное требование — ее
оãрани÷енностü по норìе. Такиì образоì, уста-
навëиваеìые äаëее резуëüтаты справеäëивы в тоì
÷исëе и äëя нестаöионарной неопреäеëенности
Δ(t): ||Δ(t)||

2
 ≤ γ.

В этоì разäеëе на основе техники ëинейных
ìатри÷ных неравенств путеì построения общей
кваäрати÷ной функöии Ляпунова буäут поëу÷ены
верхние оöенки откëонения

 = ξ(Δ) = |x(t)|
2
 =

= ||e(A + FΔH)t ||2.

Воспоëüзуеìся простыì и ëеãко проверяеìыì
äостато÷ныì усëовиеì робастной квадратичной
устойчивости, состоящеì в наëи÷ии общей кваä-
рати÷ной функöии Ляпунова äëя сеìейства (2).
А иìенно, выпоëнение неравенства Ляпунова

(A + FΔH)P + P(A + FΔH)T ≺ 0 (4)

с некоторой ìатриöей P � 0 при всех äопустиìых
зна÷ениях неопреäеëенности Δ озна÷ает, ÷то у се-
ìейства (2) естü общая кваäрати÷ная функöия Ля-
пунова

V(x) = xT
Px.

Даëее наì понаäобится вспоìоãатеëüный ре-
зуëüтат, известный поä названиеì лемма Питерсе-
на [4], который эффективно приìеняется в разно-
образных робастных постановках заäа÷ стабиëи-

заöии и управëения. Привеäеì еãо в сëеäуþщей

форìуëировке.

Лемма 1 (I.R. Petersen). Пусть G = G
T
 ∈ �

nЅm
,

М ∈ �
nЅр

, N ∈ �
qЅn

. Матричное неравенство

G + MΔN + NTΔT
M

T ≺ 0

справедливо для всех Δ ∈ �
pЅq: ||Δ||

2
 ≤ 1 тогда и только

тогда, когда существует число ε такое, что

 ≺ 0. ♦

Такиì образоì, ëеììа Питерсена своäит про-

верку знакоопреäеëенности ìатри÷ноãо сеìейства

G + MΔN + NTΔT
M

T

с ìатри÷ной неопреäеëенностüþ Δ к ãоразäо боëее

простой заäа÷е разреøиìости ëинейноãо ìатри÷-

ноãо неравенства относитеëüно оäной скаëярной

переìенной ε.
Воспоëüзовавøисü ëеììой Питерсена, преäста-

виì ìатри÷ное неравенство (4) в виäе эквиваëен-

тноãо еìу ëинейноãо ìатри÷ноãо неравенства от-

носитеëüно скаëярной переìенной ε и ìатри÷ной

переìенной P � 0:

 ≺ 0. (5)

Есëи неравенство (5) разреøиìо, то сеìейство (2)

робастно кваäрати÷но устой÷иво, и наоборот.

Заìетиì, ÷то в раìках рассìатриваеìоãо поä-

хоäа нетруäно вы÷исëитü раäиус кваäрати÷ной ус-

той÷ивости сеìейства (2):

γ
max

 = sup{γ : (A + FΔH)P + P(A + FΔH)T ≺ 0 

при некотороì Р и всех Δ : ||Δ|| ≤ γ},

т. е. ìаксиìаëüный разìах γmax неопреäеëенности

Δ такой, ÷то при всех γ < γmax у сеìейства (2) иìе-

ется общая кваäрати÷ная функöия Ляпунова. При-

веäеì соответствуþщий резуëüтат.

Лемма 2 [3]. Пусть  — решение задачи полу-

определеного программирования

maxρ при ограничениях

 ≺ 0, P � 0,

x·
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относительно матричной переменной P = P
T
 ∈ �

nЅn

и скалярной переменной ρ. Тогда радиус квадратич-

ной устойчивости семейства (2)

γmax = . ♦

Вернеìся к заäа÷е оöенивания сверху откëоне-

ния ξ и рассìотриì эëëипсоиä

E = {x ∈ �n : xT
P

–1
x ≤ 1}

с ìатриöей P, уäовëетворяþщей неравенству (5).

Есëи на÷аëüное усëовие x(0) систеìы (2) ëежит в

этоì эëëипсоиäе, ее траектория буäет оставатüся в

неì äëя всех ìоìентов вреìени; это сëеäует из то-

ãо, ÷то кваäрати÷ная форìа xT
P

–1
x явëяется функ-

öией Ляпунова äëя äанной систеìы. Сëеäоватеëü-

но, есëи эëëипсоиä E соäержит еäини÷ный øар

B = {x ∈ �
n : |x|

2
 ≤ 1},

то для любого на÷аëüноãо усëовия из øара B тра-

ектория систеìы не покинет эëëипсоиä E, и в каж-

äый ìоìент вреìени äëя ее 2-норìы верна оöенка

|x(t)|
2
 ≤ λ

max
(P) = .

Поскоëüку усëовие B ⊆ E эквиваëентно требо-

ваниþ P � I, прихоäиì к заäа÷е

min||P ||2 при оãрани÷ениях

 ≺ 0,  P � I,

ãäе переìенныìи явëяþтся ìатриöа P = P
T
 ∈ �

nЅn

и скаëяр ε.
Итак, установëен сëеäуþщий резуëüтат.

Теорема 1. Пусть  — решение задачи выпуклой

оптимизации min||P ||2 при ограничениях

 ≺ 0,  P � I,

относительно матричной переменной P = P
T
 ∈ �

nЅn

и скалярной переменной ε.
Тогда для решений системы (2) при всех допусти-

мых неопределенностях Δ справедлива оценка откло-

нения

 ≤ . ♦

Пример 1. Рассìотриì систеìу виäа (2) с фробениу-
совой ìатриöей

A = ,

обëаäаþщей собственныìи зна÷енияìи

λ
1
 = –2,  λ

2,3
 = –1 ± j,

с неопреäеëенностüþ

Δ = (δ
1
 δ

2
 δ

3
),  ||Δ|| ≤ 1,

и «обраìëяþщиìи» ìатриöаìи

F = , H = I.

Такиì образоì, возìущениþ поäвержены эëеìенты
посëеäней строки ноìинаëüной ìатриöы A.

Реøение заäа÷и из теореìы 1 äает верхнþþ оöенку

 = 2,3008,

тоãäа как резуëüтат ÷исëенной оптиìизаöии

||e(A + FΔH)t ||
2

äает истиннуþ веëи÷ину откëонения ξ = 1,9247. Такиì
образоì, поëу÷енная оöенка завыøена всеãо ëиøü на
16 %.

Динаìика изìенения веëи÷ины |x(t)|
2
 =

= ||e(A + FΔH)t ||
2
 показана на рис. 1 спëоøной ëини-
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ей. Дëя сравнения пунктироì показан ãрафик функöии

||eAt ||
2
, соответствуþщей систеìе без неопреäеëенностей.

Чисëенное ìоäеëирование провоäиëосü в среäе Matlab
с поìощüþ проãраììноãо пакета cvx [5]. ♦

Оказывается, ÷то äëя ìатриö, нахоäящихся
бëизко к ãраниöе устой÷ивости, преäëоженная
оöенка ìожет бытü скоëü уãоäно то÷на.

2. ÑÈÍÒÅÇ

Перейäеì к заäа÷е синтеза и рассìотриì сис-
теìу управëения

 = (A + FΔH)x + Bu, (6)

ãäе A ∈ �
nЅn, F ∈ �

nЅр, H ∈ �
qЅn, B ∈ �

nЅm, с фа-

зовыì состояниеì x(t) ∈ �n, ненуëевыì на÷аëü-

ныì усëовиеì x(0), управëениеì u(t) ∈ �n и ìат-
ри÷ной неопреäеëенностüþ Δ, уäовëетворяþщей
усëовиþ (3); пара (A, B) управëяеìа.

Буäеì искатü стабиëизируþщуþ ëинейнуþ об-
ратнуþ связü по состояниþ

u = Kx (7)

и кваäрати÷нуþ функöиþ Ляпунова äëя заìкну-
той систеìы такуþ, ÷то ее ìатриöа ìиниìаëüна по
спектраëüной норìе. Иныìи сëоваìи, в соответс-
твии с теореìой 1 буäеì ìиниìизироватü оöенку

откëонения  траекторий заìкнутой систеìы.

Заìкнув систеìу (6) управëениеì (7), прихоäиì
к заìкнутой систеìе

 = (A + BK + FΔH)x.

Воспоëüзовавøисü резуëüтатаìи § 1, прихоäиì
к заäа÷е min||P ||2 при оãрани÷ениях

 ≺ 0,

P � I.

Ввеäеì вспоìоãатеëüнуþ ìатри÷нуþ переìен-
нуþ Y = KP, тоãäа первое из оãрани÷ений приìет
ëинейный виä

 ≺ 0;

при этоì ìатриöа реãуëятора K восстанавëивается

еäинственныì образоì: K = YP
–1.

 

Итак, поëу÷ено сëеäуþщее утвержäение.

Теорема 2. Пусть ,  — решение задачи вы-

пуклой оптимизации

min||P ||
2
 при

 ≺ 0,

P � I, (8)

относительно матричных переменных P = P
T
 ∈ �

nЅn

и Y ∈ �
mЅn

 и скалярной переменной ε.
Тогда для решений системы (6), замкнутой регу-

лятором

u = x,   = ,

справедлива оценка отклонения

 ≤  

при всех допустимых неопределенностях Δ. ♦
Важно отìетитü, ÷то äëя систеìы (6) в канони-

÷еской форìе, т. е. при

A = ,  B = ,

с «обраìëяþщиìи» ìатриöаìи

F = ,  H = I

и неопреäеëенностüþ Δ = (δ
0
 δ

1
 ... δ

n – 1
) ìатриöа сис-

теìы, заìкнутой реãуëятороì K = (k0 k1 k2 ... kn – 1),

иìеет виä

A
c
 =

= .

Сëеäоватеëüно, от коэффиöиентов a
0
, ..., a

n–1

и уровня γ зависит тоëüко реãуëятор K, тоãäа как
ìатриöа P функöии Ляпунова и соответственно

искоìая оöенка откëонения  опреäеëяþтся ëиøü

x·
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разìерностüþ n систеìы. При этоì реãуëятор K
иìеет виä

K = K0 + (a0 a1 a2 ... an–1),

ãäе реãуëятор K0 соответствует фробениусовой ìат-

риöе A с нуëевой посëеäней строкой.

Зависиìостü оöенки откëонения , преäостав-
ëяеìой теореìой 2, от разìерности n систеìы преä-
ставëена в табëиöе. Отìетиì, ÷то при n = 2 вспëеск
в систеìе отсутствует.

Замечание 2. Нетруäно виäетü, ÷то заìена пер-
воãо из оãрани÷ений в оптиìизаöионной заäа÷е
(8) на усëовие

 ≺ 0,

σ > 0,

ãарантирует устой÷ивостü ìатриöы A + BK + FΔH +
+ σI. Иныìи сëоваìи, степенü устой÷ивости за-
ìкнутой систеìы (6) буäет завеäоìо не ìенüøе σ.

3. ÏÐÈÌÅÐ

Проиëëþстрируеì преäëаãаеìый поäхоä на приìе-
ре так называеìой двухмассовой системы — систеìы из
äвух тверäых теë с ìассаìи m

1
 и m

2
, соеäиненных пру-

жиной с коэффиöиентоì упруãости k, скоëüзящих без
трения вäоëü непоäвижноãо ãоризонтаëüноãо стержня
[6]; к ëевоìу теëу приëожено управëяþщее возäействие
u ∈ � (рис. 2).

Пустü x
1
 и v

1
 — соответственно коорäината и ско-

ростü ëевоãо теëа, а x
2
 и v

2
 — правоãо. Повеäение сис-

теìы описывается вектороì фазовоãо состояния

x =  ∈ �4,

а непрерывная ìоäеëü коëебаний äвухìассовой систеìы
приниìает виä

 = x + u.

Пустü k = 1, m
1
 = 1, а неопреäеëенностü систеìы со-

среäото÷ена в ìассе m
2
 правоãо теëа, на которое непос-

реäственно не возäействует управëение. При этоì но-
ìинаëüное зна÷ение m

2
 равно еäиниöе:

 = 1 + γΔ(t),  |Δ| ≤ 1.

Систеìа, заìкнутая реãуëятороì (7), приниìает виä

 = (A + BK + FΔH)x,

ãäе

A = , B = , F = , H = (1 –1 0 0).

Воспоëüзовавøисü теореìой 2, äëя äопустиìоãо уров-
ня возìущения γ = 0,85 нахоäиì ìатриöу

 = 

кваäрати÷ной функöии Ляпунова и соответствуþщий
реãуëятор

 = (–11,0638  8,3672  –2,3681  –10,4377);

при этоì поëу÷аеì верхнþþ оöенку откëонения

= 8,1927. 

На рис. 3 показана äинаìика веëи÷ины ||x(t)|| (жирная
ëиния) и траектории фазовых коорäинат (тонкие ëинии)
заìкнутой систеìы при некотороì на÷аëüноì усëовии
x(0) из еäини÷ноãо øара. В ка÷естве ìатри÷ной неопре-
äеëенности приìеì так называеìуþ «наихуäøуþ неоп-
реäеëенностü»:

 = sign[FT
xx

T
H

T].

ξ^

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû  îò n

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1,7321 2,4142 4,3357 6,7040 12,1267 19,6107 35,4989 58,8206
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AP PA
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BY Y
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T εγ2
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⎛ ⎞

Рис. 2. Двухмассовая система
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Как показано в работе [7], ìатри÷ная неопреäеëен-
ностü  (рассìатриваеìая как функöия от вреìени)
ìаксиìизирует произвоäнуþ функöии Ляпунова в сиëу
систеìы и в этоì сìысëе явëяется «наихуäøей» из всех
äопустиìых неопреäеëенностей.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäования перехоäных режиìов в ëиней-
ных äинаìи÷еских систеìах при ненуëевых на-
÷аëüных усëовиях быëи на÷аты еще в 1948 ã. в ра-
боте А.А. Феëüäбауìа [8]. В настоящей статüе про-
äоëжено изу÷ение этоãо явëения äëя ëинейных
систеì при наëи÷ии структурированной ìатри÷-
ной неопреäеëенности в ìатриöе систеìы. На ос-
нове техники ëинейных ìатри÷ных неравенств
поëу÷ены верхние оöенки откëонений в ëинейных
äинаìи÷еских систеìах, а также иссëеäована заäа-
÷а ìиниìизаöии откëонений в ëинейных систеìах
управëения при поìощи стати÷еской ëинейной
обратной связи по состояниþ. Резуëüтаты ÷исëен-
ноãо ìоäеëирования äеìонстрируþт низкуþ сте-
пенü консерватизìа поëу÷енных оöенок.

Поëу÷енные резуëüтаты авторы в äаëüнейøеì
преäпоëаãаþт распространитü на иные робастные
постановки заäа÷и, на систеìы в äискретноì вре-
ìени, а также на äинаìи÷еские систеìы, поäвер-
женные возäействиþ внеøних возìущений.
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Рис. 3. Всплеск в двухмассовой системе

Δ
∼

Не забудьте подписаться!

Подписку на журнал «Проблемы управления» можно оформить в любом почтовом отделении

(подписной индекс 81708 в каталоге Роспечати или 38006 в объединенном каталоге «Пресса России»),

а также через редакцию с любого месяца, при этом почтовые расходы редакция берет на себя.

Отдельные номера редакция высылает по первому требованию.

pb318.fm  Page 7  Thursday, May 17, 2018  2:59 PM


