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В первой ÷асти [1] настоящей статüи рассìот-
рены теорети÷еские основы синтеза робастноãо
H

∞
-реãуëятора, а иìенно: опреäеëение H

∞
-норìы,

постановка и реøение заäа÷ H
∞
-оптиìизаöии и ро-

бастной стабиëизаöии с поìощüþ аппарата ëиней-
ных ìатри÷ных неравенств, H

∞
-ìетоä форìирова-

ния контура и ìетоä распоëожения поëþсов пере-
äато÷ной функöии заìкнутой систеìы в заäанной
выпукëой обëасти на коìпëексной пëоскости.

Во второй ÷асти статüи преäëожен ìетоä реøе-
ния заäа÷и поäавëения внеøних возìущений и ре-
øена заäа÷а синтеза реãуëятора в энерãети÷еской
систеìе äëя поäавëения внеøних возìущений.
Метоä синтеза H

∞
-оптиìаëüноãо реãуëятора с раз-

ìещениеì поëþсов переäато÷ной функöии за-
ìкнутой систеìы в оãрани÷енной выпукëой об-
ëасти на коìпëексной пëоскости позвоëяет заäа-
ватü требования тоëüко к ка÷еству перехоäных
проöессов (быстроäействие и запас устой÷ивости).
В преäëаãаеìоì ìетоäе при ìиниìизаöии H

∞
-нор-

ìы переäато÷ной функöии заìкнутой систеìы по-

ìиìо оãрани÷ений на разìещение поëþсов накëа-
äываþтся äопоëнитеëüные ÷астотные оãрани÷е-
ния. Они состоят в ÷астотных оãрани÷ениях на
синãуëярные ÷исëа переäато÷ной функöии разо-
ìкнутой систеìы. Способ форìирования ÷асто-
тных оãрани÷ений состоит в построении жеëаеìо-
ãо обобщенноãо объекта. Форìируþщие функöии,
у÷аствуþщие в построении жеëаеìоãо обобщен-
ноãо объекта, позвоëяþт ìоäифиöироватü форìу
контура разоìкнутой систеìы. Это, в своþ о÷е-
реäü, позвоëяет реøатü заäа÷и поäавëения øуìов
и возìущений на вхоäе и выхоäе объекта управëе-
ния, повыøения робастности к неопреäеëенности
в ìоäеëи объекта и приäания заìкнутой систеìе
астати÷еских свойств.

3. ÌÎÄÅËÜ ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ2

3.1. Îïèñàíèå ìîäåëè

Укрупненная схеìа ìоäеëи рассìатриваеìой
энерãети÷еской систеìы (ЭС) [2] привеäена на
рис. 6. Схеìа соеäинений ìоäеëи выпоëнена в
систеìе Matlab с поìощüþ станäартных бибëио-
те÷ных бëоков ìоäеëирования энерãети÷еской

Вторая ÷астü статüи посвящена реøениþ заäа÷и поäавëения вëияния внеøних возìуще-

ний в энерãети÷еской систеìе на ее выхоä. Эта заäа÷а реøается на основе ìетоäа раз-

ìещения поëþсов заìкнутой систеìы в заäанной обëасти на коìпëексной пëоскости и

H
∞
-ìетоäа форìирования контура с поìощüþ аппарата ëинейных ìатри÷ных нера-

венств. Дано сравнение свойств заìкнутых систеì с реãуëятораìи, синтезированныìи с

приìенениеì и без приìенения H
∞
-ìетоäа форìирования контура.

Ключевые слова: управëение энерãети÷еской систеìой, H
∞
-теория управëения, ëинейные ìатри÷-

ные неравенства, поäавëение возìущений, H
∞
-ìетоä форìирования контура, распоëожение поëþ-

сов переäато÷ной функöии заìкнутой систеìы в заäанной обëасти на коìпëексной пëоскости.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект № 06-08-01468).

2 Нуìераöии разäеëов, рисунков и форìуë ÷. II статüи про-
äоëжаþт нуìераöии ÷. I.
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систеìы SimPowerSystems среäы Simulink. Моäеëü
состоит из ãенератора (269 кВ, 50 Гö), систеìы
управëения (реãуëятора), ëинии переäа÷и протя-
женностüþ 150 кì с активныì (R = 5,2 Оì) и ин-
äуктивныì (L = 0,138 Гн) сопротивëениеì, поäво-
äящих провоäов (R

S
 = 5,2 Оì, L

S
 = 0,138 Гн), еì-

костей C
1
 в на÷аëе и C

2
 в конöе ëинии переäа÷и

(C
1
 = C

2
 = 0,967 ìкФ), высоковоëüтноãо выкëþ-

÷атеëя Breaker и наãрузки (75 МВт, 20 Мвар). До-
поëнитеëüно на схеìе изображены изìеритеëи
тока Load current и напряжения Line voltage. Из-
ìенения тока и напряжения во вреìени вывоäят-
ся в виäе ãрафиков с поìощüþ бëока визуаëиза-
öии Scope. Систеìа управëения на схеìе не изоб-
ражена.

Линеаризованная ìоäеëü ЭС вбëизи ноìинаëü-
ноãо режиìа работы описывается систеìой äиф-
ференöиаëüных уравнений виäа

 = Ax + B
w
w + B

u
u,

y
0
 = C

y
x + D

w
w. (3.1)

Вектор внутреннеãо состояния x = [∆ , ∆ ,

∆I
RL

, ∆I
RLS

, ∆I
RLL

]T описывается откëоненияìи

от ноìинаëüных зна÷ений напряжений ∆  и

∆  — на еìкостях C
1
 и С

2
 соответственно и токов

∆I
RL

, ∆I
RLS

 и ∆I
RLL

 — в ëинии переäа÷и, поäвоäящих

провоäах и öепи наãрузки соответственно.

Допоëнитеëüное управëение u, реаëизуеìое
синтезированныì H

∞
-реãуëятороì, поäается на вы-

хоä ãенератора äëя коìпенсаöии возìущения w —
откëонения тока ÷ерез высоковоëüтный выкëþ÷а-

теëü. Выхоä объекта y = (y
01

, y
02

)Т, ãäе y
01

 и y
02

 —

откëонения напряжения на высоковоëüтноì вы-
кëþ÷атеëе и в ëинии переäа÷и соответственно.

Матриöы ìоäеëи (3.1) иìеþт виä:

A = ,

B
w
 = , B

u
 = ,

C
y
 = , D

w
 = .

Линейнуþ äинаìи÷ескуþ ìоäеëü ЭС (3.1) бу-
äеì называтü объектоì управëения. У неãо оäин
управëяеìый вхоä u и äва выхоäа y

01
 и y

02
, на неãо

äействует оäно вхоäное внеøнее возìущение w.
Объекту управëения соответствуþт ìатри÷ные

переäато÷ные функöии G(s) = C
y
(sI – A)–1

B
u
 от уп-

равëения u к выхоäу y
0
 и G

w
(s) = C

y
(sI – A)–1

B
w
 + D

w

от возìущения w к выхоäу y
0
; I — еäини÷ная ìат-

риöа.

3.2. Àíàëèç ìîäåëè

Объект управëения (3.1) устой÷ив, поскоëüку
собственные зна÷ения ìатриöы состояния A (кор-
ни ее характеристи÷ескоãо поëиноìа) λ

1,2
(A) =

= –18,84 ± 5036,6i, λ
3,4

(A) = –18,84 ± 2086i, λ
5
(A) =

= –100,5. Матриöа A характеризуется пëохой

Рис. 6. Simulink-схема модели энергетической системы
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обусëовëенностüþ, так как поряäок ее ÷исëа обус-

ëовëенности 105. Зна÷ения äействитеëüных и со-
отноøения ìниìых и äействитеëüных ÷астей кор-
ней опреäеëяþт сëабое затухание и высокуþ коëе-
батеëüностü (сëабое äеìпфирование) объекта. Это
поäтвержäается виäоì перехоäных проöессов при
еäини÷ных вхоäных возäействиях по возìуще-
ниþ w (рис. 7) и вхоäу u (рис. 8). Сравнитеëüный
анаëиз ãрафиков перехоäных проöессов показыва-
ет, ÷то возìущение w вызывает существенно боëее
сиëüные по аìпëитуäе (приìерно на äва поряäка)
коëебания выхоäа объекта (откëонение напряже-
ния V на высоковоëüтноì выкëþ÷атеëе и откëоне-
ние напряжения в ëинии переäа÷и).

Чисëенный анаëиз управëяеìости по ранãово-
ìу критериþ Каëìана с поìощüþ пакета Matlab
показаë, ÷то объект явëяется набëþäаеìыì, но не-
управëяеìыì. Оäнако приìенение ëенто÷ных
критериев управëяеìости и набëþäаеìости [3] äëя
сбаëансированной реаëизаöии объекта управëения
позвоëиëо установитü [2], ÷то он управëяеìый.

Рассìотриì ÷астотные свойства объекта уп-
равëения. На рис. 9 привеäены ãрафики ëоãариф-
ìи÷еских аìпëитуäно-÷астотных характеристик
(ЛАХ) переäато÷ной функöии G

w
(s) от возìуще-

ния w к выхоäаì объекта y
01

 (øтриховая ëиния) и

y
02

 (øтрих-пунктирная) и переäато÷ной функöии

G(s) от управëения u к выхоäаì объекта y
01

 и y
02

(спëоøная ëиния). Переäато÷ные функöии от u к
y
01

 и y
02

 тожäественны, поэтоìу их ãрафики ЛАХ

совпаäаþт.
На низких ÷астотах коэффиöиент усиëения

объекта G(s) äо ÷астоты приìерно 100 с–1 равен
еäиниöе. На ãрафике набëþäается äва резонанс-
ных пика. Наибоëее сиëüный из них на ÷астоте

2086 с–1 äостиãает приìерно 18 äБ. Повеäение ãра-
фиков ЛАХ G

w
(s) показывает, ÷то возìущение w

возäействует на выхоäы объекта y
01

 и y
02

 сущест-

венно разëи÷но. Есëи по выхоäу y
02

 поëоса про-

пускания оãрани÷ена, то по выхоäу y
01 

такоãо не

набëþäается. Отìетиì, ÷то в сиëу ненуëевоãо эëе-
ìента ìатриöы D

w
 коэффиöиент усиëения переäа-

то÷ной функöии G
w
(s) от w к y

01
 посëе ÷астоты

приìерно 10 000 с–1 иìеет постоянное зна÷ение
(приìерно 47 äБ). Резонансный пик ЛАХ G

w
(s) по

Рис. 7. Реакция объекта управления на единичное воздействие
по возмущению w

Рис. 8. Реакция объекта управления на единичное воздействие
по управлению u
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кажäоìу выхоäу составëяет приìерно 69 äБ. В об-
ëасти низких ÷астот коэффиöиент усиëения при-
ìерно 18 äБ. Такиì образоì, ìоäеëü ЭС иìеет сëа-
бое затухание и высокуþ коëебатеëüностü (сëабое
äеìпфирование) при наëи÷ии äвух резонансных
÷астот, а на низких ÷астотах коэффиöиент усиëе-
ния по управëениþ u равен еäиниöе.

4. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Дан объект управëения (ìоäеëü ЭС), описыва-
еìый в пространстве состояний систеìой уравне-
ний (3.1).

Требуется синтезироватü реãуëятор K(s) поëно-
ãо поряäка в виäе äинаìи÷еской обратной связи
U(s) = K(s)Y(s) по изìеряеìоìу выхоäу y, ãаранти-
руþщий устой÷ивостü заìкнутой систеìы и äëя
управëяеìоãо выхоäа y

0
 обеспе÷иваþщий:

� перехоäные проöессы, бëизкие к апериоäи÷ес-
киì;

� вреìя реãуëирования, не превыøаþщее заäан-
ноãо зна÷ения;

� высокий запас устой÷ивости заìкнутой систеìы.

Реãуëятор K(s) ищется в пространстве состоя-
ний в форìе набëþäатеëя

 = A
c
x
c
 + B

c
y,

u = C
c
x
c
 + D

c
y.

5. Í
¥

-ÑÈÍÒÅÇ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ

ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ ÏÎËÞÑÎÂ

Основная иäея ìетоäа, изëоженноãо в работе
[4] и приìеняеìоãо äаëее, состоит в ìиниìизаöии
функöионаëа ка÷ества с оãрани÷ениеì на прина-
äëежностü некотороìу ìножеству, т. е. в усëовной
ìиниìизаöии функöионаëа. Функöионаëоì ка-
÷ества сëужит H

∞
-норìа переäато÷ной функöии

заìкнутой систеìы, а ìножествоì выступает вы-
пукëая обëастü на коìпëексной пëоскости, заäаþ-
щая оãрани÷ение на разìещение поëþсов переäа-
то÷ной функöии заìкнутой систеìы. Приìенение
аппарата ëинейных ìатри÷ных неравенств (ЛМН)
позвоëиëо свести заäа÷у синтеза H

∞
-оптиìаëüноãо

реãуëятора с разìещениеì поëþсов переäато÷ной
функöии заìкнутой систеìы в оãрани÷енной вы-
пукëой обëасти на коìпëексной пëоскости к ре-
øениþ систеìы ЛМН (сì. п. 2.2 и п. 2.4 первой
÷асти [1] настоящей статüи).

Рассìотриì постановку и реøение заäа÷и син-
теза H

∞
-реãуëятора äëя управëения ЭС в соответс-

твии с ìетоäоì, преäëоженныì в работе [4].

Структурная схеìа заìкнутой систеìы управ-
ëения, испоëüзуеìая при синтезе H

∞
-реãуëятора,

преäставëена на рис. 10. Внеøниìи вхоäаìи за-
ìкнутой систеìы явëяþтся внеøнее возìущение w
на выхоäе объекта, возìущение на вхоäе объекта n

u

и øуì изìерений n
y
. Выхоäоì z

1
 заìкнутой систе-

ìы явëяется изìеряеìый выхоä объекта y, а выхо-
äоì z

2
 — управëение u

∞
, форìируеìое реãуëято-

роì K
∞
; G — переäато÷ная функöия от управëения

к выхоäу объекта y
0
, а G

w
 — переäато÷ная функöия

от возìущения w к выхоäу объекта y
0
.

Заìкнутой систеìе управëения соответствует
станäартный объект виäа

 =  =  + u
∞
(s),

y(s) = [G
w
 G I

y
]  + [G]u

∞
(s), (5.1)

ãäе I
y
 и I

u
 — еäини÷ные ìатриöы соответствуþщей

разìерности.

В принятых в уравнениях (2.1) [1] обозна÷ениях
ìноãоìерные переäато÷ные функöии иìеþт виä

P
11

 = ,  P
12

 = ,

P
21

 = [G
w
 G I

y
],  P

22
 = [G].

Переäато÷ная функöия заìкнутой систеìы

 от всех внеøних вхоäов w
1
 = [wT, n

u

T, n
y

T]T к

x·
C

z
1

G

K
∞

G
w n

y
n
u

z
2

w

u
∞

y
0

y

Рис. 10. Замкнутая система управления
энергетической системы
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выхоäаì заìкнутой систеìы z = [yT, u
∞

T]T иìеет

виä

 = (5.2)

= . 

Описаниþ станäартноãо объекта в виäе переäа-
то÷ных функöий (5.1) в пространстве состояний
соответствует описание виäа

 = Ax + B
1
 + B

2
u,

z = C
1
x + D

11
w + D

12
u,

y = C
2
x + D

21
w + D

22
u, (5.3)

ãäе ìатриöы станäартноãо объекта вкëþ÷аþт в се-
бя ìатриöы преäставëения в пространстве состоя-
ний ноìинаëüноãо объекта G и переäато÷ной фун-
кöии G

w
.

Сфорìуëируеì постановку заäа÷и [4]. Рассìот-
риì станäартный объект управëения в пространс-
тве состояний (5.3). Дëя заäанной ЛМН-обëасти
(сì. рис. 4 [1])

D = {z ∈ C –: L + zM + M
T} (5.4)

требуется найти äинаìи÷еский реãуëятор поëноãо
поряäка

K
∞
 › (5.5)

обеспе÷иваþщий:

� выпоëнение равенства

|| (G, K
∞
)||

∞
 = γ

min
 (5.6)

äëя H
∞
-норìы переäато÷ной функöии (5.2) за-

ìкнутой систеìы;

� разìещение поëþсов переäато÷ной функöии
заìкнутой систеìы в выпукëой обëасти D.

Реøение H
∞
-оптиìаëüной заäа÷и (5.6) при оã-

рани÷ении на разìещение поëþсов переäато÷ной
функöии заìкнутой систеìы в заäанной ЛМН-об-
ëасти (5.4) (сì. рис. 4 [1]), описываеìой характе-
ристи÷еской функöией (2.4), своäится к реøениþ
систеìы ЛМН (5.7 — 5.9).

Систеìа ЛМН иìеет сëеäуþщий виä:

 > 0, (5.7)

L Z  + M Z Φ + MT Z ΦΤ  < 0, (5.8)

 < 0, (5.9)

ãäе

Φ = ,

Ψ
11

 = ,

Ψ
21

 = ,

Ψ
22

 = ,

сиìвоë Z озна÷ает кронекерово произвеäение ìат-

риö.

Реãуëятор виäа (5.5) опреäеëяется ìиниìаëü-

ныì зна÷ениеì γ, при котороì существуþт äве

сиììетри÷ных ìатриöы R и S и ìатриöы , ,

 и D
c∞

.

Есëи ЛМН (5.7—5.9) разреøиìы, то ìатриöы

реãуëятора (5.5) A
c∞

, B
c∞

 и C
c∞

 опреäеëяþтся из ре-

øения систеìы ëинейных уравнений

 = NB
c∞

 + SB
2
D

c∞
,

 = C
c∞
M

T + D
c∞
C

2
R,

 = NA
c∞
M

T + NB
c∞
C

2
R + SB

2
C

c∞
M

T +

+ S(A + B
2
D

c∞
C

2
)R, (5.10)

ãäе M и N — ëþбые кваäратные ìатриöы, такие ÷то

MN
T = I – RS. (5.11)

Линейные ìатри÷ные неравенства (5.7—5.9) ре-

øаþтся ÷исëенно с поìощüþ ìетоäов, описанных

в работах [5, 6].

Tw
1
z

I GK
∞

–( )
1–
G

w
I GK

∞
–( )

1–
G I GK

∞
–( )

1–

K
∞
I GK

∞
–( )

1–
G

w
K

∞
I GK

∞
–( )

1–
G K

∞
I GK

∞
–( )

1–

x·

z

x· c∞ Ac∞xc∞ Bc∞y,+=

u∞ Cc∞xc∞ Dc∞y,+=



Tw
1
z

R I

I S

R I

I S

Ψ11 Ψ21
T

Ψ21 Ψ22

AR B2Cc∞+ A B2Dc∞C2+

Aˆc SA Bˆ cC2+

AR RA
T

B2C
ˆ
c C

ˆ
c

T
B2

T+ + + B1 B2Dc∞D21+

B1 B2Dc∞D21+( )T γI–

A
ˆ
c A B2Dc∞C2+( )T+ SB1 Bˆ cD21+

C1R D12C
ˆ
c+ D11 D12Dc∞D21+

A
T
S SA B

ˆ
cC2 C2

T
B
ˆ
c

T
+ + + C1 D12Dc∞C2+( )T

C1 D12Dc∞C2+ γI

A
ˆ
c B

ˆ
c

C
ˆ
c

B
ˆ
c

C
ˆ
c

A
ˆ
c



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

19ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2009

6. Í
¥

-ÑÈÍÒÅÇ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ ÍÀ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ 

ÏÎËÞÑÎÂ È ×ÀÑÒÎÒÍÛÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ

В äанной работе преäëаãается ìоäификаöия
ìетоäа синтеза H

∞
-оптиìаëüноãо реãуëятора с раз-

ìещениеì поëþсов переäато÷ной функöии за-
ìкнутой систеìы в оãрани÷енной выпукëой об-
ëасти на коìпëексной пëоскости [4]. При ìини-
ìизаöии функöионаëа преäëаãается наëожитü еще
оäин виä оãрани÷ения. Он состоит в ÷астотных оã-
рани÷ениях на синãуëярные ÷исëа переäато÷ной
функöии разоìкнутой систеìы, иäеоëоãия фор-
ìирования которых сфорìуëирована в работе [7]
при описании H

∞
-ìетоäа форìирования контура

(высокий коэффиöиент усиëения на низких ÷ас-
тотах, ìаëый коэффиöиент усиëения на высоких
÷астотах, пëавный перехоä в обëасти ÷астот среза
с накëоноì, бëизкиì к –20 äБ на äекаäу). Такиì
образоì, преäëаãается ìетоä синтеза реãуëятора,
при котороì ìиниìизируется H

∞
-норìа переäа-

то÷ной функöии заìкнутой систеìы с у÷етоì оã-
рани÷ений на разìещение поëþсов переäато÷ной
функöии заìкнутой систеìы и ÷астотных оãрани-
÷ений на синãуëярные ÷исëа переäато÷ной функ-
öии разоìкнутой систеìы. Способ форìирования
÷астотных оãрани÷ений состоит в построении же-
ëаеìоãо повеäения ãрафиков синãуëярных ÷исеë
разоìкнутой систеìы (сì. п. 2.6 [1]), а не в заäа-
нии оãрани÷ений в виäе неравенств снизу и сверху
на ãрафики синãуëярных ÷исеë (сì. рис. 2). Жеëа-
еìое повеäение синãуëярных ÷исеë, по анаëоãии с
H

∞
-ìетоäоì форìирования контура, заäается в ви-

äе обобщенноãо объекта (сì. п. 2.6). Оäной из ìер
«бëизости» синãуëярных ÷исеë разоìкнутой систе-
ìы и обобщенноãо объекта ìожет выступатü зна-
÷ение H

∞
-норìы переäато÷ной функöии заìкну-

той систеìы (сì. п. 2.6).

Рассìотриì постановку и реøение заäа÷и син-
теза H

∞
-реãуëятора äëя управëения ЭС.

Структурная схеìа заìкнутой систеìы управ-
ëения привеäена на рис. 11. Она отëи÷ается от схе-
ìы, изображенной на рис. 10, тоëüко теì, ÷то в
структурной схеìе ввеäены форìируþщие переäа-
то÷ные функöии: префиëüтр W

1
 и постфиëüтр W

2
.

Заìкнутой систеìе управëения соответствует
станäартный объект виäа

 =  =  +

+ u
∞
(s),

y(s) = [W
2
G

w
 W

2
GW

1
 I

y
]  + W

2
GW

1
u
∞
(s) (6.1)

Соответствуþщие бëоки ìатриöы переäато÷-
ной функöии станäартноãо объекта (2.1) [1] иìе-
þт виä

P
11

 = ,  P
12

 = ,

P
21

 = [W
2
G

w
 W

2
GW

1
 I

y
],

P
22

 = W
2
GW.

Переäато÷ная функöия заìкнутой систеìы 

от всех внеøних вхоäов w
1
 = [wT, n

u

T, n
y

T]T к вы-

хоäаì заìкнутой систеìы z = [yT, u
∞

T]T заäается

форìуëой

 = (6.2)

= ,

ãäе G
s
 = W

2
GW

1
 — обобщенный объект.

Описаниþ станäартноãо объекта в виäе переäа-
то÷ных функöий (6.1) в пространстве состояний
соответствует описание виäа

 = Ax + B
1
w + B

2
u,

z = C
1
x + D

11
w + D

12
u,

y = C
2
x + D

21
w + D

22
u, (6.3)

ãäе ìатриöы станäартноãо объекта вкëþ÷аþт в се-
бя ìатриöы преäставëения в пространстве состоя-
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Рис. 11. Замкнутая система управления с формирующими 
функциями
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ний не тоëüко ноìинаëüноãо объекта G и переäа-
то÷ной функöии G

w
, но и форìируþщих функöий

W
1
 и W

2
.

Рассìотриì постановку заäа÷и синтеза. Дан
станäартный объект управëения, преäставëенный
в пространстве состояний в виäе (6.3). Дëя заäан-
ной ЛМН-обëасти

D = {z ∈ C –: L + zM + M
T}

требуется найти äинаìи÷еский реãуëятор поëноãо
поряäка

K(s) › (6.5)

обеспе÷иваþщий:
� выпоëнение равенства

|| (G
S
, K

∞
)||

∞
 = γ

min
 (6.6)

äëя H
∞
-норìы переäато÷ной функöии заìкнутой

систеìы;
� разìещение поëþсов переäато÷ной функöии

заìкнутой систеìы в выпукëой обëасти D;
� ÷астотные оãрани÷ения на синãуëярные ÷исëа

разоìкнутой систеìы.
Аëãоритì синтеза состоит из сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Формирование требований. Заäаþтся:

� ЛМН-обëастü, в которой требуется обеспе÷итü
разìещение поëþсов переäато÷ной функöии
заìкнутой систеìы;

� префиëüтр W
1
(s) и постфиëüтр W

2
(s) и форìи-

руется обобщенный объект G
s
 = W

2
GW

1
, заäа-

þщий требования к жеëаеìыì синãуëярныì
÷исëаì разоìкнутой систеìы.
Шаг 2. Оценка совместимости требований. Ре-

øается заäа÷а H
∞
-оптиìизаöии äëя обобщенного

объекта G
s
 = W

2
GW

1
 по ìетоäике, описанной в § 5.

Реøается систеìа ЛМН (5.7—5.9) äëя станäартно-
ãо объекта виäа (6.3), котороìу соответствует преä-
ставëение станäартноãо объекта с поìощüþ пере-
äато÷ных функöий (6.1).

Есëи реøения R, S, , , , D
c∞

 ЛМН

(5.7—5.9) не существует, то возврат к øаãу 1, ина÷е
вы÷исëяется K

∞
-реãуëятор с у÷етоì соотноøений

(5.10), (5.11), и перехоä к øаãу 3.
Шаг 3. Синтез регулятора:

� вы÷исëяется реãуëятор K в виäе K = W
1
K

∞
W

2
;

� есëи требования к ка÷еству функöионирования
заìкнутой систеìы по ее свойстваì во вреìен-
ной и ÷астотной обëастях не уäовëетворяþтся,
то возврат к øаãу 1, ина÷е — окон÷ание аëãо-
ритìа.

Рассìотриì некоторые ìоäификаöии преäëо-
женноãо ìетоäа:

� есëи W
1
(s) и W

2
(s) — еäини÷ные ìатриöы со-

ответствуþщих разìерностей, то преäëожен-
ный ìетоä эквиваëентен ìетоäу, описанноìу в
§ 5 (H

∞
-синтез с оãрани÷ениеì на разìещение

поëþсов заìкнутой систеìы). В этоì сëу÷ае
G

s
= W

2
GW

1
 = G, т. е. обобщенный объект сов-

паäает с ноìинаëüныì;

� есëи отсутствует вхоäное возìущение w, т. е.
w(t) ≡ 0, то преäëоженный ìетоä эквиваëентен
H

∞
-ìетоäу форìирования контура с оãрани÷е-

ниеì на разìещение поëþсов заìкнутой систе-
ìы [8]. В этоì сëу÷ае переäато÷ная функöия за-
ìкнутой систеìы (6.2) приниìает виä (2.12) и
выпоëняþтся усëовия (2.15) [1].

Такиì образоì, преäëоженный ìетоä обобщает
äва указанных ìетоäа.

Рассìотриì посëеäоватеëüностü øаãов аëãо-
ритìа. На первоì øаãе заäаþтся требования к
проектируеìой заìкнутой систеìе. Несоãëасован-
ностü äëя ноìинаëüноãо объекта G требований в
виäе форìы ЛМН-обëасти и форìируþщих фун-
кöий привоäит ëибо к отсутствиþ реøений систе-
ìы ЛМН (5.7—5.9), ëибо к äостато÷но боëüøоìу
зна÷ениþ H

∞
-норìы переäато÷ной функöии за-

ìкнутой систеìы. Существование реøения заäа÷и
H

∞
-оптиìизаöии, выпоëняеìой на второì øаãе

аëãоритìа, ãарантирует устой÷ивостü заìкнутой
систеìы. В сëу÷ае существования реøения заäа÷и
H

∞
-оптиìизаöии на третüеì øаãе опреäеëяется ис-

коìый реãуëятор в виäе коìбинаöии K
∞
-реãуëято-

ра, префиëüтра W
1
 и постфиëüтра W

2
. Напоìниì,

÷то форìа ЛМН-обëасти заäает оãрани÷ения на
параìетр затухания (коэффиöиент äеìпфирова-
ния), степенü устой÷ивости и ìаксиìаëüнуþ уãëо-
вуþ ÷астоту собственных коëебаний заìкнутой
систеìы. Эти оãрани÷ения при синтезе реãуëятора
äоëжны выпоëнятüся строãо. При невыпоëнении
заäанных оãрани÷ений не буäет существоватü ре-
øений систеìы ЛМН (5.7—5.9). Частотные оãрани-
÷ения на синãуëярные ÷исëа разоìкнутой систеìы
выпоëняþтся не строãо, а с некоторой то÷ностüþ.
Оäной из возìожных оöенок этой то÷ности ìожет
сëужитü зна÷ение H

∞
-норìы переäато÷ной функ-

öии заìкнутой систеìы (сì. п. 2.6 [1]). Допоëни-
теëüно возìожна проверка ка÷ества функöиони-
рования заìкнутой систеìы по ее ÷астотныì
свойстваì. Дëя этоãо необхоäиìо рассìотретü ÷ас-
тотные свойства поëу÷енной заìкнутой систеìы в
аспекте оöенки то÷ностных характеристик, оöен-
ки запаса устой÷ивости по аìпëитуäе и фазе и
(иëи) показатеëþ коëебатеëüности, оöенки ÷увс-

z
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твитеëüности к внеøниì возìущенияì и øуìаì, а
также робастной устой÷ивости заìкнутой систеìы.

В сëу÷ае существования реøения и не впоëне
уäовëетворитеëüноãо ка÷ества функöионирования
заìкнутой систеìы разработ÷ик в проöессе итера-
öионной проöеäуры иìеет возìожностü варüиро-
ватü пятüþ «параìетраìи» аëãоритìа, а иìенно:

— коэффиöиентоì äеìпфирования иëи коëеба-
теëüности,

— степенüþ устой÷ивости;

— ìаксиìаëüной ÷астотой собственных коëеба-
ний, заäавая форìу ЛМН-обëасти;

— äвуìя форìируþщиìи функöияìи W
1
(s) и

W
2
(s).

Принятие реøения об окон÷ании проöеäуры
синтеза реãуëятора остается за разработ÷икоì.
В преäëоженноì итераöионноì ìетоäе ка÷ество
перехоäных проöессов (быстроäействие и запас
устой÷ивости) заäаþтся форìой ЛМН-обëасти на
коìпëексной пëоскости. Это обеспе÷ивает пере-
хоäные проöессы, бëизкие к апериоäи÷ескиì, в
соответствии с заäанныì зна÷ениеì коëебатеëü-
ности иëи параìетра затухания, а вреìя перехоä-
ноãо проöесса характеризуется заäанной степе-
нüþ устой÷ивости. Дëя уìенüøения вëияния вне-
øних возìущений и øуìа изìерений ввоäятся
форìируþщие функöии W

1
(s) и W

2
(s), которые

ìоäифиöируþт форìу синãуëярных ÷исеë исхоä-
ноãо ноìинаëüноãо объекта G(s) в обëасти низких
и высоких ÷астот в соответствии с требованияìи
проектировщика.

Аëãоритì синтеза искоìоãо реãуëятора ìожно
рассìатриватü как ìетоä, в котороì переäато÷ная
функöия реãуëятора преäставëена в виäе произ-
веäения переäато÷ных функöий неизìеняеìой и
изìеняеìой ÷астей. Такиì образоì, разработ÷ик
преäписывает некоторые свойства проектируеìо-
ìу реãуëятору и, соответственно, заìкнутой сис-
теìе в нужных ÷астотных äиапазонах. Неизìеня-
еìая ÷астü реãуëятора заäается префиëüтроì W

1
(s)

и постфиëüтроì W
2
(s). Постфиëüтр W

2
(s) преäна-

зна÷ен в первуþ о÷ереäü äëя поäавëения øуìа и
характеризует повеäение систеìы в высоко÷астот-
ной обëасти. Обы÷но он реаëизуется с поìощüþ
низкопоëосных фиëüтров. Префиëüтр W

1
(s) заäает

повеäение систеìы в обëасти низких ÷астот и ìо-
жет бытü выбран в виäе пропорöионаëüных и ин-
теãраëüных фиëüтров. Изìеняеìая ÷астü реãуëятора
поëу÷ается автоìати÷ески в резуëüтате ìиниìи-
заöии H

∞
-норìы переäато÷ной функöии заìкну-

той систеìы.

7. ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ ÑÈÍÒÅÇÀ

Преäëоженный ìетоä (сì. § 6) сравниваëся с
ìетоäоì, описанныì в § 5 [4]. В ка÷естве
ЛМН-обëасти (сì. рис. 4) быëа выбрана обëастü
на коìпëексной пëоскости, которая образована
пересе÷ениеì äвух поëупëоскостей и сектора. Она
опреäеëяется характеристи÷еской функöией (2.4).

Чисëенное реøение заäа÷и синтеза реаëизова-
но в систеìе Matlab с приìенениеì проãраììы
hinfmix из пакета реøения ëинейных ìатри÷ных
неравенств LMI Control Toolbox.

Вы÷исëитеëüные экспериìенты по синтезу ре-
ãуëятора обоиìи ìетоäаìи показаëи, ÷то переìес-
титü поëþс λ

5
(A) = –100,5 ноìинаëüноãо объекта G

не преäставëяется возìожныì. При заäании оãра-
ни÷ений на степенü устой÷ивости η > 100,5 за-
ìкнутой систеìы реøений систеìы ЛМН не су-
ществует, а, сëеäоватеëüно, не существует и реãу-
ëятора, обеспе÷иваþщеãо заäаннуþ степенü ус-
той÷ивости.

Такиì образоì, заäанная степенü устой÷ивости
η в обоих ìетоäах быëа выбрана равной 100. Ее оп-
реäеëяет первая поëупëоскостü Re(λ) < –100. Вто-
рая поëупëоскостü Re(λ) > –20 000 оãрани÷ивает
ìаксиìаëüнуþ уãëовуþ ÷астоту собственных коëе-
баний ω

0
 = 20 000•tgϕ. Отìетиì, ÷то зна÷ение уãëа

ϕ в обоих ìетоäах разëи÷но.
Рассìотриì синтез реãуëятора ìетоäоì, преä-

ставëенныì в работе [4]. Дëя краткости назовеì
еãо ìетоäоì без форìируþщих функöий. Мини-
ìаëüное оãрани÷ение на зна÷ение уãëа ϕ, а, сëеäо-
ватеëüно, коëебатеëüности, быëо äостиãнуто 3π/10.
При ìенüøих зна÷ениях уãëа ϕ H

∞
-реãуëятора,

ìиниìизируþщеãо H
∞
-норìу переäато÷ной фун-

кöии заìкнутой систеìы, не существует. Зна÷ение
H

∞
-норìы заìкнутой систеìы быëо поëу÷ено рав-

ныì 916,36. Корни характеристи÷ескоãо поëиноìа
иëи собственные зна÷ения ìатриöы A

cl
 заìкнутой

систеìы с äанныì реãуëятороì λ
1
 = –1,005•102,

λ
2

= –1,33•102, λ
3
 = –1,77•103, λ

4,5
 = –2,53•103 ±

± 2,63•103
i, λ

6,7
 = –3,94•103 ± 2,50•103

i, λ
8
 =

= –9,30•103, λ
9
 = –1,04•104, λ

10
 = –1,66•104.

Как виäно из этих зна÷ений, ìаксиìаëüная ко-
ëебатеëüностü µ

max
 = Im(λ

4,5
)/Re(λ

4,5
) составëяет

1,04, ÷то соответствует параìетру затухания (ко-
эффиöиенту äеìпфирования) 0,69.

Провеäеì анаëиз резуëüтатов синтеза реãуëято-
ра в соответствии с преäëоженныì ìетоäоì. Дëя
краткости назовеì еãо ìетоäоì с форìируþщиìи
функöияìи.
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Обобщенный объект G
s
 поëу÷ен при выборе

префиëüтра W
1
(s) в виäе изоäроìноãо звена W

1
(s) =

= k
1
 + k/s с параìетраìи k = 10 000 и k

1
 = 200. Пос-

тфиëüтр W
2
(s) приниìается еäини÷ной ìатриöей

разìерности 2, равной разìерности выхоäа y
0
.

Графики ìаксиìаëüных синãуëярных ÷исеë пре-
фиëüтра W

1
(s), ноìинаëüноãо объекта G(s) и обоб-

щенноãо объекта G
s
 = GW

1
 привеäены на рис. 12.

Префиëüтр W
1
(s) корректирует исхоäный ноìи-

наëüный объект G(s) в обëасти низких и высоких
÷астот.

При аëãоритìе синтеза реãуëятора äëя обоб-
щенноãо объекта G

s
 ìиниìаëüное оãрани÷ение на

зна÷ение уãëа ϕ составиëо π/12, ÷то существенно
ìенüøе, ÷еì в ìетоäе без форìируþщих функöий
(3π/10). Это позвоëяет синтезироватü реãуëятор с
боëее низкиì зна÷ениеì коëебатеëüности. H

∞
-нор-

ìа заìкнутой систеìы при синтезе реãуëятора рав-
на 810,84 (в ìетоäе без форìируþщих функöий —
916,36). Собственные зна÷ения ìатриöы A

cl
 за-

ìкнутой систеì λ
1
 = –1,005•102, λ

2,3
 = –1,31•102 ±

± 1,17i, λ
4
 = –1,32•102, λ

5
 = –9,33•102, λ

6
 =

= –2,77•103, λ
7
 = –4,79•103, λ

8
 = –6,45•103, λ

9
 =

= –9,45•103, λ
10

 = –1,70•104, λ
11,12

 = –1,92•104 ±

± 3,82•103
i.

Анаëиз собственных зна÷ений показывает, ÷то
тоëüко äве пары собственных зна÷ений коìпëек-
сно сопряженные с ìаëыì зна÷ениеì коëебатеëü-
ности. Максиìаëüная коëебатеëüностü приìерно в
5 раз ìенüøе, ÷еì в ìетоäе без форìируþщих

функöий: µ
max

 = 0,2 (параìетр затухания ζ = 0,98).

Это зна÷ение характеризует впоëне уäовëетвори-
теëüные запасы устой÷ивости заìкнутой систеìы.
Остаëüные собственные зна÷ения вещественные.
Такиì образоì, преäëоженный ìетоä позвоëяет
поëу÷итü запасы устой÷ивости заìкнутой систеìы
боëüøе, ÷еì ìетоä без форìируþщих функöий.

Рассìотриì свойства заìкнутых систеì во вре-
ìенной обëасти при возäействии еäини÷ноãо воз-
ìущения w. На рис. 13 привеäена реакöия заìкну-
той систеìы с реãуëятороì, синтезированныì ìе-
тоäоì без форìируþщих функöий, а на рис. 14 —
с форìируþщиìи функöияìи. Выхоäу y

01
 соот-

ветствует спëоøная ëиния, а выхоäу y
02

 — øтри-

ховая.
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Рис. 12. Максимальные сингулярные числа обобщенного G
s 

(штрих-пунктирная линия) и номинального G (сплошная линия) 
объектов и префильтра W

1
 (штриховая линия)

Рис. 13. Реакция замкнутой системы на единичное воздействие 
по возмущению w (без формирующих функций)

Рис. 14. Реакция замкнутой системы на единичное воздействие 
(предложенный метод)
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Из ãрафиков виäно, ÷то вреìя перехоäноãо
проöесса при обоих ìетоäах не превыøает 0,05 с.
В преäëоженноì ìетоäе набëþäается практи÷ески
апериоäи÷еское повеäение перехоäных проöессов
по обоиì выхоäаì. Кроìе тоãо, заìкнутая систе-
ìа явëяется астати÷еской систеìой первоãо по-
ряäка, т. е. ее оøибка асиìптоти÷ески стреìится
к нуëþ. Это свойство заìкнутой систеìы опреäе-
ëяется интеãраëüныì ÷ëеноì в форìируþщей
функöии W

1
(s).

При синтезе реãуëятора ìетоäоì без форìиру-
þщих функöий существует стати÷еская оøибка,
оäинаковая по обоиì выхоäаì (приìерно 490 В),
и набëþäаþтся боëее коëебатеëüные перехоäные
проöессы по обоиì выхоäаì. Максиìаëüные от-
кëонения в преäëоженноì ìетоäе существенно
ìенüøе, ÷еì в ìетоäе без форìируþщих функöий.
По первоìу выхоäу соответственно 690 и 410 В, а
по второìу — 470 и 190 В.

Такиì образоì, реãуëятор, синтезированный
по преäëоженной ìетоäике, при практи÷ески оäи-
наковоì быстроäействии обеспе÷ивает боëее вы-
сокие запасы устой÷ивости и то÷ностные характе-
ристики.

Из сравнения ãрафиков перехоäных проöессов
(сì. рис. 7 и 14) при возäействии еäини÷ноãо вне-
øнеãо возäействия виäно, ÷то заìкнутая систеìа с
реãуëятороì, синтезированныì по преäëоженной
ìетоäике, обеспе÷ивает перехоäные проöессы,
бëизкие к апериоäи÷ескиì, боëüøие запасы ус-
той÷ивости и боëее высокое быстроäействие.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен ìетоä синтеза робастноãо реãуëя-
тора äëя поäавëения внеøних возìущений, объ-
еäиняþщий H

∞
-ìетоä форìирования контура и

H
∞
-синтез с оãрани÷ениеì на разìещение поëþ-

сов заìкнутой систеìы в заäанной обëасти на
коìпëексной пëоскости. Заäа÷а синтеза реãуëято-

ра реøается с поìощüþ аппарата ëинейных ìат-
ри÷ных неравенств.

В соответствии с преäëоженныì ìетоäоì реøе-
на заäа÷а поäавëения внеøних возìущений (от-
кëþ÷ение наãрузки) äëя энерãети÷еской систеìы.
Заìкнутая систеìа с синтезированныì реãуëято-
роì обеспе÷ивает перехоäные проöессы, бëизкие
к апериоäи÷ескиì, высокие запасы устой÷ивости
и уäовëетворитеëüное быстроäействие.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Курдюков А.П., Тимин В.Н. Н
∞
-управëение энерãети÷еской

систеìой в аварийноì режиìе. Ч. I. Теорети÷еские осно-
вы синтеза робастных H

∞
-реãуëяторов // Пробëеìы управ-

ëения. — 2009. — № 1. — С. 8—17.
2. LMI-Based Robust Controller Design for Power Systems /

A.P. Kurdyukov, M.S. Misrikhanov, V.N. Ryabchenko, and
M.M. Tchaikovsky // Intern. Conf. on Mathematical Problems
in Engineering, Aerospace and Sciences, Genoa, Italy, 2008.

3. Мисриханов М.Ш. Инвариантное управëение ìноãоìерны-
ìи систеìаìи. Аëãебраи÷еский поäхоä. — М.: Наука, 2007.

4. Chilali M., and Gahinet P. H
∞
 Design with Pole Placement

Constraints: An LMI Approach // IEEE Trans. AC. — 1996. —
Vol. 41, N 3. — P. 358—367.

5. Nesterov Y., and Nemirovskii A. Interior Point Polynomial Al-
gorithms in Convex Programming: Theory and Applications //
SIAM Studies Appl. — 1994. — Math. — Vol. 13.

6. Nemirovskii A., and Gahinet P. The Projective Method for Solv-
ing Linear Matrix Inequalities // Math. Programming Series B.
1997. — Vol. 77. — Р. 163—190.

7. McFarlane and Glover K. A Loop Shaping Design Procedure Us-
ing H

∞
 Synthesis // IEEE Trans. AC. — 37(6). — P. 759— 769.

8. Bikash Pal, Balarko Chaudhuri, Robust Control in Power Sys-
tems. — N.-Y.: Springer Science + Business Media, Inc., 2005. —
P. 140—150.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

С.Д. Земляковым.

Курдюков Александр Петрович — ä-р техн. наук, зав. ëаб.,
�(495) 334-92-61, e-mail: akurd@ipu.ru,

Тимин Виктор Николаевич — канä. техн. наук,
ст. нау÷. сотруäник, �(495) 334-92-41,
e-mail: timin.victor@rambler.ru,

Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН,
ã. Москва.

Боголюбов Н.Н. Собрание научных трудов. Т. 10. — М.: Наука, 2008. — 736 с.

Бондаренко С.Б. Теория дескриптивных систем. — М.: URSS, 2008. — 187 с.

Васильков Г.В. Эволюционная теория жизненного цикла механических систем. — М.: URSS, 2008. — 311 с.

Граничин О.Н. Информационные технологии в управлении. — М.: БИНОМ, 2008. — 335 с.

Провалов В.С. Информационные технологии управления. — М.: Флинта, 2008. — 371 с.

Исследования по современному анализу и математическому моделированию. — Владикавказ: ИПМиИ, 2008. — 381 с.

Компьютеры, мозг, познание. — М.: Наука, 2008. — 291 с.

Крылов С.М. Неокибернетика. — М.: URSS, 2008. — 288 с.

Рассказова И.О. Применение нейросетевых технологий в системах связи и управления. — Рязань: РВВКУС, 2008. — 251 с.

Сердобольский В.И. Теория формальных языков. — М.: МГИЭиМ, 2008. — 128 с.

Тимофеев В.Л. Структурно-энерго-временной анализ физических объектов. — Ижевск: ИжГТУ, 2008. — 328 с.

Экономика как искусство. — М.: Наука, 2008. — 254 с.

Аттетков А.В. Введение в методы оптимизации. — М.: Финансы и статистика; ИНФРА-М, 2008. — 269 с.

Горошникова Т.А. Разработка моделей и инструментальных средств оптимизации развития холдинговой компании. — М.: ИПУ, 2007. — 46 с.

Íîâûå êíèãè


