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Оптиìаëüное управëение äинаìи÷ескиìи сис-
теìаìи неöеëоãо поряäка преäставëяет собой срав-
нитеëüно новое направëение иссëеäований, ак-
тивно развиваþщееся в посëеäние 5—7 ëет. Еãо
развитие обусëовëено как äостиженияìи функöи-
онаëüноãо анаëиза и развитиеì аппарата äробноãо
интеãро-äифференöиаëüноãо ис÷исëения, так и
накопëениеì боëüøоãо коëи÷ества резуëüтатов в
обëасти фунäаìентаëüной и прикëаäной физики,
показавøих необхоäиìостü приìенения аппарата
äробноãо ис÷исëения äëя аäекватноãо описания
ряäа реаëüных систеì и проöессов. В ка÷естве
приìеров реаëüных систеì зäесü ìожно упоìянутü
эëектрохиìи÷еские я÷ейки, конäенсаторы с не-
реãуëярныìи (фрактаëüныìи) эëектроäаìи, вяз-
коупруãие среäы, неупоряäо÷енные поëупровоä-
ники, пëазìу и поäобные ей среäы.

Отìетиì, ÷то äëя систеì äробноãо поряäка
на сеãоäня не существует теореì, анаëоãи÷ных
принöипу ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина. Заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения äëя таких систеì äо

неäавнеãо вреìени иссëеäоваëисü с поìощüþ ва-
риаöионноãо поäхоäа. В работе [1], ëоãи÷ескиì
проäоëжениеì которой явëяется äанная работа,
äëя иссëеäования заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-
ния оäино÷ныì и äвойныì интеãратораìи äроб-
ноãо поряäка быëо преäëожено приìенитü ìетоä
ìоìентов.

В статüе [1] рассìотрен сëу÷ай, коãäа функöия
u(t), называеìая в äаëüнейøеì управëениеì, при-
наäëежит пространству M[0, T ] изìериìых и по÷-
ти всþäу оãрани÷енных на отрезке [0, T ] функöий.
В этоì сëу÷ае управëение ëибо оãрани÷ено по ìо-
äуëþ, ëибо ìаксиìаëüное зна÷ение искоìоãо уп-
равëения ìиниìаëüно. Оäнако на практике о÷енü
÷асто встре÷аþтся заäа÷и, коãäа оãрани÷ения на-
кëаäываþтся на энерãиþ управëяþщеãо возäейс-
твия, выражаеìуþ функöионаëоì виäа

J = u
2(t)dt,

который, как известно, преäставëяет собой кваä-
рат норìы управëения в пространстве L

2
[0, T ].

Иссëеäована заäа÷а оптиìаëüноãо управëения äëя оäино÷ноãо и äвойноãо интеãрато-
ров äробноãо поряäка в сëу÷ае, коãäа äопустиìые управëения ищутся в кëассе функ-
öий, интеãрируеìых на отрезке со степенüþ p. Заäа÷а свеäена к пробëеìе ìоìентов, äëя
которой вывеäены и строãо обоснованы усëовия, при которых она ìожет бытü постав-
ëена и разреøиìа. В сëу÷ае p = 2 поëу÷ены реøения заäа÷и в анаëити÷ескоì виäе. Ис-
сëеäованы зависиìости основных веëи÷ин от поряäков интеãраторов. Провеäено срав-
нение поëу÷енных резуëüтатов с резуëüтатаìи äëя иссëеäованноãо ранее сëу÷ая, коãäа
äопустиìые управëения ищутся в кëассе функöий, изìериìых и оãрани÷енных на
отрезке.

Ключевые слова: оптиìаëüное управëение, пробëеìа ìоìентов, интеãратор, äробная произвоäная
Капуто.
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В связи с этиì в äанной работе рассìатривается
ситуаöия, коãäа функöия u(t) принаäëежит про-
странству L

p
[0, T ] функöий, интеãрируеìых на от-

резке [0, T ] со степенüþ р, 1 < p < ∞, вкëþ÷ая и
преäеëüный сëу÷ай p → ∞, коãäа пространство
L
p
[0, T ] изоìорфно пространству M[0, T ]. Отäе-

ëüное вниìание в работе уäеëено сëу÷аþ p = 2, ис-
хоäя из еãо боëüøой практи÷еской важности.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü функöии q
i
(t), i = 1, 2, и u(t) опреäеëены

на отрезке [0, T ], T > 0. Пустü управëение u(t) при-
наäëежит пространству L

p
[0, T ] с норìой

||u(t)|| = .

Функöии q
i
(t), i = 1, 2, опреäеëяþщие состоя-

ние äинаìи÷еской систеìы в ìоìент вреìени
t ∈ [0, T ], буäеì с÷итатü обëаäаþщиìи всеìи не-
обхоäиìыìи свойстваìи äëя существования ре-
øений рассìатриваеìых äаëее уравнений, в ÷аст-
ности, äифференöируеìыìи хотя бы оäин раз.

Дробнуþ произвоäнуþ произвоëüноãо неöеëо-
ãо поряäка α ∈ (0, 1) от функöии q

i
(t) буäеì по-

ниìатü как ëевостороннþþ äробнуþ произвоäнуþ
Капуто [2, 3]:

q
i
(t) = .

Оäино÷ныì интеãратороì äробноãо поряäка
(иëи просто äробныì интеãратороì) буäеì назы-
ватü äинаìи÷ескуþ систеìу, повеäение которой
описывается сëеäуþщиì äифференöиаëüныì урав-
нениеì äробноãо поряäка:

q(t) = u(t), (1)

α ∈ (0, 1). На÷аëüное и коне÷ное усëовия äëя сис-
теìы (1) заäаäиì в виäе:

q(0) = q
0
, (2)

q(T ) = q
T
. (3)

Двойныì интеãратороì äробноãо поряäка (иëи
äвойныì äробныì интеãратороì) буäеì называтü
äинаìи÷ескуþ систеìу из äвух связанных äроб-
ных интеãраторов, повеäение которой описывает-

ся сëеäуþщей систеìой äифференöиаëüных урав-
нений äробноãо поряäка:

q
1
(t) = q

2
(t), (4а)

q
2
(t) = u(t), (4б)

α, β ∈ (0, 1). Дëя äанной систеìы заäаäиì на÷аëü-
ные усëовия в виäе

q
1
(0) = ,  q

2
(0) = (5)

и коне÷ные усëовия в виäе

q
1
(T ) = ,  q

2
(T ) = . (6)

Поставим следующую задачу оптимального управ-
ления. Найти управëение u(t) ∈ L

p
[0, T], t ∈ [0, T],

такое, ÷тобы систеìа (1) иëи (4а, б) переøëа из за-
äанноãо на÷аëüноãо состояния (2) иëи (5) в заäан-
ное коне÷ное состояние (3) иëи (6) и при этоì иëи

(А) норìа управëения ||u|| в пространстве L
p
[0, T]

äостиãëа ìиниìаëüноãо зна÷ения, коãäа зна÷ение T
заäано, (заäа÷а А), иëи

(Б) вреìя управëения T быëо ìиниìаëüныì при
усëовии ||u|| m l, зна÷ение l > 0, l заäано (заäа÷а Б).

2. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

В работе [1] показано, ÷то, записав реøение
уравнения (1) иëи систеìы (4 а, б) при t = T, ìож-
но свести поставëеннуþ в § 1 заäа÷у оптиìаëü-
ноãо управëения к сëеäуþщей пробëеìе ìоìен-
тов: найти u(t), ||u(t)|| m l, при известных ÷исëах

a
i
(T ) = q(T ) – q(0) и функöиях g

i
(t), i = , есëи

g
i
(τ)u(τ)dτ = a

i
(T ),  i = , t ∈ [0, T ]. (7)

Показано [4, 5], ÷то пробëеìа ìоìентов (7) сво-
äится к реøениþ сëеäуþщей заäа÷и: найти

 =

=  = , (8)

1/p + 1/p' = 1 при усëовии

a
i
(T )ξ

i
 = 1. (9)

При этоì ìиниìаëüная норìа управëения ||u|| = λ
n
.

u t( ) p

0

T

∫⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/p

D
α

0 t
1

Γ 1 α–( )
---------------------

0

t

∫
dqi τ( )

dτ
---------------

dτ

t τ–( )α
------------------

D
α

0 t

D
α

0 t

D
β

0 t

q1
0

q2
0

q1
T

q2
T

1 n,

0

T

∫ 1 n,

min
ξ
1

... ξ
n

, ,

ξigi t( )
i 1=

n

∑
p'

0

T

∫ dt
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/p'

ξi
*gi t( )

i 1=

n

∑
p'

0

T

∫ dt
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/p'

1
λn

-----

i 1=

n

∑
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Известно [4, 5], ÷то äëя постановки пробëеìы
ìоìентов кëþ÷евыì усëовиеì явëяется возìож-
ностü опреäеëения норìы функöий u(t) и g

i
(t),

i =  в соответствуþщих пространствах. Есëи
u(t) ∈ L

p
[0, T ], то g

i
(t) ∈ L

p'
[0, T ], 1/p + 1/p' = 1,

ãäе p, p' ∈ [1, ∞), и, сëеäоватеëüно, вопрос о воз-
ìожности постановки пробëеìы ìоìентов сво-
äится к проверке существования и оãрани÷енно-

сти интеãраëов виäа |g
i
(t)|p'dt. Необхоäиìыì и

äостато÷ныì усëовиеì разреøиìости пробëеìы
ìоìентов: λ

n
 ∈ R, λ

n
 > 0, иëи, ÷то эквиваëентно,

ëинейная независиìостü функöий g
i
(t) [5].

Даëее обсужäаþтся усëовия, при которых про-
бëеìа ìоìентов ìожет бытü поставëена и разре-
øиìа äëя оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов.

Дëя оäино÷ноãо интеãратора, n = 1, иìееì [1]:

g
1
(t) = ,  t ∈ [0, T ],  T > 0, (10)

a(T ) = q
T
 – q

0
. (11)

В этоì сëу÷ае справеäëива
Теорема 1. Для того чтобы одномерная l-пробле-

ма моментов вида (7) с функцией g
i
(t) (10) и момен-

том (11) могла быть поставлена и была разрешима
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись сле-
дующие условия:

1) ∀α: α > 0 в случае u(t) ∈ M[0, T ];
2) ∀α: α > (p' – 1)/p' в случае u(t) ∈ L

p
[0, T ],

1/p + 1/p' = 1, p, p' ∈ [1, ∞). ♦
Доказатеëüство теореìы 1 привеäено в Приëо-

жении.
Как ìожно виäетü, второе из усëовий теореìы

при p' = 1 перехоäит в первое усëовие, ÷то соãëа-
суется с изоìорфизìоì пространства L

p
[0, T ] при

p → ∞ и пространства M[0, T ]. При p' → ∞ и, сëе-
äоватеëüно, p = 1 буäеì иìетü, соãëасно второìу
усëовиþ теореìы, α > 1. Это буäет соответствоватü
сëу÷аþ u(t) ∈ L

1
[0, T ], в котороì пробëеìа ìоìен-

тов ìожет бытü поставëена и иìеет реøение, но
еäинственностü этоãо реøения не ãарантирована
[4]. Отìетиì, ÷то в äанной работе рассìатривается
интеãратор поряäка α ∈ (0, 1) и поëу÷енное оãра-
ни÷ение α > 1 вывоäит за преäеëы рассìатривае-
ìоãо äиапазона. Теì не ìенее, в сëу÷ае произвоëü-
ноãо α > 0 функöия g

1
(t), как сëеäует из общеãо ре-

øения уравнения (1) [6, p. 199], также иìеет виä,
опреäеëяеìый форìуëой (10) и, сëеäоватеëüно,
поëу÷енное оãрани÷ение иìеет сìысë. В сëу÷ае

p = p' = 2 второе усëовие теореìы 1 привоäит к
требованиþ α > 1/2.

Дëя äвойноãо интеãратора (n = 2) справеäëивы
форìуëы [1]:

g
1
(τ) = , (12а)

g
2
(τ) = , (12б)

a
1
(T ) =  –  – , (13а)

a
2
(T ) =  – . (13б)

Справеäëива
Теорема 2. Для того чтобы двумерная l-проблема

моментов (7) с функциями g
i
(t) (12а, б) и моментами

(13а, б) могла быть поставлена и была разрешима,
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись ус-
ловия:

1) ∀α, β > 0 в сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ];
2) ∀β > (p' – 1)/p', α > 0 в сëу÷ае u(t) ∈ L

p
[0, T ],

1/p + 1/p' = 1, p, p' ∈ [1, ∞). ♦
Доказатеëüство теореìы 2 привеäено в Приëо-

жении.
Отìетиì, ÷то в сëу÷ае äвойноãо интеãратора

äëя показатеëя äифференöирования в уравнении
äëя второй фазовой переìенной иìеþт ìесто такие
же неравенства, как и äëя оäино÷ноãо интеãрато-
ра. При этоì на показатеëü äифференöирования в
уравнении äëя первой из переìенных существен-
ных оãрани÷ений (кроìе тривиаëüноãо требования
поëожитеëüности) не наëаãается.

Поëу÷енные резуëüтаты явно показываþт, ÷то в
сëу÷ае управëений u(t) ∈ L

p
[0, T ], в отëи÷ие от сëу-

÷ая u(t) ∈ M[0, T ], возìожностü постановки и раз-
реøиìостü пробëеìы ìоìентов и соответствуþ-
щей заäа÷и оптиìаëüноãо управëения при ëþбых
зна÷ениях поряäков интеãраторов не ãарантирова-
на, а выпоëняется тоëüко äëя опреäеëенноãо ìно-
жества их зна÷ений.

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

В § 2 поëу÷ены усëовия, при которых äëя ис-
сëеäуеìых систеì ìожет бытü поставëена пробëе-
ìа ìоìентов (к которой свеäена заäа÷а оптиìаëü-
ноãо управëения этиìи систеìаìи) и она буäет
разреøиìой. Даëее привоäятся явные реøения за-
äа÷ А и Б оптиìаëüноãо управëения оäино÷ныì и
äвойныì интеãратораìи.

1 n,

0

T

∫

1
Γ α( )
------------

1

T t–( )1 α–
-------------------------

1
Γ α β+( )
----------------------

1

T τ–( )1 α– β–
---------------------------------

1
Γ β( )
------------

1

T τ–( )1 β–
--------------------------

q1
T

q1
0 q2

0
T

α

Γ α 1+( )
----------------------

q2
T

q2
0
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Реøение заäа÷и А оптиìаëüноãо управëения
äается в виäе [4]:

u(t) = sign ,

t ∈ [0, T ]. (14)

Реøениеì заäа÷и Б оптиìаëüноãо управëения
явëяется [4] ìиниìаëüное вреìя перехоäа в коне÷-
ное состояние T * и управëение

u(t) = lp' sign ,

t ∈ [0, T *], (15)

ãäе  нахоäятся из реøения заäа÷и (8), (9) при

T = T *. При этоì T * нахоäится как наиìенüøее
äействитеëüное неотриöатеëüное ÷исëо, уäовëет-
воряþщее при заäанноì ÷исëе l > 0 уравнениþ

λ
n
(T *) = l. (16)

Ранее отìе÷аëосü, ÷то поëу÷итü явное выраже-

ние äëя веëи÷ины λ
2
 (а также äëя ) при произ-

воëüноì p в сëу÷ае äвойноãо интеãратора не преä-
ставëяется возìожныì. Поэтоìу äаëее привеäены
явные реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
äëя оäино÷ноãо интеãратора при произвоëüноì p,
а в сëу÷ае äвойноãо интеãратора — äëя p = p' = 2.

3.1. Îäèíî÷íûé èíòåãðàòîð

Из усëовия (9) сëеäует, ÷то ξ* = 1/a(T ). Тоãäа,
вы÷исëив интеãраë в форìуëе (8), ìожно поëу÷итü:

λ
1
 = . (17)

Поäставив форìуëу (17) в реøение (14) и у÷тя вы-
ражение (11) äëя ìоìента, поëу÷иì явное реøение
заäа÷и А:

u(t) =  Ѕ

Ѕ (q
T
 – q

0
)(T – t)(p' – 1)(α – 1). (18)

Анаëоãи÷но, поäставëяя форìуëу (17) в уравне-
ние (16), поëу÷иì:

T * =  Ѕ

Ѕ . (19)

Соответствуþщее управëение, соãëасно форìу-
ëе (15), опреäеëяется выражениеì

u(t) = [T * – t](p' – 1)(α – 1) Ѕ

Ѕ sign(q
T
 – q

0
),  t ∈ [0, T ]. (20)

Из форìуë (18) и (20) виäно, ÷то в äанноì сëу-
÷ае функöии u(t) характеризуþтся явной äроб-
но-степенной зависиìостüþ от вреìени, в отëи÷ие
от сëу÷ая u(t) ∈ M[0, T ] [1]. Также виäно, ÷то функ-
öии u(t) не ìеняþт знака на интерваëе t ∈ [0, T ],
как и в сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ] [1].

Несëожно убеäитüся, ÷то при p' = 1 форìуëы
(18)—(20) перехоäят в соответствуþщие реøения
заäа÷и оптиìаëüноãо управëения оäино÷ныì интеã-
ратороì, поëу÷енные ранее äëя сëу÷ая u(t) ∈ M[0, T ]
[1]. При α = 1 форìуëы (18)—(20) перехоäят в со-
ответствуþщие форìуëы äëя интеãратора первоãо
поряäка [1, 4].

3.2. Äâîéíîé èíòåãðàòîð

В сëу÷ае p = p' = 2 реøение заäа÷и (8), (9) при-
воäит к сëеäуþщеìу выражениþ äëя норìы управ-
ëения:

λ
2
 = Z

1/2, (21)

ãäе

Z = |(α + 2β – 1)(2α + 2β – 1) (T )Γ2(α + β) –

– 2(2β – 1)(2α + 2β – 1)a
1
(T)a

2
(T)Γ(α + β)Γ(β)T α +

+ (2β – 1)(α + 2β – 1) (T )Γ2(β)T 2α|. (22)

С у÷етоì выражений (21) и (22) и в соответс-
твии с форìуëой (14) поëу÷иì явное реøение за-
äа÷и А оптиìаëüноãо управëения:

u(t) = (T – t)β – 1[(T – t)α(2α + 2β – 1) Ѕ

Ѕ ((α + 2β – 1)a
1
(T )Γ(α + β) – (2β – 1)a

2
(T ) Ѕ

Ѕ Γ(β)Tα) + T α(2β – 1)((α + 2β – 1)a
2
(T )Γ(β)T α –

– (2α + 2β – 1)a
1
(T )Γ(α + β))]. (23)

В сëу÷ае заäа÷и Б оптиìаëüное управëение, в
соответствии с форìуëой (15), опреäеëяется выра-
жениеì:

u(t) = [(T * – t)α(2α + 2β – 1) Ѕ

Ѕ ((α + 2β – 1)a
1
(T )Γ(α + β) –

– (2β – 1)a
2
(T )Γ(β)(T *)α) + (T *)α(2β – 1) Ѕ

Ѕ ((α + 2β – 1)a
2
(T )Γ(β)(T *)α – (2α + 2β – 1) Ѕ

Ѕ a
1
(T )Γ(α + β))],  t ∈ [0, T *],  l > 0. (24)

λn
p' ξi

*gi t( )
i 1=

n

∑
p' 1–

ξi
*gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
*gi t( )

i 1=

n

∑
p' 1–

ξi
*gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
*

ξi
*

a T( ) Γ α( ) p' α 1–( ) 1+( )1/p'

T
α 1– 1/p'+

--------------------------------------------------------------------------

p' α 1–( ) 1+( )Γ α( )

T
p' α 1–( ) 1+

--------------------------------------------------

qT q0– Γ α( )
l

---------------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

p'

p' α 1–( ) 1+
--------------------------------

p' α 1–( ) 1+( )
1

p' α 1–( ) 1+
--------------------------------

l
p'

qT q0– p' 1– Γp' 1– α( )
-----------------------------------------------------

α 2β 1–+

αT
α β 1/2–+

------------------------------

a1
2

a2
2

α 2β 1–+

α2
T

2α 2β 1–+
--------------------------------

l
2

T * t–( )
β 1–

Z
---------------------------------

pb0313.fm  Page 12  Thursday, June 6, 2013  10:36 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

13ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 • 2013

При этоì веëи÷ина T * нахоäится как наиìенü-
øий вещественный поëожитеëüный коренü урав-
нения

Z
1/2 = T

α + β – 1/2. (25)

Отìетиì, ÷то форìуëы (23), (24) и уравнение
(25) при α = β = 1 перехоäят в анаëоãи÷ные вы-
ражения äëя äвойноãо интеãратора первоãо по-
ряäка [4].

В ка÷естве приìера рассìотриì поëу÷енные
форìуëы в сëу÷ае a

2
(T ) = 0. Этот сëу÷ай интере-

сен, поскоëüку оäновреìенно преäставëяет собой
важный ÷астный сëу÷ай, разбиравøийся ранее äëя
интеãраторов как öеëоãо [4], так и äробноãо [1] по-
ряäка, и äает возìожностü заìетно упроститü фор-
ìуëы и поëу÷итü явные анаëити÷еские реøения
äëя заäа÷и оптиìаëüноãо управëения. Исхоäя из
форìуë (21), (22) и уравнения (25), ìожно поëу-
÷итü сëеäуþщие упрощенные выражения:

λ
2
 = ||u(t)|| =

= Γ(α + β) ,

T * =

= .

Форìуëы äëя управëений (23) и (24) приобретут
соответственно сëеäуþщий виä:

u(t) = Γ(α + β) Ѕ

Ѕ a
1
(T ) (T – t)β – 1[(α + 2β – 1)(T – t)α –

– (2β – 1)T α],

u(t) = (T * – t)β – 1 Ѕ

Ѕ [(α + 2β – 1)(T * – t)α – (2β – 1)(T *)α].

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ

Ниже преäставëены резуëüтаты рас÷етов по
поëу÷енныì в настоящей работе форìуëаì äëя
u(t) ∈ L

2
[0, T ] и сравнение этих резуëüтатов с ре-

зуëüтатаìи, поëу÷енныìи ранее äëя u(t) ∈ M[0, T ]
[1]. Рассìатривается заäа÷а перевоäа систеìы в ну-

ëевое коне÷ное состояние q
T
 = 0 иëи  =  = 0.

Заäа÷а А рассìатривается на интерваëе t ∈ [0, 100].
В заäа÷е Б по уìоë÷аниþ приниìается l = 1.

4.1. Îäèíî÷íûé èíòåãðàòîð

На рис. 1 преäставëены зависиìости норìы
управëения в заäа÷е А от показатеëя äифферен-
öирования при разëи÷ных на÷аëüных усëовиях.
Зäесü и äаëее спëоøныìи ëинияìи показаны за-
висиìости äëя u(t) ∈ M[0, T ], а øтриховыìи — äëя
u(t) ∈ L

2
[0, T ] (построенные по форìуëе (17) при

p′ = 1). Зна÷ение на÷аëüной коорäинаты q
0
 увеëи-

÷ивается äëя кривых снизу вверх и составëяет соот-
ветственно 1, 5 и 10. Виäно, ÷то äëя u(t) ∈ L

2
[0, T ]

норìа управëений оказывается заìетно боëüøей,
÷еì äëя u(t) ∈ M[0, T ] при про÷их равных. Кроìе
тоãо, повеäение норìы управëения в äанноì сëу-
÷ае оказывается неìонотонныì: кривые иìеþт
экстреìуì в обëасти α ∈ [0,5; 0,6].

Зависиìости  норìы  управëения  в  заäа÷е  А
от правой ãраниöы вреìенноãо интерваëа äëя
u(t) ∈ L

2
[0, T ] иìеþт ìонотонно спаäаþщий ха-

рактер, как и äëя u(t) ∈ M[0, T ], и зäесü не при-
воäятся. В обëасти ìаëых T норìа возрастает с
ростоì показатеëя äифференöирования, а в обëас-
ти боëüøих T — паäает. При оäинаковоì показа-
теëе äифференöирования в обëасти ìаëых T норìа
управëения u(t) ∈ L

2
[0, T ] оказывается ниже, ÷еì

äëя u(t) ∈ M[0, T ], а в обëасти боëüøих T набëþ-
äается обратная тенäенöия.

На рис. 2 преäставëены зависиìости ìиниìаëü-
ноãо вреìени перехоäа в коне÷ное состояние от
показатеëя äифференöирования. Виäно, ÷то зави-
сиìости äëя u(t) ∈ L

2
[0, T ] иìеþт бо́ëüøуþ ско-

ростü роста. При этоì характерные зна÷ения ìи-
ниìаëüноãо вреìени перехоäа äëя u(t) ∈ L

2
[0, T ]

αl

α 2β 1–+
------------------------------

α 2β 1–+( ) 2α 2β 1–+
α

-----------------------------------------------------------------

a1 T( )

T
α β 1/2–+

-------------------------

α 2β 1–+( ) 2α 2β 1–+
α

-----------------------------------------------------------------

a1 T( ) Γ α β+( )
l

----------------------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

2α 2β 1–+
-----------------------------

α 2β 1–+( ) 2α 2β 1–+( )

α2
T

2α 2β 1–+
------------------------------------------------------------------

l
2

α 2β 1–+( )Γ α β+( )a1 T( )
---------------------------------------------------------------------

q1
T

q2
T

Рис. 1. Зависимости нормы управления от показателя диффе-
ренцирования для одиночного дробного интегратора
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оказываþтся заìетно ниже анаëоãи÷ных зна÷ений
äëя u(t) ∈ M[0, T ] в обëасти α < 0,7 и прибëижа-
þтся к ниì при боëüøих α.

4.2. Äâîéíîé èíòåãðàòîð

Даëее привеäены резуëüтаты рас÷етов äëя äвой-
ноãо интеãратора äробноãо поряäка. Рассìатрива-
ется, как и ранее [1], сëу÷ай a

2
(T ) = 0.

На рис. 3 привеäены зависиìости норìы управ-
ëения в заäа÷е А от показатеëя äифференöирова-
ния α при фиксированноì показатеëе β. В öеëоì, за-
висиìости в сëу÷аях u(t) ∈ L

2
[0, T] и u(t) ∈ M[0, T]

äеìонстрируþт оäинаковый характер. При этоì
норìа управëения äëя u(t) ∈ M[0, T ] при равных
показатеëях äифференöирования оказывается за-
ìетно ìенüøе, ÷еì äëя u(t) ∈ L

2
[0, T ]. Обëастü ìа-

ëых α и β, в которой ранее [1] быë отìе÷ен экс-
треìуì в обсужäаеìых зависиìостях, в äанноì
сëу÷ае оказывается неäоступной, так как в ней на-
руøается второе из неравенств теореìы 2 и, сëе-
äоватеëüно, заäа÷а оптиìаëüноãо управëения в
форìе пробëеìы ìоìентов не ìожет бытü постав-
ëена и бытü разреøиìа.

На рис. 4 показаны вреìенные зависиìости уп-
равëений в сëу÷аях u(t) ∈ L

2
[0, T ] и u(t) ∈ M[0, T ]

при α = 0,5, β = 0,7. Виäно, ÷то в обоих сëу÷аях уп-
равëение ìеняет знак оäин раз на рассìатривае-
ìоì интерваëе. В сëу÷ае u(t) ∈ L

2
[0, T ] управëение

иìеет заìетно боëüøий äиапазон зна÷ений, ÷еì
äëя u(t) ∈ M[0, T ], а ìоìент сìены знака управ-
ëения сиëüно сìещен к правой ãраниöе вреìенно-
ãо интерваëа.

В связи с повеäениеì управëений и их норìы,
преäставëенныì на рис. 3 и 4, интересно проана-
ëизироватü также и повеäение энерãии управ-

ëяþщеãо возäействия в сëу÷аях u(t) ∈ M[0, T ] и
u(t) ∈ L

2
[0, T ]. Ранее быëо показано [1], ÷то опти-

ìаëüное управëение äвойныì интеãратороì äроб-
ноãо поряäка äëя u(t) ∈ M[0, T ] при a

2
 = 0 äается

форìуëой:

u(t) = –γ sign ,

t ∈ [0, T ],

ãäе γ = 2α/βΓ(α + β + 1)/(2α/β – 1). Отсþäа сëеäует,
÷то энерãия управëяþщеãо возäействия в äанноì
сëу÷ае

E
u
 = |u(t)|2dt = . (26)

Рис. 2. Зависимости минимального времени перехода в конечное
состояние от показателя дифференцирования для одиночного
дробного интегратора

a1 T( )

T
α β+

---------------

T t–( )α 2 α/β–
T

α–
a1 T( )

-----------------------------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

Рис. 3. Зависимости нормы управления от показателя диффе-
ренцирования a при фиксированном показателе b для двойного
интегратора дробного порядка

Рис. 4. Временные зависимости управлений в случае u(t) Î L
2
[0, T]

и u(t) Î M[0, T ] при a = 0,5, b = 0,7 для двойного интегратора
дробного порядка

0

T

∫
γ2

a1
2

T
2α 2β 1–+

--------------------------
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Энерãия управëяþщеãо возäействия в сëу÷ае
u(t) ∈ L

2
[0, T ] естü кваäрат норìы управëения и

при a
2
 = 0, в соответствии с форìуëаìи (21) и (22),

E
u
 = |u(t)|2dt =

= Γ2(α + β). (27)

На рис. 5 и 6 преäставëены зависиìости энер-
ãии управëяþщеãо возäействия, норìированной
относитеëüно общеãо äëя выражений (26) и (27)

ìножитеëя Γ2(α + β)/T 2α + 2β – 1, от показатеëей

äифференöирования. Виäно, ÷то энерãия управëя-
þщеãо возäействия в сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ] (спëоø-
ные ëинии) оказывается выøе (особенно в обëас-
ти ìаëых зна÷ений показатеëей äифференöи-
рования), ÷еì в сëу÷ае u(t) ∈ L

2
[0, T ] (øтриховые

ëинии). В то же вреìя, норìа управëения, как
быëо показано (сì. рис. 3), оказывается выøе äëя

u(t) ∈ L
2
[0, T ]. Интересно также, ÷то зависиìостü

äëя u(t) ∈ L
2
[0, T ] иìеет экстреìуì в обëасти ìа-

ëых α.
На рис. 7 привеäены зависиìости ìиниìаëü-

ноãо вреìени перехоäа в коне÷ное состояние в
сëу÷ае заäа÷и Б. Виäно, ÷то зависиìости иìеþт
оäинаковый характер äëя сëу÷аев u(t) ∈ L

2
[0, T ] и

u(t) ∈ M[0, T ]. Миниìаëüное вреìя перехоäа сиëü-
но отëи÷ается äëя u(t) ∈ L

2
[0, T ] и u(t) ∈ M[0, T ]

в обëасти ìаëых зна÷ений α, а в обëасти α > 0,2
ãрафики сбëижаþтся.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Иссëеäована заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
оäино÷ныì и äвойныì интеãратораìи äробноãо
поряäка с поìощüþ ìетоäа ìоìентов äëя сëу÷ая,
коãäа äопустиìые управëения ищутся в кëассе
функöий u(t) ∈ L

p
[0, T ]. Заäа÷а свеäена к l-про-

бëеìе ìоìентов, äëя которой строãо äоказаны воз-
ìожностü постановки и разреøиìостü, а также
вывеäены явные усëовия, наëаãаеìые на зна÷ения
поряäков интеãраторов (иëи соответствуþщих по-
казатеëей äифференöирования в уравнениях со-
стояния). Также проäеìонстрировано соответс-
твие сëу÷аþ интеãраторов первоãо поряäка и по-
ëу÷енныì ранее резуëüтатаì äëя u(t) ∈ M[0, T ].

Дëя оäино÷ноãо интеãратора при произвоëüноì
p ∈ [1, ∞) в общеì виäе поëу÷ены явные анаëити-
÷еские форìуëы, позвоëяþщие нахоäитü опти-
ìаëüное (в сìысëе ìиниìуìа норìы управëения
иëи вреìени перехоäа в коне÷ное состояние) уп-
равëение и ìиниìаëüное вреìя перехоäа в коне÷-
ное состояние при заäанноì оãрани÷ении на нор-
ìу управëения. Дëя äвойноãо интеãратора анаëо-
ãи÷ные резуëüтаты поëу÷ены в сëу÷ае p = 2.

0

T

∫

α 2β 1–+( )2 2α 2β 1–+( )

αT
2α 2β 1–+

-------------------------------------------------------------------- a1
2

Рис. 5. Зависимости энергии управляющего воздействия от по-
казателя дифференцирования a при фиксированном значении
показателя b

Рис. 6. Зависимости энергии управляющего воздействия от по-
казателя дифференцирования b при фиксированном значении
показателя a

a1
2

Рис. 7. Зависимости минимального времени перехода в конечное
состояние от показателя дифференцирования a для двойного
интегратора дробного порядка
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Привеäены резуëüтаты ÷исëенных рас÷етов при
p = 2 äëя ряäа сëу÷аев, äеìонстрируþщие характер
зависиìости основных веëи÷ин от показатеëей
äифференöирования и правой ãраниöы вреìен-
но ´ãо отрезка, на котороì рассìатривается заäа÷а.
Отìе÷ено, в ÷астности, ÷то и при u(t) ∈ M[0, T ],
и при u(t) ∈ L

2
[0, T ] управëения äëя оäино÷ноãо

интеãратора не ìеняþт знака на рассìатриваеìоì
интерваëе, а в сëу÷ае äвойноãо интеãратора ìеняþт
знак оäин раз. Такое повеäение соответствует по-
веäениþ систеìы поряäка [α] + 1 иëи [α] + [β] + 1
на рассìатриваеìоì интерваëе.

Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны äëя
реøения заäа÷ управëения разëи÷ныìи систеìаìи
неöеëоãо поряäка: ìехани÷ескиìи систеìаìи с
вязкиì трениеì и насëеäственныìи эффектаìи,
ìикроструктурированныìи и пëазìопоäобныìи
(в тоì ÷исëе, эëектрохиìи÷ескиìи) систеìаìи
разëи÷ной прироäы. В отëи÷ие от резуëüтатов, по-
ëу÷енных в раìках вариаöионноãо поäхоäа, резуëü-
таты настоящей работы, как и работы [1], ìожно
испоëüзоватü при оãрани÷ениях на норìу управëе-
ния и разрывных управëениях.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1. Проäеìонстри-
руеì возìожностü постановки пробëеìы ìоìентов, пока-
зав, ÷то g

i
(t) ∈ L

p'
[0, T ], т. е. ÷то эти функöии иìеþт норìу

в соответствуþщеì пространстве. Непосреäственныì
вы÷исëениеì ìожно убеäитüся, ÷то äëя u(t) ∈ M[0, T ],
т. е. при p → ∞ и p' = 1, норìа функöии g

1
(t)

|g
1
(t)|dt = – (П1)

Норìа (П1) буäет опреäеëена в пространстве L
1
[0, T ],

коãäа выражение в правой ÷асти оãрани÷ено и поëожи-
теëüно, т. е. при коне÷ноì T > 0 и t ∈ [0, T ] äëя α таких,
÷то α > 0. Поëу÷енное усëовие тожäественно усëовиþ 1)
теореìы 1. При α = 0 в форìуëе (П1) возникает ëоãа-
рифìи÷еская, а при α < 0 — степенная синãуëярностü на
верхнеì преäеëе.

В сëу÷ае u(t) ∈ L
p
[0, T ]

|g
1
(t)|p'dt = (П2)

откуäа сëеäует (анаëоãи÷но сëу÷аþ форìуëы (П1)), ÷то
норìа функöии g

1
(t) буäет опреäеëена в пространстве

L
p′
[0, T ] (соответственно, выражение в правой ÷асти (П2)

буäет оãрани÷ено и поëожитеëüно) при коне÷ноì T > 0
и t ∈ [0, T ] äëя α таких, ÷то α > (p' – 1)/p'. Данное ус-
ëовие, как ëеãко убеäитüся, тожäественно усëовиþ 2)
теореìы 1.

С то÷ностüþ äо постоянноãо ìножитеëя интеãраë в
форìуëе (8) своäится к интеãраëу (П1) иëи (П2) в сëу-
÷аях u(t) ∈ M[0, T ] и u(t) ∈ L

p
[0, T ] соответственно, и

при выпоëнении усëовий теореìы 1, в обоих сëу÷аях
при коне÷ноì T > 0 буäеì иìетü λ

1
 ∈ R, λ

1
 > 0. Сëеäо-

ватеëüно, выпоëняется необхоäиìое и äостато÷ное ус-
ëовие разреøиìости пробëеìы ìоìентов [5].

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы 2. Провеäеì äока-
затеëüство анаëоãи÷но сëу÷аþ оäино÷ноãо интеãратора
(сì. äоказатеëüство теореìы 1).

Проäеìонстрируеì возìожностü постановки про-
бëеìы ìоìентов, показав, ÷то g

i
(t) ∈ L

p'
[0, T ], т. е. эти

функöии иìеþт норìу в соответствуþщеì пространстве.
Норìа функöий g

i
(t), i = 1, 2, опреäеëяеìых форìу-

ëаìи (12а) и (12б), в сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ] иìеет виä:

|g
1
(t)|dt = (П3)

|g
2
(t)|dt = (П4)

Виäно, ÷то при коне÷ноì T > 0 выражения в правых
÷астях форìуë (П3) и (П4) буäут оãрани÷ены äëя α и β
таких, ÷то β > 0, α + β > 0. При выпоëнении этих усëо-
вий норìа функöий g

i
(t), i = 1, 2, в сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ]

буäет опреäеëена в пространстве L
1
[0, T ]. В противноì

сëу÷ае, как и в сëу÷ае оäино÷ноãо интеãратора, иìеет
ìесто ëоãарифìи÷еская иëи степенная синãуëярностü
на верхнеì преäеëе. Несëожно убеäитüся, ÷то поëу÷ен-
ные усëовия тожäественны усëовиþ 1) теореìы 2.

Дëя сëу÷ая u(t) ∈ L
p
[0, T ] ìожно поëу÷итü:

|g
1
(t)|p'dt = (П5)

|g
1
(t)|p'dt =

= (П6)

При коне÷ноì T > 0 выражения в правых ÷астях
форìуë (П5) и (П6) оãрани÷ены и, сëеäоватеëüно, нор-

0

T

∫
T t–( )α

0

T

Γ α 1+( )
------------------------ α 0,≠,

T t–( )
0

T
ln α, 0.=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0

T

∫

T t–( )p' α 1–( ) 1+
0

T

p' α 1–( ) 1+( )Γp' α( )
----------------------------------------------------- p' α 1–( ) 1 0,≠+,

T t–( )
0

T
ln p' α 1–( ) 1+, 0,=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0

T

∫
T t–( )β

0

T

Γ β 1+( )
------------------------ β 0,≠,

T t–( )
0

T
ln β, 0,=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0

T

∫
T t–( )α β+

0

T

Γ α β 1+ +( )
------------------------------- α β+ 0,≠,

T t–( )
0

T
ln α β+, 0.=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0

T

∫

T t–( )p' β 1–( ) 1+
0

T

p' β 1–( ) 1+( )Γp' β( )
---------------------------------------------------- p' β 1–( ) 1+ 0,≠,

T t–( )
0

T
ln p' β 1–( ) 1+, 0,=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

0

T

∫

T t–( )p' α β 1–+( ) 1+
0

T

p' α β 1–+( ) 1+( )Γ α β+( )
--------------------------------------------------------------------- p' α β 1–+( ) 1+ 0,≠,

T t–( )
0

T
ln p' α β 1–+( ) 1+, 0.=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

pb0313.fm  Page 16  Thursday, June 6, 2013  10:36 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

17ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 • 2013

ìа функöий g
i
(t), i = 1, 2, буäет опреäеëена в пространс-

тве L
p'
[0, T ] äëя α и β таких, ÷то p'(β – 1) + 1 > 0,

p'(α + β – 1) + 1 > 0. В противноì сëу÷ае, как и ранее,
иìеет ìесто ëоãарифìи÷еская иëи степенная синãуëяр-
ностü на верхнеì преäеëе. Поëу÷енные усëовия, как не-
сëожно убеäитüся, тожäественны усëовиþ 2) теореìы 2.

В сëу÷ае u(t) ∈ M[0, T ], как и в сëу÷ае u(t) ∈ L
p
[0, T ],

явное выражение äëя λ
2
 поëу÷итü не уäается [1]. Теì не

ìенее, ìожно показатü, ÷то соответствуþщее выраже-
ние в ëевой ÷асти форìуëы (8) буäет оãрани÷ено, вещес-
твенно и поëожитеëüно. Вещественностü и поëожитеëü-
ностü сëеäует из тоãо, ÷то в поäынтеãраëüной функöии
стоит ìоäуëü. Покажеì теперü оãрани÷енностü выраже-
ния äëя λ

2
. В сëу÷ае äвойноãо интеãратора, n = 2, у÷и-

тывая выражения (12а) и (12б), ìожно показатü, ÷то поä
интеãраëоì в форìуëе (8) буäет стоятü выражение виäа

[A(T – t)
α + β – 1

 + B(T – t)
β – 1

]
p'
,

ãäе A и B — постоянные коэффиöиенты. При öе-
ëых p' посëе возвеäения в степенü äанное выра-
жение буäет преäставëятü собой коне÷ный ряä,
общий ÷ëен c

k
 котороãо в соответствии с форìуëой

äëя биноìа Нüþтона зависит от вреìени сëеäуþ-
щиì образоì:

c
k
 ∼ (T – t)

p'(α + β – 1) – kα
,  k = .

Посëе интеãрирования

 ∼ (T – t)
p'(α + β – 1) – kα + 1

.

Дëя оãрани÷енности интеãраëа в форìуëе (8) необ-
хоäиìо и äостато÷но, ÷тобы показатеëи степени всех

÷ëенов ряäа  быëи строãо поëожитеëüны. Миниìаëü-

ное зна÷ение показатеëя при α > 0 äостиãается при k = p'.
Отсþäа сëеäует усëовие, тожäественное усëовиþ 2) те-
ореìы 2: p'(β – 1) + 1 > 0.

Есëи p' неöеëое, äëя проверки поëожитеëüности и
вещественности λ

2
 ìожно воспоëüзоватüся усëовиеì ëи-

нейной независиìости функöий g
i
(t), тожäественныì [5]

усëовиþ неотриöатеëüности и вещественности λ
2
. С по-

ìощüþ форìуë (12а) и (12б) ìожно показатü, ÷то врон-
скиан функöий g

i
(t)

W[g
1
(t), g

2
(t)] = g

1
(t) (t) – g

2
(t) (t) = –α .

Виäно, ÷то при α ≠ 0 вронскиан не равен нуëþ ни в
оäной то÷ке интерваëа t ∈ [0, T ], а при t = T обращается
в бесконе÷ностü äëя α, β ∈ (0, 1). Сëеäоватеëüно, функ-
öии g

i
(t) ëинейно независиìы. Теì саìыì, в äанноì

сëу÷ае выпоëнено необхоäиìое и äостато÷ное усëовие
разреøиìости пробëеìы ìоìентов.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Постнов С.С. Иссëеäование заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-

ния äëя оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов äробноãо

поряäка с поìощüþ ìетоäа ìоìентов // Пробëеìы управ-

ëения. — 2012. — № 5. — С. 9—17.

2. Тарасов В.Е. Моäеëи теорети÷еской физики с интеãро-

äифференöированиеì äробноãо поряäка. — Ижевск: РХД,

2011. — 568 с.

3. Учайкин В.В. Метоä äробных произвоäных. — Уëüяновск:

Артиøок, 2008. — 512 с.

4. Бутковский А.Г. Метоäы управëения систеìаìи с распре-

äеëенныìи параìетраìи. — М.: Наука, 1975. — 568 с.

5. Красовский Н.Н. Теория управëения äвижениеì. — М.:

Наука, 1968. — 476 с.

6. Kilbas A.A., Srivastava H.M., Trujillo J.J. Theory and applica-

tions of fractional differential equations. — Amsterdam: Elsevi-

er, 2006. — 541 p.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

В.Ю. Рутковским.

Виктор Алексеевич Кубышкин — ä-р техн. наук,

и.о. зав. ëабораторией, � (495) 334-76-90, � vicalkub@ipu.ru,

Сергей Сергеевич Постнов — аспирант,

� postnov.sergey@inbox.ru,

Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН,

ã. Москва.

0 p',

c
k
'

c
k
'

g
2
' g

1
'

T t–( )
α 2β 3–+

Γ β( )Γ α β+( )
-----------------------------------

XII Всероссийское совещание по проблемам управления

Москва, Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, 

16—19 июня 2014 г.

Основные направления работы Совещания: 

� Теория систеì управëения 

� Управëение поäвижныìи объектаìи и навиãаöия 

� Интеëëектуаëüные систеìы управëения 

� Управëение в проìыøëенности, транспортоì и ëоãистикой 

� Управëение систеìаìи ìежäисöипëинарной прироäы 

� Среäства изìерения, вы÷исëений и контроëя в управëении 

� Систеìный анаëиз и принятие реøений в заäа÷ах управëения 

� Инфорìаöионные техноëоãии в управëении 

� Пробëеìы образования в обëасти управëения: совреìенное соäержание и техноëоãии обу÷ения 

Подробная информация о Совещании нахоäится на сайте http://vspu2014.ipu.ru. 

Контакты: Иван Николаевич Барабанов, у÷еный секретарü Проãраììноãо коìитета,

�(495) 335-23-53, �ivbar@ipu.ru. 

pb0313.fm  Page 17  Thursday, June 6, 2013  10:44 AM




