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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Дëя ìоäеëирования инвестиöионноãо проöесса
крайне важно описатü повеäение инвесторов по
управëениþ своиì финансовыì состояниеì. В на-
стоящей статüе рассìатривается кëасс стратеãий
[1, 2] инвестирования на бирже, состоящих в поä-
äержании фиксированноãо соотноøения собст-
венных и инвестированных среäств (т. е. фикси-
рованноãо креäитноãо ры÷аãа). Можно также ãо-
воритü о äоëе äоëãа в распоëаãаеìых среäствах,
которая взаиìнооäнозна÷но связана с креäитныì
ры÷аãоì. Цеëевыì функöионаëоì избирается ожи-
äаеìая среäняя скоростü прироста собственноãо
капитаëа. Приìер такоãо поäхоäа к инвестирова-
ниþ в инäекс Standard & Poor 500 за 2004—2014 ãã.
(рис. 1) привоäит к äохоäности как функöии кре-
äитноãо ры÷аãа, изображенной на рис. 2: оптиìуì
в 7 % ãоäовых äостиãнут при креäитноì ры÷аãе 1,8,
т. е. бëизкоì к 2.

Виäно, ÷то в резуëüтате вариаöии уровня кре-
äитноãо ры÷аãа поëу÷ается кривая äохоäности, по-
хожая на парабоëу (äаëее буäет проäеìонстриро-
вано, ÷то в некоторых естественных преäпоëоже-
ниях это äоëжна бытü иìенно парабоëа). Важно,
÷то оптиìаëüный ры÷аã иëи оптиìаëüное финан-
совое состояние преäприятия в äанноì поäхоäе
никак не зависит от рисковых преäпо÷тений ин-
вестора. Боëее траäиöионный поäхоä состоит в

форìировании оптиìаëüноãо портфеëя на основе
рассìотрения оäновреìенно ìножества äопусти-
ìых аëüтернатив и преäпо÷тений инвестора, за-
äаваеìых, наприìер, функöией поëезности. Ряä

Рассìотрена заäа÷а управëения портфеëеì на базе портфеëя öенных буìаã Марковиöа,
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Рис. 1. Изменение индекса Standard & Poor 500 за 2004—2014 гг.

Рис. 2. Зависимость доходности на собственный капитал от кре-
дитного рычага l, который поддерживался постоянным (с учетом
изменения котировок) на каждом шаге ряда
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поëожений этоãо поäхоäа быë сфорìуëирован в
статüе Г.М. Марковиöа (1952), ãäе впервые преä-
ëожена ìоäеëü, ныне известная поä еãо иìенеì.
Множество äоступных инвестору аëüтернатив опи-
сываëосü хороøо известныì «зонтоì Марковиöа»
(рис. 3), преäставëяþщиì собой кривоëинейнуþ
обëастü в коорäинатах «воëатиëüностü — äохоä-
ностü», своеобразныìи «øипаìи» изëоìа ãраниöы
которой явëяþтся отäеëüные биржевые активы.
Внутренние то÷ки этоãо зонта нескоëüко нетриви-
аëüно поëу÷аþтся как ëинейные (выпукëые) коì-
бинаöии ÷истых активов, при которых äохоäности
обы÷ныì образоì усреäняþтся с поëожитеëüны-
ìи весаìи, а воëатиëüности иëи среäнекваäрати÷-
ные откëонения σ скëаäываþтся с теìи же весаìи
на основе сëожения норìаëüно распреäеëенных
сëу÷айных веëи÷ин с нееäини÷ной ìатриöей кор-
реëяöии. Парето-оптиìаëüные портфеëи образуþт
«þãо-восто÷нуþ» ãраниöу этоãо ìножества.

В äаëüнейøеì первона÷аëüная ìоäеëü быëа äо-
работана Д. Трейнероì и У. Шарпоì путеì вве-
äения важноãо äопоëнитеëüноãо безрисковоãо ак-
тива с äохоäностüþ i = b и нуëевыì откëонениеì
σ = 0. В роëи актива выступаëи аìериканские ãо-
собëиãаöии (äенüãи). Моäеëü поëу÷иëа название
CAPM — Capital Asset Pricing Model [2—11], а ìно-
жество Парето-оптиìаëüных аëüтернатив «развер-
нуëосü» в пряìуþ касатеëüнуþ ëиниþ, прохоäя-
щуþ ÷ерез оäну — крайнþþ — то÷ку «зонта Мар-
ковиöа» и то÷ку (b, 0) — безрисковоãо актива; ее
также называþт ëинией САРМ. То÷кой касания
явëяется так называеìый портфеëü Марковиöа.
И теперü ìожно с÷итатü, ÷то ëþбой Парето-оп-
тиìаëüный портфеëü состоит из ãособëиãаöий
(т. е. попросту äенеã) и этоãо портфеëя Марко-
виöа. В боëüøинстве работ и у÷ебников также
÷асто преäпоëаãаþт, ÷то портфеëü Марковиöа —

это просто вся совокупностü торãуеìых на бирже
буìаã, взятых с их весоì, иìенуеìая «инäекс».

В настоящей статüе преäëаãается преäеëüно ра-
финированный поäхоä — ìы испоëüзуеì øироко
попуëяризированнуþ Бëейкоì и Шоуëзоì бино-
ìиаëüнуþ ìоäеëü öеновых бëужäаний (аппрок-
сиìируþщуþ винеровский проöесс) äëя анаëиза
повеäения инвестора, ìаксиìизируþщеãо ìате-
ìати÷еское ожиäание скорости роста собственно-
ãо капитаëа (существенно, ÷то наìи усреäнениþ
поäверãается не саì äохоä, а факти÷ески еãо неëи-
нейное преобразование — IRR: среäний IRR не ра-
вен IRR усреäненноãо äенежноãо потока).

Лþбой иссëеäуеìый портфеëü ëежит на ëинии
САРМ и состоит из äенеã и портфеëя Марковиöа,
взятых с весаìи, в суììе равныìи еäиниöе. Нуëе-
вой креäитный ры÷аã — коãäа все вëожено в ãосо-
бëиãаöии/äенüãи, еäини÷ный — коãäа все вëожено
в портфеëü Марковиöа. Портфеëи ìежäу этиìи
то÷каìи иìеþт поëожитеëüный ры÷аã, ìенüøий
еäиниöы, портфеëи на ëинии САРМ выøе порт-
феëя Марковиöа иìеþт ры÷аã, боëüøий еäиниöы
(÷астü äенеã взята в креäит).

Отëи÷ие преäëаãаеìоãо в äанной статüе поäхо-
äа от кëасси÷еской ìоäеëи Марковиöа в тоì, ÷то
рассìатривается «естественная» öеëевая функöия
повеäения инвестора, ÷то позвоëяет сäеëатü боëее
конкретные вывоäы и вывести опреäеëенные ëа-
кони÷ные форìуëы, поëезные äëя ìатеìати÷еско-
ãо ìоäеëирования, в ÷астности, форìуëы äохоä-
ности и оптиìаëüноãо креäитноãо ры÷аãа. Уäается
показатü, ÷то эти форìуëы приãоäны не тоëüко
äëя управëения биржевыìи активаìи, но и äëя уп-
равëения финансовыì состояниеì реаëüных преä-
приятий, ÷то позвоëяет в äаëüнейøеì (уже вне ра-
ìок äанноãо изëожения) ìоäеëироватü äинаìику
оптиìаëüноãо инвестиöионноãо повеäения как
поääержание креäитноãо ры÷аãа (а также как ре-
ëаксаöионное привеäение структуры активов к
найäенноìу оптиìуìу) и орãани÷но ввоäитü у÷ет
инвестиöий в ìоäеëях эконоìики типа ìоäеëей
общеãо равновесия, äобавив к ниì новый экзоãен-
ный параìетр иëи, в зависиìости от ìоäифика-
öии, внутреннþþ переìеннуþ — воëатиëüностü.

Структура изложения. Сна÷аëа вывоäится фор-
ìуëа оптиìаëüноãо креäитноãо ры÷аãа — опти-
ìаëüноãо уровня äоëãа. Даëее ввоäятся транзакöи-
онные изäержки. Это позвоëяет поëу÷итü опти-
ìаëüное вреìя коррекöии креäитноãо ры÷аãа, при
котороì нахоäится коìпроìисс ìежäу потеряìи
от откëонения от оптиìуìа уровня äоëãа (креäит-
ноãо ры÷аãа) и потеряìи от потенöиаëüно беско-
не÷ных на фрактаëüно-бесконе÷ной броуновской
траектории транзакöионных изäержек.

Затеì рассìатриваþтся 100 %-но корреëиро-
ванные рынки с разной воëатиëüностüþ и перето-
коì капитаëов и вывоäятся форìуëы äëя равно-

Рис. 3. Зонт Марковица и линия САРМ: уãëы «зонта» соот-
ветствуþт рыно÷ныì активаì, саì зонт — их поëожитеëüныì
коìбинаöияì, ëиния САРМ — Парето-ãраниöа коìбинаöий
рыно÷ных активов, сìеøанных с безрисковыì активоì — äе-
нüãаìи
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весноãо уровня äохоäности на этих рынках — как
уровня, при котороì äохоäностü собственноãо ка-
питаëа сравнивается со среäнеìировой.

Тот же поäхоä при известной скорости роста
кажäоãо ëокаëüноãо рынка позвоëяет вы÷исëитü
скоростü оттока капитаëа, требуеìуþ äëя поääе-
ржания ìестной (ëокаëüной) äохоäности физи÷ес-
коãо капитаëа и креäитноãо ры÷аãа на равновес-
ноì уровне.

Потоì обсужäается возìожностü переноса ре-
зуëüтатов äëя финансовых рынков на реаëüные
произвоäственные активы (ìатеìати÷ески это пе-
рехоä от интеãраëа к произвоäной). Наконеö, вы-
воäится нескоëüко вариантов оптиìаëüноãо инвес-
тиöионноãо правиëа, позвоëяþщеãо раöионаëüно
ìоäеëироватü инвестиöионный проöесс.

1. ÄÈÑÊÐÅÒÍÀß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÖÅÍ

Принятые обозначения:

i1 — среäняя (ожиäаеìая) äохоäностü физи-

÷ескоãо капитаëа актива;
ic — среäняя (ожиäаеìая) äохоäностü собс-

твенноãо капитаëа;
ic(l)/l — уäеëüная рентабеëüностü;

K — основной капитаë;

l =  — креäитный ры÷аã (äенежный

ìуëüтипëикатор);
M — ìатеìати÷еское ожиäание;
r — риск;
V — приращение (сëу÷айное) собственноãо

капитаëа за периоä;
δ — коне÷ное откëонение портфеëя за вре-

ìя τ, в ãауссовоì прибëижении δ = ;

Δ = |l – l*|/l* — откëонение ры÷аãа от опти-
ìуìа;

θ — äоëя заеìных среäств — уровенü äоëãа;
μ0 — äоëãосро÷ный теìп роста эконоìики;

τ — разìер øаãа äискретной аппроксиìа-
öии стохасти÷ескоãо проöесса по вреìени;

τ* — оптиìаëüное вреìя пересìотра порт-
феëя в усëовиях изäержек;

φ — уровенü ãенераöии äисперсии изìене-
ния ëоãарифìа öен актива в винеровскоì про-
öессе, прибëижаþщеì их бëужäание — кваäрат
воëатиëüности;

* — инäекс оптиìаëüноãо показатеëя;

eq
 — инäекс равновесноãо показатеëя;

 озна÷ает сëу÷айнуþ реаëизаöиþ веëи÷и-

ны x, наприìер, испоëüзуþтся .

Маëый инвестор на рынке посëеäоватеëüно ви-

äит öены актива pT = (p0, p1, ..., pn – 1, pn). Можно,

но не обязатеëüно, с÷итатü, ÷то эти зна÷ения рав-
но отстоят на вреìенной оси за суììарное вреìя
T = nτ, ãäе τ — интерваë ìежäу посëеäоватеëüныìи
зна÷енияìи, n — ìаксиìаëüный инäекс посëеäо-
ватеëüности. При стратеãии постоянноãо креäит-
ноãо ры÷аãа äействия инвестора таковы. На каж-
äоì äискретноì øаãе t весü собственный капитаë
C
t
 пëþс C

t
(l – 1) креäитных среäств поìещается в

актив, актив испытывает непроãнозируеìое при-
ращение — изìенение öены вверх иëи вниз, äаëее
все проäается (äоëã поãаøается), и поëу÷енный
новый капитаë C

t + 1 претерпевает такое же вëоже-

ние. На практике это не оптиìаëüно: при нену-
ëевых изäержках взаиìно аннуëируþщиеся тран-
закöии купëи-проäажи естественно заìенитü оä-
ной транзакöией коррекöии ры÷аãа: покупкой,
есëи собственный капитаë возрос, и проäажей в
противноì сëу÷ае. Просëеäиì за ростоì собствен-
ноãо капитаëа.

При нуëевой ставке проöента1 сëу÷айный ко-
эффиöиент еãо роста:

V
t
 = lp

t + 1/pt – (l – 1) иëи V
t
 = l((p

t + 1/pt) – 1) + 1.

Цеëевая функöия инвестора состоит в ìакси-
ìизаöии äохоäности собственноãо капитаëа:

ic(l) = ln(V1(l)V2(l) ... Vn(l))/T → .

С÷итается, ÷то V
k
(l) > 0. Есëи посëеäнее не вы-

поëнено äаже в оäноì сëу÷ае происхоäит банк-
ротство инвестора, в связи с ÷еì форìаëüно по-
ëожиì еãо äохоäностü ic → –∞. Веëи÷ины ic и V

k

явëяþтся функöияìи креäитноãо ры÷аãа, они оп-
реäеëены и коне÷ны äëя кажäой поëожитеëüной

посëеäоватеëüности pT = (p0, p1, ..., pn – 1, pn), хотя,

в сиëу усëовия ∀k, V
k
(l) > 0, не всþäу.

Есëи итоãовая öена выøе на÷аëüной, а саì ряä
неìонотонен (сì. рис. 1 и 4), ëеãко показатü, ÷то
функöия ic(l) в обëасти коне÷ных зна÷ений уни-

ìоäаëüна (сì. рис. 2).

Возüìеì ìиниìаëüное отноøение посëеäова-
теëüных öен p

t + 1/pt < 1 коìпонент ic

lnV
t
 = ln[l(p

t + 1/pt – 1) + 1],

как и ic в öеëоì, убывает äо –∞ при

l → ,

1
1 θ–
------------

τφ

x̃

i˜

1 При ненуëевой ставке проöента сëеäует писатü нескоëüко

сëожнее: V
t
 = l  – (l – 1)(1 + b).

pt 1+

pt
-----------

max
l

1
1 pt 1+ /pt–
----------------------------
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произвоäная ic(l) при l = 0 в зна÷итеëüной ìере оп-

реäеëяется итоãовыì приращениеì ëоãарифìа öе-
ны актива ln(p

n
/p0), особенно есëи ìы рассìатри-

ваеì все боëее ìеëкие разбиения с |p
k + 1 – p

k
| n p

k
,

как это иìеет ìесто в преäеëе äëя непрерывной
зависиìости p(t). Верно утвержäение, ÷то, есëи
ln(p

n
/p0) > 0 и существует t: (p

t + 1/pt < 1), то иìеется

коне÷ный оптиìаëüный креäитный ры÷аã l*, ìак-
сиìизируþщий äохоäностü стратеãии постоянноãо
ры÷аãа äëя äанноãо ряäа. Приìероì такой функ-
öии äохоäности сëужит изображенная на рис. 2 äо-
хоäностü ic(l). (Ряä на рис. 1, äëя котороãо она пос-

÷итана, не ìонотонен, а коне÷ная öена выøе на-
÷аëüной.)

На практике ряä заранее не известен — естü
ëиøü преäпоëожения о вероятностях траекторий,
поэтоìу öеëевая функöия äоëжна записыватüся
как ìатеìати÷еское ожиäание äохоäности ic(l) по

распреäеëениþ ряäов

ic = [M ln(V1V2V3 ... Vn)]/(nτ), (1)

ãäе V
i
 — сëу÷айный коэффиöиент роста собствен-

ноãо капитаëа, который зависит как от сëу÷айных
событий, так и от разìера ры÷аãа l, τ — øаã по вре-
ìени, n — ÷исëо øаãов.

2. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÉ ÖÅÍÎÂÎÉ ÐßÄ

Есëи ìы иìееì непрерывнуþ функöиþ, напри-
ìер, такуþ, как изображена на рис. 5, то ìожно
рассìотретü ряä äискретных посëеäоватеëüностей

pT = (p0, p1, ..., pn – 1, pn) с увеëи÷иваþщиìся n и

уìенüøаþщиìся расстояниеì τ ìежäу посëеäова-
теëüныìи зна÷енияìи p

k
 и p

k + 1. Вызывает интерес

существование преäеëа при ìеëкости таких разби-
ений, стреìящейся к нуëþ: τ → 0.

Леãко показатü, ÷то äëя ряäов, описываеìых
ãëаäкиìи функöияìи, такая преäеëüная функöия

ic(l) буäет пряìоëинейной, с произвоäной ln /T,

ãäе T — äëина ряäа; т. е. практи÷ески поëезной
соäержатеëüной теории построитü неëüзя, так как
ìаксиìуì ëибо в нуëе, ëибо на бесконе÷ности. Из
практики же известно, ÷то биржевые ряäы всþäу
фрактаëüны. Наибоëее ÷асто преäпоëаãаþт, ÷то
ряä описывается винеровскиì проöессоì бëужäа-
ния ëоãарифìа öены (броуновскиì äвижениеì с
тренäоì). Дëя äаëüнейøеãо изëожения зафикси-
руеì это преäпоëожение.

Пустü все коìпоненты вектора pT = (p0, p1, ...,

p
n – 1, pn) отстоят на оäинаковое вреìя τ. В преä-

поëожении, ÷то кажäое относитеëüное увеëи÷ение
öены p

t + 1/pt актива распреäеëено оäинаково и не

зависит от преäыстории, в выражении (1) ìожно
рассìатриватü тоëüко первый соìножитеëü:

ic(l) = [M ln(V1(l))]/τ, (2)

Рис. 4. Произвольная немонотонная последовательность прологарифмированных цен активов (а) и их приращений (б)

Рис. 5. Логарифм приращения цены актива от времени (в шагах).
Винеровский процесс с трендом (случайная траектория)

pn
p0
-----
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Веëи÷ина τi
f
 = p

t + 1/pt – 1 преäставëяет собой фак-

ти÷ескуþ äохоäностü за оäин øаã τ, она состоит
из тренäа exp(τi1) и зависящеãо от проìежутка τ

сëу÷айноãо откëонения exp(δ(τ)): τi
f
 =  от-

куäа V
t
= l – 1 + l .

В äанной работе не преäпоëаãается возìож-
ностü потерü креäитора иëи, по крайней ìере, ее
у÷ета. Такая ситуаöия возникает на бирже, коãäа
спекуëянт рискует своиì резервоì: есëи оöенка
активов ìинус äоëã равна нуëþ, то активы распро-
äаþтся, а с÷ет закрывается.

Преäваряя форìаëüные выкëаäки, провеäеì
÷исëенный экспериìент. Возüìеì нескоëüко реа-
ëизаöий ряäа винеровских бëужäаний ëоãарифìа
öены (с тренäоì) типа изображенных на рис. 5, и
приìениì к ниì — к кажäой реаëизаöии по отäе-
ëüности набор стратеãий с поääержаниеì фикси-
рованноãо креäитноãо ры÷аãа l. Резуëüтаты преä-
ставëены на рис. 6: äохоäностü отëожена по вер-
тикаëи, креäитный ры÷аã l по ãоризонтаëи.

Как виäиì, кривые äохоäности от ры÷аãа обра-
зуþт зависиìости, похожие на парабоëы. Они раз-
ëи÷аþтся высотой, но ìаксиìизируþщий ры÷аã l*

äовоëüно стабиëен. Попробуеì теорети÷ески рас-

с÷итатü зна÷ение ìаксиìаëüной äохоäности  и

арãуìент ìаксиìуìа l*.

3. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÐÅÄÈÒÍÎÃÎ ÐÛ×ÀÃÀ

При броуновскоì бëужäании нужно ìаксиìи-
зироватü по l öеëевуþ функöиþ:

ic = ln(l – 1 + l)dΦ  → ,

ãäе Φ(X ) — несìещенная функöия распреäеëе-
ния Гаусса с еäини÷ной äисперсией φτ — äиспер-
сия распреäеëения äëя стоящей поä äифферен-

öиаëоì сëожной функöии. Так как  → –∞,

быстрое затухание ãауссовой функöии пëотнос-
ти распреäеëения существенно äëя корректнос-
ти интеãраëа, который берется по обëасти, ãäе

l – 1 + l > ε > 0 — по обëасти без сëиøкоì
боëüøих по ìоäуëþ отриöатеëüных δ, ÷то в ëине-
аризованноì сëу÷ае своäится к усëовиþ, в раìках
котороãо ìы пренебрежеì обëастüþ за преäеëаìи
2—3 σ: δ > (ε – 1)/l + τi1, ε > 0.

Исхоäя из äопущения, ÷то управëятü портфе-
ëеì ìожно скоëü уãоäно быстро, поäстраиваясü
поä изìенения в рыно÷ной ситуаöии, воспоëüзу-
еìся простой и наибоëее уäобной биноìиаëüной
ìоäеëüþ проöесса, привоäящеãо к броуновскоìу
бëужäаниþ, испоëüзованной Бëейкоì и Шоуëзоì.
Основываясü на öентраëüной преäеëüной теореìе
теории вероятности, рассìотриì (порожäаеìый
поäбрасываниеì сиììетри÷ной «ìонеты») äрейф с

тренäоì i1 и сëу÷айныì откëонениеì ±δ, δ = ,

за øаã äëины τ. При этоì öена актива ãаранти-
рованно возрастет на τi1, а öена портфеëя с ры-

÷аãоì l на τi1l, откëонение портфеëя составит ±δl.

Чтобы расс÷итатü среäнþþ рентабеëüностü собст-
венноãо капитаëа ic в соответствии с форìуëой (3),

äостато÷но усреäнения коэффиöиентов прираще-
ния при кажäоì выпаäении ìонеты, ãенерируþ-
щей на ìикроуровне броуновский проöесс.

От проöесса бëужäания äохоäности при V
t
 =

=  ≅ 1 + τi1 ± δ (рис. 7, а) ìожно перейти к

бëужäанияì при постоянноì ры÷аãе (рис. 7, б), ãäе

V
t
 = 1 + l  ≅ 1 + lτi1 ± δl (в ëинейноì прибëи-

жении) äëя ëþбоãо l.

Пос÷итаеì äохоäностü:

ln(1 + icτ) = ln{(lexp(τi1 – δ) + 1 – l) Ѕ

Ѕ(lexp(τi1–δ)+1– l)} = ln(lexp(τi1 – δ) + 1 – l) +

+ ln(lexp(τi1 – δ) + 1 – l)

иëи

ic = ln{(lexp(τi1 + δ) + 1 – l) Ѕ

Ѕ (lexp(τi1 – δ) + 1 – l)}.

e
τi
1

δ τ( )+

e
τi
1

δ
τ( )

+

Рис. 6. Экспериментальные зависимости доходности от кредит-
ного рычага (положительная часть) на шести последовательных
интервалах винеровской траектории типа изображенной на рис. 5
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τ
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Дëя уäобства от ëоãарифìов ìожно перейти к

степеняì, записав

ic =

= –

– 1 .

Вы÷исëенияì преäвариì ÷исëенный рас÷ет. На
рис. 8. привеäен ÷исëенный преäеë функöий

ic = ln{(lexp(τi1 + δ) + 1 – l) Ѕ

Ѕ (lexp(τi1 – δ) + 1 – l)}

и
ic =

= – 1 ,

при i1 = 1, φ = 1 и äостато÷но ìаëоì τ, коãäа за-

висиìостü от τ не просëеживается, и ãрафик пара-

боëы ic = li1 – (l2 – l)φ/2.

Теорети÷еский рас÷ет своäится к работе с на-
÷аëüныìи ÷ëенаìи ряäов Тейëора: раскëаäывая
выражение поä корнеì äо первоãо поряäка по τ,
иìея в виäу, ÷то первый поряäок по τ — это второй

поряäок по δ, ибо δ2 = τφ, поëу÷иì посëеäоватеëüно

1+ iτ = =

= 

 + O(τ2) =

=  + O(τ2) =

= 1 + lτi1 – (l2 – l)φτ + O(τ2)/2.

Окон÷атеëüно

icτ = lτi1 – (l2 – l)φτ + o(τ)/2.

Зäесü у÷тено, ÷то в винеровскоì проöессе δ2 = τφ

и ex = 1 + x + x2/2 + o(x2),  = 1 + 0,5x + o(x),

icτ ≅ lτi0 – (l2 – l)φ/2.

Прибëиженно поëу÷иì зависиìостü äохоäнос-
ти от креäитноãо ры÷аãа (сì. рис. 8):

i
c
 = li1 – (l2 – l)φ/2, (3)

откуäа ìаксиìизируþщий äохоäностü ры÷аã и

äохоäностü естü l* = i1/φ + 1/2, и  = l*2φ/2 иëи

= (i1/φ + 0,5)2φ/2. 

Опреäеëиì некоторуþ веëи÷ину i0 = (lc/l)

как преäеë äохоäности собственноãо капитаëа, от-
несенной к соответствуþщеìу ей креäитноìу ры-
÷аãу l:

i0 =  =  = i1 + φ.

τ +0→
lim l τi1 δ+( )exp 1 l–+( ) l τi1 δ–( )exp 1 l–+( )

1
τ
---

Рис. 7. Блуждания доходности: а — при еäини÷ноì ры÷аãе; б — при ры÷аãе, поääерживаþщеìся на уровне l

1
τ2
------

Рис. 8. Кривая средней доходности собственного капитала от ры-
чага l при данных доходности i

1
 и темпе генерации дисперсии f

(i
1
 = 1, f = 1); l* = 1,5 — оптимальный кредитный рычаг

l τi1 δ+( )exp 1 l–+( ) l τi1 δ–( )exp 1 l–+( ) 1
τ
---

l τi1 δ+( )exp 1 l–+( ) l τi1 δ–( )exp 1 l–+( )

l 1 τi1 δ δ2
/2+ + +( ) 1 l–+( ) ×

→

l 1 τi1 δ– δ2
/2+ +( ) 1 l–+( )×

→

1 l τi1 φτ/2+( )+( )2
l
2φτ–

1 x+

ic
*

ic
*

l +0→
lim

l +0→
lim

ic
l
---

l +0→
lim i1

1
2
--- l 1–( )φ– 1

2
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Практи÷ески все форìуëы с испоëüзованиеì
веëи÷ины i0 приобретаþт боëее ëакони÷ный виä.

Наприìер, оптиìаëüный ры÷аã

l* = i0/φ, (4)

äохоäностü собственноãо капитаëа в оптиìуìе

 = /(2φ).

Обсуäиì нескоëüко неожиäанный резуëüтат:
при i1 = 0 оптиìаëüная äохоäностü поëожитеëüна

 =  > 0, т. е. äаже в отсутствии тренäа ìож-

но заработатü на øуìовых бëужäаниях ëоãарифìа
öены, есëи поìеститü в актив поëовину собствен-
ноãо капитаëа, а äруãуþ поëовину в безрисковуþ
наëи÷ностü.

Рассìотриì биноìиаëüные бëужäания с откëо-

ненияìи ex и e–x без тренäа, коãäа i1 = 0. При вы-

÷исëенноì выøе оптиìаëüноì креäитноì ры÷аãе
l* = 1/2 äохоäностü

ic = ln  ≈  > 0

— äействитеëüно, оказывается поëожитеëüна.

Отриöатеëüное сëаãаеìое – (l2 – l)φ в форìуëе

(3) ìожно интерпретироватü как пëату за риск
собственноãо капитаëа r = φl(l – 1)/2. С такой то÷-
ки зрения риск физи÷ескоãо капитаëа, опреäеëен-
ный как r

K
 = r/l, составит r

K
 = φ(l – 1)/2. Отìетиì

также ÷то, при l . 1 форìуëы с испоëüзованиеì
как i1, так и i0 асиìптоти÷ески совпаäаþт.

4. ÑËÓ×ÀÉ ÌÍÎÃÈÕ ÀÊÒÈÂÎÂ ÈËÈ ÐÅÃÈÎÍÎÂ
Ñ ÑÈÍÕÐÎÍÍÛÌ ÈÇÌÅÍÅÍÈÅÌ ÖÅÍ

Теперü рассìотриì разные активы, синхронно
ìеняþщие своþ стоиìостü, при÷еì аìпëитуäа ко-
ëебаний öен на разных рынках разная. В интер-
претаöии реаëüноãо сектора, это ìоãут бытü также
разные реãионы, в которых синхронно ìеняþтся
öены, в тоì ÷исëе öены на экспортный товар. Рас-
сìотренные форìуëы позвоëяþт äëя кажäоãо ре-
ãиона с еãо собственныìи параìетраìи φ

r
 и i1r

(зäесü r — инäекс реãиона) вы÷исëитü оптиìаëü-

ный ры÷аã  и соответствуþщуþ еìу рентабеëü-
ностü собственноãо капитаëа icr:

 =  иëи  = .

О÷евиäно, инвесторы, реøая, куäа вëожитü
свои äенежные среäства, сìоãут выбиратü реãион
иëи рынок с ìаксиìаëüной äохоäностüþ, ÷то при-
веäет к выравниваниþ äохоäности в разных сек-
торах эконоìики и реãионах, такиì образоì, воз-
никнет новая «ìировая константа» ic. При этоì

пики всех кривых äохоäностей äëя разных φ
r
 обра-

зуþт оäну ãоризонтаëüнуþ пряìуþ ëиниþ (рис. 9).
При всþäу оäинаковой äохоäности собственно-

ãо капитаëа ic äохоäностü актива и креäитный ры-

÷аã äоëжны бытü

i0eqr = ,

i1eqr = i0eqr – φ
r
/2 =  – φ

r
/2,

l
eqr

 = .

5. ×ÀÑÒÎÒÀ ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ 
ÊÐÅÄÈÒÍÎÃÎ ÐÛ×ÀÃÀ

Расс÷итаеì оптимальное время управëения
портфеëеì äëя сëу÷ая ненуëевых изäержек изìе-
нения портфеëя. Поскоëüку äëина траектории
броуновскоãо äвижения ìежäу ëþбыìи äвуìя
то÷каìи бесконе÷на, то при скоëü уãоäно ìаëоì,
но ненуëевоì уровне коìиссии γ попытка коррек-
тироватü ëþбые скоëü уãоäно ìаëые откëонения
от оптиìаëüноãо ры÷аãа буäет привоäитü к беско-
не÷ныì изäержкаì. О÷евиäно, их корректироватü
наäо ëибо по äостижении опреäеëенноãо откëо-
нения Δl = |l – l*|, ëибо, ÷то по÷ти то же саìое, ÷е-
рез опреäеëенное вреìя τ. Перепиøеì äохоäностü
собственноãо капитаëа как разëожение по степе-

ic
* i0

2

ic
* 1

2
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 φ
2
---

1
2
---

1 e
x+

2
--------------

1 e
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2
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⎛ ⎞ x
2

8
-----

1
2
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lr
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icr
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i0
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2φ
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*
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φ
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2
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Рис. 9. Долгосрочная перспектива — семейство кривых доход-
ности собственного капитала при разных уровнях f в предполо-
жении (после) выравнивания доходности собственного капитала:
линия максимумов — прямая

2φric

2φric

2ic/φr
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няì (l – l*), ãäе l* — зна÷ение креäитноãо ры÷аãа
в ìаксиìуìе äохоäности:

ic = li – φl
2/2 = const – φ(l – l*)2/2 =

= ic0 – φ(l – l*)2/2,

ãäе ic0 = i0l
*/2.

Разовые изäержки коррекöии γ|l – l*| наäо раз-
äеëитü на вреìя ìежäу коррекöияìи, ÷тобы у÷естü
со знакоì ìинус в форìуëе äëя äохоäности:

ic = ic – φ(l – l*)2/2 – γ|l – l*|/τ.

Новый креäитный ры÷аã — это отноøение раз-

ìера активов l*(  + 1) за вреìя τ к приросту

собственноãо капитаëа за этот же периоä 1 + l*.
Зна÷ит, изìенение креäитноãо ры÷аãа

|l – l*| ≈ |l* – l*(  + 1)/(1 + l*)| ≈

≈ |l* – l*2|  = l*|l* – 1| , 

откуäа ic = μ0/2 – φl*
2|l* – 1|2φτ/2 – γl*|l* – 1| /  —

есëи акöентироватüся на зависиìости от управ-
ëяеìоãо наìи вреìени τ, это функöионаë виäа

ic = C – Bτ – A/  (рис. 10), ãäе А, B и C не зависят

от τ.
Дëя нахожäения ìаксиìуìа äохоäности про-

äифференöируеì по τ поëу÷енное выражение äëя
äохоäности и приравняеì произвоäнуþ к нуëþ:

ic = – l*
2|l* – 1|2φ + γl*|l* – 1|  = 0,

откуäа τ3/2 =  и τ* = .

Есëи оптиìаëüное правиëо äоëжно бытü указа-
но в терìинах относитеëüноãо откëонения, то пор-

тфеëü äоëжен пересìатриватüся при äостижении
относитеëüныì откëонениеì от оптиìуìа |l – l*|/l*

веëи÷ины Δ:

Δ* = |l – l*|/l* = |l* – 1|  =

= γ1/3 .

С у÷етоì соотноøений (сì. § 6) φl*
2 = i0l

* = μ0

и выравнивания äохоäности l
eq
 = , i0eq = 

τ* =  = ,

Δ* = |l – l*|/l* = γ1/3  = γ1/3 ,

|l – l*| = l*2/3|l* – 1|2/3γ1/3 = γ1/3 .

Есëи пренебре÷ü еäиниöей при боëüøоì ры-
÷аãе l* . 1, то оптиìаëüное вреìя пересìотра

τ* = γ2/3/(φ1/3 ), соответствуþщий пороã кор-

рекöии äëя относитеëüноãо откëонения

 = .

6. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß
Â ÐÅÀËÜÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÅ

В äаëüнейøеì ìоäеëü ìожет бытü испоëüзована
äëя обобщения стати÷еской ìоäеëи Ваëüраса [1] в
форìате ввеäения в посëеäнþþ инвестиöий.

На основе уравнения изìенения ëоãарифìа

ры÷аãа lnl = –il + μ ãäе μ = lnK, сì. § 10  ìо-

жет бытü сфорìуëировано оптиìаëüное инвести-
öионное правиëо μ = il, есëи креäитный ры÷аã уже

в равновесии, и μ = il + lnl, есëи креäитный ры-

÷аã по÷еìу-ëибо поäверãся откëонениþ.

Заìеной2 lnl → (l – l*) (реëаксаöионный

÷ëен, ìоäеëируþщий стреìëение эконоìи÷еских

Рис. 10. Отрицательная поправка к доходности собственного ка-
питала, обусловленная издержками g в зависимости от порога пе-
ресмотра портфеля (в зависимости от характерного времени ре-
акции t)
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аãентов привести ры÷аã к оптиìаëüноìу) и поäста-

новкой μ = lnK поëу÷аеì

lnK = il + (l – l*),

τ — вреìя реëаксаöии отожäествëяеìое наìи с

расс÷итанныì выøе вреìенеì τ* = .

Этой скорости изìенения капитаëа соответст-
вует объеì инвестиöий I, пропорöионаëüный μ + d,
ãäе d — скоростü выбытия фонäов.

Иìееì (в рас÷ете на еäиниöу капитаëа):

= d + il + (l – l*) p
K
. В отсутствии перетока

капитаëа также ìожет бытü испоëüзовано выраже-
ние (4) и форìуëы

lnK = l + 

иëи

lnK = l + .

7. ÂÐÅÌß ÎÖÅÍÊÈ ÈÇÌÅÍÅÍÈß 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÛ×ÀÃÀ

Ранее ìы анаëизироваëи откëонение ры÷аãа l
от то÷но известноãо ры÷аãа l*. Дëя изìерения ве-
ëи÷ин i1 и φ при äостато÷ноì объеìе äанных ìоãëи

бы бытü заäействованы статисти÷еские тесты, оä-
нако реаëüные ряäы не поä÷иняþтся преäпоëо-
женияì ìоäеëи винеровскоãо проöесса. Но кри-
вая ic(l) опреäеëена äëя ëþбой реаëизаöии ряäа —

независиìо от ìоäеëи, и оптиìаëüный ры÷аã ìо-
жет бытü изìерен по äостато÷но боëüøой преäыс-
тории, как это показано на рис. 2 äëя ряäа S & P 500,
привеäенноãо на рис. 1. На реаëüноì рынке тен-
äенöии постоянно изìеняþтся, как виäно на тоì
же рис. 1. Есëи поäверãается откëонениþ опти-
ìаëüный ры÷аã, все äоëжно опреäеëятüся вреìе-
неì, на котороì ìожно äетектироватü это откëо-
нение.

Дëя простоты с÷итаеì, ÷то наì нужно äетек-
тироватü изìенение i1 от на÷аëüноãо зна÷ения i1н,

которое ска÷коì превращается в коне÷ное зна÷е-
ние i1к. По существу наì наäо сравнитü откëоне-

ние тренäа (i1н – i1к)Тоткë и среäнее откëонение,

обусëовëенное øуìоì  (которое äоìини-

рует на ìаëых вреìенах).

Первое из них превзойäет второе посëе тоãо,
как они впервые сравняþтся при

Tоткë = .

Дëя простоты поëаãая оäну из этих веëи÷ин рав-
ной нуëþ, поëу÷иì вреìя, на котороì ìетоä поз-
воëяет äетектироватü изìенение i1 на 100 % (т. е. на

веëи÷ину поряäка саìой себя), Тоткë = φ/  = 1/(2ic),

т. е. äëина ряäа, по котороìу наøиì ìетоäоì ìожет
бытü изìерен оптиìаëüный ры÷аã не ìожет бытü

ìенüøе τ2 = 1/ . Дëя ситуаöии, преäставëенной

на рис. 2, это τ2 =  ≈ 7 ëет, ÷то ëиøü

неìноãо ìенüøе 10 ëет — äëины ряäа на рис. 1.
Это второе естественное характерное вреìя

при принятии инвестиöионных реøений. В фор-

ìуëе lnK = il + (l – l*) теперü ëибо ры÷аã

l* = ic(l), изìеренный по преäыстории при-

ìерной äëины , ëибо ìожно преäëожитü иäей-
но анаëоãи÷нуþ форìуëе (2) схеìу со скоëüзящиì
перес÷етоì кривой äохоäности

ic(l) := lnV
τ
(l) + ic(l)(1 – τ ),

ãäе  = ic(l) — оптиìаëüная скоростü роста

собственноãо капитаëа, τ — øаã рас÷ета (он ìо-
жет совпаäатü с τ*), V

τ
(l) — приращение собствен-

ноãо капитаëа за интерваë äëины τ, τ  — пара-
ìетр скоëüзящеãо среäнеãо, отве÷аþщий харак-

терноìу вреìени равноìу .

Как показано в § 9 параìетр φ также ìожно ин-
терпретироватü ÷ерез откëонение рентабеëüности

реаëüноãо актива φ = τ0Δi
2 (рис. 11), ãäе Δi — от-

кëонение рентабеëüности реаëüноãо актива, τ0 —

характерное вреìя откëонения (еãо ìожно назватü
вреìенеì корреëяöии).
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Рис. 11. Рентабельность в зависимости от порога реакции (в за-
висимости от характерного времени реакции)

pb0615.fm  Page 43  Wednesday, November 25, 2015  5:13 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

44 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2015

8. ÐÀÑ×ÅÒ ÏÅÐÅÒÎÊÀ ÊÀÏÈÒÀËÀ

При выравнивании äохоäности ввиäу возìож-

ности перетока в среäнеì lnK = ϑ, ãäе ϑ — среä-

няя скоростü роста рыно÷ной ниøи äанной отрас-
ëи. Поскоëüку не весü капитаë инвестируется в
äанноì секторе, то появëяется уравнение, описы-
ваþщее ìежсекторный, ìежреãионаëüный и ìеж-
страновый переток инвестиöий. Из усëовия 2ic = μ0,

ãäе μ0 — теìп роста ãëобаëüной эконоìики, опти-

ìаëüный ры÷аã опреäеëяется как  = .

Дохоäностü на капитаë i
eq
 ≅  (то÷ная фор-

ìуëа i1eq =  – ϕ/2, сì. § 10, форìуëа 16).

Тоãäа усреäненный отток капитаëа с еäиниöы
физи÷ескоãо капитаëа K изìеряется как разностü

среäней äохоäности и скорости роста: c
K
 =  – ϑ ≅

≅  – ϑ. (Отриöатеëüный знак этой веëи÷ины

буäет озна÷атü приток капитаëа от внеøних инвес-
торов в эконоìику.)

Есëи уìножиì еãо на стоиìостü активов p
K
K, то

поëу÷иì поëный отток капитаëа:

C = p
K
Kc

K
 = (i* – ϑ)p

K
K ≅ (  – ϑ)p

K
K.

Отìетиì, соäержатеëüное закëþ÷ение состоит
в тоì, ÷то äëя борüбы с оттокоì капитаëа прави-
теëüство äоëжно провоäитü стабиëизаöионнуþ по-

ëитику — снижатü параìетр φ = τ0Δi
2 иëи обеспе-

÷иватü эконоìи÷еский рост, в ÷астности, посреäс-
твоì защиты рынка.

В боëее то÷ноì варианте отток капитаëа

C = p
K
Kc

K
 = (  – φ/2 – ϑ)p

K
K.

9. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ Ê ÐÅÀËÜÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÅ

Кëþ÷оì перехоäа к реаëüной эконоìике сëу-
жит осознание факта, ÷то рентабеëüности бирже-
воãо и реаëüноãо активов соотносятся как интеã-
раë и произвоäная. Воспоëüзуеìся ступен÷атой
ìоäеëüþ ряäа рентабеëüности. С равной вероят-
ностüþ 0,5 IRR приниìает зна÷ение i1 + Δi иëи

i1 – Δi (сì. рис. 11).

Рассìотриì завоä без äоëãа. Реинвестируя всþ
прибыëü, созäаäиì фиктивный «биржевой» актив,
растущий как K(t) = K(t0)exp[(t – t0)i] при посто-

янной рентабеëüности i и как K(t) = K(t0)exp i(t)dt

при переìенной i(t). При сëу÷айных и независи-
ìых пиках высоты i1 + Δi иëи i1 – Δi и äëины τ0 рост

(ëоãарифìа) öен этоãо актива описывается броу-

новскиì проöессоì c φ = τ0Δi
2, посëе ÷еãо ìоãут

бытü приìенены все вывеäенные форìуëы.

10. ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎÅ ÏÐÀÂÈËÎ 
È ÄÎËÃÎÑÐÎ×ÍÛÉ ÒÅÌÏ ÐÎÑÒÀ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

Рассìотриì разìер уäеëüноãо äоëãа θ = D/(p
K
K),

ãäе D — äоëã, в зависиìости от ноìинаëüных иëи

реаëüных инвестиöий μ = : θ = –  + (1 – θ)μ

иëи lnl = – l + μ. С÷итается ÷то öена фонäов

р
K
 неизìенна.

Вывоä требует рас÷ета произвоäной уäеëüно-

ãо äоëãа  и некоторых преобразований, в

основе которых ëежат соотноøения D = I – F,

F = (i + d)p
K
K, K =  – dK. Поскоëüку l = ,

то lnl = θ, ãäе d — скоростü выбытия, I —

инвестиöии.

Есëи μ0 — тренäовая скоростü роста эконоìи-

ки, то в равновесии 0 = –i1l + μ0, ãäе также i1 —

среäняя рентабеëüностü, поëу÷иì i1l
* = μ0 и μ0 = 2ic,

откуäа  = , i0eq = . С у÷етоì соотно-

øения i1 = i0 – φ/2 поëу÷иì

i1eq =  – φ/2. (5)

Впро÷еì, äëя уäобства ìожет оказатüся öеëесо-
образно поëüзоватüся прибëиженной форìуëой

i1eq ≈ i0eq = . (6)

Дëя ìоäеëирования реаëüной эконоìики бы-
вает о÷енü поëезно приìенятü поääерживаþщее
фиксированный ры÷аã инвестиöионное правиëо

μ(t) = i(t)l* иëи, ÷то то же,

 = i(t)l*.

Оно заäает ìãновенный инвестиöионный спрос
ваøей ìоäеëи, который на÷нет явно зависетü от
вектора öен посëе преäставëения текущей рента-
беëüности функöией этоãо вектора.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛ

Дëя наибоëее приìитивноãо, но универсаëü-
ноãо преäпоëожения о характере изìенения (ëо-
ãарифìа) öен на рынке (винеровский проöесс с
тренäоì) расс÷итан оптиìаëüный в сìысëе ìак-
сиìизаöии скорости роста (рентабеëüности) аëãо-
ритì управëения портфеëеì. Расс÷итан оптиìаëü-
ный ры÷аã l* = i0/φ и соответствуþщая еìу äохоä-

ностü  = /(2φ).

В äоëãосро÷ноì равновесии посëе выравни-
вания äохоäности с у÷етоì равенств il = μ0 = 2ic

(сì. § 10) поëу÷иëи l = , i = .

В усëовиях транзакöионных изäержек на кор-
рекöиþ ры÷аãа при «сверхäëинноì ры÷аãе» кор-
рекöиþ оптиìаëüно осуществëятü ÷ерез вреìя

τ = γ2/3/(φ1/3μ0
2/3) иëи τ = γ2/3/(l*4/3φ)

иëи при перехоäе пороãа относитеëüноãо откëо-
нения

 =  иëи Δ = |l – l*|/l* = γ1/3
l*

1/3.

Эти форìуëы (ассиìптоти÷еские, l* → ∞) опти-
ìаëüноãо пороãа откëонения (вреìени коррекöии)
о÷евиäно не ëоãи÷ны при l* = 1 — потоìу при ìа-
ëых ры÷аãах в äиапазоне 0 ≤ l* ≤ 2, ìожет бытü и
÷утü выøе, наäëежит поëüзоватüся боëее то÷ныìи
форìуëаìи:

τ* =  = ,

Δ = |l – l*|/l* = γ1/3  = γ1/3 ,

|l – l*| = l*2/3|l* – 1|2/3γ1/3 = |  – 1|2/3γ1/3 .

Чтобы приìенитü вторые варианты форìуë,

сëеäоваëо бы проверитü преäпоëожения l* = ,

i* = , невыпоëнение которых ìожет указыватü

на неаäекватностü ìоäеëи, пере- иëи неäооöенен-
ностü активов, неравновесие, в тоì ÷исëе наäува-
ние öеновоãо пузыря. Также наäëежит проконт-
роëироватü и винеровский характер приращения
(ëоãарифìов) öен активов.

При ìоäеëировании инвестиöионноãо повеäе-
ния в реаëüной эконоìике ìоãут понаäобитüся ин-
вестиöионные правиëо, сохраняþщее креäитный

ры÷аã виäа lnK = i(t)l*, и еãо обобщение на сëу÷ай

откëонения от оптиìуìа: lnK = i(t)l* + (l – l*),

ãäе τ = τ*. Также сëеäует иìетü в виäу, ÷то äëя из-
ìерения тренäовоãо показатеëя i1 иëи оптиìаëü-

ноãо ры÷аãа l путеì ìаксиìизаöии äохоäности
ic(l) := V

τ
(l)/T + ic(l)(1 – τ/T ) с поãреøностüþ ìе-

нее 100 % потребуется вреìя T ≥ 1/ .
Замечание по методологии исследования. Су-

щественный ìоìент закëþ÷ается в тоì, ÷то опе-
раöия усреäнения приìеняëасü не к суììе äохоäа
с посëеäуþщиì рас÷етоì IRR — рентабеëüности,
а к распреäеëениþ уже расс÷итанных зна÷ений
IRR. Дëя броуновскоãо äвижения это озна÷ает ìак-
сиìизаöиþ ìеäианноãо äохоäа, который (в этой
постановке) совпаë со среäней äохоäностüþ. Пе-
рестановка рас÷ета IRR и операöии усреäнения
(коãäа усреäнение сперва приìеняется к äохоäу)
привеäет к раäикаëüно новыì вывоäаì.
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