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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатривается эëектроìехани÷еская систе-
ìа, которая вкëþ÷ает в себя äинаìи÷ескуþ ìо-
äеëü ìанипуëятора (ìехани÷еской поäсистеìы),
функöионируþщеãо в усëовиях неопреäеëенности
и непоëных изìерений, и реäуöированнуþ ìоäеëü
эëектри÷еских испоëнитеëüных устройств (ИУ).
Ставится заäа÷а сëежения за траекторияìи, заäан-
ныìи в систеìе коорäинат рабо÷еãо орãана ìани-
пуëятора. Станäартные ìетоäы пëанирования и
управëения ìанипуëятораìи в пространстве обоб-
щенных коорäинат не нахоäят непосреäственноãо
приìенения в äанной заäа÷е, так как требуþт ре-
øения в реаëüноì вреìени обратных заäа÷ ки-
неìатики и äинаìики, которые в реäких сëу÷аях
иìеþт анаëити÷еское и оäнозна÷ное реøение [1].
В настоящей работе преäëожен пряìой ìетоä

бëо÷ноãо синтеза ìехани÷еской систеìы, запи-
санной относитеëüно оøибок сëежения, не требу-

þщий реøения обратных заäа÷ кинеìатики. В ка-
÷естве фиктивных управëений в ìехани÷еской
систеìе рассìатриваþтся обобщенные ìоìенты,
развиваеìые ИУ. Новизна закëþ÷ается в испоëü-
зовании сиãìоиäаëüных обратных связей äëя ре-
øения и заäа÷ управëения, и набëþäения в ус-
ëовиях неопреäеëенности [2, 3]. Показано, ÷то в
контурах управëения и набëþäения с поìощüþ
ãëаäких и оãрани÷енных возäействий обеспе÷и-
ваþтся свойства, бëизкие к свойстваì систеì с
разрывныìи управëенияìи, функöионируþщиì в
скоëüзящеì режиìе: äекоìпозиöия общеãо äви-
жения на разнотеìповые составëяþщие, ε-инва-
риантностü по отноøениþ к возìущаþщиì воз-
äействияì.
Сфорìированные в ìехани÷еской поäсистеìе

фиктивные управëения сëужат äëя ИУ сиãнаëü-
ныìи заäаþщиìи возäействияìи. Такиì образоì,
при синтезе сëеäящей систеìы реаëизуется прин-
öип äекоìпозиöии, а при проектировании эëект-
роìехани÷еской систеìы появëяется возìожностü
выбора разëи÷ных коìпëектных ИУ, способных
обеспе÷итü выпоëнение ìанипуëятороì разëи÷-
ных работ в усëовиях неопреäеëенности.

Дëя систеìы управëения поëожениеì рабо÷еãо орãана ìанипуëятора с эëектри÷ескиìи
испоëнитеëüныìи устройстваìи разработана äекоìпозиöионная проöеäура синтеза об-
ратной связи, обеспе÷иваþщей сëежение за траекторияìи, заäанныìи в систеìе коор-
äинат рабо÷еãо орãана. Показано, ÷то испоëüзование в ка÷естве ëокаëüных связей и кор-
ректируþщих возäействий набëþäатеëя состояний S-образных ãëаäких сиãìа-функöий
обеспе÷ивает в систеìе сëежения инвариантностü с заäанной то÷ностüþ по отноøениþ
к иìеþщиìся неопреäеëенностяì с у÷етоì оãрани÷ений на переìенные ìехани÷еской
систеìы. Отìе÷ено, ÷то разработанный поäхоä не требует реøения обратных заäа÷ ки-
неìатики и äинаìики и снижает требования к объеìу априорной инфорìаöии об объ-
екте управëения и внеøних возäействиях.

Ключевые слова: ìанипуëятор, сëежение, инвариантностü, оãрани÷ения на переìенные состояния,
сиãìа-функöия, набëþäатеëü состояний.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ (ãрант № 15-08-01543А).
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1. ÌÎÄÅËÜ ÎÁÚÅÊÒÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß. 
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìатривается ìатеìати÷еская ìоäеëü эëект-
роìехани÷ескоãо объекта управëения виäа

 = q2,

 = H–1(q1)[υ – C(q1, q2)q2 – G(q1) + η(t)], (1)

 = –Aυ – Dq2 + Bu, (2)

ãäе (1) — ìоäеëü ìехани÷еской поäсистеìы — ìа-
нипуëятора, в котороì звенüя образуþт кинеìати-
÷еские пары 5-ãо кëасса и явëяþтся абсоëþтно

жесткиìи теëаìи; q1 ∈ Q1 ⊂ Rn — вектор обобщен-

ных коорäинат, q2 ∈ Q2 ⊂ Rn — вектор обобщенных
скоростей; HnЅn(q1) > 0 — неëинейная поëожитеëü-

но опреäеëенная ìатриöа инерöии, detH–1(q1) ≠ 0;
CnЅn(q1, q2) — ìатриöа öентростреìитеëüных и ко-
риоëисовых сиë; GnЅ1(q1) — вектор ãравитаöион-

ных сиë; η(t) ∈ Rn — ÷астü обобщенных сиë, трак-

туеìых как внеøние возìущения; υ ∈ Rn — вектор
обобщенных ìоìентов, развиваеìых ИУ. Коìпо-
ненты вектора υ = col(υ1, ..., υn) непрерывны и оã-
рани÷ены вìесте со своиìи произвоäныìи:

|υi(t)| ≤  = const,  | (t)| ≤  = const

∀t ≥ 0, i = . (3)

Поäсистеìой (2) описывается у÷итываеìая äи-
наìика ИУ — äвиãатеëей постоянноãо тока с жес-
ткиì типоì со÷ëенений; A, D и B — äиаãонаëüные
ìатриöы с поëожитеëüныìи постоянныìи коэф-
фиöиентаìи переäа÷и, в ÷астности B = diag(bi),

bi = const > 0 i = ; u ∈ Rn — вектор напряжений
якорей эëектропривоäов, которые поëаãаþтся раз-
рывныìи управëяþщиìи возäействияìи с оãра-

ни÷енной аìпëитуäой |ui | ≤ k3i, i = .

Мноãозвенная конструкöия ìанипуëятора за-
кан÷ивается сìенныì рабо÷иì орãаноì иëи схва-
тоì, уäерживаþщиì ãруз. Коорäинаты вектора

пространственной ориентаöии схвата y1 ∈ Y1 ⊂ Rm,
ãäе m = 1÷6 ≤ n, оäнозна÷но выражаþтся ÷ерез
обобщенные коорäинаты, y1 = h(q1(t)) — известная
вектор-функöия, ее эëеìенты и их произвоäные
оãрани÷ены:

| (t)| ≤ Yji = const > 0 ∀t ≥ 0, 

i = ,  j = . (4)

Зäесü и äаëее во ввоäиìых неравенствах оöе-
но÷ные зна÷ения с÷итаþтся известныìи из преä-
ìетной обëасти — конструктивных оãрани÷ений и
соображений безопасности.
В äанной работе рассìатриваþтся ìанипуëя-

торы с неизбыто÷ныì ÷исëоì степеней свобоäы
m = n в преäпоëожении, ÷то ìатриöа ÷астных про-
извоäных J(q1)nЅn = (∂h/∂q1) всþäу, за искëþ÷ениеì
коне÷ноãо ÷исëа особых то÷ек, иìеет поëный ранã:

rankJnЅn(q1) = n ∀q1 ∈  ⊂ Q1. Ставится заäа÷а сëе-

жения äëя выхоäных переìенных y1 = h(q1) ∈ Rn

эëектроìехани÷еской систеìы (1), (2) за äопусти-

ìыìи траекторияìи g(t) ∈ Rn, заäанныìи в систе-
ìе коорäинат рабо÷еãо пространства схвата g ∈ Y1,
в преäпоëожениях:

— анаëити÷еский виä заäаþщих возäействий не
известен, иìеþтся тоëüко их текущие зна÷ения,
сиãнаëы g = col(g1, ..., gn) поëаãаþтся оãрани÷ен-
ныìи функöияìи вреìени с оãрани÷енныìи про-

извоäныìи: | (t)| ≤ Yji ∀t ≥ 0, i = , j = ;

— пряìыì изìеренияì äоступны обобщенные
коорäинаты q1(t) и токи якорей эëектропривоäов,
перес÷итанные в эëектри÷еские ìоìенты υ(t);

— ìасса схвата с ãрузоì поëаãается неизвестной,
оãрани÷енной кусо÷но-ãëаäкой функöией вреìе-
ни с оãрани÷енной произвоäной, ÷то обусëовëи-
вает существеннуþ параìетри÷ескуþ неопреäе-
ëенностü ìатриö H, C и G ìехани÷еской поäсис-
теìы (1);

— внеøние возìущения η(t) = col(η1(t), ..., ηn(t))
поëаãаþтся неизвестныìи, оãрани÷енныìи, кусо÷-
но-ãëаäкиìи функöияìи вреìени с оãрани÷енны-
ìи произвоäныìи:

| (t)| ≤ Nji = const ∀t ≥ 0,  i = ,  j = 0, 1.

Внеøние возìущения явëяþтся несоãëасован-
ныìи [4]: они äействуþт на второе уравнение сис-
теìы (1) и их неëüзя непосреäственно поäавитü
иëи коìпенсироватü с поìощüþ истинноãо управ-
ëения u, ÷то привоäит к постановке заäа÷и сëеже-
ния с заäанной то÷ностüþ. Цеëü управëения со-
стоит в обеспе÷ении стабиëизаöии оøибки сëеже-

ния e1 = y1 – g ∈ Rn:

|e1i(t)| ≤ δ1  ∀t ≥ T,  i = . (5)

Заìетиì, ÷то в эëектроìехани÷еской систеìе с
конкретныìи ИУ (2) ìиниìаëüно возìожные зна-
÷ения  и T * в выражении (5) обусëовëены иìе-

þщиìися ресурсаìи управëения bik3i > 0, i = .
При проектировании эëектроìехани÷еской систе-

q· 1
q· 2

υ·

υ0i υ· i υ1i

1 n,

1 n,

1 n,

y1i
j( )

1 m, 0 3,

Q1

gi
j( ) 1 n, 0 3,

ηi
j( ) 1 n,

1 n,

δ1
*

1 n,
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ìы, преäназна÷енной äëя выпоëнения разëи÷ных
работ в усëовиях неопреäеëенности, ставится за-
äа÷а выбора ИУ опреäеëенной ìощности, способ-
ных обеспе÷итü заäаннуþ то÷ностü сëежения δ1 (5)

с у÷етоì наихуäøих возìущений. В äанной работе
реøается иìенно эта пробëеìа, которая разäеëя-
ется на äве посëеäоватеëüно реøаеìых поäзаäа÷и:

— в ìехани÷еской поäсистеìе реøается заäа÷а
сëежения за заäанныìи траекторияìи выхоäных
переìенных (5) путеì синтеза обобщенных ìо-
ìентов υ = vol(υ1, ..., υn);

— в ИУ (2) реøается заäа÷а сëежения за сфорìи-

рованныìи обобщенныìи ìоìентаìи υ* ∈ Rn, т. е.

заäа÷а стабиëизаöии оøибки сëежения υ – υ* ∈ Rn

путеì синтеза истинноãо разрывноãо управëения

u = col(u1, ..., un), ui = k3isign(υi – ), i = . Вы-

бор аìпëитуä перекëþ÷ений bik3i > 0 обусëовëива-

ет выбор поäхоäящих ИУ. Заìетиì, ÷то в усëовиях
непоëных изìерений ставится также заäа÷а оöе-
нивания с поìощüþ набëþäатеëя состояний неиз-
ìеряеìых сиãнаëов, необхоäиìых äëя форìирова-
ния заäаþщих возäействий υ*(t) äëя ИУ.
Такиì образоì, в систеìе (1), (2) обобщенные

ìоìенты υ выпоëняþт äвойнуþ функöиþ, ÷то на-
кëаäывает ряä оãрани÷ений на выбор ëокаëüной
связи. В ìехани÷еской поäсистеìе (1) они иãраþт
роëü фиктивных управëений и äоëжны выбиратüся
из кëасса непрерывных оãрани÷енных функöий,
способных обеспе÷итü то÷ностü (5). Эти сиãнаëы
äëя эëектри÷еской поäсистеìы (2) сëужат заäаþ-
щиìи возäействияìи υ*(t), их отработка обеспе÷и-
вается с поìощüþ истинноãо управëения u, сëеäо-
ватеëüно, и произвоäные этих сиãнаëов äоëжны
бытü оãрани÷енныìи äо k-ãо поряäка вкëþ÷итеëü-
но, k — относитеëüная степенü у÷итываеìой äина-
ìи÷еской ìоäеëи ИУ. В äанноì сëу÷ае (2) k = 1,
отсþäа сëеäует требование (3).
В заìкнутой систеìе реаëизуется принöип äе-

коìпозиöии и появëяется возìожностü выбора раз-
ëи÷ных коìпëектных ИУ, способных отработатü
заäаþщие возäействия, сфорìированные в ìеха-
ни÷еской поäсистеìе с у÷етоì требований (3). Ре-
øение иìенно этой пробëеìы не вызывает труä-
ностей, так как ìоäеëü испоëнитеëüных устройств
(2) явëяется эëеìентарной. В то же вреìя, прини-
ìая во вниìание существеннуþ неопреäеëенностü
ìехани÷еской поäсистеìы (1), реøение преäвари-
теëüных заäа÷ — синтез обобщенных ìоìентов,
обеспе÷иваþщих то÷ностü (5) с у÷етоì требований
(3), и форìирование заäаþщих сиãнаëов äëя ИУ, —
требует привëе÷ения и разработки спеöиаëüных
поäхоäов, которые преäставëены в § 2.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÑËÅÆÅÍÈß 
Â ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÅ

2.1. Ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè ìàíèïóëÿòîðà 
îòíîñèòåëüíî îøèáîê ñëåæåíèÿ

К синтезу систеìы управëения пространствен-
ной ориентаöией рабо÷еãо орãана возìожно äва
поäхоäа. Первый состоит в тоì, ÷то с поìощüþ
обратных функöий q1(y1) форìируþтся заäаþщие

возäействия äëя обобщенных коорäинат и на ос-
нове ìоäеëи (1) реаëизуþтся известные ìетоäы
синтеза, наприìер, преäставëенные в работах
[5—9]. Оäнако обратная заäа÷а о поëожении иìеет
оäнозна÷ное и анаëити÷еское реøение тоëüко äëя
оãрани÷енноãо кëасса простых ìанипуëяторов [1].
Поэтоìу боëüøуþ зна÷иìостü приобретает второй,
так называеìый пряìой ìетоä реøения [4, 10, 11],
который реаëизуется в äанной работе. Сутü пря-
ìоãо ìетоäа закëþ÷ается в тоì, ÷то синтез выпоë-
няется на основе систеìы äифференöиаëüных
уравнений, записанной непосреäственно относи-
теëüно реãуëируеìых переìенных y1 = h(q1(t)) и их

произвоäных.
С поìощüþ äиффеоìорфной заìены ëокаëü-

ных переìенных привеäеì ìехани÷ескуþ поäсис-
теìу (1) к указанноìу виäу:

 = J(q1)q2 = y2,  = J'(q1, q2)q2 + J(q1)  =

= A2(q1, q2, t) + B2(q1)υ, (6)

ãäе JnЅn = (∂h/∂q1) = (Jij),  = ( ),  =

= (∂Jij/∂q1)q2; ìатриöа B2 = J(q1)H
–1(q1) явëяется

произвеäениеì невырожäенных ìатриö, сëеäо-

ватеëüно, detB2(nЅn)(q1) ≠ 0 ∀q1 ∈ ; ее эëеìенты

и эëеìенты вектор-функöии A2 = J'(q1, q2)q2 –

– B2(q1)[C(q1, q2)q2 + G(q1) – η(t)] соäержат неиз-

вестные, оãрани÷енные составëяþщие.
Систеìа (6) иìеет бëо÷но-канони÷еский виä,

÷то позвоëяет реаëизоватü бëо÷ный принöип
управëения [2, 9—12]. Запиøеì первое уравне-
ние систеìы (6) относитеëüно оøибок сëежения

e1 = y1 – g ∈ Rn:  = y2 – . Соãëасно иäео-

ëоãии бëо÷ноãо поäхоäа, зäесü вектор y2 тракту-

ется как фиктивное управëение и выбирается в ви-

äе  =  – K1e1, ãäе K1 = diag(k1i), k1i = const > 0,

i = . Дëя обеспе÷ения сфорìированной ëо-
каëüной связи нужно реøитü заäа÷у стабиëизаöии
невязки ìежäу реаëüныì и выбранныì фиктив-

ныì управëениеì e2 = y2 –  + K1e1. Посëе ука-

υi
* 1 n,

y·1 y·2 q· 2

JnЅn' Jij' Jij'

Q1

e·1 g·

y2
* g·

1 n,

g·
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занных невырожäенных заìен переìенных в сиëу
систеìы (6) поëу÷иì

 = –K1e1 + e2, (7)

 = ϕ(t) + B2(q1)υ, (8)

ãäе эëеìенты вектор-функöии ϕ(t) = A2(q1, q2, t) –

– (t) – e1(t) + K1e2(t) и их произвоäные в сиëу

априорных преäпоëожений оãрани÷ены: | (t)| ≤

≤ Fji = const ∀t ≥ 0, i = , j = 0, 1.

Линейная ëокаëüная связü y2 =  – K1e1 принята
с öеëüþ обеспе÷итü в поäсистеìе (7) экспоненöи-
аëüнуþ схоäиìостü оøибок сëежения в заäаннуþ
окрестностü нуëя (5). Зäесü и äаëее äëя форìаëи-
заöии äостато÷ных усëовий схоäиìости приìеня-
ется второй ìетоä Ляпунова, в котороì также ре-
аëизуется принöип äекоìпозиöии. Так, äëя сис-
теìы (7), (8) ввоäится кваäрати÷ная форìа в виäе
суììы кваäрати÷ных форì

V = V1 + V2 = e1 + e2,

Vj = Vji = (eji)
2,  j = 1, 2. (9)

Дëя произвоäной первоãо сëаãаеìоãо кваäрати÷-

ной форìы (9) справеäëива оöенка:  =  =

= (e2 – K1e1) ≤ |e1i |(|e2i | – k1i |e1i |). Неравенство

 < 0 обеспе÷ивается вне обëасти |e1i | ≤ |e2i |/k1i ≤ δ1,

i =  при выпоëнении усëовий k1i > |e2i |/δ1, от-
куäа при фиксированных зна÷ениях k1i опреäеëя-
ется то÷ностü

|e2i(t)| ≤ k1iδ1 = δ2i = const ∀t ≥ T,  i = , (10)

которуþ требуется обеспе÷итü при стабиëизаöии
переìенных поäсистеìы (8). Коэффиöиенты k1i > 0
назна÷аþтся, исхоäя из заäанных теìпов затуха-
ния собственных äвижений оøибок сëежения e1i(t)

(5), а иìенно |e1i(0)|  < δ1, в которых у÷тены
конструктивные оãрани÷ения (4) на переìенные
состояния ìехани÷еской систеìы |e1i(t)| ≤ 2Y0i,

| (t)| ≤ 2Y1i ∀t ≥ 0:

ln  < k1i < ,  i = . (11)

Заäа÷а синтеза фиктивноãо управëения υ ∈ Rn

в поäсистеìе (8), обеспе÷иваþщеãо то÷ностü (10),
нетривиаëüна: вхоäные канаëы äействия υ преä-

ставëены ìатриöей B2 = J(q1)H
–1(q1), которая в

отëи÷ие от ìатриöы H–1(q1) > 0 не явëяется зна-
коопреäеëенной и соäержит существеннуþ пара-
ìетри÷ескуþ неопреäеëенностü, обусëовëеннуþ
неизвестной ìассой ãруза. Из-за невозìожности
сфорìироватü коìбинированное управëение, бу-
äеì искатü закон фиктивноãо управëения в виäе
υ*(e2). Кëасс äопустиìых ëокаëüных связей —
непрерывные, оãрани÷енные функöии с оãрани-
÷енныìи произвоäныìи (3), с поìощüþ которых
ìожно обеспе÷итü ε-инвариантностü к иìеþщиì-
ся неопреäеëенностяì. Этиì требованияì уäовëет-
воряет S-образная ãëаäкая сиãìа-функöия. В от-
ëи÷ие от обы÷но испоëüзуеìой ëинейной обратной
связи с боëüøиìи коэффиöиентаìи, необхоäиìы-
ìи äëя поäавëения возìущений, сиãìа-функöия
всþäу оãрани÷ена, ÷то позвоëяет у÷естü оãрани÷е-
ния на обобщенные ìоìенты на стаäии синтеза.
В Приëожении привеäены базовые свеäения о
сиãìоиäаëüноì управëении как äопреäеëüной ре-
аëизаöии разрывноãо управëения, на основе кото-
рых äаëее поëу÷ены основные резуëüтаты äанной
работы. В п. 2.2 преäставëена иерархи÷еская про-
öеäура синтеза сиãìоиäаëüных обобщенных ìо-
ìентов, обеспе÷иваþщих заäаннуþ то÷ностü сëе-
жения (5) в усëовиях неопреäеëенности ìатриöы
переä фиктивныì управëениеì. В п. 2.3 с поìо-
щüþ укоро÷енноãо набëþäатеëя с сиãìоиäаëüны-
ìи корректируþщиìи возäействияìи реøена за-
äа÷а оöенивания неизìеряеìых переìенных.

2.2. Èåðàðõè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà ñèíòåçà 
ñèãìîèäàëüíûõ îáîáùåííûõ ìîìåíòîâ 

â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè âõîäíûõ êàíàëîâ

Опиøеì проöеäуру синтеза сиãìоиäаëüных
ëокаëüных связей υ*(e2) в поäсистеìе (8), уäовëет-
воряþщих требованияì (3) и обеспе÷иваþщих то÷-
ностü (10) в усëовиях параìетри÷еской неопре-
äеëенности ìатриöы B2 = (bij). Рассìатривается
общий сëу÷ай, коãäа ìатриöа B2 невырожäенная,
не иìеет преобëаäаþщей äиаãонаëи, анаëити÷ес-
кий виä ее эëеìентов известен, их текущие зна÷е-
ния неизвестны, но оãрани÷енны:

j ≤ |bij(q1, t)| ≤  ∀q1 ∈  ⊂ Q1,  ∀t ≥ 0,

i, j = . (12)

Буäеì обозна÷атü ìиноры ìатриöы B2 раз-
ëи÷ных поряäков путеì непосреäственноãо пе-
ре÷исëения сна÷аëа ноìеров строк, а потоì но-
ìеров стоëбöов, на пересе÷ении которых стоят
образуþщие их эëеìенты, наприìер, Δ1,1 = b11,
Δ12,12 = b11b22 – b12b21, Δ13,12 = b11b32 – b12b31 и т. ä.
Дëя простоты изëожения буäеì поëаãатü, ÷то все
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ãëавные äиаãонаëüные ìиноры ìатриöы B2 не об-
ращаþтся в нуëü в рассìатриваеìой обëасти и их
знаки известны, т. е. в упрощенных обозна÷ениях
Δ1, 1 := Δ1 ≠ 0, Δ12,12 := Δ2 ≠ 0, ..., Δ12...n, 12...n := Δn =
= detB2 ≠ 0 и

signΔi(q1) = const  ∀q1 ∈  ⊂ Q1,  i = , (13)

при этоì в систеìе (8) поряäковые ноìера управ-
ëяеìых переìенных e2i и управëяþщих иìи пере-

ìенных υi (i = ) совпаäаþт. Заìетиì, ÷то со-
поставëение управëяеìых и управëяþщих пере-
ìенных буäет иныì, есëи окайìëяþщие ìиноры
от первоãо äо (n – 1)-ãо поряäка äруãой öепо÷ки не
обращаþтся в нуëü. Так как ìатриöа B2 поëноãо
ранãа, такая öепо÷ка ìиноров существует, но ìо-

жет бытü разной в разных у÷астках обëасти , ÷то
потребует ëоãи÷ескоãо перекëþ÷ения аëãоритìа
управëения в зависиìости от разбиения обëасти

 (сì. § 4).
Дëя поäсистеìы (8) с у÷етоì обозна÷ений (13)

ввеäеì закон сиãìоиäаëüноãо управëения

 = –m2i sign σ(k2ie2i), m2i, k2i = const > 0, 

i = , (14)

ãäе σ(k2ie2i) =  – 1,  = b11 = Δ1,

 = Δi/Δi – 1 ≠ 0, i = . В сиëу усëовия (10), вы-
ражений (П.2) и (П.4) — сì. Приëожение — сразу
составиì неравенства äëя выбора коэффиöиентов
накëона

|e2i | ≤ 3/k2i ≤ k1iδ1 = δ2i ⇒ k2i ≤ 3/(k1iδ1),

i = , (15)

а äëя нахожäения аìпëитуä сиãìоиäаëüных управ-
ëений (14), обеспе÷иваþщих схоäиìостü переìен-
ных состояния в заäанные окрестности нуëя (15),
воспоëüзуеìся иäеоëоãией ìетоäа иерархии управ-
ëений [10, 13], основанной на иерархии схоäиìос-
ти коìпонент вектора e2 в обëасти (15), которая,
наприìер, совпаäает с их поряäковыìи ноìераìи:

|e21| ≤ δ21 ∀t > t21 > 0 ⇒ |e22| ≤ δ22 ∀t > t22 > t21 ⇒ ...
... ⇒ |e2n| ≤ δ2n ∀t > t2n > t2, n – 1. (16)

Иäея закëþ÷ается в тоì, ÷то äëя заìкнутой
поäсистеìы (8), (14) посëеäоватеëüно, сверху вниз
составëяþтся неравенства типа (П.3) äëя выбора
зна÷ений m2i, при которых за коне÷ное вреìя пос-
ëеäоватеëüно обеспе÷ивается стабиëизаöия пере-
ìенных состояния с заäанной то÷ностüþ (16). Как
показано в Приëожении, при этоì уравнения ста-

тики  = 0,  = 0 выпоëняþтся с некоторой

то÷ностüþ: | | ≤ β1i, | | ≤ β2i ∀t ≥ t2i, i = . Тот
факт, ÷то верхние оöенки обëастей схоäиìости
произвоäных не зависят непосреäственно от пара-
ìетров m2i, k2i (сì. (П.5), (П.7)), позвоëяет посëе
анаëиза кажäоãо i-ãо уравнения выразитü из неãо υi

и поäставитü в нижние уравнения поäсистеìы (8)
с ноìераìи i + 1, i + 2, ..., n. Такиì образоì, уп-

равëения υi, i =  посëеäоватеëüно искëþ÷а-
þтся из поäсистеìы (8), а äëя ìатриöы B2 в режи-
ìе off-line буäет поëу÷ен анаëити÷ески верхнетре-
уãоëüный виä.
Форìаëизуеì указанный аëãоритì. Как из-

вестно [14], привеäение ìатриöы B2 ìетоäоì Га-
усса к верхнетреуãоëüноìу виäу при выпоëнении
усëовий (13) равносиëüно ее уìножениþ сëева
на преобразуþщуþ ìатриöу TnЅn, detT ≠ 0, ко-
торая явëяется произвеäениеì нижнетреуãоëü-
ных ìатриö с еäиниöаìи на ãëавной äиаãонаëи:
TnЅn = Tn – 1Tn – 2...T2T1, detTi ≠ 0.

Пустü Tij — j-й n-ìерный стоëбеö ìатриöы

Ti = (Ti1Ti2...Tin) ∈ RnЅn, i = , во всех ìатри-
öах все стоëбöы Tij при i ≠ j еäини÷ные, т. е. в них
j-й эëеìент равен еäиниöе, остаëüные равны нуëþ;
Tii = col(a1i, a2i, ..., ani), ãäе aki = 0 при 1 ≤ k < i; akk

= 1, при i < k ≤ n иìееì: aki = –Δ12...i–1,k;12...i–1i/Δi,
в ÷астности,

ak1 = –Δk,1/Δ1 ⇒ T11 =
= col(1, –b21/b11, –b31/b11, ..., –bn1/b11);

ak2 = –Δ1k,12/Δ2 ⇒ T22 =
= col(0, 1, –Δ13,12/Δ2, –Δ14,12/Δ2, ..., –Δ1n,12/Δ2), ...;

Tn – 1, n – 1 =
= col(0, 0, ..., 0, 1, –Δ12...n – 2, n; 12...n – 2, n – 1/Δn – 1).

Соответственно, ìатриöа T также явëяется ниж-
нетреуãоëüной с еäиниöаìи на ãëавной äиаãонаëи,
ее эëеìенты T = ( ) опреäеëяþтся рекуррентно:

 = 0 ∀i > j,  = 1,  = aik

∀i > j,  i = ,  j = ,

наприìер  = ai, i – 1, i = ;  = ai, i – 1 Ѕ

Ѕ  + ai, i – 2, i = .

Уìножив обе ÷асти уравнения (8) на ìатриöу T,
поëу÷иì:

T  = Tϕ + TB2υ* ⇒  = ψ + γ + υ*, (17)

Q1 1 n,

1 n,

Q1

Q1

υi
* b̃ii

1 n,

2
1 k2ie2i–( )exp+
------------------------------------------ b̃11

b̃ii 2 n,

1 n,

e·2i e··2i

e·2i e··2i 1 n,

1 n 1–,

1 n 1–,

ãij

ãij ãii ãij
k i 1–=

j
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ãäе ψ(t) = Tϕ; γ = – ,  = T – En, En — еäини÷-

ная ìатриöа, т. е. γ = col(0, γ2, ..., γn), γi = – ;

 = TB2 = ( ) — верхнетреуãоëüная ìатриöа,

первая строка которой совпаäает с первой строкой

ìатриöы B2;  = 0 ∀i > j;  = Δi/Δi – 1 ≠ 0 (13);

при 2 ≤ i < j иìееì  = Δ12...i – 1, i; 12...j – 1, j/Δi – 1.

В сиëу оãрани÷ений (12) вы÷исëиì нижние оöен-
ки äиаãонаëüных и верхние оöенки остаëüных не-

нуëевых эëеìентов верхнетреуãоëüной ìатриöы :

∀q1 ∈  ⊂ Q1, ∀t ≥ 0:  ≤ | (q1, t)|,  i = ,

| (q1, t)| ≤ ,  2 ≤ i < j.

Посëеäоватеëüно, сверху вниз составиì анаëи-
ти÷еские неравенства äëя выбора аìпëитуä сиãìо-
иäаëüных управëений (14) на основе систеìы (17).

При этоì нижняя оöенка m2i, i =  зависит

от m2j, j = ; на i-ì øаãе (i = ) функöия γi

и ее произвоäная с÷итаþтся оãрани÷енныìи ана-
ëоãи÷но выраженияì (П.5) и (П.6) с у÷етоì нера-
венств (15). Достато÷ные усëовия схоäиìости пе-
реìенных в посëеäоватеëüности (16) поëу÷иì из
оöенок произвоäных второãо сëаãаеìоãо кваäра-
ти÷ной форìы (9):

 = e21  =

= e21 ϕ1 + b1j  – b11m21signb11σ(k21e21)  ≤

≤ |e21| |ϕ1| + m2j – 0,9 m21  < 0 ⇒

⇒ m21 > 1,1 |ϕ1| + m2j / ; (18)

 = e2i  = e2i ϕi + γi +  –

– m2isign σ(k2ie2i)  ≤

≤ |e2i| |ψi| + |γi| + m2j – 0,9 m2i  < 0 ⇒

⇒ m2i > 1,1 |ϕi| + |γi| + m2j / ,

i = .

Посëе непосреäственноãо выбора ÷исëенноãо
зна÷ения m2n на основе неравенства

 = e2n  = e2n(ϕn + γn +

+ m2nsign σ(k2ne2n)) ≤ |e2n|(|ϕn| + |γn| –

– 0,9 m2n) < 0 ⇒ m2n > 1,1(|ϕn| + |γn|)/ (19)

обратныì хоäоì, снизу вверх посëеäоватеëüно вы-

бираþтся зна÷ения m2i, i = . При выборе па-

раìетров сиãìоиäаëüноãо управëения в виäе (15),
(18), (19) кваäрати÷ная форìа (9) явëяется функ-
öией Ляпунова äëя заìкнутой систеìы (7), (8),
(14), ÷то ãарантирует реøение поставëенных заäа÷
(10) и, сëеäоватеëüно, (5).
Дëя сиãìоиäаëüных фиктивных управëений

(14) оãрани÷ения (3), которые сëужат основой äëя
выбора ИУ, опреäеëяþтся в сиëу оöенок (П.1) и
форìуëы (8):

| (t)| ≤ m2i = , | (t)| ≤ | | ≤

≤ 0,5m2ik2i F0i + m2j  =  

∀t ≥ 0,  i = . (20)

2.3. Ñèíòåç óêîðî÷åííîãî íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèé
ñ ñèãìîèäàëüíûìè êîððåêòèðóþùèìè

âîçäåéñòâèÿìè

Дëя реøения заäа÷и сëежения в ИУ требуется
сфорìироватü заäаþщий сиãнаë υ*(e2(t)) (14). Вы-

÷исëение в реаëüноì вреìени сиãнаëа e1(t) = y2 +

+ K1e1 –  = J(q1)q2 + K1(y1 – g) –  требует сëиø-

коì ìноãо инфорìаöии: сиãнаë e1(t) = h(q1(t)) – g(t)

ìожно вы÷исëитü по изìеряеìыì сиãнаëаì g(t) и
q1(t), но возникает пробëеìа изìерений иëи оöен-

ки q2(t) и (t). Покажеì, ÷то ìожно снизитü тре-

бования к объеìу априорной инфорìаöии и су-
щественно упроститü структуру реãуëятора, есëи
непосреäственно оöениватü сиãнаë e2(t) с поìо-

щüþ укоро÷енноãо набëþäатеëя состояний, пост-
роенноãо на основе поäсистеìы (7) в виäе

 = –K1z + v, (21)

ãäе z ∈ Rn — вектор состояния, v ∈ Rn — вектор кор-
ректируþщих возäействий набëþäатеëя. Заäа÷а
набëþäения своäится к заäа÷е стабиëизаöии сис-
теìы, записанной относитеëüно оøибки набëþ-
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äения ε = e1 – z, ε ∈ Rn, которая в сиëу (7) и (21)

иìеет виä

 = –K1ε + e2 – v. (22)

Как показано в Приëожении, выбороì пара-

ìетров mi, ki = const > 0, i =  сиãìоиäаëüных

корректируþщих возäействий

v = Mσ(Kε),  M = diag(mi),  K = diag(ki),

σ(Kε) = col(σ(k1ε1), ..., σ(knεn)) (23)

в заìкнутой систеìе (22), (23) за заäанное вреìя
t > t0 > 0 с заäанной то÷ностüþ ìожно обеспе÷итü

стабиëизаöиþ не тоëüко оøибок набëþäения, но и
их произвоäных

|εi(t)| ≤ αi,  | | ≤ (k1i + 1)αi ⇒ |e2i – vi| ≤ αi n δ2i,

i = , (24)

тоãäа оöенки неизìеряеìых сиãнаëов e2(t) äаäут

непосреäственно сиãìоиäаëüные корректируþ-
щие возäействия v(t) ≈ e2(t) ∀t > t0.

Анаëиз кваäрати÷ной форìы V = εTε + 

выпоëниì на основе систеìы  = –K1ε + e2 –

– Mσ(Kε),  = –  + ϕ(t) + B2(q1)υ,

поëу÷енной в сиëу (22), (23) и (8). Дëя произвоä-
ных кваäрати÷ной форìы с у÷етоì оöенок (П.1) и
выражений (П.2) иìееì:

εT  ≤ |εi |(–k1i |εi | + |e2i | – 0,9mi) < 0

вне окрестности |εi(t)| ≤ 3/ki ≤ αi при mi > 1,1|e2i|, ãäе

|e2i(t)| ≤ 2Y2i + 2k1iY1i ∀t ≥ 0, ∀i = ;

 ≤ | | |ϕi | + m2j –

– (k1i + 0,1kimi)| |  < 0

вне окрестности | | ≤ (k1i + 1)αi при ki >  =

= 10 |ϕi| + m2j /(mi(k1i + 1)αi) – 10k1i/mi,

∀i = . Требования (24) буäут выпоëнены при
сëеäуþщеì выборе параìетров (23):

mi > 2,2(Y2i + k1iY1i),  ki > max{3/αi, },  i = .

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÑËÅÆÅÍÈß 
Â ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÅ

На второì этапе с поìощüþ истинноãо, раз-
рывноãо управëения u требуется обеспе÷итü стаби-

ëизаöиþ оøибки сëежения e3 = υ – υ* ∈ Rn — не-
вязки ìежäу истинныì υ(t) и сфорìированныì
υ*(e2(t)) (14) фиктивныì управëениеì. В сиëу (2)
äифференöиаëüное уравнение относитеëüно оøиб-
ки сëежения иìеет виä

 = –Ae3 + f(t) + Bu,

ãäе f(t) = –Aυ*(t) – Dq2(t) – (t)υ, A = diag(ai),
B = diag(bi), D = diag(di), ai, bi, di = const > 0, эëе-
ìенты вектор-функöии f = col( f1, ..., fn) в сиëу

q2 ∈ Q2 ⊂ Rn и (20) оãрани÷ены. Базовый закон
разрывноãо управëения с постоянной аìпëитуäой

u = –K3signe3, (25)

ãäе K3 = diag(k3i), k3i = const > 0, i = , signe3 =
= col(signe31, ..., signe3n), привоäит к заìкнутой

поäсистеìе  = –Ae3 + f(t) – BK3signe3. При вы-

поëнении äостато÷ных усëовий  < 0 [13] на

ìноãообразии е3 = 0 за коне÷ное вреìя возникнет
скоëüзящий режиì. Неравенства äëя выбора аìп-
ëитуäы разрывноãо управëения иìеþт виä

bik3i > | fi(t)|, | fi(t)| ≤ ai  + di |q2i | +  ∀t ≥ 0,

i = (26)

и сëужат основой äëя выбора ИУ, способных от-
работатü заäаþщие возäействия (14), (20).
В заìкнутой систеìе управëения с набëþäате-

ëеì (21), (23) базовый закон разрывноãо управëе-
ния (25) реаëизуется в виäе u = –K3sign(υ(t) – υ*(v).

Испоëüзование разрывноãо управëения и орãа-
низаöия в заìкнутой систеìе скоëüзящих режи-
ìов сëужит эффективныì инструìентоì äекоìпо-
зиöии, обеспе÷ения инвариантности к внеøниì
возìущенияì и робастности к параìетри÷ескиì и
функöионаëüныì неопреäеëенностяì, принаäëе-
жащиì пространству управëения [13]. Синтез раз-
рывных управëений впоëне естественен в эëектри-
÷еских ИУ, выпоëненных на базе безынерöион-
ных сиëовых эëеìентов, которые функöионируþт
искëþ÷итеëüно в кëþ÷евоì режиìе. Оäнако эти
аëãоритìы неëüзя заäействоватü äëя форìирова-
ния ëокаëüных обратных связей из-за наëи÷ия оã-
рани÷ений на фазовые переìенные. Иìенно этот
факт обусëовиë ввеäение в ка÷естве аëüтернативы
функöии знака S-образной, ãëаäкой сиãìа-функ-

ε·
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ε· i
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2
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öии, испоëüзование которой позвоëиëо обеспе-
÷итü непрерывностü и оãрани÷енностü сиãнаëов, а
также сохранитü преиìущества систеì с разрыв-
ныìи управëенияìи в äопреäеëüной ситуаöии.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Разработанные аëãоритìы приìенены äëя реøе-
ния заäа÷и управëения äвижениеì коне÷ной то÷ки
трехзвенноãо ìанипуëятора типа UMS-2 в öиëинä-

ри÷еской систеìе коорäинат y1 = col(x, y, z) ∈ R3.
Обобщенные коорäинаты такоãо ìанипуëятора
q1 = col(q11, q12, q13) соверøаþт вращатеëüные,
вертикаëüные ëинейные и ãоризонтаëüные ëиней-
ные äвижения соответственно. Матриöы ìехани-
÷еской поäсистеìы (1) иìеþт виä [15]:

H3Ѕ3 = diag(Hi) > 0,

H1 = (  + m3)  + lq13 +  + I1 + I2, 

H2 = m2 +  + m3,  H3 =  + m3; (27)

Cq2 = col(C1, C2, C3),

C1 = 2 (  + m3)q13 – q23q21,  C2 = 0,

C3 =  – (  + m3)q13 ;

G = col(G1, G2, G3), G1 = 0,

G2 = (m2 +  + m3)g,  G3 = 0,

ãäе I1 = 0,03 [кã•ì2] — привеäенный ìоìент инер-
öии ÷астей ìанипуëятора, у÷аствуþщих во враща-
теëüноì äвижении; m2 = 6,5 [кã] — привеäенная
ìасса ÷астей, у÷аствуþщих в поступатеëüноì вер-

тикаëüноì äвижении; I2 = 0,06 [кã•ì2] — ìоìент
инерöии этих ÷астей, привеäенный к вертикаëü-
ной оси;  = 5,5 [кã] — ìасса руки, которая преä-
ставëена оäнороäныì стержнеì äëиной l = 0,9 [ì];
m3(t) = [0,1÷3] [кã] — то÷е÷ная ìасса схвата с ãру-

зоì; g = 9,8 [ì/с2] — ускорение свобоäноãо паäения.
Конструктивные оãрани÷ения Q1: 0,3 ≤ q12(t) ≤ 1,9,
0,1 ≤ q13(t) ≤ 1,8 [ì]; Q2: |q21(t)| ≤ 1 [раä/с]; |q22(t)| ≤ 1,
|q23(t)| ≤ 1 [ì/с]. При ìоäеëировании ìасса схвата
с ãрузоì m3 и внеøние возìущения η = col(η1, η2, η3)
поëаãаëисü кусо÷но-ãëаäкиìи периоäи÷ескиìи
функöияìи вреìени t ≥ 0 [c] с указанныìи ãëав-
ныìи периоäаìи:

m3 = 2cos ,  0 ≤ t < 3; η1 =  

η2(t) = 0;  η3(t) = 0,1t – 0,2,  0 ≤ t < 3.

Требоваëосü обеспе÷итü äвижение коне÷ной
то÷ки ìанипуëятора по пространственной траек-
тории, заäанной параìетри÷ески в систеìе коор-
äинат схвата

x: g1 = (0,2cos0,4t + 0,5)cos0,4t; 

y: g2 = (0,2cos0,4t + 0,5)sin0,4t; 

z: g3 = 0,4sin0,4t + 1.

Выхоäные переìенные систеìы (1), (27) явëя-
þтся функöияìи обобщенных коорäинат

y1 = col(x, y, z): x = q13cosq11, y = q13sinq11, z = q12,

в преäставëении систеìы (29) в виäе (7), (8) ìат-
риöы J = (ду1/дq1) и B2 иìеþт виä:

J = , 

B2 = JH–1 = ,(28)

detJ = q13 ≠ 0, 0,08 ≤  ≤ 0,47, 

0,07 ≤  ≤ 0,08,  0,12 ≤  ≤ 0,18.

В сиëу структуры ìатриöы B2 (28) в поäсистеìе
(8) переìенная e23 независиìо управëяется с по-
ìощüþ фиктивноãо управëения

 = –m22σ(k23e23),  m22 > 1,1|ϕ3| ,
k23 ≥ 3/(k13δ1). (29)

Дëя управëения переìенныìи e21 и e22 приìе-
няеì ìетоä иерархии (16). Усëовия типа (13) не
выпоëняþтся ∀q11, поэтоìу разобüеì ãëавный пе-
риоä 0 ≤ q11(t) ≤ 2π на 4 интерваëа знакопостоянс-
тва эëеìентов Δ1 = b11 и Δ1, 3 = b13, Δ2 = Δ12, 13 =

= –q13  < 0, ãäе сопоставëение управëяе-
ìых e21, e22 и управëяþщих υ1, υ3 переìенных бу-
äет разныì, а иìенно:

1) q11 ∈ [0; π/4], (7π/4; 2π]:  = –m21σ(k22e22),

 = –m23σ(k21e21);(30)

2) q11 ∈ (π/4; 3π/4]:  = +m21σ(k21e21),

= –m23σ(k22e22);
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3) q11 ∈ (3π/4; 5π/4]:  = +m21σ(k22e22),

= +m23σ(k21e21);

4) q11 ∈ (5π/4; 7π/4]:  = –m21σ(k21e21),

= +m23σ(k22e22); k2j ≤ 3/(k1jδ1), j = 1, 3.

Во 2-ì и 4-ì интерваëах signb11 = const, за ос-
нову приниìается ãëавная äиаãонаëü, в проöессе
преобразования ìатриöы B2 обнуëяется эëеìент

. Анаëоãи÷но усëовияì схоäиìости (18) иìееì:

m21(2, 4) > 1,1(|ϕ1| + m23(2, 4))/ ; 

m23(2, 4) > 1,1( |ϕ2| + (| | + |ϕ1|))/ . (31)

В 1-ì и 3-ì интерваëах signb13 = const, за ос-

нову приниìается побо÷ная äиаãонаëü, в проöес-
се преобразования ìатриöы B2 обнуëяется эëе-

ìент :

m23(1, 3) > 1,1(|ϕ1| + m21(1, 3))/ ; 

m21(1, 3) > 1,1( |ϕ2| + (| | + |ϕ1|))/ . (32)

Дëя ìатеìати÷еской ìоäеëи (7), (8), составëен-
ной äëя ìанипуëятора (27), (28) с сиãìоиäаëüны-
ìи фиктивныìи управëенияìи (29), (30), стави-
ëасü заäа÷а синтеза разрывноãо управëения (25) и

υ1
*

υ3
*

υ1
*

υ3
*

Рис. 1. Графики задающих воздействий (t) и ошибок слежения e3i(t) = ui(t) – (t), i = 1, 2, 3, в электрической подсистемеui
* ui

*

b̃21

b13 b11

b11 b21 e·21 Δ12 13,

b̃23

b11 b13

b13 b23 e·21 Δ12 13,
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выбора ИУ (2), обеспе÷иваþщих реøение заäа÷и
сëежения (5), ãäе

|e1i(t)| ≤ 0,05 [ì]  ∀t ≥ 3 [c],  i = 1, 2, 3. (33)

Посëе поäстановки параìетров ìанипуëятора
в неравенства (11), (15), (29), (31) и (32) быëи
приняты коэффиöиенты ëокаëüных связей k1i = 1,

i = , k21 = k22 = 10, k23 = 250, m21(2,4) = m23(1,3) =
= 180, m23(2,4) = m21(1,3) = 120, m22 = 880, на основе
которых с у÷етоì оãрани÷ений (20), (26) быëи вы-
браны ИУ (2) с параìетраìи

A = diag(430, 430, 430),  D = diag(2, 8, 2), 

B = diag(42, 3000, 58),  k3i = 24 [B].

Заìкнутая систеìа (1), (2), (27) с разрывныì
управëениеì (25) и набëþäатеëеì (21) ìоäеëиро-
ваëасü в среäе Matlab-Simulink. Выбор параìетров
сиãìоиäаëüных корректируþщих возäействий (23)
M = diag(6, 37, 4), ki = 1000, i = 1, 2, 3, обеспе÷иë
оöенки |e2i(t) – vi(t)| ≤ 0,00014 ∀t > t0 = 0,002 [c], на

их основе и ëоãики перекëþ÷ений (29), (30) сфор-
ìированы фиктивные сиãìоиäаëüные управëе-
ния υ*(v(t)). Данные сиãнаëы äëя всех степеней
поäвижности, а также ãрафики оøибок сëежения
e3i(t) = υi(t) – (t), i = 1, 2, 3 в ИУ показаны на

рис. 1. Из-за äостато÷но боëüøих аìпëитуä пере-
кëþ÷ений разрывных управëений b1k31 = 1008,

b2k32 = 72 000, b3k33 = 1392 набëþäается так назы-

ваеìый реаëüный скоëüзящий режиì, который
возникает за коне÷ное вреìя в поãрани÷ноì сëое,
øирина котороãо пряìо пропорöионаëüна аìп-
ëитуäе перекëþ÷ений: |e31(t)| ≤ 0,1, |e32(t)| ≤ 5,

|e33(t)| ≤ 0,1 [Нì]. Существенно, ÷то äостато÷но

зна÷иìые оøибки сëежения в ИУ не оказываþт
вëияния на то÷ностü сëежения в ìехани÷еской
поäсистеìе (33), так как при синтезе обобщенных
ìоìентов ставиëасü заäа÷а обеспе÷ения ε-инвари-
антности к иìеþщиìся неопреäеëенностяì.
На рис. 2 и 3 преäставëены ãрафики пере-

ìенных поäсистеì (8) и (7) соответственно — не-
вязок e2i(t) и оøибок сëежения e1i(t) = y1i(t) – gi(t),

1 3,

Рис. 2. Графики невязок e2i(t) = y2i –  + k1ie1i, i = 1, 2, 3g· i

Рис. 3. Графики ошибок слежения e1i(t) = y1i(t) – gi(t), i = 1, 2, 3, в механической подсистеме
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i = 1, 2, 3. Как виäиì, поставëенная öеëü управ-
ëения (33) обеспе÷ивается. Тот факт, ÷то нера-
венства (11), (15), (18), (19) äëя выбора коэф-
фиöиентов ëокаëüных связей поëу÷ены из äоста-
то÷ных (избыто÷ных) усëовий, обеспе÷ивает в
установивøеìся режиìе существенно боëее высо-
куþ по сравнениþ с поставëенной öеëüþ (33) то÷-

ностü сëежения: |e11(t)| ≤ 1,7•10–4, |e12(t)| ≤ 1,47•10–4,
|e13(t)| ≤ 0,0022 [ì]. На рис. 4 показаны заäанная
пространственная траектория и траектория коне÷-
ной то÷ки ìанипуëятора. Резуëüтаты ìоäеëирова-
ния поäтвержäаþт эффективностü разработанноãо
поäхоäа.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Основной резуëüтат äанной работы — иерархи-
÷еская проöеäура синтеза фиктивных сиãìоиäаëü-
ных управëений в усëовиях непоëной инфорìа-
öии о вхоäных канаëах (сì. п. 2.2), преäставëяется
перспективныì и ìожет бытü распространен на
общий сëу÷ай параìетри÷ески неопреäеëенных
квазиëинейных систеì, сохраняþщих структур-
ные свойства управëяеìости при äопустиìой ва-
риаöии параìетров, и привоäиìых к бëо÷ноìу ви-
äу [16]. В отëи÷ие от обы÷но испоëüзуеìых ëиней-
ных управëений с боëüøиìи коэффиöиентаìи,
привоäящих к перереãуëированиþ в на÷аëе пере-
хоäноãо проöесса, синтез сиãìоиäаëüных ëокаëü-
ных связей обеспе÷ивает ε-инвариантностü по от-

ноøениþ к неопреäеëенностяì при собëþäении в
проöессе управëения оãрани÷ений на фазовые пе-
реìенные и их произвоäные.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Рассìотриì неëинейнуþ ãëаäкуþ оãрани÷еннуþ

сиãìа-функöиþ σ(kx) = 2/(1 + e–kx) – 1, k = const > 0,
которая явëяется äопреäеëüной реаëизаöией функöии
знака y = signx в cìысëе: σ(–kx) = –σ(kx), σ(kx)  kx/2,

σ(kx)  signx. Первая произвоäная сиãìа-функöии —

поëожитеëüная оãрани÷енная ÷етная функöия σ'(kx) =

= k(1 – σ2(kx))/2; вторая произвоäная — оãрани÷енная
не÷етная функöия σ''(kx) = –kσ'(kx)σ(kx). Дëя сиã-
ìа-функöии и ее первой произвоäной в указанных ин-
терваëах справеäëивы оöенки:

σ(kΔ) < |σ(kx)| < 1, 0 < σ'(kx) < σ'(kΔ) ∀|x| > Δ > 0;

σ(kΔ)|x|/Δ ≤ |σ(kx)| ≤ σ(kΔ),

0 < σ'(kΔ) ≤ σ'(0) = k/2 ∀|x| ≤ Δ. (П.1)

Из оöенок (П.1) сëеäует, ÷то при |x| > Δ сиãìа-фун-
кöия бëизка к постоянной функöии, а при |x| ≤ Δ — к
ëинейной. В ка÷естве ãраниöы указанноãо разäеëения
сиãìа-функöии при x ≥ 0 рекоìенäуется принятü то÷ку
kΔ = c, ãäе ±c ≈ ±3 — абсöиссы верøин сиãìа-функöии,
в которых ее кривизна äостиãает ìаксиìуìа [2, 3], при
этоì

σ(±3) ≈ ±0,9,  σ'(±3) ≈ 0,1k,  kΔ ≈ 3. (П.2)

Рассìотриì возìущеннуþ систеìу первоãо поряä-

ка  = f(t) – u, ãäе x ∈ R — переìенная состояния,
u = Mσ(kx) — сиãìоиäаëüное управëение с параìетра-
ìи M, k = const > 0, f(t) — неизвестная, оãрани÷енная
функöия вреìени | f(t)| ≤ F = const > 0 ∀t ≥ 0. Найäеì
нижнþþ оöенку äëя выбора аìпëитуäы сиãìоиäаëüно-
ãо управëения с у÷етоì выражений (П.1) и (П.2) из äо-

стато÷ных усëовий x  < 0. Это неравенство выпоëня-

ется вне окрестности |x| ≤ Δ, есëи x  = x( f – Mσ(kx)) ≤
≤ |x|(F – 0,9M) < 0 ⇒ M > 1,1F. При выборе оãрани÷ен-
ной аìпëитуäы

M > 1,1(|x(0)|/t0 + F ) (П.3)

за коне÷ное вреìя t0 ≥ 0 обеспе÷ивается попаäание пере-

ìенной состояния в некоторуþ окрестностü нуëя |x(t)| ≤ Δ,
которая в сиëу (П.2) опреäеëяется выбороì второãо па-
раìетра:

|x(t)| ≤ 3/k ≤ Δ ⇒ k ≤ 3/Δ ∀t ≥ t0. (П.4)

При ìикропроöессорной реаëизаöии äанноãо аëãо-
ритìа на выбор k накëаäывается оãрани÷ение сверху
k ≤ 1/macheps, обусëовëенное разряäностüþ проöессора.

Покажеì, ÷то есëи первая и вторая произвоäные

внеøнеãо возìущения оãрани÷ены | f (j)(t)| ≤ Fj = const > 0

∀t ≥ 0, j = 1, 2, то при t > t0 первая и вторая произвоäные

переìенной состояния в заìкнутой систеìе с сиãìои-

Рис. 4. Заданная g(t) и реальная y1(y) пространственные траек-
тории конечной точки манипулятора

∼
x→0

∼
k→+∞

x·

x·

x·
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äаëüныì управëениеì также буäут оãрани÷ены. Дëя их
оöенки составиì вспоìоãатеëüные уравнения

 =  – Mσ'(kx) ,

 =  – Mσ'(kx)  – Mσ''(kx)  =

=  – Mσ'(kx)  + Mkσ'(kx)σ(kx)

и рассìотриì кваäрати÷нуþ форìу V = V1 + V2 =

=  + . В сиëу (П.1) и (П.2) неравенство  < 0

выпоëняется вне окрестности | | ≤ β1, есëи

 =  = (  – Mσ'(kx) ) ≤ | |(F1 – 0,1kM | |) < 0 ⇒

⇒ k > 10F1/(Mβ1).

При уже выбранных параìетрах M (П.3) и k (П.4)
иìеет ìесто оöенка

| | ≤ 10F1/(Mk) ≤ β1 ≤ 3,3ΔF1/M ≤ 3ΔF1/F

∀t > t0. (П.5)

Обратиì вниìание, ÷то при выборе параìетров сиã-
ìоиäаëüноãо управëения в виäе (П.3) и

k > max{3/Δ; 10F1/(Mβ1)}

за коне÷ное вреìя с заäанной то÷ностüþ обеспе÷ива-
ется стабиëизаöия не тоëüко переìенной состояния

|x(t)| ≤ 3/k ≤ Δ (П.4), но и ее произвоäной | (t)| ≤ β1 (П.5).

Тоãäа при ∀t > t0 уравнение статики реаëизуется с заäан-

ной то÷ностüþ | (t)| = | f(t) – u(t)| ≤ β1, а управëяþщий

сиãнаë непосреäственно äает оöенку внеøнеãо возìу-
щения u(t) = f(t) ± β1. Этот поäхоä ìожет бытü приìенен

äëя оöенки неизвестных сиãнаëов с заäанной то÷ностüþ
без ввоäа их äинаìи÷еской ìоäеëи при построении на-
бëþäатеëя состояний с сиãìоиäаëüныìи корректируþ-
щиìи возäействияìи.

Дëя произвоäной второãо сëаãаеìоãо V2 кваäрати÷-

ной форìы справеäëива оöенка  = (  – Mσ'(kx)(  –

– kσ(kx) )) ≤ | |(F2 – 0,1Mk(| | – k| |2)). Неравенство

 < 0 при выбранных M (П.3) и k (П.4) обеспе÷ивается
вне обëасти, в которуþ схоäится вторая произвоäная:

| (t)| ≤ 10F2/(Mk) + k  ≤ β2 ≤ Δ(3F2/F + 27 /F2) 

∀t > t0. (П.6)
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