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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Боëüøинство оптиìизаöионных ìетоäов осно-
вано на кëасси÷еских понятиях ìатеìати÷ескоãо
анаëиза (ìонотонностü, непрерывностü, ãраäиент,
сиìпëекс и пр.). В äанной работе акöент äеëается
на эвристику, сëу÷айностü, экспериìент, ëоãику,
спеöиаëüные проöеäуры сортировки реøений. При
этоì нет необхоäиìости в каких-ëибо абстракöиях
теории оптиìизаöии.
Накопитеëüно-сортирово÷ный ìетоä преäна-

зна÷ен äëя реøения оптиìизаöионных заäа÷ сëе-
äуþщеãо виäа:

öеëевая функöия f(x) → min;

оãрани÷ения-неравенства

gm(x) ≥ 0,  m = ; (1)

оптиìизируеìые переìенные x = (x1, x2, ..., xn);
оãрани÷ения на переìенные

a01 ≤  ≤ b01,  i1 = , (2)

a02 ≤  ≤ b02,  i2 = , (3)

при÷еì

G = G(x) = –gm(x), äëя gm(x) < 0.

Оãрани÷ения-равенства hk(x) = 0, k = ,

посреäствоì заìены (x) ≥ 0, k = , своäятся

к оãрани÷енияì-неравенстваì типа (1).
Оãрани÷ения на переìенные (2) и (3) «короб-

÷атоãо» типа. Оãрани÷ения (2) распостраняþтся
на непрерывные переìенные, а оãрани÷ения (3) —
на öеëо÷исëенные переìенные. Посреäствоì за-
ìены переìенных и ввиäу их взаиìно оäнозна÷-
ноãо соответствия äискретные и ëоãи÷еские пере-
ìенные заìеняþтся на öеëо÷исëенные переìен-
ные типа (3).
Какие-ëибо требования к структуре öеëевой

функöии f(x) и оãрани÷ений g(x) отсутствуþт. Мо-
äеëü заäа÷и, поäëежащей оптиìизаöии, ìожет бытü
произвоëüноãо типа впëотü äо наëи÷ия обëастей
неопреäеëенности («÷ерных äыр»), еäинственное
требование — возìожностü рас÷ета и коëи÷ест-
венной оöенки коìпонентов ìоäеëи. Поä реøе-
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ниеì иìеется в виäу ëþбой вектор x = (x1, x2, ..., xn)
как äопустиìый, так и не äопустиìый, оптиìаëü-
ный ëибо не оптиìаëüный.
В зависиìости от ситуаöии поиск ìожет вы-

поëнятüся:
— в строãо äопустиìой обëасти, то естü коãäа

G ≥ 0;
— в квазиäопустиìой обëасти, коãäа G + ε ≥ 0;

при этоì ε > 0 опреäеëяет ìеру возìожноãо нару-
øения оãрани÷ений;

— коãäа оãрани÷ения на обëастü поиска отсут-
ствуþт, т. е. в проöессе оптиìизаöии у÷аствуþт
как äопустиìые (G(x) ≥ 0), так и не äопустиìые
(G(x) < 0) реøения x.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß. ÑÓÙÍÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ

Массив реøений (накопитеëü) p1, p2, ..., pN ìож-
но преäставëятü как ìножество кортежей виäа

p1: x11, x12, ..., x1n, f1, G1,
p2: x21, x22, ..., x2n, f2, G2, (4)

. . .

pN: xN1, xN2, ..., xNn, fN, GN,

ãäе xi1, xi2, ..., xin — собственно коорäинаты ре-
øения xi, fi — зна÷ение öеëевой функöии и Gi —
зна÷ение показатеëя наруøения оãрани÷ений при
x = xi.
С äруãой стороны, накопитеëü (обозна÷иì еãо V)

естü ни ÷то иное, как храниëище необхоäиìой ин-
форìаöии äëя орãанизаöии ìноãоøаãовой проöе-
äуры поиска. Он соäержит опреäеëеннуþ инфор-
ìаöиþ (Vi) äëя ãенераöии новоãо набора реøений
(Vi + 1), в котороì в коне÷ноì итоãе (на итераöии k)
соäержится оптиìуì x* ∈ V *, т. е.

V1  V2  V3 ...  Vk – 1  Vk(V *),

ãäе сиìвоë ⊗ сëеäует пониìатü как набор правиë,
операторов, аëãоритìов и про÷их форìаëüных про-
öеäур, привоäящих к построениþ новоãо, боëее
эффективноãо набора реøений. Данное обстоя-
теëüство опреäеëяет сущностü преäëаãаеìоãо поä-
хоäа и рассìатривается äаëее.
Иìея нескоëüко реøений, ìожно по-разноìу

поëу÷атü новые реøения. При всеì их ìноãообра-
зии принöипиаëüно разëи÷ных поäхоäов äва: на-
правëенный поиск и сëу÷айный поиск [3], к кото-
роìу приìыкаþт и ãенети÷еские аëãоритìы. Рас-
сìатриваеìый поäхоä и соответствуþщий ìетоä —
разновиäностü сëу÷айноãо поиска.
Есëи основу поäхоäа опреäеëяет иäея анаëиза

набора фиксированных реøений, а перехоä в сëе-
äуþщее состояние (о÷ереäная итераöия) выпоëня-
ется посреäствоì ìноãокритериаëüных ìноãоуров-
невых сортировок ìножества реøений, при÷еì ãе-

нераöия новых реøений выпоëняется сëу÷айно, то
ìы иìееì äеëо с ìетоäоì анаëиза накопитеëя, на-
копитеëüныì сортирово÷ныì ìетоäоì (НС-ìето-
äоì). Схеìати÷но сущностü поäхоäа поясняет öе-
по÷ка операöий, преäставëенная на схеìе взаиìо-
äействия:

V0  (V1    )  (V2   

 ) ...  (Vk    )  ...; (5)

V0  (V1    )  (V2    ) ...

...  (Vk    )  ... (6)

Зависиìости (5) сиìвоëизируþт о вкëþ÷ении
Парето-анаëиза (на схеìе — сиìвоë Π) как оäной
из операöий обработки накопитеëя реøений, со-
ãëасно зависиìостяì (6) операöия Парето-анаëиза
не приìеняется. Поëу÷аеì ìоäификаöии ìетоäа
оптиìизаöии, эффективностü которых ìожно оöе-
нитü разве ÷то экспериìентаëüно.
Сìысë сиìвоëики в записях (5) и (6):
V0 — на÷аëüное состояние накопитеëя, пустой

накопитеëü; ΔV0 — набор на÷аëüных реøений, по-
ëу÷енных опреäеëенныì способоì (наприìер, сëу-
÷айно в n-ìерноì пространстве поиска) — необхо-
äиìая инфорìаöия äëя запуска проöеäуры поиска;
ΔVk –1 — набор реøений, поëу÷енных на (k – 1)-й
итераöии проöесса поиска путеì у÷ета уже иìеþ-
щихся реøений бëаãоäаря синтезу оäноиìенных
коорäинат и их варüирования äëя посëеäуþщеãо
äобавëения и анаëиза в накопитеëе; Vk — набор
всех реøений, уже иìеþщихся на (k – 1)-й итера-
öии  и äобавëенных ΔVk – 1, в совокупности
форìируþщих исхоäное состояние накопитеëя на
сëеäуþщей k-й итераöии, т. е. Vk =  ∪ ΔVk – 1;

 — набор реøений накопитеëя, поëу÷енных в
резуëüтате Парето-анаëиза с у÷астиеì критериев
f(x) и G(x), äискретноãо вреìени k, сиìвоëизи-

руþщеãо ãëубину проöесса оптиìизаöии ρ(k), а
также посëеäуþщеãо ранжирования реøений на
основе обобщенной öеëевой функöии F = F(f(x),

G(x), ρ(k));  — набор базовых зна÷ений на k-й

итераöии, поëу÷енных посëе выявëения и потери
бесперспективных реøений, соäержащий теку-
щие резуëüтаты (ëу÷øее äопустиìое реøение, ес-
ëи оно иìеется, Парето-оптиìаëüное неäопусти-
ìое реøение, ëу÷øее по öеëевой функöии, теку-
щее реøение в хоäе итераöионноãо проöесса,
основное оптиìаëüное реøение — оптиìаëüное
по öеëи при äопустиìых оãрани÷ениях ëибо ëу÷-
øее по оãрани÷енияì неäопустиìое реøение);
Ф — сиìвоë отображения реøений посреäствоì
обобщенной öеëевой функöии; R — сиìвоë ран-
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жирования, фиксируþщий необхоäиìостü отыс-
кания и посëеäоватеëüной записи реøений в ìет-
рике обобщенной öеëевой функöии, коãäа все
реøения распоëаãаþтся в поряäке понижения зна-
÷иìости; W — сиìвоë операöии опреäеëения и
фиксаöии ëу÷øих реøений, соäержащихся в на-
копитеëе.
Действитеëüно, в саìоì на÷аëе оптиìизаöии

сëу÷айныì образоì ãенерируется набор реøений
(обы÷но 1000 реøений, т. е. ΔV0 = 1000), и они äо-
писываþтся в «хвост» текущеãо состояния нако-
питеëя V0 (вна÷аëе он пустой). На их основе фор-
ìируется сëеäуþщее соäержиìое накопитеëя V1 в
резуëüтате Парето-оптиìаëüной сортировки (П),
построения обобщенной функöии (Ф) и ранжиро-
вания (R). В резуëüтате поëу÷аеì проìежуто÷ный
ìассив .
Операöия W преäпоëаãает отбор необхоäиìых

реøений из расøиренноãо накопитеëя (из иìеþ-
щихся и äобавëенных реøений в резуëüтате сìе-
øивания и сìещения коорäинат) и опреäеëение
ëу÷øих среäи них на текущей итераöии. Остается
некоторая ÷астü реøений (вна÷аëе обы÷но из
1000 исхоäных реøений оставëяеì 100, а äаëее из
200 сохраняеì 100 ëу÷øих). В резуëüтате заверøа-
ется перехоä к сëеäуþщей итераöии, т. е. V0 → V1,

о ÷еì свиäетеëüствует сиìвоë . Такиì образоì

преäставëен у÷асток V0  (V1    ).
Анаëоãи÷но сëеäует пониìатü посëеäуþщуþ сиì-
воëику записи соãëасно зависиìостяì (5).

2. ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ ÍÎÂÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Новые реøения ìоãут бытü образованы пос-
реäствоì сìеøивания коорäинат разëи÷ных реøе-
ний и посëеäуþщей коррекöией оäной ëибо не-
скоëüких коорäинат прибëизитеëüно так, как это
äостиãается в ãенети÷еских аëãоритìах.

2.1. Ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé

Дëя построения новых реøений xн ìожно вос-
поëüзоватüся разëи÷ныìи поäхоäаìи. Наибоëее
естественные, простые и эффективные среäи них:

— поäхоä, коãäа новое реøение xн опреäеëяется
на основе äвух äруãих реøений накопитеëя x и y,
т. е. xн: θ(y, x), ãäе θ — некоторое правиëо (аëãо-
ритì) взаиìоäействия реøений;

— поäхоä, коãäа новое реøение xн опреäеëя-
ется на основе нескоëüких реøений накопитеëя
x1, x2, ..., xα, т. е. xн: θ(x1, x2, ..., xα).

Рассìотриì нескоëüко поäробнее первый из
них. В этоì сëу÷ае опятü же иìеется нескоëüко ва-
риантов выбора реøений x и y.

Выбор базовоãо (первоãо) реøения (y):
— таковыì сëужит ëу÷øее реøение накопите-

ëя, т. е. первое реøение первого кëастера, поëу÷ен-
ноãо в резуëüтате Парето-ранжирования и посëе-
äуþщей сортировки в преäеëах этоãо кëастера по
обобщенной öеëевой функöии, т. е. y = x1, иëи в

коорäинатной форìе y(i) = x1(i), i = ;
— базовое реøение опреäеëяется как сëу÷айное

реøение первого кëастера, т. е. y = xξ;
— базовое реøение опреäеëяется как сëу÷айное

реøение всего накопитеëя y = xξξ;
— совìестное приìенение пере÷исëенных стра-

теãий по вероятностной схеìе.
Выбор äопоëнитеëüноãо (второãо) реøения (x):
— посëеäоватеëüно у÷аствует каждое реøение

накопитеëя;
— реøения назна÷аþтся сëу÷айно тоëüко из

преäставитеëей первого (ëу÷øеãо) кëастера;
— реøения назна÷аþтся сëу÷айно, в отборе

у÷аствуþт все реøения накопитеëя;
— реøения назна÷аþтся сëу÷айно на основе ре-

øений первого кëастера, но в опреäеëенных сëу÷аях
поäкëþ÷аþтся реøения посëеäуþщих кëастеров.
Допоëнитеëüно, ìноãообразие состояний ìоäе-

ëи заäа÷и форìируется путеì варüирования зна÷е-
ний коорäинат поëу÷енноãо реøения xн на основе
вероятностной схеìы по правиëу:

xi =  + (  – )ξ, (7)

ëибо по правиëу:

xi = (k) + (2ξ – 1)( (k) – (k)), (8)

ãäе ξ — равноìерно распреäеëенное ÷исëо в äиа-

пазоне [0ј1],  и  — ìиниìаëüное и ìак-
сиìаëüное зна÷ения переìенной xi по усëовиþ за-

äа÷и, (k) и (k) — ìиниìаëüное и ìакси-
ìаëüное зна÷ения переìенной xi, опреäеëяеìое на
основе анаëиза зна÷ений накопитеëя реøений на

k-й итераöии, (k) — зна÷ение i-й коорäинаты
новоãо реøения на k-й итераöии.
Зависиìостü (7) опреäеëяет ãëобаëизаöиþ и в

боëüøей ìере испоëüзуется в на÷аëе поиска, за-
висиìостü (8) соответствует ëокаëизаöии проöесса
оптиìизаöии. Характерно, ÷то äанные стратеãии
приìеняþтся постоянно в проöессе оптиìизаöии,
но с разной ÷астотой в зависиìости от ноìера ите-
раöии k, т. е. уäаëенности от на÷аëа проöесса.
Поëу÷енные такиì образоì реøения äописы-

ваþтся в накопитеëü äëя посëеäуþщеãо анаëиза и
искëþ÷ения бесперспективных реøений, при÷еì
объеì накопитеëя сохраняет свое первона÷аëüное
зна÷ение N.
Рассìотриì боëее поäробно сущностü äинаìи-

÷ескоãо проöесса сортировки реøений накопитеëя.
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2.2. Óïðàâëåíèå íàêîïèòåëåì ðåøåíèé. 
Ïðàâèëà âêëþ÷åíèÿ ðåøåíèé â íàêîïèòåëü

Поëу÷ив новое реøение, еãо необхоäиìо срав-
нитü с иìеþщиìися реøенияìи в текущий ìо-
ìент и обосноватü необхоäиìостü вкëþ÷ения в
накопитеëü äëя у÷ета в äаëüнейøей работе. Прин-
öипиаëüной основой зäесü явëяþтся внеøние ус-
ëовия, коãäа поиск äоëжен выпоëнятüся в строãо
äопустиìой обëасти ëибо коãäа обëастü поиска
произвоëüна, т. е. ìожно у÷итыватü как äопусти-
ìые, так и неäопустиìые реøения. В связи с этиì
öеëесообразно рассìотретü äва бëока стратеãии
управëения накопитеëеì.

Стратегии управления при отсутствии 
ограничений на область поиска

При любых зна÷ениях оãрани÷ений gi(x), i = ,
и öеëевой функöии f(x) реøение поступает в Н.
Есëи коорäинаты новоãо реøения совпадают с
оäниì из реøений Н, то оно теряется. Такая
ëоãика позвоëяет избежатü ситуаöии «инфор-
ìаöионной пустоты», коãäа все реøения Н сов-
паäаþт, ÷то наибоëее вероятно при реøении
заäа÷ äискретной иëи öеëо÷исëенной оптиìи-
заöии.
Оãрани÷ение нарушено, но не боëее некотороãо
пороãа оãрани÷ений, тоãäа оно поступает в Н.
Всякое äопустиìое реøение поступает в Н.
Реøение äопустиìое, но в Н не поступает, так
как есть более сильные äопустиìые реøения.
Есëи реøение уступает худшему реøениþ в Н
по öеëи и оãрани÷енияì оäновреìенно, то оно
в Н не поступает.
Реøение äопустиìое, поступает в Н, так как таì
на текущий ìоìент нет допустимых решений.
Новое реøение äопустиìое, оно теряется, так
как уступает худшему äопустиìоìу реøениþ.
Новое реøение äопустиìое, оно не поступает в
Н в связи с теì, ÷то уступает лучшему реøениþ
без наруøения оãрани÷ений (о÷енü жесткий ре-
жиì).

Стратегии управления при поиске 
в допустимой области

В Н поступает любое допустимое решение, äаже
есëи оно уступает хуäøеìу реøениþ Н.
В Н поступает äопустиìое реøение, есëи оно
лучше самого худшего реøения Н.
В Н поступает äопустиìое реøение, есëи оно
лучше самого лучшего реøения Н в текущий ìо-
ìент (на текущей итераöии), это о÷енü жесткий
режиì.
В Н реøение не поступает, есëи оно совпадает
с оäниì из уже иìеþщихся реøений. Совпаäа-
þщие реøения не äубëируþтся.

В Н поступает äопустиìое реøение, есëи оно
уступает тоëüко самому лучшему реøениþ Н.
Стратеãия прохоäа реøений в накопитеëü в зна-

÷итеëüной ìере опреäеëяет эффективностü всей
оптиìизаöионной проöеäуры.

2.3. Ñîðòèðîâêà ðåøåíèé íàêîïèòåëÿ

Такиì образоì, распоëаãая набороì реøений
x1(k), x2(k), ..., xN(k) на k-й итераöии и образуя на
их основе новые реøения x1(k + 1), x2(k + 1), ...,
xL(k + 1), поëу÷аеì новый расøиренный набор ре-
øений x1(k), x2(k), ..., xN(k), x1(k + 1), x2(k + 1), ...,
xL(k + 1), иëи x1, x2, ..., xM, M ≤ N + L, L ≤ N, т. е.
M ≤ 2N. Даëее äëя расøиренноãо äискретноãо на-
бора реøений выпоëняется Парето-оптиìаëüная
сортировка [1] — кëастеризаöия по äвуì показате-
ëяì (критерияì): наруøенныì оãрани÷енияì G(x)
и öеëевой функöии f(x). В резуëüтате первоãо про-
хоäа образуется первый кëастер — набор Парето-
оптиìаëüных реøений, тех реøений, которые не
ìоãут бытü уëу÷øены («перекрыты») äруãиìи ре-
øенияìи накопитеëя, при÷еì оäновреìенно по
этиì äвуì критерияì.
Приìеняя эту проöеäуру к оставøиìся реøе-

нияì, ìожно по анаëоãии поëу÷итü второй кëас-
тер и так äаëее впëотü äо посëеäнеãо. В кажäоì
посëеäуþщеì кëастере реøения буäут ìенее при-
вëекатеëüныìи в контексте оптиìаëüности, оäна-
ко äанное обстоятеëüство не явëяется основаниеì
äëя их забвения, так как на их основе ìожно по-
ëу÷атü äопоëнитеëüные уникаëüные реøения и теì
саìыì повыøатü ка÷ество оптиìизаöии.
В преäеëах кëастера отäатü оäнозна÷ное преä-

по÷тение какоìу-ëибо из реøений не преäстав-
ëяется возìожныì. Поэтоìу öеëесообразно при-
ìенитü ëинейнуþ коìбинаöиþ этих критериев и
выпоëнитü ранжирование по обобщенноìу крите-
риþ F соãëасно зависиìости

F (k)(x) = f (k)(x) + ρ(k)G (k)(x), 

ρ(k) → ∞ при k → ∞, (9)

ãäе k — ноìер итераöии проöесса оптиìизаöии.
Проранжировав соãëасно зависиìости (9) все

реøения накопитеëя, сохраняеì N ëу÷øих; остав-
øиеся реøения в ÷исëе L øтук безвозвратно теря-
þтся. На этоì öикë заверøается, но оптиìизаöия
проäоëжается. Останов ìожно орãанизоватü ëибо
по исте÷ении вреìени, ëибо по äостижениþ за-
äанноãо ÷исëа итераöий k, ëибо нажатиеì кëави-
øи кëавиатуры в произвоëüный ìоìент вреìени.
Моäификаöии ìетоäа преäпоëаãаþт разëи÷ные

стратеãии у÷ета кëастеров. Особенностü закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то наибоëее перспективен первый
кëастер, а äаëее их зна÷иìостü неизбежно снижа-

1 m,
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ется. Теì не ìенее, важно сохранятü ìноãообразие
ãенерируеìых реøений äëя повыøения эффек-
тивности поиска, в тоì ÷исëе и путеì у÷ета äруãих
кëастеров накопитеëя.
Разработанное к настоящеìу вреìени ìатеìа-

ти÷еское и проãраììное обеспе÷ение позвоëяет
оперироватü накопитеëяìи объеìоì от оäноãо äо
тыся÷и реøений (N = 1ј1000). Выбор объеìа на-
копитеëя опреäеëяется сëожностüþ, то÷ностüþ и
вреìенеì реøения. Обы÷но при N = 30(50) уäает-
ся реøатü äостато÷но сëожные оптиìизаöионные
заäа÷и.

3. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÅÒÎÄÀ

Реøения p1, p2, ..., pN, в составе накопитеëя V(k)
соãëасно выражениþ (4) öеëесообразно приìенитü
äëя оöенки схоäиìости проöесса поиска. Дëя это-
ãо äëя кажäой коорäинаты xi сëеäует сна÷аëа оп-

реäеëитü среäнее зна÷ение , а затеì найти от-

кëонения  – xi, просуììироватü их и найти среä-
нее, т. е.

(k) = xji(k),  Δi(k) = | (k) – xji(k)|,

i = ,

ãäе N — ÷исëо реøений, объеì накопитеëя, n —
÷исëо оптиìизируеìых переìенных, k — ноìер
итераöии.
Есëи äиапазон изìенения переìенной xi на те-

кущей итераöии ìенüøе некотороãо зна÷ения ε0,
поиск в äанноì направëении становится ìаëопри-
вëекатеëüныì. Сëеäует с÷итатü найäенное зна÷ение
оптиìаëüныì ëибо проäоëжитü поиск с äруãиì
боëüøиì øаãоì-разìахоì, с÷итая ãëобаëüностü не
äостиãнутой. Преäпо÷тение сëеäует отäатü второ-
ìу утвержäениþ, ÷тобы обеспе÷итü «живу÷естü аë-
ãоритìа» и äвиãатüся äаëüøе.
Дëя этоãо сëеäует испоëüзоватü преäøествуþ-

щуþ анаëоãи÷нуþ инфорìаöиþ, обобщая и ус-
реäняя ее. Тоãäа, иìея ряä Δi(1), Δi(2), ..., Δi(k0),
поëу÷иì

∇i = Δi(k).

Так как ìассив äëя хранения среäних зна÷ений
откëонений иìеет фиксированнуþ äëину k0, с оп-
реäеëенноãо ìоìента новое зна÷ение äоëжно äо-
писыватüся в «хвост», а первое — терятüся, ÷то поз-
воëяет поääерживатü проöесс в äинаìике с неоãра-
ни÷енныì ресурсоì по вреìени. Веëи÷ины Δi(1),
Δi(2), ..., Δi(k0) äоëжны тенäенöиозно стреìитüся к
нуëþ, ÷то опреäеëяет схоäиìостü проöесса опти-

ìизаöии. Есëи на о÷ереäной итераöии Δi(k) < ε0,
öеëесообразно проäоëжатü поиск в разìере ∇i, т. е.

 = xi + ∇i(2ξ – 1), ãäе i — инäекс переìенной,

 — новое сãенерированное зна÷ение на основе
текущеãо зна÷ения накопитеëя переìенной xi, ξ —
сëу÷айное ÷исëо в äиапазоне [0—1].
Есëи и эта веëи÷ина не привоäит к резуëüтату,

т. е. ∇i < ε0, ÷то опятü же свиäетеëüствует о завер-
øении проöесса поиска, то поиск öеëесообразно
проäоëжитü в исхоäноì ìасøтабе

(ξ) = xia + (xib – xia)ξ = xia + Δ ξ,

ãäе xi, xib и xia — текущее, верхнее и нижнее зна-
÷ение i-й переìенной.
Такой поäхоä, с оäной стороны, обеспе÷ивает

схоäиìостü оптиìизаöии, а с äруãой — всеãäа со-
храняется возìожностü ãëобаëизаöии. Есëи су-
ществует боëее сиëüное реøение и оно на текущий
ìоìент не найäено, возìожностü еãо отыскания
всеãäа сохраняется. По существу реаëизуется бес-
коне÷ный проöесс. Дëя еãо останова öеëесообраз-
но воспоëüзоватüся ëибо тайìероì, ëибо оãрани-
÷ениеì ÷исëа итераöий, ëибо требованиеì поëüзо-
ватеëя на основе визуаëизаöии текущеãо проöесса
оптиìизаöии.
Соãëасно методу анализа накопителя (НС-ìе-

тоäу) выхоäная инфорìаöия вкëþ÷ает в себя äо-
пустиìое оптиìаëüное реøение (есëи оно суще-
ствует), ëу÷øее по оãрани÷енияì неäопустиìое
реøение, Парето-оптиìаëüное реøение, ëу÷øее
текущее реøение на посëеäней итераöии, ÷исëо
обращений к ìоäеëи, среäнее вреìя рас÷ета ìоäе-
ëи, ìеру и ÷исëо наруøений кажäоãо оãрани÷ения.
Данная инфорìаöия позвоëяет оöенитü ка÷ество
ìоäеëи и перспективы оптиìизаöионноãо иссëе-
äования.
Дëя проверки правоìерности и эффективности

поäхоäа провоäиëисü коìпüþтерные экспериìен-
ты на основе ìноãо÷исëенноãо набора тестовых
функöий, охватываþщих все ìноãообразие заäа÷
параìетри÷еской оптиìизаöии — äискретные, не-
прерывные, öеëо÷исëенные, буëевы, ìноãоэкстре-
ìаëüные, сìеøанные, заäа÷и кëасса NP (ãаранти-
рованное реøение опреäеëяется тоëüко поëныì
перебороì вариантов). При этоì рассìатриваëисü
реøения с ÷исëоì оптиìизируеìых переìенных 5,
15, 50, 100, 500, ÷то крайне важно при оöенке ра-
ботоспособности ìетоäа.

4. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÄÎÑÒÎÂÅÐÍÎÑÒÈ ÍÑ-ÌÅÒÎÄÀ

Дëя оöенки работоспособности таких аëãорит-
ìов обы÷но поëüзуþтся спеöиаëüныìи тестовыìи
заäа÷аìи [2, 5, 6—14]. Рассìотриì некоторые из
них по бëокаì. Поäробная инфорìаöия преäстав-
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ëена на web-страниöе https://optimnc.wixsite.com/
nc-optim [13].
Блок 1. Что касается реøения таких хороøо из-

вестных в теории параìетри÷еской оптиìизаöии
заäа÷, как заäа÷и Griewangk, Schwefel, Askley, Helix,
Леви, Растриãина, Rosenbrock, Powel, Wood, Kowalik
и äр., то все они быëи поëу÷ены в станäартноì ре-
жиìе без какой-ëибо äопоëнитеëüной настройки
аëãоритìа и ìоäеëи.
Блок 2. Отäеëüноãо вниìания засëуживаþт

äискретные заäа÷и (в отëи÷ие от упоìянутых в
бëоке 1 непрерывных оптиìизаöионных заäа÷), ãäе
и äëя НС-ìетоäа наступаþт опреäеëенные сëож-
ности. К ниì относится и заäа÷а коììивояжера,
на пëоскости и окружности со сëу÷айно распоëо-
женныìи на них объектаìи. Тоãäа при разìер-
ности 100 объектов — то÷ек ÷исëо вариантов со-

ставëяет окоëо 9,332621544394418•10157 еä., и äëя
окружности раäиуса r = 50 ì äëина ìиниìаëüно-
ãо пути не äоëжна превыøатü äëины окружности
L = 314 ì. Нескоëüко независиìых экспериìентов
свиäетеëüствуþт о ãарантированной возìожности
äостижения резуëüтата с показатеëеì L = 400—470 ì
за вреìя, не превосхоäящее приìерно 2 ÷; в трех
сëу÷аях быëи зафиксированы резуëüтаты, бëизкие
к оптиìаëüныì: 279, 316 и 353 ì. Заìетиì, ÷то
иìеþт ìесто ìарøруты, коãäа показатеëü L äости-
ãает 7000 ì и боëее.
Блок 3. Рассìотриì резуëüтаты реøения на

приìере так называеìоãо теста «øахìаты», отно-
сящеãося к труäнореøаеìыì заäа÷аì кëасса NP.
Основное назна÷ение теста — проверитü возìож-
ностü поиска в усëовиях отсутствия траäиöионной
ëоãики поисковых проöеäур. Заäа÷а закëþ÷ается в
тоì, ÷то øахìатнуþ äоску (n = 8) необхоäиìо пок-
рытü ìиниìаëüныì ÷исëоì коней так, ÷тобы все
кëетки оказаëисü поä боеì, заäа÷а иìеет прибëи-

зитеëüно 1020 вариантов реøений. При n = 13 иìе-

еì окоëо 1050 реøений, при n = 22 вариантностü

составëяет 10145 еä. Оптиìаëüное реøение зäесü
ìожет бытü найäено (ãарантировано) тоëüко поë-
ныì перебороì вариантов. При этоì вреìя реøе-
ния на коìпüþтере ориентирово÷но составëяет со-

ответственно окоëо 106 ëет, 1037 ëет и 10132 ëет, ÷то
свиäетеëüствует о сëожности, запреäеëüноì ìно-
ãообразии!
Форìаëüно äанный тест в общеì виäе записы-

вается сëеäуþщиì образоì:
найти ìиниìуì функöии

f = xi, j,

при усëовии, ÷то äëя всех i ∈ 1, ..., n и j ∈ 1, ..., n
иìеет ìесто неравенство

gi, j + gi – 2, j – 1 + gi – 1, j – 2 + gi + 1, j – 2 + gi + 2, j – 1 +
+ gi + 2, j + 1 + gi + 1, j + 2 + gi – 1, j + 2 + gi – 2, j + 1 ≥ 1,

ãäе

gi, j = 

ãäе xi, j — псевäобуëевы переìенные (сëу÷айныì
образоì приниìаþщие зна÷ения 0 иëи 1).
Даëее преäставëены иìеþщиеся выборо÷ные

реøения äëя сëу÷аев, коãäа разìер øахìатной äо-
ски n изìеняется от 4 äо 22, в скобках указаны ëу÷-
øие зна÷ения öеëевой функöии f — рекорäы, най-
äенные с поìощüþ рассìатриваеìоãо аëãоритìа.
Иìееì: n (f) = 4 (4), 5 (5), 6 (8), 7 (10), 8 (12), 9 (14*),
10 (16*), 11 (21*), 12 (25*), 13 (28), 16 (45**), 17 (55**),
20 (71**), 22 (85**). Сиìвоë «звезäо÷ка» свиäетеëü-
ствует о сëожности поëу÷енноãо реøения, опти-
ìаëüностü зäесü не ãарантируется, преäпоëаãаþтся
субоптиìаëüные реøения [15]. Наибоëее интерес-
ны сëу÷аи n = 8 и n = 13. О÷евиäно, при возрас-
тании разìерности вероятностü поиска оптиìуìа
уìенüøается.
Блок 4. Друãой сëожный набор тестов преä-

ставëен в ìатериаëах от÷ета ìежäунароäной кон-
ференöии по пробëеìаì оптиìизаöии [4], ãäе в
основноì рассìатриваþтся непрерывные заäа÷и,
а поиск оптиìуìа «закрыт» разëи÷ныìи форìаëü-
ныìи особенностяìи преäставëенных ìоäеëей.
О÷евиäно, äëя кëасси÷еских оптиìизаöионных ìе-
тоäов такие заäа÷и не разреøиìы. Резуëüтаты ре-
øения äанных заäа÷ G01јG24 преäставëены в
табëиöе.
В стоëбöе «ìоäеëü заäа÷и» сиìвоëоì «звезäо÷-

ка» отìе÷ены тесты, ìоäеëü которых в виäу сëож-
ности реøения быëа тожäественно преобразова-
на относитеëüно исхоäной постановки. Дëя заäа÷
G08, G17 и G18 поëу÷ены боëее то÷ные реøения,
÷еì преäставëенные в от÷ете. Заäа÷а G20 не иìеет
äопустиìых реøений, и нет оснований äëя ее объ-
ективноãо контроëя. Боëüøинство поëу÷енных ре-
øений нахоäится в äопустиìой обëасти, коãäа все
оãрани÷ения выпоëнены, т. е. G(x*) = 0. Уровенü
сëожности опреäеëен на основе анаëиза структуры
ìоäеëи и резуëüтатов работы оптиìизатора.
Блок 5. В работе [14] преäставëены 22 теста из

кëасса оптиìизаöионных заäа÷ без оãрани÷ений
(неоãрани÷енные этаëоны). В заäа÷ах С.1.3, С.1.19
и С.1.21 найäены ранее неизвестные оптиìаëüные
реøения. В заäа÷ах С.2.17 и С.2.18 из бëока «оãра-
ни÷енные этаëоны» поëу÷ено нескоëüко бëизких
реøений, при этоì ìоäеëü преäставëяется не впоë-
не корректной.i 1=

n

∑
j 1=

n

∑

xi j, есëи 1 i n≤ ≤( ) 1 j n≤ ≤( ),∧,

0 в противноì сëу÷ае,,⎩
⎨
⎧
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Блок 6. Особый интерес преäставëяет заäа÷а с
разëи÷ныìи типаìи неупоряäо÷енных переìенных
такоãо соäержания:
необхоäиìо найти ìиниìаëüное зна÷ение функ-

öии

F(x, A, B, C) = Ax2 + Bx + C → min,

опреäеëенной на интерваëе [0—10 000], искëþ÷ая
пятü поäынтерваëов: от 1 äо 1,5, т. е. [1—1,5], äаëее
[3—5], [7—10], [15—40], [60—90].
Параìетр А иìеет 100 öеëо÷исëенных зна÷е-

ний, распоëоженных в посëеäоватеëüности: 98, 96,
97, 99, 100, 91, 94, 95, 92, 93, 7, 8, 9, 10, 2, 3, 4, 5,
6, 89, 81, 82, 83, 86, 87, 88, 84, 85, 90, 35, 36, 37, 31
32, 33, 34, 38, 39, 40, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 14,
19, 20, 53, 54, 51, 52, 55, 56, 57, 1, 59, 60, 58, 44, 43,
47, 48, 45, 46, 41, 42, 49, 50, 63, 64, 61, 62, 65, 66,
67, 68, 69, 70, 78, 79, 80, 71, 72, 75, 76, 73, 74, 77,
21, 22, 23, 24, 25, 26, 28, 29, 27, 30.
Параìетр В опреäеëен пятüþ дискретными зна-

чениями [–0,344; –0,785; 9,1; –10,9; 55].
Параìетр C иìеет äва зна÷ения [1, 0] — булева

переìенная.
Переìенная x непрерывна в äиапазоне

[1—10 000].
Необхоäиìо, ÷тобы А + В + С > 0, а зна÷ение

АВ > –0,8. Ко всеìу про÷еìу, зна÷ение арãуìента
функöии сëеäует опреäеëитü преäеëüно то÷но (это
требование фиксирует схоäиìостü в связи с вы÷ис-
ëитеëüныìи поãреøностяìи аëãоритìа, «ãëубину»
поиска при наëи÷ии непрерывных переìенных).

По существу иìееì сìеøаннуþ заäа÷у с разëи÷-
ныìи типаìи неупоряäо÷енных переìенных (ìо-
нотонностü, непрерывностü, äифференöируеìостü
и про÷ие усëовности оптиìизаöии отсутствуþт),
опреäеëеннуþ кусо÷но, и при наëи÷ии äвух функ-
öионаëüных оãрани÷ений.
Мноãократные запуски проãраììы-оптиìиза-

тора [16] показаëи 100 %-þ наäежностü поëу÷ения
äостоверноãо реøения за 1—20 с работы коìпüþ-
тера среäнеãо кëасса (типа Acer Aspire C22-820).
При этоì поãреøностü опреäеëения непрерывной

коорäинаты составиëа 10–9—10–10 иëи 10—11 зна-
ков в ìантиссе, наприìер 2,99999999998250, ÷то
свиäетеëüствует о высокой схоäиìости ìетоäа.
Оптиìаëüное реøение: öеëевая функöия f(x1, x2,

x3, x4) = 1,07249996069797; öеëо÷исëенная переìен-
ная x1 = 1, äискретная переìенная x2 = –0,785; ëо-
ãи÷еская переìенная x3 = 0, непрерывная пере-
ìенная x4 = 1,50000000001672.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В закëþ÷ение сфорìуëируеì основные вывоäы.
Изëожен новый поäхоä к реøениþ заäа÷ пара-

ìетри÷еской оптиìизаöии. Рассìотрены основные
проöеäуры изëоженноãо ìетоäа, их взаиìосвязü и
посëеäоватеëüностü приìенения.
Разработано проãраììное обеспе÷ение и не-

скоëüко ìоäификаöий ìетоäа, провеäена их ап-

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ G01—G25 [4]

Моäеëü заäа÷и Сëожностü Ка÷ество реøения Зна÷ение оãрани÷ений Цеëü 

G01 3 Достоверно (просто) 0 –15
G02 9 Достоверно 0 –0,803618472632700
G03 9—10 Достоверно (сëожно) 0 –0,999997491623985
G04 3—5 Достоверно (просто) 0 –30 665,5388872998
G05 8—9 Достоверно (сëожно) 0 5126,80668255243
G06 1—2 Достоверно (просто) 0 –6 961,81087343529
G07 1—2 Достоверно (просто) 0 25,0531296505572
G08 3—5 Достоверно (просто) 0 –0,105458911312976
G09 5 Достоверно (просто) 0 680,633990673840
G10* 10 Достоверно (сëожно) 0 7049,24797069537
G11 1—2 Достоверно (просто) 0 0,75000000
G12 5 Достоверно (просто) 0 –1,00000000000000
G13 9—10 Достоверно (сëожно) 0 0,05401085049234521
G14 5—7 Достоверно 0 –47,4785194571968
G15 5—7 Достоверно 0 –961,718467443156
G16 3—7 Достоверно 0 –1,90515505505526
G17 5—7 Достоверно 0 8 829,74501927317
G18 5—7 Достоверно 0 –0,866025233067233
G19 9—10 Достоверно (сëожно) 0 –32,9022500988993
G20 1—10 (не ясно) Не опреäеëено 0,758575821066371 0,06847236591050188
G21* 10 Достоверно (сëожно) 0,000720244352123 193,761578718546
G22* 10 Достоверно (сëожно) 0,000000000000011 236,746535851213
G23* 10 Достоверно (сëожно) 0 –400,000018998981
G24 1—3 Достоверно (просто) 0 –5,50801327159533

G x*( ) F x*( )
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робаöия на ìноãо÷исëенных тестовых функöиях,
преäставëяþщих все ìноãообразие заäа÷ параìет-
ри÷еской оптиìизаöии.
Коìпüþтерные экспериìенты свиäетеëüствуþт

о высокой эффективности ìетоäа при реøении
всех типов заäа÷ параìетри÷еской оптиìизаöии на
основе еäиноãо аëãоритìа, не ìеняя проãраììный
коä, фиксируя особенности конкретной заäа÷и
ëиøü при ввоäе инфорìаöии. Данное обстоятеëü-
ство сëужит основаниеì с÷итатü äанный поäхоä и
соответствуþщий ìетоä äостато÷но универсаëü-
ныìи при реøении заäа÷ параìетри÷еской опти-
ìизаöии.
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DATA ACCUMULATION AND SORTING METHOD 
FOR SOLVING PARAMETRIC OPTIMIZATION PROBLEM
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Abstract. It is noted that optimization problem is highly relevant for complex system development. However,
such optimization is difficult since there are no reliable methods that give efficient solutions regardless of the
features of a specific mathematical model. Developing a method for solving arbitrary parametric optimization
problems is a complicated but highly relevant task. The new approach is considered, which is based on heu-
ristics and experiments. It uses special truncation and sorting procedures, Pareto methods, and random process
theory methods. The software implementation and multiple modifications of the method proposed are de-
veloped and tested with a number of highly complex test functions covering the entire range of parametric op-
timization problems. It is shown experimentally that the approach proposed is highly efficient. The method
can be applied for solving complex research problems and its software can become a part of large integrated
systems such as CADs, smart systems, etc. where multivariate analysis is used for decision making.
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