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Переìещение ãрузов ìостовыìи кранаìи (МК)
с нежесткиì канатныì поäвесоì ãруза вызывает
ìаятниковые коëебания ãруза, в которых присутст-
вует неуправëяеìая коìпонента. Коëебания зна-
÷итеëüно увеëи÷иваþт вреìя öикëа МК, снижаþт
произвоäитеëüностü и безопасностü работ [1—3].
Возрастает опасностü стоëкновения ãруза с объек-
таìи, присутствуþщиìи в зоне переìещений, при
этоì вероятны поврежäения ãруза, äруãих объек-
тов и саìоãо МК. В связи с этиì öеëесообразно
поëное поäавëение неуправëяеìой коìпоненты
ìаятниковых коëебаний ãруза как при еãо переìе-
щении, так и при äостижении ãрузоì öеëевой то÷-
ки [4]. Особенно это актуаëüно при переìещении
опасных ãрузов: еìкостей с жиäкиì ìетаëëоì, ãо-
рþ÷иìи жиäкостяìи и äр.
Норìированные управëяеìые откëонения ãру-

зовоãо каната МК от ãравитаöионной вертикаëи
при переìещении ãрузов необхоäиìы. Сообщитü
ãрузу ãоризонтаëüные ускорения без откëонений

ãрузовоãо каната от вертикаëи невозìожно. Но при
этоì öеëесообразно, ÷тобы указанные откëонения
быëи кратковреìенныìи и не превыøаëи заäан-
ных преäеëов.
Известны анаëити÷еские зависиìости опти-

ìаëüноãо и квазиоптиìаëüноãо режиìов управëе-
ния ìаятниковой систеìой с поäвижной то÷кой
поäвеса äëя заäа÷и наискорейøеãо разãона (тор-
ìожения) с ãаøениеì коëебаний [4]. На скоростü
и ускорение то÷ки поäвеса наëожены оãрани÷е-
ния. Неäостаток известноãо способа: рассìотре-
ние тоëüко ìаëых коëебаний ìаятника вокруã
поëожения равновесия, отсутствие опреäеëенноãо
(преäеëüноãо) зна÷ения уãëа откëонения ãрузовоãо
каната МК от вертикаëи. Оптиìаëüное управëение
носит реëейный характер: ускорение то÷ки поäве-
са приниìает ëиøü ãрани÷ные зна÷ения. Гаøение
коëебаний ìаятника происхоäит не на всеì интер-
ваëе вреìени рабо÷еãо öикëа, а ëиøü к конöу раз-
ãона иëи переìещения систеìы [4].
Известны работы по реøениþ заäа÷и быстро-

äействия äëя неëинейноãо ìаятника (привеäение
неëинейноãо ìаятника в устой÷ивое нижнее поëо-

Реøена посëеäоватеëüностü заäа÷ оäнопараìетри÷еской оптиìизаöии äëя нахожäения
проãраììноãо управëения то÷кой поäвеса ãруза ìостовоãо крана в заäа÷е терìинаëü-
ноãо навеäения. Рассìотрена пробëеìа раска÷ивания ãруза, переìещаеìоãо ìостовыì
краноì. Преäëожен способ реøения заäа÷и переìещения ãрузовой теëежки ìостовоãо
крана на заäанное расстояние, при котороì происхоäит поëное поäавëение неуправ-
ëяеìых ìаятниковых пространственных коëебаний ãруза на канатноì поäвесе. При-
ìенен принöип перес÷ета вреìенной зависиìости уãëов откëонения ãрузовоãо каната
от вертикаëи в зависиìости ускорений, скоростей и переìещений то÷ки поäвеса ãруза
на ãрузовой теëежке. У÷тены кинеìати÷еские оãрани÷ения на переìещения то÷ки поä-
веса ãруза в виäе ìаксиìаëüно äостижиìых ускорений и скоростей ìоста и ãрузовой
теëежки крана.
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жение равновесия) [5, 6]. Оäнако рассìатривается
систеìа с непоäвижной то÷кой поäвеса и приëо-
женныì по уãëовой коорäинате ìаятника ìоìен-
тоì. Кроìе тоãо, в известных работах не у÷итыва-
ется äиссипаöия энерãии. Уравнения ìаятника с
фиксированной то÷кой поäвеса не поäхоäят äëя
описания рассìатриваеìой в настоящей работе за-
äа÷и как по структуре, так и по вхоäящиì в них па-
раìетраì.
При реøении заäа÷и ãаøения коëебаний ãру-

зов на канатноì поäвесе с поäвижной верхней
то÷кой поäвеса (с поäвижныì основаниеì) нахо-
äят приìенение такие совреìенные поäхоäы, как
приìенение ПД- и ПИД-реãуëяторов [7—11], ап-
парата не÷еткой ëоãики [3, 12] и shaping-аëãорит-
ìов [13, 14]. В соответствии с ниìи осуществëя-
ется управëение траекторией верхней то÷ки поä-
веса ãруза.
Известные способы при всех своих разëи÷иях

иìеþт, в пониìании автора, общий неäостаток —
сравнитеëüно боëüøуþ поãреøностü реаëизаöии
как уãëа откëонения ãрузовоãо каната МК от вер-
тикаëи, так и ëинейных коорäинат переìещения
ãруза. Неуправëяеìая коìпонента ìаятниковых
коëебаний ãруза поäавëяется не поëностüþ. Вреìя
переìещения при ãаøении коëебаний, как прави-
ëо, увеëи÷ивается.
Цеëесообразна разработка такоãо аëãоритìа,

который при заäанных оãрани÷ениях в виäе ìак-
сиìаëüных скорости и ускорения поäвижной то÷-
ки поäвеса ãруза на МК (ãрузовой теëежки) син-
тезироваë бы непрерывное (бесступен÷атое, не ре-
ëейное) управëение то÷кой поäвеса при поìощи
÷астотно-реãуëируеìых привоäов МК. Такиìи при-
воäаìи оснащается ряä изãотовëяеìых в настоя-
щее вреìя МК. Аëãоритì äоëжен также у÷итыватü
возìожностü боëüøих уãëов откëонения ãрузовоãо
каната от ãравитаöионной вертикаëи, ÷то позво-
ëит повыситü скоростü переìещения и произвоäи-
теëüностü МК. На преäеëüный уãоë откëонения
ãрузовоãо каната в проöессе разãона и торìожения
МК также äоëжны бытü наëожены жесткие оãра-
ни÷ения в виäе еãо то÷ноãо äостижения. Выпоë-
нение этоãо усëовия повысит произвоäитеëüностü
МК с у÷етоì äостижения ìаксиìаëüных зна÷ений
скорости и ускорения поäвижной то÷ки поäвеса.

1. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Принята ìатеìати÷еская ìоäеëü пëоскоãо ìа-
ятника с поäвижной то÷кой поäвеса. В проöессе
вы÷исëитеëüных экспериìентов быëо установëе-
но, ÷то äëя ìаëых зна÷ений уãëов откëонения ка-
ната (ìенее 5°) пространственные коëебания ãруза

ìоãут бытü со сравнитеëüно небоëüøой поãреø-
ностüþ преäставëены как суперпозиöия коëебаний
в äвух взаиìно перпенäикуëярных пëоскостях.
Дëя систеìы пëоскоãо ìаятника быëи приняты

обозна÷ения: m — ìасса ãруза, кã; L — äëина ãру-
зовоãо каната МК от поäвижной то÷ки поäвеса на
ãрузовой теëежке (öентр бëока роëиков поëиспас-
та) äо öентра ìасс ãруза, ì; b — привеäенный к уã-
ëовой коорäинате коэффиöиент вязкоãо трения,
заäаþщий ìеру äиссипаöии энерãии, Н•ì•с/раä;
q, ,  — уãоë откëонения ãрузовоãо каната МК от
ãравитаöионной вертикаëи и еãо первые äве про-
извоäные по вреìени, соответственно раä, раä/с,

раä/с2; g = 9,81 — ускорение свобоäноãо паäения,

ì/с2;  — ëинейное ускорение то÷ки поäвеса ãруза
в ãоризонтаëüноì направëении äвижения ãрузо-

вой теëежки, ì/с2.
Систеìу пëоскоãо ìаятника в боëüøих переìе-

щениях (äопускаþтся откëонения ãрузовоãо кана-
та свыøе 10...15°) описывает известное неëиней-
ное äифференöиаëüное уравнение второãо поряä-
ка виäа [15—18]

 + (2b/m)  + (g/L)sin(q) + ( /L)cosq = 0. (1)

При иссëеäованиях быëи приняты äопущения
о постоянстве äëины ãрузовоãо каната L в проöес-
се переìещения ãруза, о бесступен÷атоì характере
реãуëирования скорости  и ускорения  разãона
и торìожения то÷ки поäвеса ãруза (ãрузовой те-
ëежки МК, ÷то обеспе÷ивает ÷астотно-реãуëиру-
еìый привоä) в ãоризонтаëüноì направëении и о
пренебрежиìо ìаëоì вëиянии ìассы переìещае-
ìоãо ãруза и поäвижных звенüев МК на управëя-
еìые параìетры скорости  и ускорения  то÷ки
поäвеса.
Рассìатриваëся эëеìентарный такт переìеще-

ния. Груз из состояния покоя на вертикаëüноì
канатноì поäвесе переìещается МК на заäанное
расстояние lx за вреìя T. Посëе переìещения
(в ìоìент вреìени T ) ãруз также нахоäится в со-
стоянии, бëизкоì к состояниþ покоя (отсутствие
остато÷ных коëебаний). Такиì образоì, в заäа÷е
присутствуþт не тоëüко оãрани÷ения, но и крае-
вые усëовия.
Приняты обозна÷ения преäеëüных (ìаксиìаëü-

но äопустиìых) абсоëþтных зна÷ений скорости и
ускорения то÷ки поäвеса ãруза  и 

соответственно, преäеëüноãо уãëа откëонения
ãрузовоãо каната от вертикаëи qlim, абсоëþтных
пороãовых (ниже которых краевые усëовия с÷ита-
þтся выпоëненныìи) зна÷ений уãëа каната, еãо
скорости и ускорения qt,  и  соответственно,

q· q··

x··

q·· q· x··

x· x··

x· x··

x· lim x··lim

q· t q··t
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абсоëþтных пороãовых зна÷ений откëонения ко-
орäинаты то÷ки поäвеса, ее скорости и ускорения
xt,  и  соответственно.

Цеëевая функöия, краевые усëовия и оãрани÷е-
ния заäа÷и иìеþт виä:

T → min, (2)

|q|t = 0, T  ≤ qt,  | |t = 0, T  ≤ ,  | |t = 0, T  ≤ ,

|x|t = 0 ≤ xt, |x|t = T – lx ≤ xt,  | |t = 0, T  ≤ , (3)

| |t = 0, T  ≤ ,

|q(t)| ≤ qlim,  | (t)| ≤ ,

| (t)| ≤  ∀t ∈ [0, T ]. (4)

2. ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Дëя уìенüøения вы÷исëитеëüных затрат быëо
преäëожено преäставитü исхоäнуþ заäа÷у как пос-
ëеäоватеëüностü заäа÷ оäнопараìетри÷еской оп-
тиìизаöии äëя нахожäения проãраììноãо управ-
ëения в заäанноì кëассе äëя заäа÷и терìинаëüно-
ãо навеäения.
Вреìенная зависиìостü ускорения то÷ки поä-

веса ãруза  = f(t) быëа поëу÷ена в анаëити÷ес-
коì виäе по преäëоженной автороì ìетоäике в
виäе суììы ÷етырех эëеìентарных сиãìоиäаëü-
ных функöий по вреìенной зависиìости q = f(t)
уãëа накëона ãрузовоãо каната МК [1, 9, 19]:

q(t) = A/(  + 1) – A/(  + 1) +

+ A/(  + 1) – A/(  + 1), (5)

ãäе А — аìпëитуäа уãëа накëона ãрузовоãо каната
МК во вреìя переìещения ãруза, раä; k — коэф-
фиöиент крутизны нарастания и спаäа зна÷ения
уãëа q; c1 и c2 — вреìенные зна÷ения ëокаëüных
öентров нарастания и спаäа уãëа накëона ãрузово-
ãо каната МК в поëожитеëüноì направëении (раз-
ãон МК с ãрузоì), с; c3 и c4 — вреìенные зна÷ения
ëокаëüных öентров нарастания и спаäа уãëа накëо-
на ãрузовоãо каната МК в отриöатеëüноì направ-
ëении (торìожение МК с ãрузоì при прибëиже-
нии к öеëевой то÷ке), с.
Выражение (5) позвоëиëо преäставитü исхоä-

нуþ заäа÷у как посëеäоватеëüностü заäа÷ оäно-
параìетри÷еской оптиìизаöии. Сна÷аëа путеì
äифференöирования выражения (5) осуществëяë-
ся вывоä анаëити÷еских выражений скорости и ус-
корения уãëа накëона каната. Даëее по ниì ÷ис-
ëенно опреäеëяëисü ускорения, скорости и пере-

ìещения то÷ки поäвеса. Сравнитеëüно простой
виä выражения (5) позвоëиë поëу÷итü ÷астü выра-
жений пере÷исëенных выøе параìетров в анаëи-
ти÷ескоì виäе, ÷то повысиëо то÷ностü и устой-
÷ивостü реøения, а также, как поäтверäиëи äаëü-
нейøие вы÷исëитеëüные иссëеäования, выпоëнитü
все краевые и ãрани÷ные усëовия заäа÷и.
Существуþт такие зна÷ения T > 0, äëя которых

краевые усëовия (3) выпоëняþтся. Это обеспе÷и-
вается свойствоì стреìëения к нуëþ произвоäных
сиãìоиäаëüной функöии в преäеëах на пëþс бес-
коне÷ности и на ìинус бесконе÷ности арãуìента.
При ввеäении проìежуто÷ных переìенных

λ1 = , λ2 = , λ3 =  и λ4 = 

анаëити÷еские выражения первой  и второй 
произвоäных уãëа накëона каната, поëу÷енных
äифференöированиеì (5) иìеþт виä:

(t) = Akλ1/(λ1 + 1)2 – Akλ3/(λ3 + 1)2 –

– Akλ2/(λ2 + 1)2 + Akλ4/(λ4 + 1)2; (6)

(t) = Ak2λ4/(λ4 + 1)2 – Ak2λ2/(λ2 + 1)2 –

– Ak2λ3/(λ3 + 1)2 + 2Ak2 /(λ1 + 1)3 +

+ 2Ak2 /(λ2 + 1)3 – 2Ak2 /(λ3 + 1)3 –

– Ak2λ1/(λ1 + 1)2 – 2Ak2 /(λ4 + 1)3. (7)

Зависиìостü ускорения то÷ки поäвеса  от ос-
таëüных переìенных уравнения (1) иìеет виä:

 = –L(  + 2b /m + g•sinq/L)/cosq. (8)

Вывоä анаëити÷еских выражений интеãраëов
(t) и x(t) затруäнен. Поэтоìу вектор äискретных

зна÷ений ускорения то÷ки поäвеса , поëу÷енных
по зависиìости (8) путеì поäстановки ÷исëенных
зна÷ений, поëу÷енных по форìуëаì (6) и (7) äëя
разëи÷ных ìоìентов вреìени t ∈ [0, T ] с опреäе-
ëенныì øаãоì äискретизаöии, ìожет бытü äваж-
äы проинтеãрирован при поìощи известноãо ÷ис-
ëенноãо ìетоäа трапеöий [20].
Схеìати÷но посëеäоватеëüностü поëу÷ения вре-

ìенных зависиìостей ускорения, скорости и пе-
реìещения то÷ки поäвеса по заäанной функöии
уãëа (5) в äискретные ìоìенты вреìени ìожно
преäставитü в виäе:

(9)

x· t x··t

q· q· t q·· q··t

x· x· t

x·· x··t

x· x· lim

x·· x··lim

x··

e
k c1 t–( )

e
k c3 t–( )

e
k c2 t–( )–

e
k c4 t–( )–

e
k c1 t–( )

e
k– c2 t–( )

e
k c3 t–( )

e
k– c4 t–( )

q· q··

q·

q··

λ1
2

λ2
2 λ3

2

λ4
2

x··

x·· q·· q·

x·

x··

q(t) (t) (t) (t)

(t) x(t).

d/dt (6) q· d/dt (7) q·· (8) x·· ∫dt

∫dt x· ∫dt

Анаëити÷еские выражения

Чисëенное интеãрирование

⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎬ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎫

⎭ ⎪ ⎪ ⎪ ⎬ ⎪ ⎪ ⎪ ⎫
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Боëüøая ÷астü схеìы (9) вы÷исëяется по ана-
ëити÷ескиì зависиìостяì, поэтоìу поëу÷аеìые
зна÷ения x(t) характеризуþтся высокой то÷нос-
тüþ. Схеìа (9) также характеризуется высокиì
быстроäействиеì и вы÷исëитеëüной устой÷ивос-
тüþ. При äостато÷но крупноì øаãе ÷исëенноãо
интеãрирования 0,01 с абсоëþтная поãреøностü
зна÷ений x(t) по сравнениþ с реøениеì исхоäноãо
уравнения (1) ìетоäоì Рунãе — Кутты ÷етвертоãо

поряäка составëяет не боëее 7•10–6 ì. Цикë об-
с÷ета по схеìе (9) отäеëüноãо переìещения в сис-
теìе MATLAB с äвойной то÷ностüþ äëя зна÷ения
T = 20 с и øаãа по вреìени 0,01 с заниìает не бо-
ëее 0,03 с ìаøинноãо вреìени на ПК среäней про-
извоäитеëüности (AMD Athlon 64 X2 Dual Core
Processor 5600 + 2,90 GHz).
Экстреìаëüные зна÷ения скорости и ускорения

то÷ки поäвеса (t) и (t), необхоäиìые äëя про-
верки оãрани÷ений (4), а также коне÷ное зна÷ение
переìещения то÷ки поäвеса x(T ) ìоãут бытü най-
äены тоëüко посëе заверøения öикëа обс÷ета от-
äеëüноãо переìещения ãруза МК.
Дëя обеспе÷ения ãрани÷ных (4) и краевоãо

x(Т ) → lx усëовий заäа÷и, а также äëя ìиниìиза-
öии вреìени переìещения (2) быëи ввеäены три
параìетра интерваëов вреìени переìещения ãру-
за МК:

ΔtP — интерваë вреìени от öентра эëеìентар-
ной возрастаþщей сиãìоиäы äо ìоìента вреìени
ранее, коãäа зна÷ение функöии составëяет äоëþ
(1 – P) от аìпëитуäы A уãëа откëонения каната;

Δt1 = c2 – c1 = c4 – c3 — интерваë вреìени ìежäу
öентраìи äвух эëеìентарных сиãìоиä на рост и на
спаä (ìежäу öентраìи первоãо и второãо иëи тре-
тüеãо и ÷етвертоãо сëаãаеìых выражения (5));

Δt2 = (c1 + c2)/2 – (c3 + c4)/2 — интерваë вреìени
ìежäу среäниì арифìети÷ескиì öентров эëеìен-
тарных сиãìоиä первых äвух сëаãаеìых и посëеä-
них äвух сëаãаеìых выражения (5).
Суììа зна÷ений трех указанных параìетров ин-

терваëов вреìени составëяет поëное вреìя переìе-
щения ãруза и то÷ки еãо поäвеса: Т = Δt1 + Δt2 + 2ΔtP.

Коэффиöиент k крутизны нарастания и спаäа
зна÷ения уãëа q в эëеìентарной сиãìоиäе (сëаãае-
ìые выражения (5)) связан со зна÷енияìи P и ΔtP
зависиìостüþ k = ln(1/P – 1)/(–ΔtP).

Веëи÷ина P ìожет рассìатриватüся как äопоë-
нитеëüный второстепенный параìетр аëãоритìа.
При сëожении äвух эëеìентарных сиãìоиä на

возрастание и спаä, коãäа их вреìенные öентры
(c1 и c2 ëибо c3 и c4) распоëожены äостато÷но бëиз-
ко äруã к äруãу, иìеет ìесто некоторое незна÷и-
теëüное уìенüøение аìпëитуäы суììарной воëны.

Дëя обеспе÷ения то÷ноãо равенства факти÷ес-
кой аìпëитуäы уãëа откëонения каната МК за-
äанноìу зна÷ениþ Atrue, зна÷ение A в выражениях
(5)—(7) опреäеëяëосü по зависиìости:

A = Atrue(1 + )/(  – 1). (10)

Допоëнитеëüныìи вы÷исëитеëüныìи экспе-
риìентаìи быëа поäтвержäена выäвинутая ãипо-
теза о попарных функöионаëüных (пряìо про-
порöионаëüных) взаиìосвязях ìежäу фактораìи и
показатеëяìи: ΔtP и , Δt1 и , Δt2 и x(T ). Не-

зависиìое (выпоëняеìое по отäеëüности) увеëи-
÷ение кажäоãо из трех факторов (интерваëов вре-
ìени) ΔtP, Δt1 и Δt2 всеãäа, при про÷их постоянных
факторах, привоäит к снижениþ ìаксиìаëüноãо
ускорения то÷ки поäвеса  = max| (t)|, уве-

ëи÷ениþ ìаксиìаëüной скорости то÷ки поäвеса
 = max| (t)| и увеëи÷ениþ поëноãо переìеще-

ния то÷ки поäвеса x(T ) соответственно:

ΔtP ↑ ⇒  ↓;  Δt1 ↑ ⇒  ↑;  Δt2 ↑ ⇒ x(T ) ↑.

Вëияние изìенения кажäоãо интерваëа вреìе-
ни на изìенение äвух äруãих кинеìати÷еских па-
раìетров из тройки [max| (t)|, max| (t)|, x(T )] не-
зна÷итеëüно, на поряäки ìенüøе.
О÷евиäно, ÷то äëя ìиниìизаöии поëноãо вре-

ìени переìещения ãруза (2) переìещатü то÷ку
поäвеса необхоäиìо с ìаксиìаëüно возìожныìи
ускоренияìи и скоростяìи.
Быëи ввеäены три функöии, кажäая из которых

неявно зависит от оäноãо из арãуìентов (интерва-
ëов вреìени) ΔtP, Δt1 и Δt2:

fP(ΔtP) = || | – |,  f1(Δt1) = || | – |,

f2(Δt2) = |x(T ) – lx|. (11)

Функöии (11) позвоëиëи, не прибеãая к ìноãо-
ìерной оптиìизаöии, выпоëнитü краевые усëовия
(3) и оãрани÷ения (4) заäа÷и путеì посëеäоватеëü-
ной оäнопараìетри÷еской оптиìизаöии в итера-
öионноì режиìе. Поряäок посëеäоватеëüной
оäнопараìетри÷еской оптиìизаöии соответствует
поряäку записи функöий в выражении (11).
Выпоëняëасü посëеäоватеëüная ìиниìизаöия

функöий (11) ÷исëенныìи ìетоäаìи зоëотоãо се÷е-
ния и парабоëи÷еской интерпоëяöии [21] в äопус-
тиìых интерваëах вреìени [ΔtPmin, ΔtPmax], [Δt1min,
Δt1max] и [Δt2min, Δt2max] соответственно в окрестнос-
ти то÷ки на÷аëüных усëовий [ΔtPinit, Δt1init, Δt2init].

x· x··

e
kΔt1( )/2

e
kΔt1( )/2

x··max x·max

x··max x··

x·max x·

x··max x·max

x·· x·

x··max x··lim x·max x· lim
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Сна÷аëа ìиниìизироваëасü функöия fP(ΔtP).

Дëя вы÷исëения  = max| (t)| при разëи÷ных

зна÷ениях ΔtP выпоëняëся обс÷ет отäеëüноãо пере-

ìещения ãруза по схеìе (9).
Поëу÷енное оптиìаëüное зна÷ение арãуìента

функöии fP(ΔtP) испоëüзоваëосü как на÷аëüное

зна÷ение (ΔtP)init при поиске ìиниìуìа функöии

f1(Δt1). Оптиìаëüное зна÷ение арãуìента функöии

f1(Δt1) в своþ о÷ереäü испоëüзоваëосü как на÷аëü-

ное зна÷ение Δt1init при поиске ìиниìуìа функöии

f2(Δt2). Наконеö, при перехоäе к новой итераöии

посëеäоватеëüной оäнопараìетри÷еской оптиìи-
заöии, оптиìаëüное зна÷ение арãуìента функöии
f2(Δt2) испоëüзоваëосü как на÷аëüное зна÷ение Δt2init

при поиске ìиниìуìа функöии fP(ΔtP). Даëее öикë

итераöии повторяëся.
Дëя опреäеëения оптиìаëüных зна÷ений арãу-

ìентов [ΔtP, Δt1, Δt2], посëеäоватеëüная оäнопара-

ìетри÷еская оптиìизаöия функöий (11) выпоëня-
ëасü äважäы, т. е. всеãо за äве итераöии. Вы÷исëи-
теëüные иссëеäования показаëи, ÷то äвух итераöий
äостато÷но во всех рас÷етных сëу÷аях äëя поëу-
÷ения реøения заäа÷и с приеìëеìой то÷ностüþ
(поãреøностüþ не боëее 0,001 соответствуþщих
еäиниö изìерения ëинейных ускорений, скоро-
стей и переìещений).
Поскоëüку посëеäней в итераöии выпоëняется

оптиìизаöия функöии f2(Δt2), краевое усëовие

x(T ) → lx всеãäа выпоëняется посëе окон÷ания ëþ-

бой итераöии оäнопараìетри÷еской оптиìизаöии
функöий (11). Также ìаксиìаëüное абсоëþтное
зна÷ение уãëа откëонения каната всеãäа, всëеäст-
вие перви÷ности заäания анаëити÷еской зависи-
ìости q(t) в схеìе (9) с у÷етоì коррекöии (10), рав-
но преäеëüноìу уãëу откëонения ãрузовоãо каната
от вертикаëи: max|q(t)| = qlim.

В то же вреìя, посëе реøения заäа÷и оптиìаëü-
ноãо по быстроäействиþ переìещения, ìаксиìаëü-
ные абсоëþтные зна÷ения скорости и ускорения
ãрузовой теëежки МК в оптиìаëüноì проöессе пе-
реìещения МК не всеãäа äостиãаþт преäеëüных
зна÷ений  и  соответственно.

В списке независиìых параìетров на÷аëüных
усëовий заäа÷и (lx, , , m, L, b, qlim) посëеä-

ний параìетр преäеëüноãо уãëа qlim, в отëи÷ие от

всех остаëüных (как правиëо, жестко реãëаìенти-
рованных ëибо техноëоãией проöесса, ëибо конст-
руктивныìи оãрани÷енияìи реаëüных привоäов
МК), äопускает опреäеëеннуþ вариативностü за-
äания äëя боëüøинства виäов ãрузов.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÅÒÎÄÈÊÈ

На рисунке в ка÷естве приìера преäставëены
резуëüтаты варüирования преäеëüноãо уãëа qlim äëя

разëи÷ных зна÷ений äëины заäанноãо переìеще-
ния lx, которые äеìонстрируþт наëи÷ие экстреìу-

ìов функöии ìиниìаëüноãо вреìени T переìе-
щений при опреäеëенных зна÷ениях qlim. Все зна-

÷ения T быëи поëу÷ены путеì посëеäоватеëüной
ìиниìизаöии функöий (11) с у÷етоì схеìы (9).
В резуëüтате варüирования переìещения lx, на

кажäоì øаãе котороãо в своþ о÷ереäü варüирова-
ëисü зна÷ения qlim и выбираëосü ìиниìаëüное вре-

ìя, быëа поëу÷ена функöионаëüная зависиìостü
ìиниìаëüноãо вреìени переìещений T от äëины
заäанноãо переìещения lx (рисунок в), которая в

äиапазоне изìенения арãуìента lx ∈ [11; 20] ì иìеет

ëинейный характер. Она аппроксиìируется уравне-
ниеì T = 0,6702lx + 16,962. Дëя зна÷ения lx = 11 ì

на рисунке г привеäены вреìенные зависиìости
ëинейноãо переìещения ìоста, еãо первых äвух
произвоäных, а также ëинейных переìещений ãру-
за в пëоскости переìещений ìоста за ìиниìаëü-
ное вреìя. На рисунке д äëя зна÷ения lx = 11 ì

привеäены соответствуþщие вреìенные зависи-
ìости уãëовой коорäинаты откëонения ãрузовоãо
каната и ее первых äвух произвоäных.
При провеäении описываеìых вы÷исëитеëü-

ных экспериìентов преäеëüные (ìаксиìаëüно äо-
пустиìые) абсоëþтные зна÷ения скорости и ус-
корения то÷ки поäвеса ãруза приниìаëи зна÷ения

 = 1,5 ì/с и  = 0,4 ì/с2 (сì. оãрани÷ения

(4)). Пороãовые зна÷ения уãëа откëонения кана-
та, еãо скорости и ускорения приниìаëи зна÷ения

qt = 0,01°,  = 0,01 °/с и  = 0,01 °/с2. Пороãовые

зна÷ения откëонения коорäинаты то÷ки поäвеса,

ее скорости и ускорения xt = 0,01 ì,  = 0,01 ì/с

и  = 0,01 ì/с2.

Допустиìые интерваëы вреìени [ΔtPmin, ΔtPmax] =

= [1; 6] с, [Δt1min, Δt1max] = [1; 20] с, [Δt2min, Δt2max] =

= [1; 20] с. На÷аëüные зна÷ения интерваëов вре-
ìени [ΔtPinit, Δt1init, Δt2init] = [6; 20; 20] с. Зна÷ения

ìассы ãруза, äëины каната и коэффиöиента äис-
сипаöии m = 100 кã, L = 10 ì, b = 0,5 Н•ì•с/раä.
Оптиìизированные зна÷ения преäеëüноãо уã-

ëа qlim, а также интерваëов вреìени ΔtP, Δt1 и Δt2,

соответствуþщие рисунку д, приниìаëи зна÷е-
ния: qlim = –2,149°; ΔtP = 3,134 с; Δt1 = 4,113 с;

x··max x··

x· lim x··lim

x· lim x··lim

x· lim x· lim

q· t q··t

x· t
x··t
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Δt2 = 7,231 с. Поëное вреìя Т переìещения соста-

виëо 17,612 с.
Максиìаëüные абсоëþтные зна÷ения скоро-

сти и ускорения ãрузовой теëежки МК в опти-
ìаëüноì проöессе переìещения МК приниìаëи

зна÷ения:  = max| (t)| = 1,4965 ì/с;  =

= max| (t)| = 0,3998 ì/с2.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработан способ синтеза проãраììноãо уп-
равëения то÷кой поäвеса ãруза, переìещаеìоãо
ìостовыì краноì в режиìе поäавëения неуправ-
ëяеìых коëебаний ãруза. Способ позвоëяет не
тоëüко переìеститü ãруз на ãибкоì канатноì поä-
весе за ìиниìаëüное вреìя на заäанное расстоя-
ние, но и заäатü в проöессе переìещения требу-
еìуþ вреìеннуþ зависиìостü уãëа откëонения

ãрузовоãо каната, при÷еì уãоë откëонения в про-
öессе переìещения äостиãает заäанноãо ìакси-
ìаëüноãо зна÷ения. Приìенение суììы эëеìен-
тарных сиãìоиäаëüных функöий обеспе÷ивает вы-
поëнение краевых усëовий заäа÷и в виäе нуëевых
скоростей и ускорений саìоãо ãруза, то÷ки еãо
поäвеса и уãëа откëонения ãрузовоãо каната. При-
нöип перес÷ета анаëити÷еской вреìенной зави-
сиìости уãëа откëонения ãрузовоãо каната от вер-
тикаëи в зависиìости ускорений, скоростей и
переìещений то÷ки поäвеса ãруза на ãрузовой те-
ëежке позвоëяет обойтисü без сëожных ìетоäов
реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения.
Выäеëение трех интерваëов вреìени в анаëити-

÷еской вреìенной зависиìости уãëа откëонения
ãрузовоãо каната позвоëиëо отказатüся от ресурсо-
еìкой ìноãоìерной оптиìизаöии и заìенитü ее
оäнопараìетри÷еской оптиìизаöией в итераöи-
онноì режиìе, выпоëняеìой со сравнитеëüно
ìаëыìи затратаìи ìаøинноãо вреìени рас÷етов.

Примеры зависимостей минимального времени перемещений T от значения предельного угла qlim (а, б), минимального времени пе-
ремещений T от длины заданного перемещения lx (в), линейных перемещений и производных перемещений точки подвеса и груза от
времени (г), перемещений и производных угла наклона каната от времени (д)

x·max x· x··max

x··
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Преäëоженная посëеäоватеëüностü реøения заäа÷
оäнопараìетри÷еской оптиìизаöии приìеняëасü
äëя нахожäения проãраììноãо управëения то÷кой
поäвеса ãруза, переìещаеìоãо ìостовыì краноì.
Провеäенные иссëеäования поäтвержäаþт воз-
ìожностü приìенения эвристи÷еских нестанäарт-
ных приеìов äëя реøения ÷астных заäа÷.
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