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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Траäиöионно в теоретико-иãровых ìоäеëях и
(иëи) в ìоäеëях принятия коëëективных реøений
испоëüзуется оäно из äвух преäпоëожений о вза-
иìной инфорìированности аãентов. Либо с÷ита-
ется, ÷то вся существенная инфорìаöия и при-
нöипы принятия аãентаìи реøений всеì иì извес-
тны, всеì известно, ÷то всеì это известно и т. ä.
(так называеìая конöепöия общеãо знания). Либо
преäпоëаãается, ÷то кажäый аãент сëеäует некото-
рой проöеäуре принятия реøений и «не заäуìыва-
ется» наä теì, ÷то знаþт и как веäут себя остаëü-
ные аãенты. Первый поäхоä траäиöионен äëя тео-
рии иãр (сì., наприìер, работы [1—3]), второй —
äëя ìоäеëей коëëективноãо повеäения (сì., на-
приìер, работы [4—6]).

Но ìежäу äвуìя этиìи «крайностяìи» сущест-
вует äостато÷но боëüøое разнообразие возìожных
ситуаöий. Преäпоëожиì, ÷то некоторый аãент
осуществиë акт рефëексии — попытаëся спроãно-
зироватü повеäение äруãих аãентов и выбирает
свои äействия с у÷етоì этоãо проãноза (буäеì с÷и-
татü, ÷то он обëаäает первыì ранãоì рефëексии).
Друãой аãент (обëаäаþщий вторыì ранãоì реф-
ëексии) ìожет преäпоëожитü существование аãен-
тов первоãо ранãа и проãнозироватü их повеäение.
И так äаëее. Возникает вопрос — как повеäение
коëëектива аãентов зависит от их распреäеëения
по ранãаì рефëексии, т. е. от тоãо, скоëüко в коë-
ëективе иìеется аãентов тоãо иëи иноãо ранãа? Ес-
ëи äоëяìи рефëексируþщих аãентов ìожно управ-
ëятü, то каковы эти äоëи, оптиìаëüные в сìысëе
тоãо иëи иноãо критерия эффективности, опреäе-
ëенноãо на ìножестве äействий аãентов?

Дëя ответа на эти и äруãие вопросы в статüе рас-
сìатривается ìетоä рефëексивных разбиений ìно-
жества раöионаëüных аãентов, осуществëяþщих
совìестнуþ äеятеëüностü, на поäìножества, соот-
ветствуþщие разëи÷ныì ранãаì их рефëексии.

1. ÌÎÄÅËÈ ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß

Описание модели. Рассìотриì ìножество N =
= {1, 2, ..., n}, состоящее из n агентов. Аãент i вы-

бирает свое действие x
i
 ∈ ℜ1 (äëя простоты зäесü и

äаëее, есëи не оãоворено особо, с÷итается, ÷то оã-
рани÷ения на äействия аãентов отсутствуþт). Век-

тор x = (x
1
, x

2
, ..., x

n
) ∈ ℜn äействий аãентов, назы-

ваеìый ситуацией игры [1], опреäеëяет их выиã-
рыøи, заäаваеìые целевыми функциями F

i
(x), ãäе

F
i
(•): ℜn → ℜ1.

Раöионаëüностü повеäения аãента закëþ÷ается
в стреìëении к ìаксиìизаöии своей öеëевой фун-
кöии выбороì собственноãо äействия [1]:

x
i
 ∈ BR

i
(x

–i
) = Arg F

i
(y, x

–i
),  i ∈ N, (1)

ãäе x
–i

 = (x
1
, ..., x

i – 1
, x

i + 1
, ..., x

n
) ∈ ℜn – 1 — обста-

новка игры äëя i-ãо аãента, BR
i
(•) — еãо наилучший

ответ (best response) [3], i ∈ N. Преäпоëожиì, ÷то
функöии F

i
(•) таковы, ÷то äëя ëþбоãо аãента при

ëþбой обстановке иãры существует еäинственный
наиëу÷øий ответ.

Теория игр. Из выражения (1) сëеäует, ÷то на-
иëу÷øий ответ кажäоãо аãента зависит в общеì
сëу÷ае от обстановки иãры, поэтоìу труäно оäно-
зна÷но сказатü априори, какое äействие выберет

Преäëожен ìетоä рефëексивных разбиений ìножества раöионаëüных аãентов, осущест-
вëяþщих совìестнуþ äеятеëüностü, на поäìножества, соответствуþщие разëи÷ныì ран-
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äа÷ах принятия коëëективных реøений.
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конкретный аãент. Основныì преäìетоì теории
игр — сì. работы [1—4] — явëяется поиск равнове-
сия (реøения иãры), опреäеëяеìоãо как устой÷и-
вый в тоì иëи иноì (оãовариваеìоì в кажäоì
конкретноì сëу÷ае) сìысëе исхоä взаиìоäействия
аãентов — вектор их равновесных äействий [1].
Ввеäение опреäеëенных преäпоëожений об инфор-
мированности аãентов (той инфорìаöии, которой
они обëаäаþт на ìоìент выбора äействий) приво-
äит к соответствуþщиì конöепöияì равновесия.

Так, наприìер, есëи с÷итатü, ÷то кажäый аãент
ориентируется на наихуäøуþ äëя неãо обстановку
иãры, то поëу÷иì равновесие в гарантирующих
стратегиях [1]. Есëи с÷итатü, ÷то все описание иã-
ры (ìножество аãентов, их öеëевые функöии и
ìножества äопустиìых äействий) явëяется общим
знанием [2] среäи аãентов, приниìаþщих реøения
оäнократно, оäновреìенно и независиìо, то ìож-
но испоëüзоватü конöепöиþ равновесия Нэша, в
раìках которой равновесиеì называется такой век-

тор äействий xN, ÷то äействие кажäоãо аãента яв-
ëяется наиëу÷øиì ответоì на нэøевскуþ обста-
новку:

 ∈ BR
i
( ),  i ∈ N. (2)

Коллективное поведение. В отëи÷ие от теории
иãр, теория коллективного (группового) поведения —
сì. работы [4—6] — заниìается иссëеäованиеì äи-
наìики повеäения раöионаëüных аãентов при äо-
стато÷но сëабых преäпоëожениях относитеëüно их
инфорìированности. Так, наприìер, не всеãäа тре-
буется наëи÷ие среäи аãентов общеãо знания от-
носитеëüно ìножества аãентов, ìножеств äопус-
тиìых äействий и öеëевых функöий оппонентов.
Иëи аãенты не обязаны преäсказыватü повеäение
всех оппонентов, как это иìеет ìесто в теории иãр.
Боëее тоãо, за÷астуþ аãенты, приниìая реøения,
ìоãут «не знатü о существовании» äруãих аãентов
иëи иìетü о них аãреãированнуþ инфорìаöиþ.
Поэтоìу äаëее при рассìотрении рефëексивных
ìоäеëей ãрупповоãо повеäения и управëения бу-
äеì ориентироватüся на сëу÷ай, коãäа кажäый аãент
в общеì сëу÷ае иìеет аãреãированнуþ инфорìа-
öиþ о резуëüтатах äеятеëüности своих оппонентов.

Наибоëее распространенной ìоäеëüþ äинаìи-
ки коëëективноãо повеäения сëужит модель инди-
каторного поведения [5, 6], сутü которой закëþ-
÷ается в сëеäуþщеì. Преäпоëожиì, ÷то кажäый
аãент в ìоìент вреìени t набëþäает äействия всех

аãентов { }
i ∈ N

, выбранные в преäыäущий ìо-

ìент вреìени t – 1, t = 1, 2, ... (на÷аëüный вектор

äействий x0 = ( , , ..., ) с÷итается заäанныì).

Кажäый аãент ìожет расс÷итатü свое текущее
положение цели — такое еãо äействие, которое ìак-
сиìизироваëо бы еãо öеëевуþ функöиþ при усëо-

вии, ÷то в текущеì периоäе все аãенты выбраëи бы
те же äействия, ÷то и в преäыäущеì:

w
i
( ) = arg F

i
(y, ),  i ∈ N. (3)

В ÷астноì сëу÷ае аãент ìожет иìетü аãреãиро-

ваннуþ инфорìаöиþ Q(xt – 1) о äействиях äруãих
иëи всех аãентов. В этоì сëу÷ае выражение (3) при-

ìет виä w
i
( ) = arg F

i
(y, Q(y, )), i ∈ N.

В раìках ãипотезы инäикаторноãо повеäения
кажäый аãент в кажäый ìоìент вреìени буäет äе-
ëатü «øаã» от своей преäыäущей стратеãии к теку-
щеìу поëожениþ öеëи:

 =  + [w
i
( ) – ],

i ∈ N,  t = 1, 2, ... , (4)

ãäе  ∈ [0; 1] — «разìеры øаãов». О÷евиäно, ÷то,

есëи  ≡ 0, то äинаìика отсутствует; есëи  ≡ 1, то

кажäый аãент на кажäоì øаãе выбирает свой на-
иëу÷øий ответ (сì. выражение (1)), оäнако в пос-
ëеäнеì сëу÷ае соответствуþщая äинаìика ìожет
бытü неустой÷ивой. Усëовия схоäиìости проöеäу-
ры (4), обëасти притяжения равновесий, усëовия

на разìеры øаãов { }, обеспе÷иваþщие схоäи-

ìостü, и ряä äруãих ìожно найти в книãах [5, 6].
Поäхоäы теории коëëективноãо повеäения и

теории иãр соãëасованы в тоì сìысëе, ÷то и та, и
äруãая иссëеäуþт повеäение раöионаëüных аãен-
тов (сравните выражения (1) и (4)), а равновесия
иãры, как правиëо, явëяþтся и равновесияìи äи-
наìи÷еских проöеäур коëëективноãо повеäения
(наприìер, равновесие Нэøа (2) явëяется равно-
весиеì äинаìики (4) коëëективноãо повеäения).

Рефлексия. Разëи÷аþт стратеãи÷ескуþ и ин-
форìаöионнуþ рефëексиþ [2]. Информационная
рефлексия — проöесс и резуëüтат разìыøëений
аãента об инфорìированности äруãих аãентов,
стратегическая рефлексия — проöесс и резуëüтат
разìыøëений аãента о принöипах принятия реøе-
ний äруãиìи аãентаìи.

В раìках теоретико-иãровой ìоäеëи отказ от
преäпоëожения о наëи÷ии среäи аãентов общеãо
знания привоäит к ìоäеëяì рефлексивных игр [2].
При этоì равновесие Нэøа «превращается» в бо-
ëее общее информационное равновесие, в раìках ко-
тороãо кажäый аãент осуществëяет инфорìаöион-
нуþ рефëексиþ — при принятии реøений испоëü-
зует не тоëüко своþ инфорìаöиþ о существенных
параìетрах, но и свои преäставëения о преäстав-
ëениях äруãих аãентов об этих параìетрах, преä-
ставëения о преäставëениях и т. ä. [2]. Поэтоìу
интересно рассìотретü «по анаëоãии» эффектов
стратеãи÷еской рефëексии.
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2. ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÛÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß

Отìетиì, ÷то в раìках ãипотезы инäикаторноãо
повеäения неявно преäпоëаãается, ÷то аãент, вы-
бирая свои äействия в соответствии с проöеäурой
(4), не заäуìывается о тоì, ÷то и äруãие аãенты
äействуþт так же. Есëи бы он об этоì заäуìаëся
(осуществиë рефëексиþ), то еìу сëеäоваëо бы ис-
катü, приниìая реøения в ìоìент вреìени t, на-
иëу÷øий ответ на проãнозируеìые иì в раìках
выражения (4) äействия äруãих аãентов; т. е., по-
ëожение öеëи опреäеëяëосü бы уже не выражени-
еì (3), а сëеäуþщиì образоì:

w
i
( ) = arg F

i
(y, ),

ãäе  опреäеëяется выражениеì (4). Буäеì поëа-

ãатü, ÷то рефëексируþщий аãент первоãо ранãа
с÷итает всех остаëüных нерефëексируþщиìи (÷то
соответствует траäиöии рефëексивных иãр, в раì-
ках которой с÷итается, ÷то аãент, иìеþщий неко-
торый ранã стратеãи÷еской рефëексии, с÷итает
всех остаëüных иìеþщиìи ранã на еäиниöу ìенü-
øе еãо собственноãо [2]).

Анаëоãи÷но ìожно рассìатриватü аãентов и бо-
ëее высоких ранãов рефëексии. Дëя этоãо опреäе-
ëиì ℵ = {N

0
, N

1
, ..., N

m
} — разбиение ìножества

аãентов N, ãäе N
i
 — ìножество аãентов i-ãо ранãа

рефëексии, i = , m — ìаксиìаëüный ранã реф-
ëексии. Назовеì ℵ рефлексивным разбиением.

Буäеì с÷итатü, ÷то аãент некотороãо ранãа реф-
ëексии k äостоверно знает ìножества (иëи äоëþ —
сì. äаëее) аãентов всех боëее низких ранãов k' (ãäе
k' < k – 1) и с÷итает всех аãентов своеãо и бо ´ëüøих
ранãов (k'' l k) иìеþщиìи ранã на еäиниöу ìенü-
øе еãо ранãа (т. е. ранã k – 1). Этиì отражается
преäпоëожение, ÷то аãент не äопускает существо-
вания аãентов, иìеþщих такой же иëи боëее вы-
сокий ранã рефëексии, ÷еì он саì. При этоì аãент
ìожет неправиëüно оöениватü ìножества аãентов
k – 1-ãо, k-ãо и боëее высоких ранãов рефëексии.

3. ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÀß ÌÎÄÅËÜ
ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß

Пустü заäан вектор x0 на÷аëüных äействий аãен-
тов. Рассìотриì сëеäуþщуþ äинаìи÷ескуþ реф-
ëексивнуþ ìоäеëü принятия иìи реøений, параë-
ëеëüно поìня при этоì, ÷то соответствуþщие вы-
ражения äëя оäноøаãовой «иãровой» ìоäеëи ìоãут
бытü поëу÷ены как ÷астный сëу÷ай, в котороì ре-

øения приниìаþтся оäнократно при  ≡ 1, i ∈ N.

Нулевой ранг рефлексии. Буäеì с÷итатü, ÷то
аãенты с нуëевыì ранãоì рефëексии (принаäëежа-

щие ìножеству N
0
) выбираþт свои äействия, с÷и-

тая, ÷то äействия остаëüных аãентов буäут такиìи
же, ÷то и в преäыäущеì периоäе. Друãиìи сëова-
ìи, из выражения (4) сëеäует, ÷то

 =  + [w
i
( ) – ],

i ∈ N
0
,  t = 1, 2, ... (5)

Есëи рефëексируþщих аãентов нет (N
0
 = N), то

в итоãе все аãенты пронабëþäаþт реализованную

траекторию (x0, ..., xt, ...) векторов äействий аãен-
тов, опреäеëяеìых выражениеì (5).

Первый ранг рефлексии. Аãент j, обëаäаþщий
первыì ранãоì рефëексии (j ∈ N

1
), с÷итает всех

остаëüных аãентов обëаäаþщиìи нуëевыì ранãоì
рефëексии и в соответствии с выражениеì (5)
«преäсказывает» их выбор. Поэтоìу еãо собствен-

ный выбор  буäет ориентирован на наиëу÷øий

ответ на ту обстановку, которая с еãо то÷ки зрения
äоëжна сëожитüся:

 =  + [w
j
( ) – ],  j ∈ N

1
. (6)

Дëя аãента j ∈ N
1
 прогнозируемой явëяется тра-

ектория (x0, ..., ( , ), ...), а на саìоì äеëе ре-

аëизуется траектория (x0, ..., ( , ), ...);

т. е. реаëизованная траектория ìожет не совпаäатü
с траекторияìи, проãнозируеìыìи как аãентаìи
нуëевоãо, так и первоãо ранãов рефëексии. О воз-
ìожноì несовпаäении проãнозируеìой и реаëизо-
ванной траекторий (и посëеäствиях такоãо несов-
паäения) ре÷ü пойäет äаëее — сì. § 5, «усëовие ста-
биëüности рефëексивноãо разбиения».

Второй ранг рефлексии. Буäеì с÷итатü, ÷то каж-
äый аãент j, обëаäаþщий вторыì ранãоì рефëек-
сии ( j ∈ N

2
), знает äостоверно ìножество N

0
 и с÷и-

тает всех аãентов из ìножества N
1
 ∪ N

2
\{ j} обëаäа-

þщиìи первыì ранãоì рефëексии (отìетиì, ÷то в
общеì сëу÷ае, коãäа иìеþтся нескоëüко аãентов
второãо ранãа рефëексии, äанный аãент оøибо÷но
приписывает иì первый ранã). В сиëу этоãо он ìо-
жет «проãнозироватü» повеäение всех своих оппо-
нентов. Поэтоìу еãо выбор буäет наиëу÷øиì от-
ветоì на ту обстановку, которая с еãо то÷ки зрения
äоëжна сëожитüся:

 =  + [w
j
( , ) –

– ],  j ∈ N
2
. (7)

Аãенты нуëевоãо и первоãо ранãов рефëексии
буäут вести себя в соответствии с выраженияìи (5)
и (6) соответственно.

Дëя аãента j ∈ N
2
 прогнозируемой сëужит траек-

тория (x0, ..., ( , , ), ...), а на

x i–
t

max
y ℜ1∈

x i–
t

x i–
t

0 m,

γi
1

xi
t
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t 1–
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t
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xi
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t
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t
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t
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x1j N
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∈
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0

∈
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0

∈
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саìоì äеëе реаëизуется траектория (x0, ..., ( ,

, ), ...).

k-й ранг рефлексии (k m m). Повеäение аãентов
k-ãо ранãа рефëексии описывается анаëоãи÷но
рассìотренныì выøе треì сëу÷аяì (нуëевоãо, пер-
воãо и второãо ìаксиìаëüных ранãов рефëексии) с
у÷етоì сëеäуþщей структуры информированности
агентов. Обозна÷иì ℵ

jk
 — субъективное рефлексив-

ное разбиение — преäставëения аãента j, обëаäаþ-
щеãо k-ì ранãоì рефëексии, о разбиении всех аãен-
тов на ранãи рефëексии:

ℵ
jk
 = ( ,

{ j}, ),  j ∈ N
k
. (8)

Отìетиì, ÷то в раìках выражения (8) аãент, об-
ëаäаþщий k-ì ранãоì рефëексии, обëаäает пра-
виëüныìи преäставëенияìи о ранãах рефëексии
всех аãентов, иìеþщих строãо ìенüøие ранãи
рефëексии.

В ÷астноì сëу÷ае — коãäа аãенты оäнороäны
(иìеþт оäинаковые öеëевые функöии, ìножества
äопустиìых äействий и т. ä.) — иноãäа ìожно оã-
рани÷итüся преäпоëожениеì о тоì, ÷то рефëекси-
руþщий аãент знает ëиøü общее ÷исëо (иëи äоëþ)
аãентов, иìеþщих те иëи иные ìенüøие ранãи
рефëексии.

Структура информированности опреäеëяется
совокупностüþ субъективных рефëексивных раз-
биений всех аãентов. Есëи преäпоëожитü, ÷то преä-
ставëения аãентов о ранãах рефëексии äруã äруãа
описываþтся выражениеì (8), то структура ин-
форìированности оäнозна÷но заäается рефëек-
сивныì разбиениеì ℵ.

Такиì образоì, в раìках преäëоженной
рефлексивной модели коллективного поведения
(РМКП) посëеäоватеëüностü векторов äействий
аãентов оäнозна÷но опреäеëяется заäаниеì кор-
тежа (N, {F

i
(•)}

i ∈ N
, ℵ), состоящеãо из ìножества

аãентов N, их öеëевых функöий {F
i
(•)}

i ∈ N
 и реф-

ëексивноãо разбиения ℵ.
Ввеäенная зäесü общая РМКП вряä ëи äопус-

кает поëу÷ение в ее раìках каких-ëибо стоëü же
общих анаëити÷еских вывоäов. Теì не ìенее, она
ìожет сëужитü базисоì äëя созäания ÷астных ана-
ëити÷еских иëи общих иìитаöионных ìоäеëей (на-
приìер, в соответствии с кëассификаöией, приве-
äенной в работе [7]), позвоëяþщих описыватü и
проãнозироватü ãрупповое повеäение (ëþäей, ìо-
биëüных роботов, проãраììных аãентов) в разно-
образных ситуаöиях — сì., наприìер, рефëексив-
ные иìитаöионные ìоäеëи эвакуаöии [8], реф-
ëексивные ìоäеëи транспортных потоков [9] и

приìеры в § 6 настоящей работы. Анаëити÷еские
резуëüтаты ìожно наäеятüся поëу÷итü, ввоäя те
иëи иные упрощаþщие преäпоëожения. Напри-
ìер, äаëее рассìатривается «иãровая» ìоäеëü с оä-
нороäныìи аãентаìи и аãреãированныì вëияниеì
обстановки иãры на выиãрыø кажäоãо из них.

4. «ÈÃÐÀ» ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÀÃÅÍÒÎÂ

Пустü:
— все аãенты из ìножества N иìеþт оäинако-

вые öеëевые функöии (F
i
(•) = f(•), i ∈ N );

— öеëевая функöия i-ãо аãента зависит от еãо
äействия x

i
 (при÷еì она непрерывна и воãнута по

этой переìенной) и от агрегированной ситуации

Q(x), ãäе Q(•): ℜn → ℜ1 — сиììетри÷ная функöия
своих арãуìентов;

— аãенты приниìаþт реøения оäнократно (по-
этоìу верхний инäекс, соответствуþщий первоìу
периоäу вреìени, äаëее буäеì опускатü);

— на÷аëüный вектор äействий x0 и рефëексив-
ное разбиение ℵ фиксированы.

Аãенты нуëевоãо ранãа рефëексии в соответс-
твии с выражениеì (5) выберут äействия

x
i
 = arg f(y, Q(y, )),  i ∈ N

0
. (9)

Аãенты первоãо ранãа рефëексии в соответс-
твии с выражениеì (6) выберут äействия

x1
j
 = arg f(y, Q(y, x

–j
)),  j ∈ N

1
.

Аãенты второãо ранãа рефëексии в соответствии
с выражениеì (7) выберут äействия

x2
j
 = arg f(y, Q(y, , )),

j ∈ N
2
.

И так äаëее. Аãенты m-ãо ранãа рефëексии в со-
ответствии со своиì субъективныì рефëексивныì
разбиениеì (8) выберут äействия

xm
j
 = arg f(y, Q(y, , , ...,

x )),  j ∈ N
m
.

Вектор äействий аãентов зависит от функöий

f(•) и Q(•), а также вектора на÷аëüных äействий x0

и рефëексивноãо разбиения ℵ. Есëи первые три
параìетра фиксированы, то вектор äействий аãен-
тов зависит тоëüко от рефëексивноãо разбиения:

x*(ℵ) = ( , , , ..., x ). (10)

Сëеäоватеëüно, изìеняя рефëексивное разбие-
ние, ìожно ìенятü äействия аãентов, т. е. осущест-
вëятü рефлексивное управление (сì. также теоретико-
иãровые ìоäеëи рефëексивноãо управëения [2, 10]).

x2j N
2

∈
t

x1l N
1

∈
t

xl N
0

∈
t

N0 N1 ... Nk 2– Nk 1– Nk ... Nm\ j{ }∪ ∪ ∪, , , ,

k

∅ ... ∅, ,

m – k – 1

max
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x i–
0

max
y ℜ1∈

max
y ℜ1∈
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0
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1
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2
\ j{ }∪
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0
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1
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5. ÇÀÄÀ×À ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Рассìотриì рефëексивное разбиение в ка÷ест-
ве управëяþщеãо параìетра. Можно сфорìуëиро-
ватü задачу управляемости: пустü заäано ìножество
ℑ äопустиìых рефëексивных разбиений; требуется

найти ìножество X(ℑ) = x(ℵ) векторов äейс-

твий аãентов, которые ìоãут бытü реаëизованы в
резуëüтате рефëексивноãо управëения. Обратной
явëяется заäа÷а поиска «ìиниìаëüноãо» в тоì иëи
иноì сìысëе ìножества äопустиìых рефëексив-
ных разбиений, позвоëяþщеãо реаëизоватü заäан-
ный вектор äействий аãентов.

Рассìотриì теперü собственно заäа÷у управëе-
ния. Пустü преäпо÷тения управëяþщеãо орãана —
центра — описываþтся еãо äействитеëüнозна÷ной
öеëевой функöией F

0
(Q(x*)), заäанной на ìножес-

тве аãреãированных ситуаöий, т. е. F
0
(•): ℜ1 → ℜ1.

Тоãäа, воспоëüзовавøисü выражениеì (10), эффек-
тивность рефлексивного разбиения ℵ ìожно опре-
äеëитü как

K(ℵ) = F
0
(Q(x*(ℵ))).

Сëеäоватеëüно, форìаëüно задачу рефлексивно-
го управления (в терìинах рефëексивных разбие-
ний) ìожно сфорìуëироватü в виäе:

K(ℵ) → . (11)

Обозна÷иì n
i
 = |N

i
| — ÷исëо аãентов i-ãо ранãа

рефëексии, i = . В сиëу оäнороäности аãентов
и сиììетри÷ности функöии Q(•), при ввеäении
ряäа äопоëнитеëüных преäпоëожений (наприìер,
об оäинаковости на÷аëüных äействий всех аãентов
и т. п.) эффективностü рефëексивноãо разбиения
опреäеëяется (m + 1)-ì ÷исëоì: n

0
, n

1
, ..., n

m
. Сëе-

äоватеëüно, заäа÷а (16) приìет виä:

K(ℵ) → . (12)

При боëüøоì ÷исëе аãентов заäа÷у (12) иноãäа
уäобно форìуëироватü в терìинах äоëей аãентов
q
i
 = n

i
/N, иìеþщих тот иëи иной ранã рефëексии

i = .
Обозна÷иì K

m
 — ìаксиìаëüное зна÷ение кри-

терия эффективности в заäа÷е (11) при фиксиро-
ванноì ìаксиìаëüноì ранãе рефëексии m. По
анаëоãии с теì, как это äеëаëосü äëя ìоäеëей стра-
теãи÷еской рефëексии в работе [2], ìожно сфор-
ìуëироватü заäа÷у о максимальном целесообразном
ранге рефлексии — такоì, боëüøе котороãо öентру
(в сìысëе заäа÷и управëяеìости иëи (и) эффек-

тивности рефëексивноãо управëения) испоëüзоватü
не иìеет сìысëа:

m* = min{m |m ∈ Arg K
w
}.

Обсуäиì соãëасованностü субъективных реф-
ëексивных разбиений аãентов. Преäпоëожиì, ÷то
кажäый аãент набëþäает тоëüко аãреãированнуþ
ситуаöиþ. Как ранее отìе÷аëосü при рассìотре-
нии общей РМКП, проãнозируеìые аãентаìи тра-
ектории ìоãут отëи÷атüся от реаëизованной. Это
ìожет сëужитü äëя аãентов основаниеì äëя тоãо,
÷тобы усоìнитüся в правиëüности своих субъек-
тивных рефëексивных разбиений. Есëи аãенты на-
бëþäаþт (поìиìо собственных äействий) тоëüко
аãреãированнуþ ситуаöиþ иãры, то по анаëоãии с
усëовиеì стабиëüности инфорìаöионноãо управ-
ëения (сì. работу [10]) ìожно ввести условие ста-
бильности рефлексивного разбиения — потребоватü,
÷тобы аãреãированная ситуаöия äëя реаëизован-
ной траектории совпаäаëа с проãнозируеìыìи аã-
реãированныìи ситуаöияìи äëя всех аãентов.

При фиксированноì рефëексивноì разбиении
ℵ ∈ ℑ реаëизуется вектор äействий, опреäеëяеìый
выражениеì (10). Соответственно, реаëизуется аã-
реãированная ситуаöия Q(x*(ℵ)).

С то÷ки зрения j-ãо аãента, обëаäаþщеãо k-ì
ранãоì рефëексии, реаëизуется вектор

(ℵ
jk
) = ( , , , ...,

x , xk
j
),

j ∈ N
k
,  k = .

Усëовие стабиëüности рефëексивноãо разбие-
ния ℵ ∈ ℑ приìет виä:

Q( (ℵ
jk
)) = Q(x*(ℵ)),  j ∈ N

k
,  k = . (13)

Заäа÷у рефëексивноãо управëения (11) ìожно
ставитü на ìножестве стабиëüных рефëексивных
управëений (есëи таковое не пусто). Соäержатеëü-
но это буäет озна÷атü, ÷то öентр форìирует такое
оптиìаëüное разбиение аãентов по ранãаì рефëек-
сии, ÷то ни оäин из аãентов на основании набëþ-
äения резуëüтатов «иãры» не иìеет оснований
усоìнитüся в справеäëивости своих преäставëе-
ний о ранãах рефëексии оппонентов.

В закëþ÷ение настоящеãо параãрафа кратко об-
суäиì, какиì образоì öентр ìожет управëятü раз-
биениеì аãентов по ранãаì рефëексии. На сеãоäня
в ëитературе описаны äва возìожных поäхоäа.
Оäин из них преäпоëаãает, ÷то аãенты безусëовно
верят öентру и восприниìаþт сообщаеìуþ иì ин-
форìаöиþ как истиннуþ, независиìо от своих
первона÷аëüных преäставëений. Тоãäа öентр, пос-
ëеäоватеëüно сообщая ту иëи инуþ инфорìаöиþ
разëи÷ныì ãруппаì аãентов, ìожет форìироватü

ℵ ℑ∈
U

max
ℵ ℑ∈

0 m,

max

n
i

0≥ n
i
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i 0=

m

∑
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⎪ ⎪
⎧ ⎫
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разëи÷ные (но не ëþбые! — сì. статüþ [11]) струк-
туры инфорìированности (сì. также приìеры в
работах [2, 10]). Друãой поäхоä закëþ÷ается в тоì,
÷то аãенты не просто заìеняþт свои преäставëе-
ния теìи, которые сообщает öентр, а сообщения
öентра ëиøü снижаþт äëя аãентов неопреäеëен-
ностü — сокращаþт ìножество возìожных с их
то÷ки зрения «ìиров» [12]. В öеëоì, разработка
ìоäеëей форìирования структур инфорìирован-
ности аãентов поä вëияниеì поступаþщей к ниì
инфорìаöии преäставëяется ÷резвы÷айно перс-
пективныì направëениеì буäущих иссëеäований.

6. ÏÐÈÌÅÐÛ

Рассìотриì ряä приìеров, иëëþстрируþщих эффек-
ты рефëексии в ìоäеëях ãрупповоãо повеäения.

6.1. Îëèãîïîëèÿ Êóðíî

В ìоäеëи оëиãопоëии Курно [13] аãенты приниìаþт
реøения об объеìе выпускаеìой иìи проäукöии в ус-
ëовиях, коãäа ее рыно÷ная öена явëяется известной
убываþщей функöией суììарноãо преäëожения (объ-
еìа выпуска, объеìа произвоäства): P(x) = a — bQ(x), ãäе

Q(x) = x
i
, a и b — известные неотриöатеëüные кон-

станты.
Цеëевая функöия i-ãо аãента преäставëяет собой раз-

ностü ìежäу выру÷кой от проäаж (равной произвеäениþ
öены на объеì произвоäства) и кваäрати÷ныìи затрата-
ìи на произвоäство:

f
i
(x

i
, Q(x)) = (a – bQ(x))x

i
 – (x

i
)2/2,  i ∈ N.

Есëи бы öеëевые функöии аãентов быëи среäи них
общиì знаниеì, то равновесиþ Нэøа их иãры соответс-
твоваëи бы оäинаковые äействия:

 = ,  i ∈ N,

которые привоäиëи бы к равновесноìу объеìу выпуска

Q(xN) =  и равновесной öене P(xN) = .

То÷ке Парето, ìаксиìизируþщей суììу öеëевых функ-
öий аãентов, соответствуþт äействия:

 = ,  i ∈ N,

которые привоäят к эффективноìу объеìу выпуска

Q(xP) =  и эффективной öене P(xP) = .

При этоì f(xP) =  l f(xN) = , т. е.

выиãрыø кажäоãо аãента в то÷ке Парето не ìенüøе, ÷еì
в то÷ке Нэøа.

Рассìотриì ÷исëовой приìер. Пустü n = 10, a = 2,1,

b = 0,1,  = 0,5. Тоãäа  = 1, Q(xN) = 10, P(xN) = 1,1,

 = 0,7, Q(xP) = 7, P(xP) = 1,4, f(xP) = 0,735 > f(xN) = 0,6.

Проанаëизируеì äинаìику коëëективноãо повеäе-

ния. Пустü фиксирован вектор x0 на÷аëüных объеìов

произвоäства. В соответствии с выражениеì (4) изìене-
ние во вреìени äействий, выбираеìых аãентаìи, буäет
описыватüся сëеäуþщиì выражениеì:

 =  + ,

i ∈ N,  t = 1, 2, ... (14)

В соответствии с выражениеì (14) äействия аãентов
буäут схоäитüся к равновесиþ Нэøа.

Перейäеì теперü к рефëексивноìу сëу÷аþ. При за-

äанноì векторе на÷аëüных äействий x0 аãенты нуëевоãо

ранãа рефëексии выберут äействия x
i
 = A + B , i ∈ N

0
,

ãäе A = , B = . Аãенты первоãо ранãа

рефëексии выберут äействия

x1
j
 = A

1
 + B2 ,  j ∈ N

1
,

ãäе А
1
 = .

Пустü в рассìатриваеìоì ÷исëовоì приìере все на-

÷аëüные äействия аãентов оäинаковы:  = 0,5, i ∈ N.

Тоãäа x
i
 = 31/24 = 1,291(6), x1

j
 = 103,5/144 = 0,71875, ÷то

ãоразäо бëиже к Парето-эффективныì äействияì. Варüи-
руя ÷исëо аãентов первоãо уровня, ìожно ìенятü суììу
äействий аãентов от ∼7,2 äо ∼12,9. Этоìу äиапазону при-
наäëежат равновесные по Нэøу äействия, но не прина-
äëежит то÷ка Парето; т. е. при векторе на÷аëüных äей-

ствий  = 0,5, i ∈ N, наëи÷ия аãентов первоãо ранãа

рефëексии неäостато÷но äëя реаëизаöии путеì рефëек-
сивноãо управëения Парето-оптиìаëüной то÷ки. Но
впоëне äостато÷но äëя реаëизаöии соответствуþщеãо
равновесиþ Нэøа суììарноãо объеìа произвоäства —
äëя этоãо äоëя рефëексируþщих аãентов первоãо уровня
äоëжна бытü окоëо 49 %.

Возìожностü реаëизаöии то÷ки Парето зависит от
вектора на÷аëüных äействий: наприìер, первый ранã
рефëексии явëяется ìаксиìаëüныì öеëесообразныì
äëя реаëизаöии то÷ки Парето при векторе на÷аëüных

äействий  = 0,2, i ∈ N. Тоãäа x
i
 = 1,5, x1

j
 = 0,55, и при

äоëе аãентов первоãо ранãа рефëексии, равной приìер-

но 84 %, на рынке установится эффективная öена P(xP).
Оäнако такая ситуаöия не буäет стабиëüной в сìысëе ус-
ëовия (13).

Есëи все на÷аëüные äействия аãентов оäинаковы, то
рефëексивное разбиение заäается ëиøü ÷исëоì аãентов
с соответствуþщиì ранãоì рефëексии, поэтоìу, опус-
кая инäексы, соответствуþщие ноìераì аãентов, ìожно
записатü, ÷то аãенты второãо ранãа рефëексии выберут
äействия

x2 = [a – bn
0
x – b(n – n

0
 – 1)x1].

Итоãо, поëу÷аеì, ÷то в зависиìости от рефëексивноãо
разбиения реаëизуется суììарное äействие Q(n

1
, n

2
) =

= (n – n
1
 – n

2
)x + n

1
x1 + n

2
x2 = [(a – b(n –1) x0) Ѕ

i N∈
∑

xi
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1 b nb+ +
-------------------------
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t 1––

xi
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Ѕ(n – n
1
 – n

2
) + [a(1 + 3b) – nab + b2x0(n – 1)2]n

1
 +

+ [a – bn
0
(n – n

1
 – n

2
)x]n

2
].

Иссëеäуеì зависиìостü объеìа выпуска Q(n
1
, n

2
) от

÷исëа рефëексируþщих аãентов первоãо и второãо ранãа
и заäаäиìся вопросоì, при каких зна÷ениях (n

1
, n

2
) суì-

ìарный объеì выпуска соответствует равновесноìу по

Нэøу, т. е. коãäа выпоëняется Q(n
1
, n

2
) = Q(xN) в зави-

сиìости от на÷аëüных äействий аãентов x0.
Дëя рассìатриваеìоãо приìера кривая АВ пересе÷е-

ния ãрафика Q(n
1
, n

2
) и «нэøевской» пëоскости Q = 10

привеäена на рис. 1. Оказывается, ÷то эта кривая не за-

висит от x0 — ее форìуëа в пëоскости Q = 10:

n
1
 = 1 – n

2
 – .

Из рис. 1 виäно, ÷то ввеäение äаже тоëüко аãентов
первоãо ранãа увеëи÷ивает суììарный объеì произ-
воäства.

Отìетиì, ÷то в сìысëе «стабиëüности», есëи иìеет
ìесто äинаìика, то есëи на первоì øаãе аãенты попа-
äаþт в то÷ку Нэøа, то и в äаëüнейøеì ни у оäноãо из
них (ни у нерефëексируþщеãо, ни у рефëексируþщеãо)
нет оснований äëя изìенения своих äействий.

Есëи же ìы ищеì такое ÷исëо рефëексируþщих
аãентов, ÷тобы объеì произвоäства быë равен отëи÷но-

ìу от Q(xN) зна÷ениþ, наприìер объеìу, соответствуþ-
щеìу Парето-оптиìаëüной ситуаöии, то кривая AB бу-

äет ìенятüся в зависиìости от x0. Оказывается ÷то в рас-
сìатриваеìоì приìере кривая пересе÷ения Q(n

1
, n

2
) с

ëþбой пëоскостüþ — это кривая второãо поряäка.
Сфорìуëируеì теперü заäа÷у сëеäуþщиì образоì —

выбороì рефëексивноãо разбиения реаëизоватü требу-
еìый суììарный объеì произвоäства, наприìер, рав-

ный 12 (боëüøе Q(xN)). Преäпоëожиì, ÷то в на÷аëüный
ìоìент вреìени аãенты не осуществëяëи произвоäства

(x0 = 0). Дости÷ü требуеìоãо объеìа ìожно — сì. рис. 2.

Есëи x0 ≈ 0,305, то кривая AB касается пëоскости
n
1

= 0 (то÷ка C на рис. 3), т. е., в этоì сëу÷ае при наëи-

÷ии тоëüко аãентов нуëевоãо и второãо ранãов рефëек-
сии ìожно äости÷ü требуеìоãо суììарноãо объеìа про-
извоäства.

Такиì образоì, в ìоäеëи оëиãопоëии Курно ввеäе-
ние рефëексируþщих аãентов позвоëяет увеëи÷итü суì-
ìарный объеì произвоäства и (иëи) реаëизоватü еãо Па-
рето-эффективное зна÷ение.

6.2. Çàäà÷à î êîíñåíñóñå

Соäержатеëüная интерпретаöия «заäа÷и о консенсу-
се» сëеäуþщая: äействияì аãентов соответствуþт их по-
ëожения на пряìой (коорäинаты в пространстве, ìне-
ния и äр. — сì. обзоры в работах [14—16]), аãреãирован-
ной ситуаöии — среäнее зна÷ение коорäинат аãентов:

Q(x) = x
i
. Цеëевой функöией аãента буäеì с÷итатü

еãо «откëонение» от аãреãированной ситуаöии:

(29) f(x
i
, Q(x)) = –(x

i
 – Q(x))2,  i ∈ N.

1
1 2b+
----------------

1
1 2b+
----------------

n 1–

1 b

b 1+
------------n+⎝ ⎠

⎛ ⎞ b

2b 1+
----------------n2 1–⎝ ⎠
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---------------------------------------------------------------------

1
n
---

i N∈
∑
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Рис. 1. Кривая АВ «реализует» равновесие Нэша 

Рис. 2. «Реализация» требуемого суммарного объема производства

Рис. 3. «Реализация» требуемого суммарного объема производ-
ства в отсутствии агентов первого ранга (точка С)
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Критериеì эффективности буäеì с÷итатü «äиспер-
сиþ» поëожений аãентов (в äанноì приìере öеëевая
функöия öентра зависит не тоëüко от аãреãированной
ситуаöии иãры, но и от всеãо вектора äействий аãентов):

F(x) = – (Q(x) – x
i
)2. (15)

С теоретико-иãровой то÷ки зрения ситуаöия триви-
аëüна — есëи бы öеëевые функöии аãентов быëи бы сре-
äи них общиì знаниеì, то аãенты ëеãко вы÷исëиëи бы,
÷то равновесиеì Нэøа явëяется ëþбой вектор оäинако-
вых äействий. Отìетиì, ÷то при этоì поëностüþ отсутс-
твует конфëикт интересов аãентов, а ëþбое равновесие
Нэøа оäнопериоäной иãры оäновреìенно ìаксиìизи-
рует и критерий эффективности (15). Оäнако в сëу÷ае
(äаже оäноøаãовоãо) коëëективноãо повеäения аãентов
в усëовиях непоëной их инфорìированности все не так
просто.

Ранг 0. При заäанных на÷аëüных поëожениях аãентов

x
0 i-й аãент в соответствии с выражениеì (9) выберет

äействие

x
i
 =  = (nQ(x0) – ),  i ∈ N, (16)

равное среäнеìу поëожениþ остаëüных аãентов. Сäе-
ëанный вывоä остается в сиëе и в сëу÷ае, коãäа öеëевые
функöии аãентов зависят не от аãреãированной ситуа-
öии, а от агрегированной обстановки: g(x

i
, Q

i
(x

–i
)) =

= –(x
i
 – Q

i
(x

–i
))2, ãäе Q

i
(x

–i
) = x

j
, i ∈ N.

Из выражения (16) сëеäует, ÷то Q(x) = Q(x0), т. е.
среäнее зна÷ение коорäинат аãентов не изìеняется, а

зна÷ение критерия эффективности возрастает в (n – 1)2

раз: F(x) = F(x0).

Ранг 1. Пустü иìеþтся n
1
 аãентов, обëаäаþщих пер-

выì ранãоì рефëексии, а остаëüные n
0
 = n – n

1
 аãентов

иìеþт нуëевой ранã. Аãенты нуëевоãо ранãа рефëексии
выберут äействия, опреäеëяеìые выражениеì (16), а
аãенты первоãо ранãа — сëеäуþщие äействия:

x1
j
 =  = ,  j ∈ N

1
.

Есëи все аãенты обëаäаþт первыì ранãоì рефëек-

сии, то Q(x1
j ∈ N

) = Q(x) = Q(x0), т. е. среäнее зна÷ение

коорäинат аãентов не изìеняется (такой сëу÷ай явëяется
иäеаëüныì в сìысëе стабиëüности рефëексивноãо раз-
биения — все аãенты набëþäаþт ожиäаеìые зна÷ения).
Зна÷ение критерия эффективности возрастает еще в

(n – 1)2 раз: F(x1
j ∈ N

) = F(x) = F(x0).

Рассìотриì приìер — пустü n = 2. Поëу÷аеì, ÷то в
зависиìости от своих ранãов рефëексии аãенты выберут
äействия, преäставëенные в табë. 1. Виäно, ÷то:

— вектор äействий обоих аãентов, обëаäаþщих вто-
рыì ранãоì рефëексии, совпаäает с вектороì äействий
нерефëексируþщих аãентов;

— при оäинаковых ранãах рефëексии обоих аãентов
зна÷ение критерия эффективности не зависит от ранãа;

— все ÷етыре возìожные коìбинаöии äействий аãен-
тов ис÷ерпываþтся нуëевыì и первыì ранãаìи их реф-
ëексии;

— ìаксиìаëüное (равное нуëþ) зна÷ение критерия
эффективности (15) äостиãается в сëу÷ае, коãäа оäин из
аãентов (ëþбой) иìеет нуëевой ранã рефëексии, а äру-
ãой аãент — первый ранã.

Сëеäоватеëüно, в рассìатриваеìоì приìере ìакси-
ìаëüный öеëесообразный ранã рефëексии равен еäиниöе.

6.3. Àêòèâíàÿ ýêñïåðòèçà

Рассìатриваеìый зäесü приìер свиäетеëüствует, ÷то
наëи÷ие рефëексируþщих аãентов ìожет привоäитü к
посëеäствияì, неãативныì, усëовно ãоворя, с то÷ки зре-
ния ãруппы в öеëоì (сì. также ìоäеëи форìирования
коìанä в работе [17]).

Соäержатеëüная интерпретаöия ìоäеëи активной эк-
спертизы сëеäуþщая: иìеþтся n экспертов — аãентов,
сообщаþщих инфорìаöиþ орãанизатору экспертизы —

öентру. Центр приниìает реøение Q(x) = x
i
, рав-

ное среäнеìу арифìети÷ескоìу ìнений аãентов.

Пустü на сообщения аãентов наëожено требование
неотриöатеëüности. Цеëевой функöией аãента буäеì
с÷итатü «откëонение» итоãовоãо ìнения от еãо на÷аëü-
ноãо (истинноãо) ìнения [18]:

f(x
i
, Q(x)) = –(  – Q(x))2,  i ∈ N.

Пустü аãенты упоряäо÷ены по возрастаниþ их на-

÷аëüных ìнений:  <  < ... < .

С теоретико-иãровой то÷ки зрения, есëи бы öеëевые
функöии аãентов быëи среäи них общиì знаниеì, то

аãенты ëеãко вы÷исëиëи бы равновесие Нэøа:  = 0,

i = ,  = n .

Опреäеëиì ìножество аãентов M(x0) = i ∈ N |  l

l .

Ранг 0. При заäанных на÷аëüных ìнениях аãентов x0,
они в соответствии с выражениеì (9) выберут äействия

x
i
 = max n  – , 0 ,  i ∈ N. (17)

1
n
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i N∈
∑
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Таблица 1

Äåéñòâèÿ àãåíòîâ ïðè n = 2

На÷аëüные äействия

Аãент 1 Аãент 2

Ранã рефëексии 0

1

2

x1
0

x2
0

x2
0

x1
0

x1
0

x2
0

x2
0

x1
0

1
n
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i N∈
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0
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0
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Вы÷исëиì Q(x) = x
i
 – .

Ранг 1. Пустü иìеþтся n
1
 аãентов, обëаäаþщих пер-

выì ранãоì рефëексии, а остаëüные n
0
 = n — n

1
 аãентов

иìеþт нуëевой ранã. Аãенты нуëевоãо ранãа рефëексии
выберут äействия, опреäеëяеìые выражениеì (17), а
аãенты первоãо ранãа — сëеäуþщие äействия:

x1
j
 = max n  – x

l
]; 0 ,  j ∈ N

1
. (18)

Рассìотриì ÷исëовой приìер. Пустü иìеþтся 10
аãентов, ÷üи на÷аëüные ìнения равны их ноìеру. Дейс-
твия аãентов привеäены в табë. 2.

Варüируя ÷исëо рефëексируþщих аãентов первоãо
ранãа (от 0 äо 10), öентр ìожет ìенятü резуëüтаты экс-
пертизы (оäиннаäöатü возìожных то÷ек) от 0 äо 16,5.
Отìетиì, ÷то этот äиапазон øире, ÷еì интерваë истин-
ных ìнений экспертов (сравните с резуëüтатаìи анаëиза
инфорìаöионной рефëексии в заäа÷ах экспертизы [19]),
т. е. öентр, осуществëяя рефëексивное управëение, иìе-
ет зна÷итеëüные возìожности по ìанипуëированиþ ре-
зуëüтатаìи экспертизы.

Ранг 2. Аãенты второãо ранãа рефëексии выберут
äействия:

x2
j
 = max n  – x1

l
 –

– x
l
]; 0 ,  j ∈ N

2
. (19)

Пустü öентр испоëüзует сëеäуþщее рефëексивное
разбиение: N

0
 = {1, 2, 3, 4, 5}, N

1
 = {6, 7, 8, 9}, N

2
 = {10}.

Тоãäа в соответствии с выраженияìи (17) — (19) все
аãенты, кроìе äесятоãо, выберут нуëевые äействия, а äе-
сятый аãент — äействие, равное 100; т. е. в рассìатри-
ваеìоì приìере второãо ранãа рефëексии äостато÷но,
÷тобы поëу÷итü ситуаöиþ, совпаäаþщуþ с равновесной
по Нэøу.

6.4. Òðàíñïîðòíûå ïîòîêè è ìîäåëü ýâàêóàöèè

Рассìотриì поìещение, в котороì нахоäятся n аãен-
тов. В поìещении иìеþтся äва выхоäа, усëовно назовеì
их «ëевыì» (L) и «правыì» (R). Вреìя выхоäа опреäеëя-
ется ìоìентоì вреìени, коãäа из äанноãо выхоäа выøеë
посëеäний аãент, направивøийся к неìу. Кажäый
аãент оäнократно приниìает реøение, из какоãо выхо-
äа он буäет выхоäитü. Скорости äвижения всех аãентов
в отсутствие «пробок» приìеì оäинаковыìи. Обозна-

÷иì n
L
 (n

R
) — ÷исëо аãентов, направивøихся к ëевоìу

(правоìу) выхоäу, n
L
 + n

R
 = n.

Пустü известна зависиìостü T(k) вреìени выхоäа в
зависиìости от ÷исëа аãентов k l 0. Зависиìостü эту
буäеì с÷итатü непрерывной, выпукëой (отражение эф-
фекта «пробок») и равной нуëþ в нуëе (коãäа иìеется
оäин аãент, «пробки» отсутствуþт, и он покиäает поìе-
щение без заäержек). Обозна÷иì ÷ерез T

L
 (T

R
) вреìя äви-

жения аãента äо ëевоãо (правоãо) выхоäа, при÷еì T
L
 > T

R
,

т. е. правый выхоä распоëожен бëиже ëевоãо. Итак, поë-
ное вреìя выхоäа наëево T(n

L
) = T

L
 + T(n

L
), направо

T(n
R
) = T

R
 + T(n

R
).

Оптиìаëüное в сìысëе времени эвакуации T* — по-
киäания поìещения посëеäниì из аãентов (а иìенно
этот критерий испоëüзуется в ìоäеëях эвакуаöии) — рас-

преäеëение аãентов по направëенияì äвижения ( ; )

явëяется реøениеì сëеäуþщей систеìы уравнений (сì.
также рис. 4):

Миниìаëüное вреìя эвакуаöии

T * = T( ) + T
L
 = T( ) + T

R
. (20)

Рассìотриì теперü коëëективное повеäение аãентов,
с÷итая, ÷то кажäый из них стреìится покинутü поìеще-
ние как ìожно скорее. Аãенты нуëевоãо ранãа рефëек-
сии буäут выбиратü правый выхоä (äо неãо они в раìках
ввеäенных преäпоëожений äоберутся быстрее), аãенты
первоãо ранãа рефëексии, проãнзируя, ÷то в правоì вы-
хоäе аãенты нуëевоãо ранãа созäаäут пробку, выберут ëе-
вый выхоä.

Вреìя выхоäа в зависиìости от ÷исëа аãентов перво-
ãо ранãа рефëексии (рис. 5)

T1(n
1
) = max{T(n

1
) + T

L
; T(n – n

1
) + T

R
}. (21)

Виäно, ÷то как ìаëое, так и о÷енü боëüøое ÷исëо
рефëексируþщих аãентов пëохо, так как увеëи÷ивает

i M x
0

( )∈

∑
1
n
---

i M x
0

( )∈

∑
l i≠
∑ xl

0

Таблица 2

Äåéñòâèÿ àãåíòîâ

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Q(x0) 5,5

x 0 0 0 0 0 11 22 33 44 55
Q(x) 16,5
x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎩
⎨
⎧

xj
0

l M x
0

( )\ j{ }∈

∑
⎭
⎬
⎫
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xj
0

l N
1

∈ N
2

M x
0

( )\ j{ }∩∪

∑

l N
0
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0

( )\ j{ }∩∈

∑
⎭
⎬
⎫

nL
* nR
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T nL
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nL
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nL
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T
L

T
R

0 n
L

* n
R

* k

T(k) + T

T(k) + T
R

Рис. 4. Зависимость времени эвакуации от числа агентов, выби-
рающих правый или левый выход
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вреìя эвакуаöии (сì. рис. 5); т. е. существует оптиìаëü-
ное ÷исëо рефëексируþщих аãентов, при котороì вреìя
эвакуаöии ìиниìаëüно.

Из свойств функöии T(•) и преäпоëожения T
L
 > T

R

сëеäует, ÷то ìиниìуì выражения (21) äостиãается при

÷исëе аãентов первоãо ранãа рефëексии , опреäеëяе-

ìоì из соотноøения

T( ) + T
L
 = T(n – ) + T

R
.

Посëеäнее усëовие совпаäает с усëовиеì (20), т. е.

= , T1( ) ≡ T *, зна÷ит, первый ранã рефëексии

явëяется ìаксиìаëüныì öеëесообразныì в раìках рас-
сìатриваеìой ìоäеëи.

В рассìатриваеìой ìоäеëи ìожно äобавëятü аãентов
второãо, третüеãо и боëее высоких ранãов рефëексии,
оäнако это вряä ëи öеëесообразно, так как не позвоëит
уëу÷øитü уже äостиãнутое путеì ввеäения аãентов пер-
воãо ранãа зна÷ение вреìени эвакуаöии (20). Описание
иìитаöионных ìоäеëей транспортных потоков и эваку-
аöии ìожно найти в работах [8, 9, 20].

6.5. Ôîíäîâûé ðûíîê:

ïðèìåð âîçìîæíûõ ðàñøèðåíèé ìîäåëè

Обсуäиì возìожные расøирения описанноãо ìетоäа
рефëексивных разбиений, а иìенно — на приìере ÷ас-
тной ìоäеëи фонäовоãо рынка рассìотриì стратеãи÷ес-
куþ рефëексиþ аãентов «наä» их равновесныìи по Нэ-
øу стратеãияìи. Фонäовый рынок преäставëяет собой
объект ìоäеëирования, äëя котороãо наибоëее ÷асто ис-
поëüзуþт «рефëексивные» рассужäения — сì., напри-
ìер, работы [21, 22]. В работе [23] рассìотрена теорети-
ко-иãровая ìоäеëü фонäовоãо рынка, в которой кажäый
аãент в кажäый ìоìент вреìени обëаäает некоторыì ко-
ëи÷ествоì (äëя котороãо выпоëняþтся äинаìи÷еские
баëансовые оãрани÷ения) äенеã и актива, который он
ìожет приобретатü иëи проäаватü по сëоживøейся на
рынке öене. Посëеäняя зависит как от тренäа θ (вне-
øний фактор, явëяþщийся общиì знаниеì), так и от
соотноøения ìежäу спросоì и преäëожениеì — с рос-
тоì спроса рыно÷ная öена на актив растет, с ростоì
преäëожения — паäает. В указанной работе показано,
÷то в усëовиях общеãо знания аãентов обо всех параìет-

рах иãры структура равновесия Нэøа такова: ëибо все
аãенты приобретаþт актив на все иìеþщиеся у них
среäства (есëи они теì саìыì «увеëи÷иваþт» относи-
теëüнуþ öену актива), ëибо все аãенты проäаþт все иìе-
þщиеся у них активы (есëи они теì саìыì «уìенüøаþт»
относитеëüнуþ öену актива).

Рассìотриì сëеäуþщуþ ìоäеëü. Пустü кажäый аãент
обëаäает в на÷аëüный ìоìент вреìени суììой u

0
 l 0 и

активоì x
0
 l 0. В соответствии с резуëüтатаìи работы

[23] в на÷аëüный ìоìент вреìени у аãента иìеþтся äве
аëüтернативы: ëибо приобрести актив на всþ суììу u

0
,

ëибо проäатü все x
0
 еäиниö актива (рынок при этоì не

оãрани÷ен).
В зависиìости от äействий x аãента сëожится сëеäу-

þщая öена: есëи все аãенты приобретаþт актив, то öена

p буäет p+ = p
0
 + θ + αnx

0
; есëи аãенты проäаþт актив,

то öена p буäет p– = p
0
 + θ – α n x

0
, ãäе α — коэффиöиент

зависиìости öены от спроса-преäëожения.
На÷аëüное зна÷ение öеëевой функöии аãента u

0
 + x

0
p
0
,

коне÷ное:

� (x
0
 + u

0
/p

0
)p+ – u

0
, есëи актив приобретается с наìе-

рениеì посëеäуþщей проäажи;
� u

0
 + x

0
p
0
, есëи актив проäается;

� u
0
 + x

0
(p

0
 + θ), есëи аãент не преäприниìает никаких

äействий.
Дëя тоãо ÷тобы выяснитü, какое из трех äействий

(покупатü, проäаватü иëи ни÷еãо не äеëатü) преäприìет
раöионаëüный аãент, необхоäиìо сравнитü три поëу-
÷енные веëи÷ины. Поëу÷аеì, ÷то, есëи иìеет ìесто по-
ëожитеëüный тренä (θ l 0) иëи есëи тренä отсутствует
(θ = 0), то актив сëеäует приобретатü. При отриöатеëü-
ноì тренäе (θ < 0) äеëо обстоит сëожнее, а иìенно актив
сëеäует приобретатü при усëовии

θ l  – αnx
0
, (22)

которое озна÷ает, ÷то есëи аãенты, приобретая актив и
повыøая теì саìыì еãо öену в сëеäуþщеì периоäе, ìо-
ãут «переборотü» отриöатеëüный тренä, то актив сëеäует
приобретатü. В противноì сëу÷ае актив иì сëеäует про-
äаватü.

Есëи поäхоäитü боëее корректно и иссëеäоватü все со-
отноøения ìежäу параìетраìи, т. е. äëя кажäоãо из трех
äействий найти усëовия, при которых äанное äействие
оптиìаëüно, то поëу÷иì, ÷то раöионаëüный аãент äоë-
жен приäерживатüся сëеäуþщеãо аëãоритìа: приобретатü
актив, есëи выпоëнено усëовие (22), и проäаватü еãо, есëи
верно обратное соотноøение. Интересно, ÷то пассивное
повеäение — не преäприниìатü никаких äействий — не-
выãоäно ни при оäной коìбинаöии параìетров ìоäеëи.

Ка÷ественный вывоä из провеäенноãо анаëиза сëе-
äуþщий. Существование постоянноãо тренäа öены ак-
тива относитеëüно «стоиìости» äенеã привоäит к тоìу,
÷то, есëи этот тренä поëожитеëüный, то сëеäует вкëаäы-
ватü все äенüãи в приобретение актива. Есëи тренä от-
риöатеëüный, то наоборот — öеëесообразно избавëятüся
от актива. Возìожностü вëияния аãентаìи на öену ак-
тива путеì своих äействий (покупки иëи проäажи) при-
воäит к тоìу, ÷то приобретатü актив в сëу÷ае отриöа-
теëüноãо тренäа иìеет сìысë тоëüко в тоì сëу÷ае, есëи
этиìи äействияìи ìожно «преоäоëетü» тренä.

n1
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n1
* n1

*

n1
* nL

* n1
*

T *

T
L

T
R

0 n
1

* n n
1

T(n) + T
R

T(n) + T
L

Рис. 5. Зависимость времени эвакуации от числа агентов первого
ранга рефлексии

p0u0

p0x0 u0+
-----------------------
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Итак, ìы описаëи равновесие Нэøа аãентов. Рас-
сìотриì теперü рассужäения рефëексируþщеãо аãента
первоãо ранãа. Есëи выпоëнено усëовие (22), то он ìо-
жет спроãнозироватü, ÷то все аãенты нуëевоãо ранãа бу-
äут приобретатü актив. Есëи усëовие (22) не выпоëнено,
то он ìожет спроãнозироватü, ÷то все аãенты нуëевоãо
ранãа буäут проäаватü актив (öена на неãо упаäет) и еìу
выãоäно äействоватü так же. Поëу÷аеì, ÷то äействия
рефëексируþщих аãентов буäут такие же, как и нереф-
ëексируþщих, т. е. в рассìотренной ìоäеëи äобавëение
рефëексируþщих аãентов ëþбоãо ранãа не ìеняет ры-
но÷ной öены.

Сäеëанный вывоä сëеäует из тоãо, ÷то ìы рассìот-
реëи äостато÷но «интеëëектуаëüных» нерефëексируþ-
щих аãентов. Действитеëüно, преäпоëаãаëосü, ÷то они
способны проãнозироватü изìенение рыно÷ной öены в
зависиìости от своих äействий.

Рассìотриì äруãуþ ìоäеëü с ìенее «интеëëектуаëü-
ныìи» аãентаìи нуëевоãо ранãа, а иìенно преäпоëо-
жиì, ÷то они ориентируþтся ëиøü на знак тренäа. Тоãäа
при поëожитеëüноì тренäе аãенты нуëевоãо ранãа буäут
приобретатü актив, в резуëüтате ÷еãо еãо öена буäет рас-
ти, и рефëексируþщиì аãентаì ëиøü остается сëеäоватü
их приìеру. Ситуаöия ìеняется при отриöатеëüноì трен-
äе — аãенты нуëевоãо ранãа буäут проäаватü актив, в ре-
зуëüтате ÷еãо öена «еще боëее снизится». Но, рефëекси-
руþщие аãенты ìоãут попытатüся своиìи äействияìи
(приобретая актив) «переëоìитü тренä». Дëя этоãо, прав-
äа, иì необхоäиìо бытü уверенныìи, ÷то äоëя q реф-
ëексируþщих аãентов явëяется среäи них общиì знани-
еì и ÷то эта äоëя äостато÷на äëя тоãо, ÷тобы öена вы-
росëа. Посëеäнее усëовие по анаëоãии с усëовиеì (22)
ìожно записатü в виäе:

θ l + αn(1 – 2q)x
0
,

т. е.

q l q* =  + . (23)

Отìетиì, ÷то крити÷еская äоëя q* рефëексируþщих
аãентов составëяет не ìенее поëовины от общеãо ÷исëа
аãентов (усëовие q* m 1 эквиваëентно усëовиþ (22)). Рас-
сìотриì ÷исëовой приìер. Пустü n = 100, u

0
 = 1000,

p
0

= 10, x
0
 = 100, α = 0,001, θ = –1. Усëовие (22) выпоë-

нено. Из выражения (23) нахоäиì q* = 53 %.
Поä÷еркнеì, ÷то преäпоëожение о тоì, ÷то äоëя

рефëексируþщих аãентов явëяется среäи них общиì
знаниеì, противоре÷ит ввеäенноìу ранее преäпоëоже-
ниþ о структуре субъективных рефëексивных разбие-
ний (сì. выражение (8)), так как посëеäнее преäпоëаãа-
ет, ÷то рефëексируþщие аãенты «не знаþт о существо-
вании» äруãих аãентов тоãо же ранãа рефëексии (и боëее
высоких ранãов). К росту рыно÷ной öены при отриöа-
теëüноì тренäе буäет привоäитü ëþбое рефëексивное
разбиение, при котороì äоëи рефëексируþщих аãентов
ëþбых ранãов (кроìе нуëевоãо) в суììе превыøаþт q*,
и эта инфорìаöия явëяется общиì знаниеì среäи реф-
ëексируþщих аãентов соответствуþщих уровней. Дан-
ное утвержäение, иìеþщее прозра÷ные соäержатеëüные
интерпретаöии, свиäетеëüствует, ÷то структура субъек-
тивных рефëексивных разбиений, опреäеëяеìая выраже-
ниеì (8), не явëяется еäинственно возìожной и аäекват-
ной всеì ìоäеëяì, преäставëяþщиì интерес äëя практи-

ки; т. е., перспективныì направëениеì буäущих иссëе-
äований преäставëяется рассìотрение и äруãих структур
субъективных рефëексивных разбиений.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Такиì образоì, ìетоä рефëексивных разбие-
ний ìножества раöионаëüных аãентов на поäìно-
жества аãентов, обëаäаþщих разëи÷ныìи ранãаìи
стратеãи÷еской рефëексии, позвоëяет:
� с то÷ки зрения теории принятия реøений —

расøиритü кëасс ìоäеëей коëëективноãо пове-
äения интеëëектуаëüных аãентов, осуществëя-
þщих совìестнуþ äеятеëüностü в усëовиях не-
поëной инфорìированности и отсутствия об-
щеãо знания;

� с äескриптивной то÷ки зрения — расøиритü
ìножество ситуаöий, которые в раìках ìоäеëи
ìоãут бытü «объяснены» как устой÷ивые исхо-
äы взаиìоäействия аãентов; соответственно, в
раìках заäа÷ управëения — расøиритü обëастü
управëяеìости;

� с норìативной то÷ки зрения — ставитü и ре-
øатü заäа÷и ãрупповоãо управëения путеì поä-
бора структуры инфорìированности аãентов.
Анаëиз рассìотренных приìеров позвоëяет

констатироватü, ÷то наëи÷ие рефëексируþщих
аãентов ìожет изìенятü ãрупповое повеäение са-
ìыì разныì образоì.

В приìере «Оëиãопоëия Курно» (п. 6.1) при оп-
реäеëенноì äиапазоне зна÷ений на÷аëüный äейс-
твий аãентов ìожно реаëизоватü эффективные по
Парето иëи равновесные по Нэøу уровни произ-
воäства путеì ввеäения аãентов первоãо и второãо
ранãов рефëексии.

В приìере «Заäа÷а о консенсусе» (п. 6.2) ввеäе-
ние рефëексируþщих аãентов расøиряет ìножество
векторов äействий, выбираеìых аãентаìи, и приво-
äит к росту зна÷ения критерия эффективности.

В приìере «Активная экспертиза» (п. 6.3) наëи-
÷ие рефëексируþщих аãентов äаже первоãо ранãа
существенно расøиряет äиапазон возìожных ре-
зуëüтатов экспертизы. Второй ранã рефëексии поз-
воëяет реаëизоватü равновесие Нэøа.

В приìере «Транспортные потоки и ìоäеëü
эвакуаöии» (п. 6.4) наëи÷ие рефëексируþщих аãен-
тов первоãо ранãа позвоëяет äости÷ü ìиниìаëüно-
ãо (оптиìаëüноãо с «öентраëизованной» то÷ки
зрения) вреìени эвакуаöии.

В приìере «Фонäовый рынок» (п. 6.5) показа-
но, ÷то изìенитü ситуаöиþ (по сравнениþ с не-
рефëексивныì принятиеì реøений) ìожет тоëüко
опреäеëенная «крити÷еская ìасса» рефëексируþ-
щих аãентов.

В закëþ÷ение отìетиì, ÷то в настоящей работе:
� по÷ти не рассìатриваëисü аãенты со вторыì и

боëее высокиìи ранãаìи рефëексии (ëибо они
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превыøаþт ìаксиìаëüный öеëесообразный
ранã, ëибо соответствуþщие ìоäеëи поëу÷аþт-
ся сëиøкоì сëожныìи äëя поëу÷ения анаëити-
÷еских вывоäов);

� с÷итаëосü, ÷то аãенты ëþбоãо ранãа рефëексии
äостато÷но «интеëëектуаëüны» — они выбира-
þт äействия, стреìясü ìаксиìизироватü свои
öеëевые функöии. Можно äопуститü наëи÷ие и
ìенее интеëëектуаëüных аãентов — агентов-
имитаторов (усëовно, обëаäаþщих ìинус пер-
выì ранãоì рефëексии), äействия которых оп-
реäеëяþтся известной функöией от текущих
иëи проøëых äействий äруãих аãентов (приìе-
ры: выбор äействия, равноãо среäнеìу арифìе-
ти÷ескоìу äействий остаëüных аãентов; иëи
аãентов, связанных с äанныì; иëи некотороãо
äруãоãо фиксированноãо аãента). Наверное, та-
кие ìоäеëи ìоãут аäекватно описыватü такое
явëение как äиффузия инноваöий и äр.;

� явно неäостато÷ное вниìание уäеëено усëови-
яì стабиëüности.
Преäставëяется перспективныì установëение

соответствия и совìестное развитие ìетоäа рефëек-
сивных разбиений с теорией коãнитивных иерар-
хий (в которой ранãаì рефëексии соответствуþт
коãнитивные уровни и испоëüзуется вероятност-
ная ìоäеëü — иãрок некотороãо уровня с÷итает ос-
таëüных распреäеëенныìи по боëее низкиì уров-
няì в соответствии с распреäеëениеì Пуассона) —
направëение, активно развиваеìое в экспериìен-
таëüной эконоìике и повеäен÷еской теории иãр
(сì., наприìер, работы [24, 25].

Кроìе тоãо, заäа÷и управëения, поиска ìакси-
ìаëüноãо öеëесообразноãо ранãа рефëексии и ряä
äруãих ìожно и нужно ставитü и реøатü в раìках
и иных (отëи÷ных от рассìотренных зäесü) ìоäи-
фикаöий преäëоженной рефëексивной ìоäеëи
коëëективноãо повеäения, ÷то преäставëяется пер-
спективныì направëениеì буäущих иссëеäова-
ний. В первуþ о÷ереäü, это — заäа÷и активного
прогноза [26], в раìках котороãо аãенты по инфор-
ìаöии öентра о буäущеì состоянии систеìы «вос-
станавëиваþт» текущее состояние и на основании
этой новой инфорìаöии приниìаþт реøения.
Зäесü ввеäение рефëексивных разбиений выãëяäит
весüìа ìноãообещаþщиì.
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