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Аннотация. Рассмотрен один из вероятностных подходов к получению производственной 

CES-функции. Подход заключается в нахождении математического ожидания и медианы 

функции Леонтьева (количества выпускаемой продукции) как случайной величины, зави-

симой от мощностей факторов производства – отношений факторов к их удельным значе-

ниям. Обоснован вид функции распределения минимума из набора независимых случай-

ных величин. Показано выражение математического ожидания и медианы количества вы-

пускаемой продукции в виде CES-функций в случае, когда мощности факторов производ-

ства имеют непрерывные распределения Вейбулла. Предложено рассмотреть дискретно 

распределённые факторы производства на примере геометрического закона. Выполнена 

попытка получения CES-функции в случае, когда мощности факторов имеют дискретные 

распределения Вейбулла. Описаны трудности, возникающие при аналитическом использо-

вании математического ожидания функции Леонтьева. 
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 Традиционно производственные функции, 

устанавливающие связь между факторами произ-

водства 1,..., nX X  и количеством Q  выпускаемой 

предприятием (или страной) продукции, описыва-

ют в терминах, связанных с предельной нормой 

замещения ijS  и эластичностью замещения σij  

фактора iX  фактором jX ; при этом предполагают, 

что факторы принимают детерминированные зна-

чения [1]. В частности, для двух факторов 1X  и 

2X  свойством 12σ const  обладает функция вида 

CES.  

Однако начиная со второй половины XX в. вы-

делился вероятностный подход к описанию произ-

водственных функций, получивший особое разви-

тие в 1990–2015 гг. [2–5]. Наиболее значимым до-

стижением здесь явилась разработка теоретическо-

го аппарата на основе следующих понятий: техно-

логия (идея), локальная производственная функ-

ция, технологическое меню, глобальная (агрега-

тивная) производственная функция [2]. Коротко 

поясним суть на следующем примере [3]. 

Пусть в производстве задействованы два фак-

тора 1X  и 2X , и пусть 1x  и 2x  — некоторые тех-

нологические параметры, соответствующие дан-

ным факторам. Рассмотрим производственную 

функцию вида CES 

    1 2

1 2

1
θ θ θ

ψ (1 ψ)
X X

x x
Y A   , 

где 0A , ψ (0;1) , θ ( ; 0) (0; 1)    – констан-

ты. 

Пару значений параметров 1 2( , )x x  называют 

технологией, или идеей. Функцию Y  с фиксиро-

ванными значениями 1x  и 2x  называют локальной 

производственной функцией, соответствующей 

технологии 1 2( , ).x x  
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Пусть на значения параметров 
1x  и 

2x  наложе-

на связь – технологическое меню. Рассмотрим 

связь вида 

1 1 2 2( ) ( ) ,T x T x N  

где 
1 1( )T x  и 

2 2( )T x  – некоторые (неизвестные) 

функции одной переменной, N  – константа. 

В рамках указанного примера возникает задача: 

при выбранных значениях факторов 
1X  и 

2X  

найти такой вид функций 
1 1( )T x  и 

2 2( )T x , что при 

наложенной связи функция Y  будет достигать 

наибольших значений (при этом Y  будет назы-

ваться глобальной производственной функцией): 

    1 2

1 2

1
θ θ

1 2

θ

1 2

ψ (1 ψ) m

( )

ax;

( ) .

X X

x x

T x T x N

Y A 



 






 

Воспользовавшись методом множителей Ла-

гранжа и методом разделения переменных, можно 

показать, что функции 1 1 1 1( ) 1 ( )F x T x   и 

2 2 2 2( ) 1 ( )F x T x   будут представлять собой функ-

ции распределения Вейбулла. Специалистами ис-

следована и обратная задача [4]: по распределён-

ным по закону Вейбулла параметрам 1x  и 2x  вос-

становить глобальную производственную функ-

цию как функцию вида CES. 

Иной подход позднее был предложен А. В. Ми-

хеевым [6]. Параметром ix  было предложено обо-

значать удельное значение фактора iX  – количе-

ство этого фактора, необходимое для изготовления 

одной единицы продукции. Было введено понятие 

мощности iQ  фактора iX  как отношения коли-

чества фактора iX  к его удельному значению :ix  

.i
i

i

X
Q

x


 

Предложено рассматривать мощности факто-

ров как случайные величины. Рассмотрена двух-

факторная производственная функция Леонтьева

1 2min{ , }Q Q Q  и показано, что математическое 

ожидание этой функции можно найти через двой-

ной интеграл [6] 

1 2 1 2

1

1 1 2 2 1 2 1

0

( ( , ) ( , )) ,Q Q Q Q

q

EQ q p q q p q q dq dq

  
  




   (1) 

где 
1 2 1 2( , )Q Qp q q  – совместная плотность распреде-

ления случайных величин 1Q  и 2Q . С помощью 

формулы (1) было показано, что если 1Q  и 2Q  не-

зависимы и имеют распределения Вейбулла с оди-

наковым коэффициентом формы β 0 , то EQ  вы-

ражается через математические ожидания 
1EQ  и 

2EQ  величин 
1Q  и 

2Q  в виде CES-функции: 

 
1

β β β
1 2( ( .) )EQ EQ EQ 



   

При использовании формулы (1) имеют место 

достаточно объёмные выкладки. Однако возможен 

иной путь: найти закон (функцию или плотность) 

распределения случайной величины Q 

1 2min{ },Q Q  и выразить математическое ожида-

ние EQ  по определению. Если бы случайные ве-

личины 1Q  и 2Q  были независимы и подчинялись 

одинаковому закону распределения, то эта задача 

превратилась бы в известную из математической 

статистики задачу о законе распределения мини-

мальной реализации из случайной выборки с за-

данной генеральной совокупностью [7]. Достоин-

ство указанной задачи в том, что она позволяет 

работать со случайной выборкой любого объёма n, 

т. е. возможно рассмотрение n мощностей 

1, , .nQ Q  Именно некоторая модификация этой 

задачи и будет представлять интерес для дальней-

ших изысканий. 

Следует отметить, что в работах [2–6] рассмат-

ривались лишь непрерывные модели, в то время 

как факторы производства или их мощности в ре-

альности могут представлять собой дискретные 

величины. Здесь интерес представляет рассмотре-

ние мощностей факторов производства как дис-

кретно распределённых случайных величин и по-

пытка построения на их основе производственных 

функций. Особенно важно рассмотреть дискрет-

ный аналог распределения Вейбулла и аналитиче-

скими методами попытаться воссоздать на его ос-

нове CES-функцию. 

Исходя из вышесказанного, выделим ряд задач: 

 Предложить эффективный метод нахождения 

закона распределения функции Леонтьева от мощ-

ностей факторов производства как независимых 

случайных величин. 

 Показать возможность получения CES-

функции от математических ожиданий и медиан 

мощностей n факторов производства в случае, ко-

гда мощности как независимые случайные вели-

чины имеют непрерывные распределения Вейбул-

ла с одинаковым коэффициентом формы. 

 Предложить рассмотрение дискретно распре-

делённых мощностей факторов производства на 

примере геометрического закона. 

 Аналитическими методами провести попытку 

построения CES-функции в случае, когда мощно-

сти факторов как независимые случайные величи-
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ны имеют дискретные распределения Вейбулла с 

одинаковым коэффициентом формы. 

 

 

Пусть в производстве задействовано n невзаи-

мозаменяемых факторов, мощности которых обо-

значим 
1, , nQ Q . Для невзаимозаменяемых фак-

торов можем применить принцип производства 

Леонтьева, согласно которому количество выпус-

каемой продукции равно наименьшей из мощно-

стей используемых факторов производства. Кроме 

того, будем рассматривать мощности 
1, , nQ Q  как 

независимые случайные величины. 

Будем основываться на следующем утвержде-

нии. 

Утверждение 1. Пусть 1, , nQ Q  – независи-

мые случайные величины, каждая из которых име-

ет функцию распределения вида 

( ), ;
( )

0, ,i

i i

Q

i

f q q b
F q

q b


 


 

где ib  – некоторые числа. Тогда функция распре-

деления случайной величины 

1min{ , , }nQ Q Q  

имеет вид 

1

( ) 1 (1 ( )).
i

n

Q Q

i

F q F q


                   (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

1 1

( ) { } 1 { }

1 {min{ ,..., } } 1 { ,..., }.

Q

n n

F q P Q q P Q q

P Q Q q P Q q Q q

     

      
 

Но 1 1{ ,..., } { } ... { }n nP Q q Q q P Q q P Q q       , так 

как 1,..., nQ Q  независимы. Таким образом, 

1( ) 1 { } ... { },Q nF q P Q q P Q q       

откуда получаем формулу (2). ♦ 

Замечание. Далее в работе встретятся дискрет-

но распределённые случайные величины 1, , nQ Q  

с целочисленными областями возможных значе-

ний 1, 2, 3, … или 0, 1, 2, …; для них утвержде-

ние 1 остаётся в силе (для простоты можно пред-

ставить, что ib  – целые числа и что из множества 

iq b  отбираются целые числа). 

 

Представим 1Q  и 2Q  как мощности некоторых 

факторов производства. Предположим, что это две 

независимые непрерывные случайные величины, 

распределённые по законам Вейбулла [8] с одина-

ковым коэффициентом формы β 0  и коэффици-

ентами 
1α 0  и 

2α 0 : 

  

β
1

1

α1 , 0;
( )

0, 0,

q

Q

e q
F q

q

  
 



 

β
2

2

α1 , 0;
( )

0, 0.

q

Q

e q
F q

q

  
 



 

Пусть Q  – количество выпускаемой продукции 

– зависит от мощностей 
1Q  и 

2Q  факторов соглас-

но принципу производства Леонтьева: 

1 2min{ , }.Q Q Q  

Применяя утверждение 1, получаем 

βα1 , 0;
( )

0, 0,

q

Q

e q
F q

q

  
 



 

где 1 2α α α  . Так, случайная величина Q  имеет 

распределение Вейбулла. Запишем её математиче-

ское ожидание [8]: 

 
1

1
β

β
1 2

1 1
α 1 α α 1 ,

β β
EQ


   

         
   

     (3) 

где Г – гамма-функция. 

Из формул для математических ожиданий 1EQ  

и 2EQ  случайных величин 1Q  и 2Q  

1

β

1 1

1
α 1 ,

β
EQ

  
   

 
 

1

β

2 2

1
α 1

β
EQ

  
   

 
 

выражаем коэффициенты 1α  и 2α  и, подставляя их 

в формулу (3), получаем: 

 
1

β β β
1 2( ( ,) )EQ EQ EQ 



               (4) 

что определяет производственную CES-функцию. 

В дальнейшем интерес также представляет и 

частный случай при β 1 . При этом распределение 

Вейбулла (для 1 2, ,Q Q Q ) превращается в экспо-

ненциальное, а выражение (4) примет вид 

1 2

1 2

.
EQ EQ

EQ
EQ EQ




                        (5) 

Проведённые выкладки можно обобщить на 

случай n факторов. Кроме того, вместо математи-
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ческих ожиданий можно рассмотреть и другие ха-

рактеристики случайных величин, например, ме-

дианы. 

Утверждение 2. Пусть 
iQ  ( 1,..., )i n  – мощ-

ности факторов производства, представимые как 

независимые непрерывные случайные величины, 

распределённые по законам Вейбулла с одинако-

вым коэффициентом формы β 0  и коэффициен-

тами 
1α 0, ,α 0n  : 

βα
1 , 0;

( )
0, 0,

i

i

q

Q

e q
F q

q

  
 



 

и пусть количество выпускаемой продукции Q  

определяется принципом Леонтьева: 

1min{ ,..., }.nQ Q Q  

Тогда математическое ожидание EQ  и меди-

ана M  величины Q  выражаются через соответ-

ственно математические ожидания iEQ  и меди-

аны iM  величин iQ  как производственные CES-

функции: 

 
1

β β β
1( ... ( ,) )nEQ EQ EQ 



              (6) 

 
1

β β β
1 ... .nM M M


                      (7) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя утверждение 1, 

получаем функцию распределения Вейбулла 

βα1 , 0;
( )

0, 0,

q

Q

e q
F q

q

  
 



 

где 1α α + αn  . Запишем выражения для математи-

ческого ожидания EQ  и медианы M  случайной вели-

чины Q : 

 
1

1
β

β
1

1 1
α 1 α ... α 1 ,

β β
nEQ


   

          
   

 

 
1 1 1

1
β β β

β
1α (ln 2) α ... α (ln2) .nM




     

Записывая формулы для математических ожиданий 

iEQ  и медиан 
iM  случайных величин 

iQ  

1

β 1
α 1 ,

β
i iEQ

  
   

 
 

1 1

β β ,α (ln 2)i iM


  

выражая из них коэффициенты i  и подставляя их в 

выражения для EQ  и ,M  получаем формулы (6) и 

(7). ♦ 

 

Попробуем теперь представить мощности фак-

торов производства как случайные величины, 

имеющие дискретные распределения. 

 

3.1. Пример: геометрическое распределение 

Пусть 1Q  и 2Q  – мощности факторов производства, 

представимые как две независимые случайные величи-

ны, имеющие геометрические распределения с пара-

метрами (вероятностями успеха однократного испыта-

ния) 1p  и 2p  соответственно. Здесь распределение бу-

дем понимать в следующем смысле: случайная величи-

на – номер испытания, давшего первый успех (возмож-

ные значения 1,2,...j  ). 

Тогда вероятности неудач однократных испытаний 

равны 1 11q p   и 2 21q p   соответственно. 

Функции распределения случайных величин 1Q  и 

2Q  имеют вид 

1

1
1 1( ) { } 1 ,

j
QF j P Q j q


     

2

1
2 2( ) { } 1 .Q

j
F j P Q j q


     

Пусть количество выпускаемой продукции Q  опре-

деляется принципом Леонтьева: 

1 2min{ , }.Q Q Q  

Применяя утверждение 1, получаем 

1
0( ) 1 ,Q
j

F j q


   

где 0 1 2q q q . Видим, что случайная величина Q  имеет 

геометрическое распределение с параметром 

0 0.1p q   Выразим 0p  через параметры 1p  и 2p : 

0 1 2 1 2 1 2 1 21 1 (1 )(1 ) .p q q p p p p p p          

Известно, что 

 
1

, 1, 2,i
i

EQ i
p

                              (8) 

0 1 2 1 2

1 1
.EQ

p p p p p
 

 
                   (9) 

Выражая 1p  и 2p  из формулы (8) и подставляя их в 

формулу (9), получаем 

1 2

1 2

.
1

EQ EQ
EQ

EQ EQ


 
                       (10) 

Укажем, что если для геометрического распределе-

ния использовать другое определение (случайная вели-

чина – число неудач до первого успеха), то 

1 2

1 2

.
1

EQ EQ
EQ

EQ EQ


 
                       (11) 
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Приведём достаточно примитивный пример ситуа-

ции, когда мощности факторов производства 1Q  и 2Q  

представимы геометрически распределёнными случай-

ными величинами. Предположим, что для попытки вы-

пуска одного неделимого изделия требуется затратить 

либо единичную мощность фактора 1, либо единичную 

мощность фактора 2. Одна попытка может закончиться 

успехом (изделие прошло контроль и испытания) или 

неудачей (не прошло). При этом если используется фак-

тор 1, то вероятность успеха обозначим 1p . Если же 

используется фактор 2, то вероятность успеха обозна-

чим 2p . Пусть номер попытки не влияет на вероятность 

её успеха. 

Номер первой успешной попытки выпуска изделия 

при использовании выбранного фактора есть реализа-

ция мощности выбранного фактора как случайной ве-

личины, и эта величина по определению имеет геомет-

рическое распределение. Очевидно, что выгодно задей-

ствовать именно тот из факторов, при котором номер 

первого успеха будет минимален (отсылка к принципу 

Леонтьева). 

Интерес представляет некоторая схожесть формул 

(10), (11) с формулой (5), полученной для экспоненци-

ально распределённых факторов. 

Известно, что геометрическое распределение явля-

ется дискретным аналогом экспоненциального. Пусть 

некоторая случайная величина Q  имеет экспоненци-

альное распределение с плотностью  

λλ , 0;
( )

0, 0,

λ 0.

q

Q

e q
p q

q

 
 





 

Рассмотрим случайную величину Y Q     (потолок 

величины Q ). Для натуральных 1,2,...j   

1

{ } { 1 } ( ) ,Q

j

j

P Y j P j Q j p q dq


        

откуда 

λ λ( 1){ } (1 ) .jP Y j e e      

Обозначим λ

0 01q e p   ; тогда 

1 1

0 0 0 0{ } (1 ) (1 ) .j jP Y j q q p p       

Таким образом, величина Y  имеет геометрическое 

распределение с параметром λ

0 1p e   (в смысле «но-

мер испытания, давшего первый успех»). 

Если же рассмотреть целую часть Q   , то она также 

подчинена геометрическому закону с параметром 
λ

0 1p e  , но в смысле «число неудач до первого 

успеха». 

3.2. Дискретизация распределения Вейбулла               

и попытка построения CES-функции 

Проведём аналогичным образом «дискретиза-

цию» распределения Вейбулла. В данном случае 

плотность распределения случайной величины Q  

имеет вид 

ββ 1 ααβ , 0;
( )

0, 0,

β>0, α>0.

q

Q

q e q
p q

q

  
 

  

Рассмотрим случайную величину Y Q    . Для 

0,1, 2,...j   справедливо 
1

{ } { 1} ( ) ,

j

j

QP Y j P j Q j p q dq



        

после преобразований получаем 

β βα α( 1){ } .j jP Y j e e                  (12) 

Тогда функция распределения случайной вели-

чины Y будет иметь вид 

 
β

1
α

0

( ) { } { } 1
j

j

Y

k

F j P Y j P Y k e






          (13) 

– искомое дискретное распределение Вейбулла 

(типа 1 [9, 10]). 

Найдём медиану M  случайной величины Y . 

Для этого введём в рассмотрение квантиль γQ  

уровня γ ; его неокруглённое значение является 

решением уравнения 

γ( ) γ,YF Q   

т. е., с учётом формулы (13), решением уравнения 

β
γα

1 γ.
Q

e


   

После преобразований получаем 

1

β

γ

ln(1 γ)
,

α
Q

 
  
 

 

откуда неокруглённое значение медианы равно 

1

β

1/2

α
.

ln2
M Q



 
   

 
                    (14) 

Рассмотрим теперь математическое ожидание 

случайной величины Y (с учётом формулы (12)): 

 
β βα α( 1)

0 0

{ } .j j

j j

EY jP Y j j e e
 

  

 

        (15) 



 

 
 

 

 
 

   ●

Cуммирование этого ряда проводят численно [9]; 

в данном же случае важна попытка его аналитиче-

ского выражения. 

В предположении о сходимости ряда (15) мож-

но, раскрыв скобки в разложении и приведя сосед-

ние подобные члены, перейти к выражению 

βα

1

( .) j

j

E eY






                        (16) 

Здесь рассмотрим случай β 1 . Каждый член 

ряда (16) при этом меньше соответствующего чле-

на сходящегося ряда геометрической прогрессии 

α

1

j

j

e






 , а значит ряд (16) будет сходиться. 

Теоретический интерес представляет случай 

β 2  (дискретный вариант распределения Рэлея); 

далее будем рассматривать только его. Ряд (16) 

принимает следующий вид (обозначим его (α)u ): 

2

2 2 2

α

1

α 1 α 2 α 3

(α)

( ) ( ) ( ) ...

j

j

EY u e

e e e






  

  

   



           

(17) 

Для рассмотрения ряда (17) целесообразно вве-

сти тета-функцию 

2πθ( ) ( )s j

j

s e






   

и функцию вида [11] 

2π

1

1
( ) ( ) (θ( ) 1).

2

s j

j

w s e s






    

Можно показать [11], что справедливо функцио-

нальное уравнение 

1 1 1 1
( ) 1 .

2
w s w

ss s

  
    

   
 

Пусть π αs  . Функции (α)u  и ( )w s  свяжутся так:  

α
(α) ( ) ,

π
u w s w

 
   

 
 

и можно записать 

2π π 1 π
(α) 1 .

α α 2 α
u u

  
       

   

           (18) 

При значениях коэффициента масштаба 

0 α 2  первым слагаемым в правой части выра-

жения (18) можно пренебречь, и в таком случае 

можно записать приближённое равенство 

1 π
1 , 0 α 2,

2 α
EY

 
    

 

 

которое представим в виде 

1

2
1 π

α , 0 α 2.
2 2

EY


               (19) 

При α 2  в разложении (17) можно ограни-

читься первым членом; можно записать прибли-

жённое равенство 

α , α 2.EY e  

На основании утверждения 1 и проведённых 

для дискретного распределения Вейбулла выкла-

док можно сформулировать следующее 

Утверждение 3. Пусть 
iQ  ( 1,..., )i n  – мощ-

ности факторов производства, представимые как 

независимые случайные величины, распределённые 

по дискретным законам Вейбулла с одинаковым 

коэффициентом формы β : 
βα

( ) 1 ,  = 0, 1, 2, ...i

iQ

j
F j e j


   

и пусть количество выпускаемой продукции Q  

определяется принципом Леонтьева: 

1min{ ,..., }.nQ Q Q  

Тогда неокруглённая медиана (14) M  величины 

Q  связана с неокруглёнными медианами 
iM  вели-

чин iQ  через CES-функцию: 

 
1

β β β
1 ... .nM M M


     

Кроме того, если β 2  и 0 α 2 , где 

1α α ... αn   , то математическое ожидание 

EQ  величины Q  можно приближённо связать с 

математическими ожиданиями iEQ  величин iQ  

через CES-функцию: 
1

2 2 2

1

1 1 1
... .

2 2 2
nEQ EQ EQ


     

              

 

Замечание к утверждению 3. При выполнении 

ограничения 10 α α α 2n     сразу же будут 

выполняться неравенства 0 α 2i  для 1,..., ,i n  

а значит математические ожидания 
iEQ  могут 

быть выражены в нужной для доказательства при-

ближённой форме (19). 

Получены CES-функции от математических 

ожиданий и медиан мощностей n факторов произ-

водства в случае, когда мощности представлены 

как независимые случайные величины, подчинён-
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ные непрерывным распределениям Вейбулла с 

одинаковым коэффициентом формы. 

Предложено рассмотрение дискретно распре-

делённых мощностей факторов на примере гео-

метрического закона. При этом, согласно принци-

пу Леонтьева, выгодно задействовать именно тот 

из факторов, при котором номер первого успеха 

изготовления изделия будет минимален. 

Проведена попытка построения CES-функции в 

случае, когда мощности факторов как независимые 

случайные величины имеют дискретные распреде-

ления Вейбулла с одинаковым коэффициентом 

формы. С успехом удалось связать неокруглённые 

значения (14) медиан мощностей факторов и меди-

ану количества выпускаемой продукции. Трудно-

сти возникли при поиске связи между математиче-

скими ожиданиями этих величин.  

Главной трудностью в исследовании явилось 

аналитическое выражение математического ожи-

дания случайной величины, распределённой по 

дискретному закону Вейбулла. В частном случае 

при коэффициенте формы, равном двум (β 2 ), 

возможно введение тета-функции и составление 

функционального уравнения. При некоторых огра-

ничениях на значения коэффициента масштаба 

распределения удаётся пренебречь частью функ-

ционального уравнения, тем самым приближённо 

выразить искомое математическое ожидание (см. 

формулу (19)) и составить CES-функцию. 

Остаётся открытым вопрос о возможности свя-

зывания в общем случае (т.е. без ограничений на 

коэффициенты распределений) в CES-функцию 

математических ожиданий мощностей факторов, 

если они как случайные величины подчинены дис-

кретным распределениям Вейбулла с одинаковым 

коэффициентом формы.  
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V. V. Kokov* and V. V. Sokolyanskiy** 

 
Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia 

 
* kokovvsevo@gmail.com, ** sokolyansky63@mail.ru  

 
 

Abstract. This paper considers a probabilistic approach to obtaining the CES production func-

tion. It consists in calculating the mean and median of the Leontief function (the quantity of 

output) as a random variable depending on the capacities of production factors, i.e., the ratios of 

the factors to their per-unit values. The type of the cumulative distribution function of the min-

imum from a set of independent random variables is substantiated. Explicit expressions are de-

rived for the mean and median of the quantity of output as CES functions when the factor ca-

pacities have (continuous) Weibull distributions. Discretely distributed production factors are 

considered using the example of a geometric law. An attempt is made to derive the CES func-

tion when the factor capacities have discrete Weibull distributions. The difficulties arising in the 

analytical use of the mean of the Leontief function are described. 
 

Keywords: production function, CES production function, probabilistic approach, Weibull distribution, 

discrete Weibull distribution, geometric distribution, mean, median. 
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