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Теория реëейных систеì [1] øироко приìеня-
ется äëя синтеза систеì управëения эëектропри-
воäаìи разëи÷ноãо типа [1—5]. Тот факт, ÷то сов-
реìенные эëектропривоäы управëяþтся инверто-
раìи напряжения, иìеþщиìи завеäоìо кëþ÷евуþ
прироäу функöионирования, äеëает естественныì
приìенение теории реëейных систеì управëения
äëя äанноãо кëасса объектов. В ÷астности, приìе-
нение теории систеì с разрывныìи управëения-
ìи, функöионируþщих в скоëüзящеì режиìе [6],
обеспе÷ивает äекоìпозиöиþ общеãо äвижения за-
ìкнутой систеìы на вреìенные этапы:

— этап попаäания на ìноãообразие скоëüжения
(быстрые äвижения);

— äвижение вäоëü этоãо ìноãообразия (ìеä-
ëенные äвижения),
а также инвариантностü ìеäëенных äвижений к
параìетри÷ескиì неопреäеëенностяì и внеøниì
возìущенияì, äействуþщиì по канаëаì управ-
ëения.

Отìетиì, ÷то непосреäственное испоëüзование
разрывных управëений не обеспе÷ивает инвари-
антностü к несоãëасованныì (не принаäëежащиì
пространству управëения) внеøниì и параìетри-

÷ескиì возìущенияì. Оäин из способов обеспе-
÷ения инвариантности выхоäных переìенных в
систеìах с несоãëасованныìи возìущенияìи за-
кëþ÷ается в испоëüзовании в обратной связи оöе-
нок возìущений, поëу÷енных с поìощüþ набëþ-
äатеëей на скоëüзящих режиìах [7, 8]. Оäнако
бëаãоäаря низко÷астотныì фиëüтраì в таких на-
бëþäатеëях в заìкнутой систеìе управëения воз-
никаþт ìаëые äинаìики, ÷то привоäит к сниже-
ниþ ÷астоты перекëþ÷ений реëейных эëеìентов
и, сëеäоватеëüно, к оøибкаì реãуëирования.

В äанной работе преäëожено аëüтернативное
реøение пробëеìы обеспе÷ения инвариантности в
асиìптотике выхоäных переìенных при äействии
на систеìу несоãëасованных возìущений øироко-
ãо кëасса. Преиìущества разработанноãо поäхоäа
проäеìонстрированы в заäа÷ах управëения и на-
бëþäения простейøей эëектроìехани÷еской сис-
теìой — эëектропривоäоì постоянноãо тока.

Работа иìеет сëеäуþщуþ структуру. В § 1 преä-
ставëен новый способ синтеза обратной связи на

основе вихревых2 аëãоритìов, обеспе÷иваþщей
инвариантностü выхоäных переìенных к несоãëа-
сованныì возìущенияì. В § 2 описана ìоäеëü и
форìаëизована постановка заäа÷и управëения

Дëя эëектроìехани÷еских объектов разработаны новые вихревые аëãоритìы (анãë. vortex
algorithms) управëения в кëассе разрывных функöий. Отìе÷ено, ÷то отëи÷итеëüная осо-
бенностü этих аëãоритìов состоит в обеспе÷ении инвариантности в асиìптотике вы-
хоäных переìенных объекта управëения к несоãëасованныì (не принаäëежащиì про-
странству управëений), неäоступныì äëя изìерения возìущенияì. Вихревые аëãоритìы
приìенены в заäа÷е сëежения за заäанныì уãëовыì поëожениеì ротора äвиãатеëя пос-
тоянноãо тока с неизвестныì ìоìентоì наãрузки.
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1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ (ãранты № 12-08-13105-офи-ì-ржä, 14-01-31190-ìоë-а).

2 Название «вихревые...» объясняется теì, ÷то изображаþ-
щая то÷ка систеìы описывает вращатеëüные затухаþщие во
вреìени коëебания, ãрафик которых напоìинает воронку.
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äвиãатеëеì постоянноãо тока (ДПТ) с неизвест-
ныì ìоìентоì наãрузки. В § 3 на основе вихревых
аëãоритìов реøаþтся пробëеìы синтеза закона
управëения и набëþäатеëя состояния. В § 4 при-
веäены резуëüтаты ìоäеëирования разработанной
систеìы управëения ДПТ, äеìонстрируþщие эф-
фективностü преäставëенноãо способа синтеза ин-
вариантной систеìы сëежения.

1. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Рассìотриì канони÷ескуþ систеìу второãо по-
ряäка при возäействии внеøних несоãëасованных
возìущений виäа

 = y
2
 + f

1
(t),   = u + f

2
(t), (1)

ãäе y
1
, y

2
 — изìеряеìые фазовые переìенные, y

1
 —

выхоäная, реãуëируеìая переìенная, u — управ-
ëение, f

1
(t), f

2
(t) — внеøние возìущения, кото-

рые поëаãаþтся неизвестныìи оãрани÷енныìи
функöияìи вреìени с оãрани÷енныìи произвоä-
ныìи: | f

1
(t)| ≤ F

1
 = const > 0, | f

2
(t)| ≤ F

2
 = const > 0,

| (t)| ≤  = const > 0, | (t)| ≤  = const > 0,

| (t)| ≤  = const > 0, | (t)| ≤  = const > 0.

Ставится заäа÷а синтеза обратной связи, обес-
пе÷иваþщей асиìптоти÷ескуþ стабиëизаöиþ вы-
хоäной переìенной систеìы (1):

|y
1
(t)| = 0.

Дëя реøения äанной заäа÷и выпоëниì поøа-
ãовуþ проöеäуру синтеза обратной связи в соот-
ветствии с ìетоäоëоãией бëо÷ноãо поäхоäа [9].

Шаг 1. С поìощüþ сìеøанной заìены пере-

ìенных  = y
2
 + f

1
(t) привеäеì систеìу (1) к ка-

нони÷ескоìу виäу

 = ,   = u + (t) + f
2
(t). (2)

Шаг 2. Сфорìируеì вихревой закон управëения
по известныì фазовыì переìенныì систеìы (1) в
виäе

u = –βy
1
 – αy

2
 – Msign(y

1
),  M = const > 0,

α, β = const > 0. (3)

Поäставив выражение (3) в уравнения (2), по-
ëу÷иì

 = ,  = –βy
1
 – α  – Msign(y

1
) + ξ(t),(4)

ãäе ξ(t) = αf
1
(t) + (t) + f

2
(t). 

С у÷етоì оãрани÷ений на внеøние возìущения
поëу÷иì оöенки неопреäеëенной составëяþщей
ξ(t) и ее произвоäной:

|ξ(t)| ≤ Σ,  | (t)| ≤ , (5)

ãäе Σ = αF
1
 + F

2
 + ,  = αF

1
 +  + .

Сфорìуëируеì основной резуëüтат работы в
виäе теореìы.

Теорема 1. Пусть в замкнутой системе (4) вы-
полнены условия:

1) переменная ξ(t) удовлетворяет ограничениям (5);
2) параметры α, M алгоритма управления (3) вы-

браны согласно неравенствам

M > Σ,  α(M – Σ) > 2 .

Тогда замкнутая система (4) экспоненциально
устойчива. ♦

Доказатеëüство теореìы 1 привеäено в Приëо-
жении.

Замечание. В раìках кëасси÷ескоãо поäхоäа [6]
орãанизаöия скоëüзящеãо режиìа на поверхности
s = cy

1
 + y

2
, c = const > 0 с поìощüþ разрывноãо

управëения u = –Msign(s), M = const > 0 привоäит
к äвижениþ по ìноãообразиþ s = 0, описываеìо-

ìу уравнениеì  = –cy
1
 + f

1
(t). Как виäиì, инва-

риантностü выхоäной переìенной y
1
 систеìы (1) к

несоãëасованноìу возìущениþ f
1
(t) не обеспе÷и-

вается. ♦
Даëее аëãоритìы виäа (3) приìеняþтся в заäа-

÷ах управëения ДПТ.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÄÂÈÃÀÒÅËÅÌ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ ÒÎÊÀ

Рассìотриì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü ДПТ с
постоянныì возбужäениеì виäа [5]

 = x
2
,   = a

21
[x

3
x

4
 – m

L
(t)],

 = a
32

(u – x
2
x

4
 – a

31
x

3
),   = 0, (6)

ãäе x
1
 — уãоë поворота ваëа äвиãатеëя, раä, x

2
 — уã-

ëовая скоростü, раä/с, x
3
 — ток якоря, А, x

4
 — ìаã-

нитный поток, Вб, u — напряжение на якоре, В,
m

L
(t) — переìенный ìоìент наãрузки, Н•ì, ко-

торый трактуется как внеøнее несоãëасованное
возìущение, a

21
 — веëи÷ина, обратная ìоìенту

инерöии äвиãатеëя, 1/(кã•ì2), a
31

 — сопротивëе-

ние обìотки якоря, Оì, a
32

 — веëи÷ина, обратная

зна÷ениþ инäуктивности якоря, 1/Гн, M
e
 = x

3
x

4
 —

эëектри÷еский ìоìент, Н•ì.
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При синтезе систеì управëения эëектропри-
воäаìи, как правиëо, преäпоëаãается, ÷то ìоìент
наãрузки явëяется выхоäоì äинаìи÷еской ìоäеëи
(ãенератора возìущений)

 = Ww,  m
L
 = hTw, w ∈ Rq,  W ∈ Rq×q,

hT ∈ R1×q,

с известныìи ìатриöаìи W, hT и неизвестныìи
на÷аëüныìи усëовияìи.

Такой поäхоä позвоëяет описыватü разëи÷ные
возìущения, встре÷аþщиеся на практике. Напри-
ìер, при W = O, ãäе О — нуëевая ìатриöа, ìоìент
наãрузки постоянный и неизвестный. При соот-
ветствуþщеì выборе ìоäеëи возìущений ìожно
сãенерироватü ãарìони÷еский сиãнаë заäанной ÷ас-
тоты и äр. Непракти÷ностü такоãо поäхоäа обус-
ëовëена теì, ÷то в проöессе функöионирования
реаëüный ìоìент наãрузки ìожет не соответство-
ватü принятой ìоäеëи.

В äанной работе преäпоëаãается, ÷то ìоìент на-
ãрузки явëяется неизвестной оãрани÷енной функ-
öией вреìени и ìехани÷еских коорäинат x

1
, x

2
 с

оãрани÷енной поëной произвоäной. Ввеäение за-
висиìости ìоìента наãрузки от коорäинат поз-
воëяет расøиритü кëасс äопустиìых возìущений
и у÷итыватü, наприìер, вентиëяторнуþ наãрузку,
вязкое трение и äр. [5].

Даëее преäпоëаãается выпоëнение усëовий:

1) на переìенные систеìы (6) наëожены естес-
твенные физи÷еские оãрани÷ения |x

2
| ≤ X

2
, |x

3
| ≤ X

3
,

|x
4
| ≤ X

4
, |u| ≤ U;

2) кëасс функöий, описываþщих ìоìент на-
ãрузки, уäовëетворяет неравенстваì

|m
L
(t, x

1
, x

2
) ≤ M

1L
,  | (t, x

1
, x

2
)| ≤ M

2L
,

|
L
(t, x

1
, x

2
)| ≤ M

3L
,

ãäе константы M
iL
 > 0, i = 1, 2, 3, известны;

3) из посëеäних неравенств иìееì оãрани÷ения
на произвоäные вектора состояния

| | ≤ X
2
,  | | ≤  = a

21
(X

3
X

4
 + M

1L
),

 ≤  = a
32

(U + X
2
X

4
 + a

31
X

3
).

В ка÷естве öеëи управëения рассìатривается
оäна из основных заäа÷ управëения ДПТ: отработ-
ка заäанноãо сиãнаëа x

1r
(t) по уãëу поворота ваëа

äвиãатеëя:

(t) = x
1
(t) – x

1r
(t) → 0. (7)

Преäпоëаãается, ÷то заäанный сиãнаë x
1r
(t) опи-

сывается ãëаäкой оãрани÷енной функöией вреìе-
ни, произвоäные которой äо ÷етвертоãо поряäка
существуþт и оãрани÷ены.

Дëя реøения поставëенной заäа÷и сëежения (7)
в § 3 описана поøаãовая проöеäура синтеза обрат-
ной связи в раìках бëо÷ноãо поäхоäа [9], который
закëþ÷ается в посëеäоватеëüноì реøении эëеìен-
тарных заäа÷ стабиëизаöии невязок ìежäу факти-
÷ескиìи и выбранныìи зна÷енияìи фиктивных
управëений, в ка÷естве которых рассìатриваþтся
фазовые переìенные.

3. ÁÀÇÎÂÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÍÀ ÐÅËÅÉÍÛÕ ÂÈÕÐÅÂÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ

Базовый закон управëения ДПТ разработан в
преäпоëожении, ÷то все переìенные систеìы (6)
äоступны äëя изìерений.

Шаг 1. В первоì уравнении систеìы (6), за-
писанноì относитеëüно оøибки сëежения (7)

= x
2
 – , реøается эëеìентарная заäа÷а вы-

бора стабиëизируþщей ëокаëüной связи. В ка÷ес-
тве фиктивноãо управëения приниìается фазовая

переìенная x
2
, выбираеìая в виäе x

2
 = –k

1
 +

, ãäе k
1
 > 0 — коэффиöиент обратной связи,

обеспе÷иваþщий жеëаеìое собственное äвижение
в заìкнутой поäсистеìе

 = –k
1

 + . (8)

На второì øаãе реøается заäа÷а стабиëизаöия
невязки ìежäу факти÷ескиì x

2
 и выбранныì фик-

тивныì управëениеì

 = x
2
 + k

1
 –  → 0. (9)

Шаг 2. С у÷етоì уравнений (6) составиì äиффе-
ренöиаëüное уравнение относитеëüно невязки (9)

 = a
21

x
3
x

4
 + ξ

1
(t), (10)

ãäе ξ
1
(t) = a

21
m

L
 –  + k

1
 – .

Шаг 3. Запиøеì äифференöиаëüное уравнение

относитеëüно новой переìенной  = a
21

x
3
x
4
 + ξ

1
(t)

с у÷етоì выражений (6), (8) и (9) в преäпоëоже-
нии, ÷то поток наìаãни÷ивания постоянен (x

4
 =

= const > 0):

 = –a
2

 – a
3

 + b
0
u + ξ

2
(t), (11)

w·
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m··
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x·1 x·2 X
·
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x·3 X
·

3

x1

x
·

1 x·1r

x1
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x
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1 x1 x2

x2 x1 x·1r

x
·
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2
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x
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ãäе b
0
 = a

21
a

32
x

4
, a

2
 = (  + a

21
a

32
), a

3
 = (a

31
a

32
 –

– k
1
), ξ

2
(t) = k

1
(  + a

21
a

32
)  – a

21
a

32
 –

–  + a
31

a
32
ξ

1
(t) + a

21
.

Выбереì управëяþщее возäействие u
1
 в виäе

b
0
u = –(L

α
 – a

3
)a

21
x

4
x

3
 – Msign( ), (12)

ãäе L
α
 = const > 0, M = const > 0 — параìетры за-

кона управëения, выбор которых поясниì äаëее.

Ввеäеì обозна÷ение ξ(t) = (L
α
 – a

3
)ξ

1
(t) + ξ

2
(t).

Дëя äанной переìенной и ее произвоäной соãëас-
но ввеäенныì оãрани÷енияì на заäаþщее и воз-
ìущаþщее возäействия иìееì оöенки

|ξ(t)| ≤ Σ,  | (t)| ≤ , (13)

ãäе Σ,  — некоторые поëожитеëüные константы.

В сиëу теореìы 1 сфорìуëируеì резуëüтат: при
выпоëнении усëовий

M > Σ,  L
α
 = α,  α(M – Σ) > 2

переìенные заìкнутой систеìы (8), (10)—(12) эк-
споненöиаëüно схоäятся к нуëþ независиìо от
внеøнеãо возìущения.

Отìетиì, ÷то в заìкнутой систеìе (8), (10)—(12)
существует жесткая взаиìосвязü ìежäу скоростüþ
схоäиìости невязок и зна÷ениеì параìетра a

2
. Ес-

ëи зна÷ение параìетра a
2
 и аìпëитуäы M фикси-

руþтся из конструктивных соображений, то ско-
ростü схоäиìости переìенных систеìы сущест-
венно оãрани÷ивается.

Сëеäуþщий резуëüтат показывает, ÷то скоростü
схоäиìости в некоторой обëасти ìожет бытü су-
щественно увеëи÷ена путеì соответствуþщеãо вы-
бора параìетра α закона управëения (12).

Ввеäеì обозна÷ение

ξ(t) = (L
α
 – a

3
)ξ

1
(t) + ξ

2
(t) – a

2
, (14)

äëя äанной переìенной соãëасно ввеäенныì оãра-
ни÷енияì ìожно поëу÷итü оöенки типа (13).

Приìенитеëüно к поставëенной заäа÷е управ-
ëения ДПТ резуëüтаты из работы [10] ìоãут бытü
сфорìуëированы в сëеäуþщеì виäе.

Теорема 2. Пусть в замкнутой системе (8),
(10)—(12) выпоëнены усëовия:

1) переменная ξ(t) из выражения (14) удовлетво-
ряет ограничениям (13);

2) параметры алгоритма управления (12) вы-
браны согласно неравенствам L

α
 = α, M > Σ,

α(M – Σ) > .

Тогда справедливы утверждения:

1) переменная  асимптотически инвариантна

к возмущению ξ(t) и  = 0;

2) существует конечное время t
r
 такое, что при

t ≥ t
r
 для переменных (t), (t) замкнутой системы

(8), (10)—(12) справедливы оценки

| (t)| ≤ X
2

,  | (t)| ≤ X
3

,

где , X
2
, X

3
 — некоторые положительные конс-

танты. ♦
Закон управëения (12) преäпоëаãает приìене-

ние äеìпфирования в контуре обратной связи пу-
теì ввеäения ÷ëена –(L

α
 – a

3
)a

21
x

4
x

3
. Отìетиì, ÷то

на практике при реøении заäа÷ управëения эëек-
тропривоäаìи управëяþщие возäействия априори
иìеþт кëþ÷евуþ прироäу. Связано это, прежäе
всеãо, с теì, ÷то в такоì режиìе работы на кëþ-
÷евых инверторах рассеивается наиìенüøее коëи-
÷ества тепëа. Испоëüзование непрерывноãо управ-
ëения весüìа затруäнитеëüно на практике, особен-
но äëя äвиãатеëей боëüøой ìощности. Возникает
пробëеìа реаëизаöии разработанноãо закона уп-
равëения (12), которая ìожет бытü реøена äвуìя
способаìи.

1. Рассеивание энерãии, испоëüзуеìое в аëãо-
ритìе управëения (12), ìожет бытü реаëизовано на
основе ввеäения äобаво÷ноãо резистора в öепü
якоря äвиãатеëя. В этоì сëу÷ае ÷астü ìощности,
необхоäиìой äëя приäания заìкнутой систеìе не-
обхоäиìых äинаìи÷еских свойств, буäет рассеи-
ватüся на этоì äобаво÷ноì сопротивëения. Еãо со-
противëение буäет опреäеëятüся жеëаеìой скоро-
стüþ схоäиìости невязок к нуëþ, которая заäается

коэффиöиентоì  (сì. теореìу 2).

2. Неäостаток первоãо способа закëþ÷ается в

зависиìости коэффиöиента затухания  заìкну-
той систеìы от теìпературы, ÷то привоäит к не-
обхоäиìости охëажäения äобаво÷ноãо резистора
ëибо реãуëировки еãо сопротивëения. В сëеäуþ-
щей теореìе показывается, ÷то äиссипаöиþ энер-
ãии ìожно обеспе÷итü бëаãоäаря äвухуровневоìу
кëþ÷евоìу преобразоватеëþ энерãии. Дëя поëу-
÷ения äиссипативной коìпоненты приìеняется
ìетоä виброëинеаризаöии характеристики реëе
высоко÷астотныì сиãнаëоì. Рассìотриì оäин из
вариантов реаëизаöии поäобноãо аëãоритìа уп-
равëения

b
0
u = –M

2
sign(x

3
 + δ(t)) – M

1
sign( ), (15)

k1
2

x4
2

k1
2

x4
2

x1 x4
2
x·1r

x···1r m·
L

x2

ξ· Σ

Σ

Σ

x2

Σ

x1

t ∞→
lim x1

x2 x3

x2 e
γ t t

r
–( )–

x3 e

γ

2
--- t t

r
–( )–

γ

γ

γ

x2
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ãäе M
1
 = const > 0, M

2
 = const > 0 — параìетры

äвухуровневоãо кëþ÷евоãо инвертора, δ(t) —виб-
росиãнаë виäа

δ(t) = 

ãäе δ = const > 0 — аìпëитуäа, ω = const > 0 — ÷ас-
тота вибросиãнаëа.

Как показано в работах [11—13], при опреäе-
ëенноì выборе параìетров вибросиãнаëа δ(t) äейс-

твие реëе M
2
sign(  + δ(t)) (первой коìпоненты

управëяþщеãо возäействия (15)) на заìкнутуþ
систеìу (8), (10), (11), (15) эквиваëентно ëинейной
обратной связи (M

2
/δ)x

3
. Опираясü на резуëüтаты

теореìы 2, привеäеì без äоказатеëüства сëеäуþ-
щуþ теореìу.

Теорема 3. Пусть в замкнутой системе (8), (10),
(11), (15) выполнены условия:

1) возмущение ξ(t) из (14) удовлетворяет огра-
ничениям (13), где в обозначениях (14) принято
L
α

= M
2
/δ;

2) параметры алгоритма управления (15) вы-
браны согласно неравенствам M

1
 > M

2
 > Σ,

(M
1
– Σ) > , δ > , |ξ

1
(t)| ≤ Σ

1
, Σ

1
 = const > 0.

Тогда существуют константы N = const > 0 и
ω

0
 = const > 0 такие, что при ω > ω

0
 справедливо

неравенство | | ≤ N/ω. ♦

Из теореìы 3 сëеäует, ÷то при неоãрани÷ен-
ноì росте ÷астоты вибросиãнаëа ω → +∞ аëãо-
ритì управëения (15) позвоëяет обеспе÷итü асиì-
птоти÷ескуþ инвариантностü выхоäной переìен-
ной к внеøнеìу возìущениþ.

4. ÑÈÍÒÅÇ ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÅÉ
ÍÀ ÂÈÕÐÅÂÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ

Синтез набëþäатеëя на основе вихревых аëãо-
ритìов рассìотриì на приìере первоãо уравнения
систеìы (6) в преäпоëожении, ÷то уãоë x

1
 и ток

якоря x
3
 äоступны изìерениþ, а коэффиöиенты

a
21

, a
31

, a
32

 известны.

Вна÷аëе провеäеì синтез набëþäатеëя äëя уã-
ëовой скорости вращения äвиãатеëя x

2
. Рассìот-

риì первое уравнение систеìы (6)

 = x
2
. (16)

Построиì набëþäатеëü переìенной x
2
 в виäе

 = z
12

,   = –α
1
z
12

 + L
1
sign(e

1
). (17)

В сиëу выражений (16) и (17) запиøеì систеìу
уравнений относитеëüно оøибок набëþäения
e
1

= x
1
 – z

11
, e

12
 = x

2
 – z

12
:

 = e
12

,   = –α
1
e
12

 – L
1
sign(e

1
) + ρ

1
(t), (18)

ãäе ρ
1
(t) = α

1
x

2
(t) + (t), L

1
 = const > 0. 

Соãëасно оãрани÷енияì, ввеäенныì в § 2, äëя
возìущения ρ

1
(t) и еãо произвоäной справеäëивы

оöенки |ρ
1
(t)| ≤ P

1
, | (t)| ≤ , P

1
 = const > 0,

= const > 0. Тоãäа при выпоëнении соотноøе-

ний L
1
 > P

1
, α

1
(L

1
 – P

1
) >  в сиëу теореìы 2 иìе-

ет ìесто асиìптоти÷еская схоäиìостü переìенных
систеìы (18) к нуëþ, сëеäоватеëüно,

z
12

 = x
2
. (19)

В отëи÷ие от кëасси÷ескоãо набëþäатеëя на
скоëüзящих режиìах [6, 8]

 = L
1
sign(e

1
),   = x

2
 – L

1
sign(e

1
),

μ  = –τ + L
1
sign(e

1
),  μ = const > 0,

μ → 0 ⇒ τ → x
2
,

в котороì испоëüзуется вспоìоãатеëüный фиëüтр
äëя поëу÷ения текущей инфорìаöии о переìен-
ной x

2
(t), набëþäатеëü (17) уже вкëþ÷ает в своþ

структуру фиëüтр типа μ  = –τ + v. Такой поäхоä
позвоëяет повыситü то÷ностü набëþäения бëаãо-
äаря искëþ÷ениþ äинаìи÷еской заäержки обра-
ботки сиãнаëа.

Дëя поëу÷ения оöенки переìенной a
32

x
2
x

4
 пос-

троиì набëþäатеëü виäа

 = z
22

 – a
32

(u – a
31

x
3
),

 = –α
1
z
22

 + L
2
sign(e

2
). (20)

В сиëу уравнений (6) и (20) и в преäпоëожении
x

4
 = const систеìа уравнений относитеëüно оøи-

2δω
π

----------t 0 t π
2ω
-------,≤ ≤,

2δ 2δω
π

----------t– π
2ω
------- t 3π

2ω
-------,≤ ≤,

4δ 2δω
π

----------t+– 3π
2ω
------- t 2π

ω
------≤ ≤ i, , 1 p, ,=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

x3

M2

δ
-------- Σ

2Σ1

a21x4

-------------

t ∞→
lim x1

x·1

z·
11

z·
12

e·1 e·12

x·2

ρ·
1

P1

P1

P1

t ∞→
lim

z·
11

e·1

τ·

τ·

z·
21

z·
22
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бок набëþäения e
2
 = x

3
 – z

21
, e

22
 = a

32
x

3
x

4
 – z

22
 иìе-

ет виä

 = e
22

,   = –α
1
e
22

 – L
2
sign(e

2
) + ρ

2
(t), (21)

ãäе ρ
2
(t) = α

1
a

32
x

2
x

4
 + a

32
x

4
.

Соãëасно оãрани÷енияì, ввеäенныì в § 2, äëя
возìущения ρ

2
(t) и еãо произвоäной иìеþт ìесто

оöенки |ρ
2
(t)| ≤ P

2
, | (t)| ≤ , P

2
 = const > 0,

= const > 0. Тоãäа соãëасно резуëüтатаì тео-

реìы 2 при выпоëнении неравенств L
2
 > P

2
,

α
1
(L

2
– P

2
) >  переìенные систеìы (21) схо-

äятся асиìптоти÷ески к нуëþ, сëеäоватеëüно,

z
22

 = a
32

x
2
x

4
. (22)

Оöенка потокосöепëения  вы÷исëяется из

выражений (19) и (22)

 = 

и ìожет бытü испоëüзована в законе управëения с
öеëüþ обеспе÷итü заäанные характеристики пере-
хоäноãо проöесса во вреìени и у÷естü эффект раз-
ìаãни÷ивания систеìы возбужäения.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

В ка÷естве приìера рассìотриì заäа÷у управ-
ëения äвиãатеëеì постоянноãо тока с постоянныì
возбужäениеì (x

4
 = const > 0). Параìетры äвиãа-

теëя привеäены в табëиöе.
Поäставëяя зна÷ения указанных параìетров в

ìоäеëü ДПТ (6), поëу÷иì

 = x
2
,   = 0,5[x

3
 + m

L
(t)],

 = –10x
2
 – 11x

3
 + 2u. (23)

Даëее привеäена поøаãовая проöеäура синтеза
аëãоритìа управëения.

Шаг 1. Запиøеì уравнение äëя оøибки сëеже-

ния  = x
1
 – x

1r
 

 = x
2
 – (24)

и выбереì фиктивное управëение x
2
 в виäе

x
2
 =  – 0,5  + . (25)

Шаг 2. Дëя обеспе÷ения стабиëизаöии невязки

 = x
2
 + 0,5  –  перепиøеì систеìу (23) в но-

вых переìенных с у÷етоì уравнений (24) и (25):

 = –0,5  + ,

 = 0,5x
3
 – 0,25  + 0,5  + f

1
(t),

 = –10x
2
 – 11x

3
 + 2u,

ãäе f
1
(t) = 0,5m

L
(t) – . С у÷етоì новой переìен-

ной  = 0,5x
3
 – 0,25  + 0,5  иìееì

 = –0,5  + ,   =  + f
1
(t),

 = –10,5  + u + f
2
(t), (26)

ãäе f
2
(t) = –2,375  + 0,25  + 0,5f

1
(t) – 5 .

Шаг 3. Пустü äëя äанноãо äвиãатеëя заëожены
проектные оãрани÷ения

| | ≤ π, раä,  | | ≤ 100, раä/с,  |x
3
| ≤ 50, А. (27)

При ìоäеëировании испоëüзоваëисü заäаþщие
возäействия и возìущения

x
1r
(t) = sint + sin(2t), раä,

m
L
(t) = 3sin(0,5t) + 2sin(1,5t), Н/(кã•ì). (28)

В сиëу выражений (27) и (28) поëу÷иì сëеäуþ-
щие оãрани÷ения на возìущения f

1
(t) и f

2
(t):

| f
1
(t)| ≤ 7,5;  | f

2
(t)| ≤ 51,211;  | (t)| ≤ 11,25;

| (t)| ≤ 292,68;  | (t)| ≤ 19,625. (29)

Выбереì управëяþщее возäействие в виäе (12)
без äопоëнитеëüноãо äеìпфирования L

α
 – a

3
 = 0.

Соãëасно теореìе 2 аìпëитуäу реëе необхоäиìо
выбратü так, ÷тобы выпоëняëисü неравенства

M – Σ > 0,  10,5(M – Σ) > , (30)

ãäе ξ(t) = 10,5f
1
(t) + (t) + f

2
(t), |ξ(t)| ≤ Σ, | (t)| ≤ .

С у÷етоì оãрани÷ений (29) поëу÷иì оöенки
возìущения ξ(t) и еãо произвоäной:

|ξ(t)| ≤ 129,96;  | (t)| ≤ 430,43.

С у÷етоì посëеäних неравенств перепиøеì вы-
ражения (30):

M > 129,96;  M – 129,96 > 40,993.

e·2 e·22

x·2

ρ·
2

P2

P2

P2

t ∞→
lim

xˆ 4

xˆ 4

z22

a32x2

-------------

Параìетр Зна÷ение Параìетр Зна÷ение

a
32 2, Гн–1 a

21 0,5, (кã•ì2)–1

x
4

1, Вб a
31

5,5, Оì

x·1 x·2

x·3

x1

x
·

1 x·1r

x2 x1 x·1r

x2 x1 x·1r

x
·

1 x1 x2

x
·

2 x1 x2

x·3

x··1r

x3 x1 x2

x
·

1 x1 x2 x
·

2 x3

x
·

3 x3

x1 x2 x·1r

x1 x2

f
·

1

f
·

2 f
··

1

Σ

f
·

1 ξ· Σ
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Соãëасно посëеäниì неравенстваì выбереì уп-

равëяþщее возäействие в виäе u = –180sign( ).

На рисунке преäставëены резуëüтаты ìоäеëи-
рования в среäе MATLAB/Simulink на основе
÷исëенноãо интеãрирования ìетоäоì Дорìана —
Принса (ode 5). В увеëи÷енной ÷асти рисунка по-
казана установивøаяся оøибка при разëи÷ноì
øаãе äискретизаöии t

s
: сëева øаã интеãрирования

t
s
 = 10–4 c, справа — t

s
 = 10–3 c. Как виäно, ÷еì

ìенüøе øаã интеãрирования, теì ìенüøе устано-
вивøаяся оøибка. Поскоëüку äоказанный в тео-
реìе 2 теорети÷еский резуëüтат справеäëив тоëü-
ко при бесконе÷ной ÷астоте перекëþ÷ения реëе
(t
s
 = 0), постоëüку такой резуëüтат впоëне объяс-

ниì. Из резуëüтатов ìоäеëирования также виäно,

÷то переìенная  из систеìы (26) отрабатывает

возìущение — f
1
(t).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Проäеìонстрированы преиìущества преäëо-
женных в работе [10] ìетоäов синтеза инвариан-
тных систеì на основе вихревых аëãоритìов в
заäа÷е управëения простейøей эëектроìехани-
÷еской систеìой — äвиãатеëеì постоянноãо тока.
Заäа÷а управëения ДПТ в преäëоженной поста-
новке никоãäа не ставиëасü ранее, и, сëеäоватеëü-
но, не реøаëасü. В этоì сìысëе авторы не со÷ëи
возìожныì провести сравнение с известныìи ìе-
тоäаìи синтеза систеì управëения эëектроприво-
äаìи, ÷то обы÷но принято в прикëаäных работах.
Разработанные в äанной работе аëãоритìы син-
теза обратной связи ìоãут бытü поëезны при ре-
øения øирокоãо спектра заäа÷ управëения эëек-
троìехани÷ескиìи систеìаìи разëи÷ноãо уровня
сëожности [14—18].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1. Перепиøеì

уравнения (4) в новых коорäинатах  = y
1
,

= y
1
 +  (äаëее рассìатривается сëу÷ай, коãäа

α2/4 – β ≠ 0):

 = –  + γ
1

,

 = γ
2

 –  – Msign( ) + ξ(t), (П1)

ãäе γ
1
 = γ

2
 = , при  – β > 0, и γ

2
 = –γ

1
 =

=  при  – β < 0.

Рассìотриì составнуþ функöиþ Ляпунова (с у÷е-
тоì, ÷то M > ξ)

V = | | –  +  + . (П2)

Дифференöируя функöиþ Ляпунова с у÷етоì урав-
нений (П1), поëу÷иì

 = – | | +  –  –  +

+  –  ≤ xTQx – | | ≤

≤ λ
max

(Q)[  + ] – | |, (П3)

x2

Результаты моделирования
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ãäе xT = (  ), ìатриöа Q = ,  =

= , λ
max

(Q) — ìаксиìаëüное собственное

÷исëо ìатриöы Q.

Отìетиì, ÷то кваäрати÷ная форìа xTQx отриöатеëü-
но опреäеëена при ëþбых α > 0, β > 0, ÷то ëеãко прове-
ряется по критериþ Сиëüвестра [19]. Сëеäоватеëüно,

λ
max

(Q) < 0. Как виäно, при  > 0 иëи α(M – Σ) > 2

произвоäная функöии Ляпунова отриöатеëüна. Сëеäо-
ватеëüно, переìенные заìкнутой систеìы асиìптоти-
÷ески стреìятся к нуëþ.

Из выражения (П2) ìожеì записатü неравенство

V ≤ | |  + (  + ) ≤ c
0
(| | +  + ),

ãäе c
0
 = max .

Перепиøеì (П3) с у÷етоì посëеäней оöенки

 ≤ λ
max

(Q)[  + ] – | | ≤

≤ –c
1
(| | +  + ) ≤ –γV,

ãäе γ = , c
1
 = min{|λ

max
(Q)|, }.

Из этоãо выражения сëеäует экспоненöиаëüная схо-

äиìостü переìенных  и  при α и M, уäовëетворяþ-

щих усëовияì теореìы, и произвоëüноì параìетре β > 0.
Теореìа 1 äоказана.
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