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В 1994 ã. быë опубëикован QED-ìанифест [1]
анониìных авторов, в котороì выäвинуты öеëи
форìаëизаöии боëüøей ÷асти ìатеìатики, в тоì
÷исëе и ìатеìати÷еских äоказатеëüств, и проверки
правиëüности этих äоказатеëüств. В зарубежной и
оте÷ественной ëитературе (сì., наприìер, работы
[2, 3]) ìожно найти пубëикаöии, в которых ста-
вятся öеëи, бëизкие к выäвинутыì в ìанифесте.
В 2007 ã. быë опубëикован пересìотренный ìани-
фест [4], в котороì хотя и поäтвержäаëисü öеëи
исхоäноãо ìанифеста, но констатироваëосü, ÷то за
вреìя, проøеäøее с ìоìента еãо опубëикования,
не произоøëо существенноãо проäвижения в äо-
стижении этих öеëей. Таì же быëи названы äве ос-
новные при÷ины такоãо поëожения: сëиøкоì ìа-
ëо у÷еных заниìаþтся этой сëожной и труäоеìкой
пробëеìатикой; форìаëизованная ìатеìатика со-
верøенно непохожа на реаëüнуþ, из-за ÷еãо уже
поëу÷енные резуëüтаты оказываþтся невостребо-
ванныìи в ìатеìати÷еских иссëеäованиях.

В настоящее вреìя еäинственныì критериеì
правиëüности ìатеìати÷ескоãо äоказатеëüства сëу-
жит отсутствие в неì кеì-ëибо обнаруженных
оøибок. Поскоëüку такое поëожение устраивает
боëüøинство у÷астников ìатеìати÷еских иссëе-
äований и потребитеëей их резуëüтатов, то ìожно
преäпоëожитü, ÷то äостижение öеëей QED-ìа-
нифеста возìожно ëиøü при раäикаëüноì реøе-

нии пробëеìы, а иìенно, коãäа разниöа ìежäу
реаëüной и форìаëизованной ìатеìатикой буäет
поëностüþ устранена бëаãоäаря созäаниþ такой
форìаëизованной ìатеìатики, которая не буäет
отëи÷атüся от реаëüной. Это озна÷ает, ÷то ãипоте-
ти÷еская QED-систеìа äоëжна иìетü на вхоäе тек-
сты обы÷ных интуитивных äоказатеëüств, преä-
ставëенные среäстваìи поäãотовки ìатеìати÷ес-
ких пубëикаöий, и автоìати÷ески перевоäитü эти
ìатеìати÷еские тексты на язык некоторой фор-
ìаëüной ìоäеëи. Прежäе ÷еì заниìатüся ëинãвис-
ти÷ескиìи вопросаìи трансëяöии ìатеìати÷еских
текстов, äоëжна бытü преäëожена форìаëüная
ìоäеëü, уäовëетворяþщая äвуì требованияì: се-
ìантика ее языка äоëжна бытü как ìожно бëиже к
сеìантике ìатеìати÷ескоãо äиаëекта, ÷тобы авто-
ìати÷еский перевоä ìатеìати÷еских текстов быë
реаëизуеì; она äоëжна äопускатü автоìати÷ескуþ
проверку правиëüности форìаëüных äоказатеëüств.
Как известно, ìатеìати÷еский äиаëект не тоëüко
не явëяется фиксированныì, явно описанныì
языкоì, но и проäоëжает развиватüся. Поэтоìу,
нет никакой наäежäы построитü такуþ фиксиро-
ваннуþ форìаëüнуþ ìоäеëü (с фиксированныìи
языкоì преäставëения ìатеìати÷еских утвержäе-
ний, ëоãи÷ескиì ис÷исëениеì и ìоäеëüþ äоказа-
теëüства), которуþ ìожно быëо бы поëожитü в ос-
нову QED-систеìы (т. е. которая проäоëжаëа бы
уäовëетворятü обоиì требованияì, несìотря на
äаëüнейøее развитие ìатеìати÷ескоãо äиаëекта,
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ìетоäов ìатеìати÷еских рассужäений и техники äо-
казатеëüства). Теì не ìенее, все известные автору
работы, связанные с пробëеìатикой проверки пра-
виëüности интуитивных ìатеìати÷еских äоказа-
теëüств, посвящены построениþ иëи иссëеäованиþ
иìенно фиксированных ëоãи÷еских ìоäеëей.

В öикëе работ, опубëикованных в настоящеì
журнаëе, автор преäëожиë испоëüзоватü äëя öеëей
проверки правиëüности ìатеìати÷еских äоказа-
теëüств расøиряеìые форìаëüные ìоäеëи. Ис-
поëüзование расøиряеìых ìоäеëей базируется на
конöепöии управëения интеëëектуаëüныìи сис-
теìаìи [5]. Основанная на расøиряеìой ìоäеëи
QED-систеìа äоëжна бытü äопоëнена проãраì-
ìныìи среäстваìи управëения еþ (интерактивны-
ìи, автоìати÷ескиìи и автоìатизированныìи),
÷тобы ëиöа, управëяþщие систеìой с поìощüþ
этих среäств, иìеëи возìожностü расøирятü ëежа-
щие в ее основе ëоãи÷еские и ëинãвисти÷еские ìо-
äеëи, расøиряя теì саìыì корпус ìатеìати÷еских
текстов, äопускаþщих автоìати÷ескуþ обработку.

В работах [6, 7] преäëожен расøиряеìый фор-
ìаëüный язык преäставëения ìатеìати÷еских ут-
вержäений, заäаваеìый контекстно-зависиìой
ãраììатикой, как среäство преäставëения сеìан-
тики (поëуфорìаëüноãо) языка ìатеìати÷еских
утвержäений. В статüе [8] ввеäена расøиряеìая
ìоäеëü ис÷исëения высокоãо поряäка наä этиì
языкоì, заäаваеìая ìетаязыкоì, как среäство
преäставëения сеìантики ìатеìати÷еских рассуж-
äений. В работе [9] преäëожена простая, но äоста-
то÷но общая форìаëüно-ëоãи÷еская ìоäеëü инту-
итивноãо (непоëноãо) äоказатеëüства, основанная,
в первоì прибëижении, на äвух äопущениях: фор-
ìируеìые в проöессе построения поëноãо äоказа-
теëüства вспоìоãатеëüные утвержäения о прина-
äëежности зна÷ения терìа в унификаторе к обëасти
опреäеëения соответствуþщей преäìетной пере-
ìенной äоëжны äоказыватüся автоìати÷ески; при
äоказатеëüстве ëþбой öеëи ìожет бытü выбрана
аëüтернатива «äоказатеëüство о÷евиäно», и в этоì
сëу÷ае эта öеëü также äоëжна äоказыватüся автоìа-
ти÷ески. Проверка правиëüности непоëноãо фор-
ìаëüноãо äоказатеëüства стаëкивается с пробëеìой
необхоäиìости äоказатеëüства ãроìаäноãо ÷исëа
тривиаëüных ëеìì. Реøениþ этой пробëеìы с по-
ìощüþ техноëоãии «обëа÷ных вы÷исëений» (cloud
computing) и ìоäеëи анаëоãии ìежäу äоказатеëü-
стваìи, базируþщейся на ранее построенных рас-
øиряеìых ìоäеëях, посвящены работы [9—11].

Оäнако форìаëüно-ëоãи÷еская ìоäеëü интуи-
тивноãо äоказатеëüства соäержит эëеìенты, ко-
торые необхоäиìы äëя проверки правиëüности
форìаëüных äоказатеëüств, но в нефорìаëüных
интуитивных äоказатеëüствах не встре÷аþтся, а
иìенно, приìеняеìые на кажäоì øаãе правиëа
вывоäа и зна÷ения их посыëок. Автоìати÷еское

извëе÷ение этих эëеìентов из текста интуитивноãо
äоказатеëüства пробëеìати÷но, поскоëüку эта ин-
форìаöия в тексте äоказатеëüства, обы÷но, ëиøü
поäразуìевается. Требуется иная, боëее бëизкая к
сеìантике интуитивных äоказатеëüств форìаëü-
ная ìоäеëü интуитивноãо äоказатеëüства, которая,
также, äоëжна бытü расøиряеìой. Цеëü настоя-
щей работы закëþ÷ается в построении такой ìо-
äеëи, соãëасованной с преäыäущиìи. Эти и пре-
äыäущие резуëüтаты ìоãут бытü испоëüзованы не
тоëüко в проекте QED-систеìы, но и в новых про-
ектах управëяеìых интерактивных систеì äоказа-
теëüства теореì [12], преäставëяþщих собой при-
бëижения к этоìу проекту.

1. ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÈÍÒÓÈÒÈÂÍÎÃÎ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ

Интуитивное äоказатеëüство на÷инается с фор-
ìуëировки теореìы и соäержит явнуþ иëи неяв-
нуþ инфорìаöиþ о переìенных, испоëüзуеìых в
форìуëировке теореìы и äоказатеëüстве, о способе
äоказатеëüства и о еãо узëовых øаãах. Простейøий
способ äоказатеëüства — это посëеäоватеëüностü
øаãов. Друãие способы äоказатеëüства связаны с
заìеной исхоäной öеëи на оäну иëи нескоëüко но-
вых, кажäая из которых иìеет свое интуитивное
äоказатеëüство.

Метафорой äëя операöионной ìоäеëи интуи-
тивноãо äоказатеëüства сëужит то÷ка зрения на
интуитивное äоказатеëüство как на посëеäоватеëü-
ностü преäписаний äëя ÷итатеëя, которые он äоë-
жен выпоëнитü, ÷тобы понятü это äоказатеëüство
и убеäитüся в еãо правиëüности. Операöионная
ìоäеëü интуитивноãо äоказатеëüства преäставëяет
собой посëеäоватеëüностü коìанä, операнäаìи ко-
торых сëужат форìаëизованные ìатеìати÷еские
утвержäения. При преобразовании интуитивноãо
äоказатеëüства в еãо операöионнуþ ìоäеëü «вру÷-
нуþ» ìатеìатик äоëжен: явно описатü все пере-
ìенные, испоëüзуеìые в форìуëировке теореìы и
äоказатеëüстве; форìаëизоватü теореìу (исхоäнуþ
öеëü); указатü способ, которыì äоказывается о÷е-
реäная öеëü; есëи выбранный способ äоказатеëüс-
тва — это посëеäоватеëüностü еãо øаãов, то раз-
битü это äоказатеëüство на øаãи, заìенитü кажäый
øаã посëеäоватеëüностüþ из оäной иëи нескоëü-
ких поäхоäящих операöий и форìаëизоватü ìате-
ìати÷еские выражения этоãо øаãа, преäставив их
в ка÷естве операнäов этих операöий; есëи выбран-
ный способ äоказатеëüства связан с заìеной о÷е-
реäной öеëи на оäну иëи нескоëüко новых, то äëя
кажäой новой öеëи построитü операöионнуþ ìо-
äеëü ее интуитивноãо äоказатеëüства. Интерактив-
ная систеìа äоказатеëüства теореì, основанная на
операöионной ìоäеëи äоказатеëüств, äоëжна поä-
äерживатü ввоä операöионной ìоäеëи интуитив-
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ноãо äоказатеëüства, выпоëнятü соäержащиеся в
ней коìанäы и контроëироватü правиëüностü опе-
раöионной ìоäеëи.

Пример 1. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо
операöионная ìоäеëü.

Теорема. Есëи x
n
 стреìится к преäеëу a, и a > p, то и

все зна÷ения x
n
, на÷иная с некотороãо, буäут боëüøе p.

Описания переменных: последовательность x; веществен-

ные a, p, ε; натуральное N; целое [N, ∞) n.
Формализация теоремы: lim x = a & a > p ⇒ ∃ N: ∀ n:

x(n) > p.
Способ äоказатеëüства: доказательство импликации

(утвержäения limx = a и a > p вкëþ÷аþтся в список спра-
веäëивых утвержäений, исхоäная öеëü заìеняется новой
öеëüþ ∃ N: ∀ n: x(n) > p, которуþ интерактивная систеìа
äоказатеëüства теореì äоëжна показатü поëüзоватеëþ).

Способ äоказатеëüства öеëи ∃ N: ∀ n: x(n) > p: после-

довательность шагов.
Шаг 1. Пустü x

n
 иìеет преäеë a (в операöионной ìо-

äеëи этоãо äоказатеëüства этот øаã ìожет бытü опущен,
поскоëüку это преäпоëожение уже быëо выäвинуто пос-
ëе выбора способа äоказатеëüства исхоäной öеëи).

Шаг 2. При ëþбоì p < a ëеãко поäобратü ε > 0 так, ÷то-
бы быëо a – ε > p; äëя этоãо äостато÷но взятü ε < a – p.

Коìанäа: доказать p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 & ε < a – p (ут-
вержäение äоказывается поäсистеìой автоìати÷ескоãо
поиска поëных форìаëüных äоказатеëüств; эта поäсис-
теìа при поиске äоказатеëüства сна÷аëа испоëüзует ут-
вержäения из списка справеäëивых утвержäений, а за-
теì утвержäения из базы знаний; äаëее утвержäение
этоãо øаãа вкëþ÷ается в список справеäëивых утверж-
äений).

Коìанäа: доказать a – ε > p.
Шаг 3. Но по опреäеëениþ преäеëа найäется такой

ноìер N, ÷то äëя n > N буäет выпоëнятüся неравенство
x
n
 > a – ε.

Коìанäа: доказать ∃ N: ∀ n: x(n) > a – ε, используя оп-

ределение «предел» (опреäеëение «преäеë» вкëþ÷ается в
список справеäëивых утвержäений, посëе ÷еãо утверж-
äение ∃ N: ∀ n: x(n) > a — ε äоказывается поäсистеìой
автоìати÷ескоãо поиска поëных форìаëüных äоказа-
теëüств, а затеì вкëþ÷ается в список справеäëивых ут-
вержäений).

Шаг 4. А сëеäоватеëüно — и поäавно неравенство
x
n

> p.

Коìанäа: доказать x(n) > p.
Конец последовательности (проверяется, естü ëи öеëü,

äоказатеëüствоì которой явëяется посëеäоватеëüностü,
в списке справеäëивых утвержäений; есëи ее таì нет,
как в äанноì сëу÷ае, то эта öеëü äоказывается поäсис-
теìой автоìати÷ескоãо поиска поëных форìаëüных äо-
казатеëüств). ♦

О÷евиäно, ÷то невозìожно зафиксироватü поë-
ный список коìанä операöионной ìоäеëи интуи-
тивных äоказатеëüств. Он опреäеëяется не тоëüко
всеìи существуþщиìи интуитивныìи äоказатеëü-
стваìи, но и теìи, которые буäут созäаны в буäу-
щеì. Поэтоìу ìножество коìанä операöионной
ìоäеëи äоëжно бытü расøиряеìыì. Оäин из спо-
собов äостижения этой öеëи закëþ÷ается в опре-
äеëении операöионной сеìантики коìанä ÷ерез
совокупностü боëее простых операöий.

2. ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÀß ÑÅÌÀÍÒÈÊÀ ÊÎÌÀÍÄ

Буäеì с÷итатü, ÷то переä на÷аëоì испоëнения
операöионной ìоäеëи кажäоãо простоãо интуи-
тивноãо äоказатеëüства форìируется äва пустых
списка — öеëей и справеäëивых утвержäений.
Операöия «формализация теоремы» записывает фор-
ìуëировку теореìы в список öеëей. Операöия
«заменить на» заìеняет первый эëеìент списка öе-
ëей на посëеäоватеëüностü своих операнäов. Опе-
раöия «записать ... в ...» записывает свой первый
операнä в список, указанный как второй операнä.
Операöия «удалить» уäаëяет первый эëеìент спис-
ка öеëей. Операöия «вспомогательное утверждение»

строит с поìощüþ поäсистеìы поиска поëных
форìаëüных äоказатеëüств äоказатеëüство äëя
своеãо операнäа, испоëüзуя список справеäëивых
утвержäений (в первуþ о÷ереäü) и базу знаний.
Операöия «описания переменных» форìирует инфор-
ìаöионнуþ структуру, соäержащуþ описания пе-
реìенных. Эта инфорìаöионная структура ис-
поëüзуется поäсистеìой поиска поëных форìаëü-
ных äоказатеëüств.

Операöионная сеìантика коìанä операöион-
ной ìоäеëи опреäеëяется с поìощüþ ìакроопре-
äеëений. Операöионная ìоäеëü интуитивноãо äо-
казатеëüства ìожет рассìатриватüся как посëеäо-
ватеëüностü ìакрокоìанä, выпоëнение которых
привоäит к остато÷ной ìоäеëи интуитивноãо äо-
казатеëüства. Остато÷ная ìоäеëü на÷инается ко-
ìанäаìи «описания переменных» и «формализация теоре-

мы», за которыìи сëеäуþт коìанäы «заменить на»,
«записать... в ...», «удалить» и «вспомогательное утвержде-

ние». Привеäеì ìакроопреäеëения коìанä, ис-
поëüзованных в приìере 1.

Доказательство импликации: если текущая цель ≡ f
1
 & ...

& f
n
 ⇒ f то записать f

1 
в список справедливых утверждений;

...; записать f
n
 в список справедливых утверждений; заменить

на f, иначе ошибка. (Есëи текущая öеëü не иìеет фор-
ìы иìпëикаöии, то такой способ äоказатеëüства
неприìениì).

Последовательность шагов: (пустое ìакроопреäе-
ëение).

Доказать f: вспомогательное утверждение f; записать f
в список справедливых утверждений.

Доказать f, используя f
1
, ..., f

n
: записать f

1
 в список

справедливых утверждений; ...; записать f
n
 в список справед-

ливых утверждений; вспомогательное утверждение f.
Конец последовательности: если текущая цель њ список

справедливых утверждений, то вспомогательное утвержде-

ние текущая цель; записать текущая цель в список справед-

ливых утверждений; удалить.

Пример 2. Остато÷ная ìоäеëü интуитивноãо äоказа-
теëüства приìера 1.

pb0111.fm  Page 4  Wednesday, January 19, 2011  4:15 PM



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

5ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2011

Описания переменных: последовательность x; веществен-

ные a, p, ε; натуральное N; целое [N, ∞) n.

Формализация теоремы: limx = a & a > p ⇒ ∃ N: ∀ n:
x(n) > p.

Записать limx = a в список справедливых утверждений.

Записать a > p в список справедливых утверждений.

Заменить на ∃ N: ∀ n: x(n) > p.

Вспомогательное утверждение p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 &
ε < a – p.

Записать p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 & ε < a – p в список спра-

ведливых утверждений.

Вспомогательное утверждение a – ε > p.

Записать a – ε > p в список справедливых утверждений.

Записать определение «предел» в список справедливых ут-

верждений.

Вспомогательное утверждение ∃ N: ∀ n: x(n) > a — ε.

Записать ∃ N: ∀ n: x(n) > a — ε в список справедливых

утверждений.

Вспомогательное утверждение x(n) > p.

Записать x(n) > p в список справедливых утверждений.

Вспомогательное утверждение ∃ N: ∀ n: x(n) > p.

Удалить. ♦

3. ÊÎÍÒÐÎËÜ ÏÐÀÂÈËÜÍÎÑÒÈ
ÈÍÒÓÈÒÈÂÍÛÕ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂ

Как уже отìе÷аëосü, äëя кажäоãо вспоìоãатеëü-
ноãо утвержäения поäсистеìа поиска поëных фор-
ìаëüных äоказатеëüств äоëжна найти äоказатеëü-
ство, испоëüзуя связанное с этиì эëеìентоì состо-
яние списка справеäëивых утвержäений (в первуþ
о÷ереäü) и базу знаний. При этоì поиск äоказа-
теëüства ìожет осуществëятüся на основе ìетоäов,
преäëоженных в работе [9]. Интуитивное äоказа-
теëüство с÷итается правиëüныì, есëи посëе пост-
роения еãо операöионной ìоäеëи äëя кажäоãо
вспоìоãатеëüноãо утвержäения уäается найти еãо
поëное форìаëüное äоказатеëüство. В этоì сëу÷ае
интуитивное äоказатеëüство ìожно рассìатриватü
как изëожение иäеи äоказатеëüства, а испоëнение
еãо операöионной ìоäеëи — как äовеäение этой
иäеи äо построения поëноãо форìаëüноãо äоказа-
теëüства. Есëи иäея äоказатеëüства изëожена äо-
стато÷но поäробно, äоказатеëüство кажäоãо вспо-
ìоãатеëüноãо утвержäения буäет сравнитеëüно
короткиì, а øансы построитü еãо с поìощüþ поä-
систеìы поиска поëных форìаëüных äоказатеëüств
äостато÷но веëики. Есëи же иäея äоказатеëüства
изëожена ìенее поäробно, то, как ãоворят ìатеìа-
тики, в этоì сëу÷ае требуется боëее высокая ìате-
ìати÷еская куëüтура, которая ìожет проявëятüся в
тоì, ÷то боëее äëинные äоказатеëüства буäут стро-
итüся сна÷аëа интерактивно, а затеì по анаëоãии,
коãäа база ìетаäоказатеëüств станет äостато÷но
обøирной [11].

Пример 3. Заäа÷и поäсистеìы поиска поëных фор-
ìаëüных äоказатеëüств приìера 2.

Доказатеëüство p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 & ε < a – p при ус-
ëовии, ÷то справеäëивы выражения lim x = a и a > p.

Доказатеëüство a – ε > p при усëовии, ÷то справеä-
ëивы выражения limx = a, a > p и p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 &
ε < a – p.

Доказатеëüство ∃ N: ∀ n: x(n) > a – ε при усëовии, ÷то
справеäëивы выражения limx = a, a > p, p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0
& ε < a – p, a – ε > p и опреäеëение «преäеë».

Доказатеëüство x(n) > p при усëовии, ÷то справеä-
ëивы выражения limx = a, a > p, p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0 &
ε < a – p, a – ε > p, опреäеëение «преäеë» и ∃ N: ∀ n:
x(n) > a – ε.

Доказатеëüство ∃ N: ∀ n: x(n) > p при усëовии, ÷то
справеäëивы выражения limx = a, a > p, p < a ⇒ ∃ ε: ε > 0
& ε < a – p, a – ε > p, опреäеëение «преäеë» и ∃ N: ∀ n:
x(n) > a – ε и x(n) > p. ♦

4. ÁÎËÅÅ ÑËÎÆÍÛÅ ÊÎÌÀÍÄÛ

Привеäеì нескоëüко приìеров ìакроопреäеëе-
ний боëее сëожных коìанä и приìеры интуитив-
ных äоказатеëüств, в операöионные ìоäеëи кото-
рых эти коìанäы вхоäят.

От противного f: если f, то вспомогательное утвержде-

ние ¬ текущая цель ⇔ f; записать f в список справедливых

утверждений, иначе записать ¬ текущая цель в список спра-

ведливых утверждений все; заменить на противоречие. (Ес-
ëи у коìанäы естü арãуìент, то форìируется
вспоìоãатеëüное утвержäение, а арãуìент стано-
вится преäпоëожениеì, ина÷е преäпоëожениеì
становится отриöание текущей öеëи. Текущая
öеëü заìеняется на противоре÷ие.)

Будем считать f |-v
1
, ..., v

n
-|: если ∀ : ... : ∃ v

1
:

... v
n
: t |- , ..., -| = t |-v

1
, ..., v

n
-| & f |-v

1
, ..., v

n
-| ∈ база

знаний, то записать f ||-v
1
, ..., v

n
-| в список справедливых ут-

верждений, иначе ошибка. (Есëи в базе знаний иìеется
утвержäение указанноãо виäа, арãуìент коìанäы
явëяется справеäëивыì, ина÷е äоказатеëüство та-
киì способоì невозìожно).

Подставить t
2
 в f |-t

1
-| вместо t

1
: если f |-t

1
-| ∈ список спра-

ведливых утверждений ∪ база знаний и t
1
 = t

2
 ∈ список спра-

ведливых утверждений ∪ база знаний, то записать f |-t
2
-| в

список справедливых утверждений, иначе ошибка.

f
1
, ..., f

n
 равносильны , ..., : вспомогательное ут-

верждение f
1
 ⇔ ; ...; вспомогательное утверждение f

n

⇔ ; если f
1
 ∈ список справедливых утверждений ∪ база

знаний и ... и f
n
 ∈ список справедливых утверждений ∪ база

знаний, то записать  в список справедливых утверждений;

...; записать  в список справедливых утверждений.

f равносильно f
1
, ..., f

n
: вспомогательное утверждение

f ⇔ f
1
; ...; вспомогательное утверждение f

n–1
 ⇔ f

n
; если

v1' v
n
'

v1' v
n
'

f1' f
n
'

f1'

f
n
'

f1'

f
n
'
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f ∈ список справедливых утверждений ∪ база знаний, то за-

писать f
n
 в список справедливых утверждений.

Доказательство существования и единственности: если

текущая цель ≡ ∀ v
1
: ... v

m
: ∃! w

1
: ... w

n
: f |-v

1
, ..., v

m
,

w
1
, ... w

n
-|, то заменить на ∀ v

1
: ... v

m
: ∃ w

1
: ... w

n
:

f |-v
1
, ..., v

m
, w

1
, ..., w

n
-| ∀ v

1
: ... v

m
: w

1
: ... w

n
: : ... :

f |-v
1
, ..., v

m
, w

1
, ..., w

n
-| & f |-v

1
, ..., v

m
, , ..., -| ⇒

w
1
 =  &...& w

n
 = , иначе ошибка.

Пусть f
1
, ..., f

n
: записать f

1
 в список справедливых

утверждений; ...; записать f
n
 в список справедливых утверж-

дений.

Получим t
1
 = t

2
 = ... = t

n
: вспомогательное утверждение

t
1
 = t

2
; ...; вспомогательное утверждение t

n– 1
 = t

n
; запи-

сать t
1
 = t

n
 в список справедливых утверждений.

Прибавим t к обеим частям равенства t
1
 = t

2
: если

t
1

= t
2
 ∈ список справедливых утверждений ∪ база знаний,

то записать t
1
 + t = t

2
 + t в список справедливых утверж-

дений, иначе ошибка.

Достаточно доказать f: вспомогательное утверждение

f ⇒ текущая цель; заменить на f.
Новая цель f: записать f в список целей. ♦

Пример 4. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо
операöионная ìоäеëü.

Теорема. Нет такой раöионаëüной äроби p/q (ãäе p
и q — натураëüные ÷исëа), кваäрат которой быë бы ра-
вен 2.

Описания переменных: натуральные p, q, r;

Формализация теоремы: ¬ ∃ p: q: (p/q)↑2 = 2.

Дëя äоказатеëüства äопустиì противное: пустü суще-
ствует такая äробü p/q, ÷то (p/q)↑2 = 2.

От противного ∃ p: q: (p/q)↑2 = 2.
Последовательность шагов.

Шаг 1. Мы вправе с÷итатü эту äробü несократиìой,
т. е. p и q ëиøенныìи общих ìножитеëей.

Будем считать несократимая дробь (p, q). Доказать вза-

имно простые (p, q).

Шаг 2. Так как p
2
 = 2 * q

2
, то p естü ÷исëо ÷етное:

p = 2 * r (r — öеëое) и, сëеäоватеëüно, q — не÷етное.

Доказать p↑2 = 2 * (q↑2). Доказать четное число (p). До-

казать ∃ r: p = 2 * r. Доказать нечетное число (q).

Шаг 3. Поäставëяя вìесто p еãо выражение, найäеì:

q
2
 = 2 * r

2
, откуäа сëеäует, ÷то q — ÷исëо ÷етное.

Подставить 2 * r в p↑2 = 2 * (q↑2) вместо p. Доказать

q↑2 = 2 * r↑2. Доказать четное число (q).

Шаг 4. Поëу÷енное противоре÷ие äоказывает наøе
утвержäение.

Доказать противоречие.

Конец последовательности. ♦

Пример 5. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо
операöионная ìоäеëü.

Теорема. Дëя ëþбых раöионаëüных ÷исеë a, b и c из
a < b и b < c сëеäует, ÷то a < c.

Описания переменных: рациональное a, b, c.

Формализация теоремы: a < b & b < c ⇒ a < c.
Доказательство импликации.

Последовательность шагов.

Шаг 1. Действитеëüно, неравенства a < b и b < c рав-
носиëüны по усëовиþ неравенстваì b > a и c > b; отсþäа
сëеäует c > a иëи, ÷то тоже саìое, a < c.

a < b, b < c равносильны b > a, c > b. Доказать c > a.
Доказать a < c.

Конец последовательности. ♦
Пример 6. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо

операöионная ìоäеëü.
Теорема. Дëя ëþбых раöионаëüных ÷исеë a и b су-

ществует и еäинственна их разностü.
Описания переменных: рациональные a, b, c, с'.
Формализация теоремы: ∃! c: c = a – b.
Доказательство существования и единственности.

Последовательность шагов.

Шаг 1.1. Поëожив c = a + (–b), поëу÷иì: c + b =
= [a + (–b)] + b = a + [(–b) + b] = a + [b + (–b)] = a +
+ 0 = a, так ÷то это ÷исëо c уäовëетворяет опреäеëениþ
разности.

Пусть c = a + (–b). Получим c + b = (a + (–b)) + b =
= a + ((–b) + b) = a + (b + (–b)) = a + 0 = a. Доказать

c = a – b.
Конец последовательности.

Последовательность шагов.

Шаг 2.1. Пустü, обратно c' естü разностü ÷исеë a и b,
так ÷то c' + b = a.

Пусть c' = a – b. Доказать c' + b = a.
Шаг 2.2. Прибавив к обеиì ÷астяì этоãо равенства по

(–b) и преобразуя ëевуþ ÷астü: (c' + b) + (–b) = c' + (b +
+ (–b)) = c' + 0 = c', закëþ÷иì, ÷то c' = a + (–b) = c.

Прибавим –b к обеим частям равенства c' + b = a. Полу-

чим (c' + b) + (–b) = c' + (b + (–b)) = c' + 0 = c'. Получим

c' = a + (–b) = c.
Конец последовательности. ♦
Пример 7. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо

операöионная ìоäеëü.
Теорема. Дëя ëþбых раöионаëüных ÷исеë a и b иìеет

ìесто –(a + b) = (–a) + (–b).
Описания переменных: рациональные a, b.
Формализация теоремы: –(a + b) = (–a) + (–b).
Последовательность шагов.

Шаг 1. Дëя этоãо äостато÷но äоказатü, ÷то (a + b) +
+ ((–a) + (–b)) = 0.

Достаточно доказать (a + b) + ((–a) + (–b)) = 0.
Конец последовательности. ♦
Пример 8. Интуитивное äоказатеëüство [13] и еãо

операöионная ìоäеëü.
Теорема. В ìножестве всех раöионаëüных ÷исеë a,

äëя которых a
2
 < 2, нет наибоëüøеãо ÷исëа.

Описания переменных: рациональные a, b; натуральное n;
A = {a: a > 0 & a↑2 < 2} ∪ {a: a m 0}.

Формализация теоремы: ¬ ∃ b: (b ∈ A & ∀ a: a ∈ A ⇒
⇒ b ≥ a).

Последовательность шагов.

Шаг 1. Пустü a — ëþбое поëожитеëüное ÷исëо кëас-

са A, тоãäа a
2
 < 2.

Пусть a ∈ A, a > 0. Доказать a↑2 < 2.
Шаг 2. Покажеì, ÷то ìожно поäобратü такое öеëое

поëожитеëüное n, ÷то (a + 1/n)
2
 < 2, так ÷то и ÷исëо

a + 1/n буäет принаäëежатü кëассу A.
Доказать ∀ n: (a + 1/n)↑2 < 2 ⇒ a + 1/n ∈ A. Новая

цель ∃ n: (a + 1/n)↑2 < 2.
Последовательность шагов.

w1' w
n
'

w1' w
n
'

w1' w
n
'
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Шаг 2.1. Это неравенство равносиëüно неравенстваì

a
2
 + (2 * a)/n + 1/n

2
 < 2, (2 * a)/n + 1 / n

2
 < 2 – a

2
.

(a + 1/n)↑2 < 2 равносильно a↑2 + (2 * a)/n + 1/n↑2 < 2,
(2 * a)/n + 1/n↑2 < 2 – a↑2. Заменить на (2 * a)/n +
+ 1/n↑2 < 2 – a↑2.

Последовательность шагов.

Шаг 2.1.1. Посëеäнее неравенство и поäавно буäет вы-
поëнено, есëи n уäовëетворит неравенству (2*a + 1)/n <

< 2 – a
2
, äëя ÷еãо äостато÷но взятü n > (2*a + 1)/(2 – a

2
),

а это всеãäа возìожно.
Доказать (2 *a + 1)/n < 2 – a↑2 ⇒ (2 *a)/n + 1/n↑2 <

< 2 – a↑2. Доказать n > (2 *a + 1)/(2 – a↑2) ⇒ (2 *a +
+ 1)/n < 2 – a↑2. Доказать ∃ n: n > (2 *a + 1)/(2 – a↑2).

Конец последовательности.

Конец последовательности.

Шаг 3. Итак, каково бы ни быëо поëожитеëüное ÷ис-
ëо a из кëасса A, в этоì же кëассе A найäется боëüøее
еãо ÷исëо; так как äëя ÷исеë a m 0 это утвержäение не-
посреäственно о÷евиäно, то никакое ÷исëо кëасса A не
явëяется в неì наибоëüøиì.

Доказать ∀ a: a ∈ A & a > 0 ⇒ ∃ b: b ∈ A & b > a. До-

казать ∀ a: a ∈ A & a m 0 ⇒ ∃ b: b ∈ A & b > a. Доказать

∀ a: a ∈ A ⇒ ∃ b: b ∈ A & a < b.
Конец последовательности. ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе ввеäена операöионная ìоäеëü интуи-
тивноãо äоказатеëüства, преäставëяþщая собой
посëеäоватеëüностü коìанä, операнäаìи которых
сëужат форìаëизованные ìатеìати÷еские утверж-
äения. Множество коìанä явëяется расøиряе-
ìыì. Операöионная сеìантика коìанä опреäеëя-
ется среäстваìи ìакроязыка с испоëüзованиеì
фиксированноãо ìножества базисных операöий.
Остато÷ная ìоäеëü (ìакрорасøирение) операöи-
онной ìоäеëи интуитивноãо äоказатеëüства, фор-
ìируеìая автоìати÷ески ìакроãенератороì ìак-
роязыка, преäставëяет собой проãраììу äëя вир-
туаëüной ìаøины, успеøное выпоëнение которой
поäтвержäает правиëüностü интуитивноãо äоказа-
теëüства. Базисныìи явëяþтся операöии виртуаëü-
ной ìаøины äëя работы со спискаìи öеëей и äо-
казанных утвержäений, а также обращение к поä-
систеìе автоìати÷ескоãо äоказатеëüства теореì.

Перехоä от интуитивноãо äоказатеëüства к еãо
операöионной ìоäеëи существенно проще, ÷еì
перехоä к еãо форìаëüно-ëоãи÷еской ìоäеëи, но
требует от ìатеìатика пониìания ëоãики äоказа-
теëüства. Есëи в интуитивноì äоказатеëüстве те
äействия, которые äоëжен выпоëнитü ÷итатеëü
этоãо äоказатеëüства, ÷тобы еãо понятü, описаны
неявно, то в операöионной ìоäеëи эти äействия
описываþтся явно. Ввоä операöионных ìоäеëей
интуитивных äоказатеëüств и их посëеäуþщая об-
работка ìожет выпоëнятüся интерактивной систе-
ìой äоказатеëüства теореì с соответствуþщиì ин-
терфейсоì и набороì поäсистеì.

Друãиì направëениеì испоëüзования операöи-
онных ìоäеëей интуитивных äоказатеëüств ìожет

бытü автоìати÷еский анаëиз интуитивных äоказа-
теëüств (ìатеìати÷еских текстов) и их преобразо-
вание в операöионные ìоäеëи. Бëизостü сеìанти-
ки интуитивных äоказатеëüств и их операöионных
ìоäеëей, расøиряеìостü операöионных ìоäеëей,
а также жесткостü и сравнитеëüная беäностü языка
преäставëения интуитивных äоказатеëüств поз-
воëяþт наäеятüся на успеøное реøение и этой
пробëеìы в буäущеì. В этоì сëу÷ае интуитивные
äоказатеëüства, преäставëенные среäстваìи поä-
ãотовки ìатеìати÷еских пубëикаöий, ìоãут бытü
вхоäоì QED-систеìы, которая автоìати÷ески
проверяет их правиëüностü.
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