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Известно, ÷то ìноãие объекты и систеìы ха-
рактеризуþтся параìетри÷еской неопреäеëеннос-
тüþ. О÷евиäно, ÷то äëя эффективноãо управëения
такиìи объектаìи необхоäиìо у÷итыватü неопре-
äеëенностü их параìетров при синтезе реãуëято-
ров. Существует ряä поäхоäов к управëениþ таки-
ìи объектаìи, в тоì ÷исëе аäаптивный, на базе
нейронных сетей, на базе не÷еткой ëоãики и ро-
бастный поäхоä. Кажäоìу из них присущи свои
преиìущества и неäостатки. Так, наприìер, аäап-
тивный реãуëятор способен обеспе÷итü стабиëü-
ное ка÷ество реãуëирования в систеìе, оäнако из-
за низкоãо быстроäействия контура аäаптаöии та-
кой реãуëятор ÷асто не способен коìпенсироватü
быстрые изìенения параìетров объекта иëи сис-
теìы в öеëоì в øироких äиапазонах [1—3]. Реãу-
ëяторы, основанные на нейронных сетях, также
способны обеспе÷итü стабиëüное ка÷ество реãуëи-
рования, оäнако обу÷ение нейронной сети требует

боëüøоãо коëи÷ества экспериìентаëüных äанных
об объекте и высокой кваëификаöии спеöиаëистов
[4—6]. Кроìе тоãо, указанные реãуëяторы иìеþт
сëожнуþ структуру. Реãуëятор на базе не÷еткой
ëоãики боëее прост в реаëизаöии, оäнако проöе-
äура синтеза базы правиë ìаëо форìаëизована, и
ее резуëüтат зависит от кваëификаöии и опыта ин-
женера [7—9]. Робастный поäхоä к управëениþ в
отëи÷ие от ранее пере÷исëенных позвоëяет управ-
ëятü объектаìи с неопреäеëенныìи параìетраìи с
поìощüþ реãуëятора преäеëüно простой структу-
ры — ëинейноãо реãуëятора с постоянныìи пара-
ìетраìи. При этоì робастный реãуëятор способен
коìпенсироватü изìенение параìетров систеìы в
øироких äиапазонах, а äëя рас÷ета еãо параìетров
äостато÷но знатü ìиниìаëüнуþ и ìаксиìаëüнуþ
оöенки зна÷ений неопреäеëенных параìетров сис-
теìы. Неäостаток такоãо поäхоäа закëþ÷ается в
низких äинаìи÷еских свойствах робастных сис-
теì, а также в нестабиëüности зна÷ений показате-
ëей ка÷ества [10—18]. Такиì образоì, заäа÷а раз-
работки ìетоäов синтеза реãуëяторов äëя систеì
автоìати÷ескоãо управëения с нестаöионарныìи
параìетраìи остается актуаëüной.

Аннотация. Рассìотрена заäа÷а разработки ìетоäов синтеза ëинейных аäаптивно-робаст-
ных реãуëяторов пониженноãо поряäка, позвоëяþщих в систеìах с интерваëüно-неопре-
äеëенныìи параìетраìи обеспе÷итü постоянные зна÷ения корневых показатеëей ка÷ества
управëения. Дëя стабиëизаöии äинаìи÷еских свойств систеìы преäëожено распоëаãатü об-
ëасти ëокаëизаöии ее поëþсов по принöипу äоìинирования. Разìещение äоìинируþщих
поëþсов в заäанных то÷ках коìпëексной пëоскости обеспе÷ено поäстройкой ÷асти пара-
ìетров реãуëятора, а уìенüøение вëияния остаëüных поëþсов на äинаìи÷еские свойства
систеìы äостиãнуто выбороì постоянных зна÷ений остаëüных параìетров реãуëятора.
Преäëожены ìетоäики синтеза реãуëяторов, со÷етаþщие в себе äостоинства аäаптивноãо
и робастноãо поäхоäов к управëениþ систеìаìи с интерваëüныìи параìетраìи. Отìе÷ено,
äëя приìенения преäëоженных ìетоäик необхоäиìа ëинейная ìоäеëü систеìы в виäе ха-
рактеристи÷ескоãо поëиноìа с интерваëüныìи коэффиöиентаìи, а äëя поäстройки пара-
ìетров реãуëятора необхоäиìы оöенки текущих зна÷ений интерваëüных параìетров.

Ключевые слова: аäаптивное управëение, робастное управëение, интерваëüные параìетры, пара-
ìетри÷еская неопреäеëенностü, синтез, иìитаöионное ìоäеëирование.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РНФ,
ãрант № 18-79-00264.
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Известны приìеры приìенения коìбинирован-
ных ìетоäов синтеза, совìещаþщих в себе свой-
ства разëи÷ных поäхоäов к управëениþ [19—23].
Настоящая работа посвящена разработке ìетоäа
синтеза реãуëятора, обëаäаþщеãо оäновреìенно
преиìуществаìи аäаптивноãо и робастноãо реãу-
ëяторов: äостато÷ныìи äинаìи÷ескиìи свойства-
ìи систеìы, стабиëüныìи зна÷енияìи показате-
ëей ка÷ества реãуëирования, простой структурой
реãуëятора, а также способностüþ сохранятü жеëа-
еìое ка÷ество реãуëирования при быстрых изìе-
нениях параìетров систеìы в øироких äиапазо-
нах по неизвестныì законаì. Преäпоëаãается, ÷то
естü возìожностü пряìо иëи косвенно изìеритü
зна÷ения нестаöионарных параìетров иëи оöе-
нитü их какиì-ëибо иныì способоì. Дëя äости-
жения äанной öеëи необхоäиìо реøитü ряä заäа÷:
сфорìуëироватü пробëеìу иссëеäования, разрабо-
татü и апробироватü аëãоритì синтеза аäаптивно-
робастноãо реãуëятора.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Рассìатривается пробëеìа управëения систе-
ìаìи с интерваëüныìи параìетраìи. Зна÷ения та-
ких параìетров ìоãут изìенятüся внутри äиапазо-
нов, ãраниöы которых заранее известны иëи ìо-
ãут бытü оöенены экспериìентаëüно. Зäесü и äаëее
буäеì рассìатриватü объекты управëения, ÷üи пе-
реäато÷ные функöии иìеþт поëожитеëüные коэф-
фиöиенты. Преäëаãаеìый ìетоä синтеза основан
на корневоì поäхоäе, позвоëяþщеì заäаватü же-
ëаеìое ка÷ество реãуëирования ÷ерез распоëо-
жение поëþсов систеìы жеëаеìыì образоì. Дëя
äаëüнейøих вы÷исëений опреäеëиì форìу харак-
теристи÷ескоãо поëиноìа систеìы с интерваëüны-
ìи параìетраìи иëи интерваëüноãо характеристи-
÷ескоãо поëиноìа (ИХП):

D(s, K) = [q
i
(K)]si = [ , ]si, (1)

ãäе D(s, K) — ИХП систеìы, K — вектор параìет-
ров реãуëятора, q

i
(K) — зависиìости коэффиöиен-

тов ИХП от коэффиöиентов реãуëятора,  и  —

ìиниìаëüные и ìаксиìаëüные зна÷ения коэффи-
öиентов ИХП, в которые вхоäят коэффиöиенты
реãуëятора.

Корни поëиноìа (1), явëяþщиеся поëþсаìи
систеìы, опреäеëяþт зна÷ения корневых показа-
теëей ка÷ества робастноãо управëения: степени
робастной устой÷ивости η, равной ìоäуëþ вещес-
твенной ÷асти бëижайøеãо к ìниìой оси поëþса

систеìы, и степени робастной коëебатеëüности μ,
равной ìаксиìаëüноìу отноøениþ ìоäуëей ìни-
ìой и вещественной ÷астей поëþсов систеìы. Из-
ìенение интерваëüных параìетров систеìы вызы-
вает ìиãраöиþ поëþсов систеìы внутри обëастей
их ëокаëизаöии, ÷то в своþ о÷ереäü веäет к неста-
биëüности зна÷ений корневых показатеëей ка÷ес-
тва управëения. Дëя уìенüøения коëебаний зна-
÷ений корневых показатеëей ка÷ества приìеня-
ется принöип äоìинирования поëþсов, соãëасно
котороìу ка÷ество управëения ìожет бытü заäано
соответствуþщиì разìещениеì нескоëüких äоìи-
нируþщих поëþсов и уäаëениеì остаëüных сво-
боäных поëþсов от äоìинируþщих äëя уìенüøе-
ния их вëияния на перехоäный проöесс. Автораìи
разработаны ìетоäы синтеза робастных реãуëято-
ров [24, 25], основанные на корневоì поäхоäе к
синтезу и ìетоäе äоìинируþщих поëþсов. Дан-
ные ìетоäы позвоëяþт разìещатü обëасти ëока-
ëизаöии поëþсов систеìы с интерваëüныìи па-
раìетраìи в соответствии с жеëаеìыì ка÷ествоì
управëения. Приìеры такоãо распоëожения об-
ëастей ëокаëизаöии поëþсов привеäены на рис. 1.

Распоëожение поëþсов систеìы, показанное
на рис. 1, а, обеспе÷ивает в систеìе апериоäи÷ес-
кий тип перехоäноãо проöесса, äëитеëüностü ко-
тороãо опреäеëяется поëожениеì вещественноãо
äоìинируþщеãо поëþса внутри заäанноãо отрез-
ка. Распоëожение поëþсов систеìы, показанное
на рис. 1, б, обеспе÷ивает в систеìе коëебатеëüный
тип перехоäноãо проöесса, при этоì еãо äëитеëü-
ностü и коëебатеëüностü опреäеëяþтся поëожени-
еì пары коìпëексно-сопряженных äоìинируþ-
щих поëþсов внутри заäанных обëастей. В обоих
сëу÷аях свобоäные поëþсы распоëожены на уäа-
ëении от äоìинируþщих äëя уìенüøения их вëи-
яния на ка÷ество управëения. Обозна÷иì ìини-
ìаëüное расстояние ìежäу ìниìой осüþ коìпëек-
сной пëоскости и ãраниöей обëасти разìещения
свобоäных поëþсов как степенü äоìинирования δ.
Дëя выпоëнения принöипа äоìинирования необ-
хоäиìо, ÷тобы степенü äоìинирования δ превы-
øаëа жеëаеìуþ степенü устой÷ивости систеìы η в
øестü раз [26].

Из рис. 1 о÷евиäно, ÷то приìенение ìетоäа äо-
ìинируþщих поëþсов к реøениþ заäа÷и синтеза
систеì с интерваëüныìи параìетраìи позвоëяет
уìенüøитü нестабиëüностü корневых показатеëей
ка÷ества управëения, но не искëþ÷итü ее. Такиì
образоì, öеëü äанной работы состоит в развитии
ранее упоìянутых ìетоäов синтеза и обеспе÷ении
возìожности разìещатü äоìинируþщие поëþсы
систеìы в жеëаеìых то÷ках коìпëексной пëоскос-
ти, а не в ее обëастях. Это позвоëит стабиëизиро-
ватü степенü устой÷ивости и степенü коëебатеëü-
ности систеìы при изìенениях ее параìетров.

i 0=

n

∑
i 0=

n

∑ qi qi

qi qi
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Преäëаãаеìый ìетоä синтеза основан на разëо-
жении ИХП (1) на три ÷асти: äоìинируþщий по-
ëиноì A(s), опреäеëяþщий поëожение äоìиниру-
þщих поëþсов; свобоäный поëиноì B(s, K), яв-
ëяþщийся резуëüтатоì äеëения исхоäноãо ИХП
на äоìинируþщий поëиноì и опреäеëяþщий по-
ëожение свобоäных поëþсов, и остаток от этоãо
äеëения R(s, K). У÷итывая это, ИХП (1) ìожно пе-
реписатü как

D(s, K) = A(s)B(s, K) + R(s, K). (2)

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений проöесс син-
теза реãуëятора ìожно разбитü на три этапа: за-
äание поëожения äоìинируþщих поëþсов в со-
ответствии с жеëаеìыìи зна÷енияìи корневых
показатеëей ка÷ества; обеспе÷ение реãионаëüной
устой÷ивости свобоäноãо поëиноìа; обеспе÷ение
равенства нуëþ остатка.

В äанной работе буäут рассìотрены äва сëу-
÷ая разìещения äоìинируþщих поëþсов и, соот-
ветственно, äва варианта äоìинируþщих поëи-
ноìов: первый — äëя разìещения оäноãо веще-
ственноãо поëþса и второй — äëя разìещения
äвух коìпëексно-сопряженных поëþсов. В пер-
воì сëу÷ае äоìинируþщий поëиноì ìожет бытü
записан в виäе

A(s) = s – λ, (3)

ãäе λ — вещественный äоìинируþщий поëþс сис-
теìы, заäанный своиì постоянныì зна÷ениеì;
при этоì λ < 0. Во второì сëу÷ае äоìинируþщий
поëиноì иìеет виä:

A(s) = (s – λ1)(s – λ2) =

= (s – α – jβ)(s – α + jβ), (4)

ãäе λ1 и λ2 — пара коìпëексно-сопряженных по-

ëþсов систеìы; α и β — их вещественная и ìниìая
÷асти соответственно, заäанные своиìи постоян-
ныìи зна÷енияìи; при этоì α < 0. Отìетиì, ÷то
в обоих сëу÷аях äоìинируþщий поëиноì иìеет
постоянные коэффиöиенты, зависящие от поëо-
жения äоìинируþщих поëþсов, заäаþщих жеëае-
ìые зна÷ения корневых показатеëей ка÷ества ре-
ãуëирования.

Такиì образоì, сфорìуëируеì öеëü иссëеäова-
ния: на основе ìетоäа äоìинируþщих поëþсов и
äекоìпозиöии ИХП (1) в соответствии с выраже-
ниеì (2) разработатü ìетоä синтеза аäаптивно-ро-
бастноãо реãуëятора, обеспе÷иваþщеãо постоянст-
во заäанных зна÷ений корневых показатеëей ка-
÷ества реãуëирования äëя äвух вариантов (3) и (4)
äоìинируþщих поëиноìов.

2. ÂÛÂÎÄ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÉ

Дëя äостижения öеëи иссëеäования необхоäи-
ìо вывести выражения, позвоëяþщие расс÷итатü
коэффиöиенты свобоäноãо поëиноìа и остаток в
зависиìости от коэффиöиентов исхоäноãо ИХП и
распоëожения äоìинируþщих поëþсов.

При разìещении оäноãо вещественноãо äоìи-
нируþщеãо поëþса искоìые выражения приниìа-
þт виä:

[b]
i
 = [q(K)]

i + 1 + [b]
i + 1λ;  i ∈ n – 1, ..., 0, (5)

R(K) = D(λ, K), (6)

ãäе [b]
i
 — интерваëüные коэффиöиенты свобоäно-

ãо поëиноìа B(s, K); n — поряäок ИХП; [q
i
(K)] —

Рис. 1. Примеры расположения областей локализации полюсов системы автоматического управления с интервальными параметрами:
а — с оäниì вещественныì äоìинируþщиì поëþсоì; б — с парой коìпëексно-сопряженных поëþсов

pb619.fm  Page 24  Monday, November 25, 2019  3:13 PM



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

25ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2019

интерваëüные коэффиöиенты ИХП, зависящие от
параìетров реãуëятора; λ — зна÷ение äоìинируþ-
щеãо поëþса, опреäеëяþщеãо ка÷ество реãуëиро-
вания в систеìе; R(K) — остаток от äеëения ИХП
D(s, K) на äоìинируþщий поëиноì A(s).

При разìещении пары коìпëексно-сопряжен-
ных поëþсов искоìые выражения приниìаþт виä:

[b]
i
 = [q]

i + 2
 + x[b]

i + 1
 – y[b]

i + 2
, 

i ∈ n – 2, ..., 0; (7)

R(s) = (q
1
(z) + xb

0
(z) – yb

1
(z))s + 

+ q0(z) – yb0(z); (8)

ãäе [b]
i
 — коэффиöиенты свобоäноãо поëиноìа,

x — суììа äоìинируþщих поëþсов, y — произве-
äение äоìинируþщих поëþсов, n — степенü ИХП;
R(s) — остаток; q

0
(z), q

1
(z), b

0
(z), b

1
(z) — зависи-

ìости коэффиöиентов ИХП и свобоäноãо поëино-
ìа от вектора интерваëüных параìетров z.

На основе поëу÷енных выøе выражений сфор-
ìуëируеì аëãоритìы синтеза аäаптивно-робаст-
ных реãуëяторов с жеëаеìыìи свойстваìи.

3. ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÑÈÍÒÅÇÀ

3.1. Àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ îäíîãî âåùåñòâåííîãî 
äîìèíèðóþùåãî ïîëþñà

Дëя разработки аëãоритìа разìещения оäноãо
вещественноãо äоìинируþщеãо поëþса систеìы с
интерваëüныìи параìетраìи опреäеëиì вхоäные
äанные. Зäесü и äаëее буäеì преäпоëаãатü, ÷то из-
вестны переäато÷ные функöии всех эëеìентов сис-
теìы, а также ãраниöы интерваëов изìенения их
параìетров.

В первуþ о÷ереäü, необхоäиìо заäатü жеëае-
ìое ка÷ество управëения в синтезируеìой систеìе
так, как показано на рис. 2, ãäе степенü устой÷и-
вости η систеìы заäана поëожениеì вещественно-
ãо äоìинируþщеãо поëþса λ; степенü робастной
коëебатеëüности систеìы μ заäана ãраниöаìи об-
ëасти ëокаëизаöии свобоäных поëþсов; незави-
сиìостü ка÷ества управëения в систеìе от свобоä-
ных поëþсов обеспе÷ивается степенüþ äоìиниро-
вания δ.

Посëе заäания öеëи синтеза необхоäиìо вы-
братü структуру реãуëятора. Дëя обеспе÷ения по-
казанноãо на рис. 2 распоëожения поëþсов необ-
хоäиì реãуëятор с не ìенее ÷еì äвуìя настраива-
еìыìи параìетраìи. Поäстройка оäноãо из этих
параìетров буäет обеспе÷иватü жеëаеìое поëоже-
ние äоìинируþщеãо поëþса; второй параìетр,
иìеþщий постоянное зна÷ение, обеспе÷ит жеëае-
ìое поëожение всех свобоäных поëþсов систе-

ìы. Рекоìенäуется ПИ-реãуëятор с переäато÷ной
функöией:

W
PI

(s, K
P
, K

I
) = K

P
 + , (9)

ãäе K
P
 и K

I
 — пропорöионаëüный и интеãраëüный

коэффиöиенты ПИ-реãуëятора.
Зная переäато÷нуþ функöиþ реãуëятора, най-

äеì переäато÷нуþ функöиþ заìкнутой систеìы и
ее ИХП в форìе (1). Поäставив коэффиöиенты
ИХП в форìуëу (6), найäеì остаток от äеëения
ИХП на äоìинируþщий поëиноì (3). Приравняв
остаток R(K) к нуëþ и выразив оäин параìетр ре-
ãуëятора ÷ерез äруãой, поëу÷иì закон аäаптаöии
оäноãо из коэффиöиентов ПИ-реãуëятора. Преä-
ëаãается аäаптироватü пропорöионаëüный коэф-
фиöиент реãуëятора к изìененияì интерваëüных
параìетров систеìы. В такоì сëу÷ае закон аäапта-
öии в общеì виäе ìожет бытü записан как

K
P
 = f(K

I
, z), (10)

ãäе z — вектор интерваëüных параìетров систеìы.
Дëя äаëüнейøих вы÷исëений необхоäиìо поä-

ставитü соотноøение (10) в выражение (1). Посëе
такой поäстановки коэффиöиенты ИХП буäут за-
висетü от параìетров систеìы и тоëüко от оäноãо
из параìетров реãуëятора. Коэффиöиенты ИХП в
такой форìе ìожно испоëüзоватü äëя вы÷исëения
коэффиöиентов свобоäноãо поëиноìа B(s, K) с
поìощüþ выражения (5).

Зная зависиìости коэффиöиентов свобоäноãо
поëиноìа от оäноãо из коэффиöиентов реãуëятора
(в наøеì сëу÷ае — от интеãраëüноãо коэффиöиен-
та ПИ-реãуëятора), ìожно разìеститü еãо корни

KI

s
------

Рис. 2. Пример задания желаемого качества регулирования в син-
тезируемой системе
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жеëаеìыì образоì с поìощüþ ìетоäа D-разбие-
ния. Дëя этоãо необхоäиìо поäставитü в свобоä-
ный поëиноì уравнение ãраниöы жеëаеìой обëас-
ти ëокаëизаöии свобоäных поëþсов синтезируе-
ìой систеìы и найти обëастü устой÷ивости на оси
искоìоãо параìетра. Так, наприìер, äëя разìе-
щения свобоäных поëþсов ëевее некоторой пря-
ìой на коìпëексной пëоскости необхоäиìо вы-
поëнитü поäстановку:

s → jω + δ,  δ ≤ 0, (11)

ãäе δ — степенü äоìинирования, ìаксиìаëüная ве-
щественная ÷астü свобоäноãо поëþса. Дëя разìе-
щения свобоäных поëþсов в секторе, оãрани÷ен-
ноì выхоäящиìи из на÷аëа коорäинат коìпëекс-
ной пëоскости ëу÷аìи, необхоäиìо выпоëнитü
поäстановку:

s → ω + jω,  μ ≥ 0, (12)

ãäе μ — жеëаеìая ìаксиìаëüная степенü коëеба-
теëüности систеìы. Испоëüзование зна÷ений ко-
эффиöиента реãуëятора из пересе÷ения обëастей
устой÷ивости, найäенных с поìощüþ этих äвух
поäстановок, позвоëит разìеститü свобоäные по-
ëþсы в усе÷енноì секторе, как показано на рис. 2.
В тоì сëу÷ае, есëи обëасти устой÷ивости не пере-
секаþтся, разìеститü свобоäные поëþсы жеëае-
ìыì образоì не уäастся. В такоì сëу÷ае преäëаãа-
ется снизитü жеëаеìуþ степенü äоìинирования.

Резþìируя изëоженное, сфорìуëируеì аëãо-
ритì синтеза аäаптивно-робастноãо реãуëятора
äëя разìещения оäноãо вещественноãо äоìиниру-
þщеãо поëþса.

Шаг 1. Заäатü жеëаеìые зна÷ения степени ус-
той÷ивости и степени робастной коëебатеëüности
систеìы с поìощüþ äоìинируþщеãо поëþса λ и
ãраниöы обëасти ëокаëизаöии свобоäных поëþсов.

Шаг 2. Выбратü ëинейный реãуëятор; записатü
ИХП систеìы в форìе (1).

Шаг 3. Расс÷итатü остаток с поìощüþ форìуëы
(6); приравнятü остаток к нуëþ и поëу÷итü закон
аäаптаöии оäноãо из коэффиöиентов реãуëятора в
форìе (10), реøив поëу÷енное уравнение.

Шаг 4. Поäставитü закон аäаптаöии (10) в вы-
ражение (1); расс÷итатü интерваëы коэффиöиентов
свобоäноãо поëиноìа с поìощüþ выражения (5).

Шаг 5. Вывести уравнения кривых D-разбие-
ния в верøинах ìноãоãранника коэффиöиентов
свобоäноãо поëиноìа, выпоëнив поäстановку (11)
иëи (12).

Шаг 6. Исхоäя из D-разбиения, выбратü зна÷е-
ния остаëüных параìетров реãуëятора и поäста-
витü их в закон аäаптаöии (10).

Такиì образоì, реаëизуеìый реãуëятороì за-
кон управëения преäставëяет собой совокупностü
выражения äëя аäаптаöии пропорöионаëüноãо ко-
эффиöиента реãуëятора и постоянноãо зна÷ения
интеãраëüноãо коэффиöиента реãуëятора.

3.2 Àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ ïàðû 
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ïîëþñîâ

Анаëоãи÷но п. 3.1 сфорìуëируеì аëãоритì раз-
ìещения пары коìпëексно-сопряженных äоìи-
нируþщих поëþсов систеìы с интерваëüныìи
параìетраìи, опреäеëив посëеäоватеëüно вхоäные
äанные, саì аëãоритì и выхоäные äанные.

Разìещение пары коìпëексно-сопряженных
поëþсов позвоëяет стабиëизироватü степенü ус-
той÷ивости и степенü коëебатеëüности синтези-
руеìой систеìы. Приìер такоãо распоëожения
поëþсов привеäен на рис. 3, ãäе степенü устой÷и-
вости систеìы η и степенü ее коëебатеëüности μ
опреäеëены распоëожениеì пары коìпëексно-
сопряженных äоìинируþщих поëþсов. Независи-
ìостü ка÷ества реãуëирования от свобоäных по-
ëþсов опреäеëяется степенüþ äоìинирования δ и
уãëоì сектора, в котороì они распоëожены. Отìе-
тиì, ÷то танãенс уãëа сектора, в котороì разìеще-
ны свобоäные поëþсы, äоëжен бытü ìенüøиì ëи-
бо равныì степени коëебатеëüности систеìы, за-
äанной äоìинируþщиìи поëþсаìи.

Опреäеëив öеëü синтеза, выбереì реãуëятор.
Дëя обеспе÷ения распоëожения поëþсов, пока-
занноãо на рис. 3, необхоäиì реãуëятор с не ìенее
÷еì треìя настраиваеìыìи параìетраìи: äва из

1
μ
---

Рис. 3. Пример задания желаемого качества регулирования в син-
тезируемой системе через расположение пары доминирующих по-
люсов и параметры области локализации свободных полюсов
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них обеспе÷ат стабиëизаöиþ äоìинируþщих по-
ëþсов, третий — распоëожение свобоäных поëþ-
сов в заäанной обëасти. Анаëоãи÷но аëãоритìу,
изëоженноìу в п. 3.1, ÷исëо параìетров реãуëято-
ра ìожет бытü увеëи÷ено äëя созäания боëее сëож-
ной форìы обëасти ëокаëизаöии свобоäных по-
ëþсов. Зäесü и äаëее äëя разìещения пары коìп-
ëексно-сопряженных äоìинируþщих поëþсов
буäеì приìенятü ПИД-реãуëятор:

W
PID

(s, K
P
, K

I
, K

D
) = K

P
 +  + K

D
s, (13)

ãäе K
P
, K

I
 и K

D
 — пропорöионаëüный, интеãраëü-

ный и äифференöиаëüный коэффиöиенты ПИД-
реãуëятора.

Выбрав реãуëятор, расс÷итаеì переäато÷нуþ
функöиþ заìкнутой систеìы и ее ИХП в форìе
(1). Коэффиöиенты ИХП испоëüзуеì, ÷тобы вы-
вести остаток R(s, K

P
, K

I
, K

D
) с поìощüþ выраже-

ния (8). Провеäя поäстановку s → jω, выäеëиì ве-
щественнуþ и ìниìуþ ÷асти остатка, приравняеì
их к нуëþ, поëу÷ив систеìу уравнений:

Реøив ее, поëу÷иì законы аäаптаöии про-
порöионаëüноãо и интеãраëüноãо коэффиöиентов
ПИД-реãуëятора к изìенениþ интерваëüных па-
раìетров систеìы. В общеì виäе такие законы ìо-
ãут бытü записаны как

K
P
 = f(K

D
, z),

K
I
 = f(K

D
, z). (14)

Поäставиì законы (14) в ИХП синтезируеìой
систеìы. Теперü коэффиöиенты ИХП зависят
тоëüко от оäноãо из параìетров реãуëятора — äиф-
ференöиаëüноãо коэффиöиента ПИД-реãуëятора.
На основе коэффиöиентов ИХП в такой форìе и
выражения (7) расс÷итаеì коэффиöиенты свобоä-
ноãо поëиноìа. Зна÷ение äифференöиаëüноãо ко-
эффиöиента ПИД-реãуëятора выбереì ìетоäоì
D-разбиения в верøинах ìноãоãранника коэффи-
öиентов свобоäноãо поëиноìа. Анаëоãи÷но пре-
äыäущеìу аëãоритìу (сì. п. 3.1) äëя вывоäа урав-
нений кривых D-разбиения ìоãут бытü сäеëаны
поäстановки (11) иëи (12).

На основании изëоженноãо, сфорìуëируеì аë-
ãоритì разìещения пары коìпëексно-сопряжен-
ных äоìинируþщих поëþсов.

Шаг 1. Заäатü жеëаеìые зна÷ения степени ус-
той÷ивости и степени робастной коëебатеëüности
систеìы с поìощüþ äоìинируþщих поëþсов λ

1
 и

λ
2
 и ãраниöы обëасти ëокаëизаöии свобоäных по-

ëþсов.
Шаг 2. Выбратü ëинейный реãуëятор; записатü

ИХП систеìы в форìе (1).
Шаг 3. Расс÷итатü остаток с поìощüþ выраже-

ния (8); выразитü ìниìуþ и вещественнуþ ÷асти
остатка, приравнятü их к нуëþ и поëу÷итü законы
аäаптаöии коэффиöиентов ПИД-реãуëятора в фор-
ìе (14), реøив поëу÷еннуþ систеìу уравнений.

Шаг 4. Поäставитü форìуëу (14) в выражение
(1); расс÷итатü интерваëы коэффиöиентов свобоä-
ноãо поëиноìа с поìощüþ выражения (7).

Шаг 5. Вывести уравнения кривых D-разбие-
ния в верøинах ìноãоãранника коэффиöиентов
свобоäноãо поëиноìа, выпоëнив поäстановку (11)
иëи (12).

Шаг 6. Исхоäя из D-разбиения, выбратü зна÷е-
ния остаëüных параìетров реãуëятора и поäста-
витü их в форìуëу (14).

Такиì образоì, синтезированный аäаптивно-
робастный реãуëятор преäставëяет собой ПИД-ре-
ãуëятор, в котороì пропорöионаëüный и интеã-
раëüный коэффиöиенты аäаптируþтся поä изìе-
нения параìетров систеìы, а äифференöиаëüный
коэффиöиент иìеет постоянное зна÷ение.

4. ÏÐÈÌÅÐÛ

4.1. Ðàçìåùåíèå îäíîãî âåùåñòâåííîãî 
äîìèíèðóþùåãî ïîëþñà

Пустü необхоäиìо обеспе÷итü апериоäи÷еский пере-
хоäный проöесс и жеëаеìуþ степенü устой÷ивости сис-
теìы, объект управëения которой описан переäато÷ной
функöией:

W(s) = ,

ãäе [p
3
] = [1; 1,1], [p

2
] = [28, 32], [p

1
] = [215, 285] и

[p
0
] = [350, 370] — интерваëüные параìетры систеìы.

Также известно, ÷то ПИ-реãуëятор (9) и объект охва÷е-
ны еäини÷ной отриöатеëüной обратной связüþ.

В соответствии с аëãоритìоì синтеза заäаäиì жеëа-
еìое ка÷ество реãуëирования поëожениеì äоìинируþ-
щеãо поëþса: λ = (–1; j0) и степенüþ äоìинирования
δ = –3.

Дëя иссëеäуеìой систеìы ИХП иìеет виä:

D(s, p, K
P
, K

I
) =

= [p
3
]s4 + [p

2
]s3 + [p

1
]s2 + ([p

0
] + K

P
)s + K

I
. (15)

У÷итывая выражение (6) и коэффиöиенты ИХП (15),
поëу÷иì остаток:

R(p, K
P
, K

I
) = [p

3
]λ4 + [p

2
]λ3 + [p

1
]λ2 +

+ ([p
0
] + K

P
)λ + K

I
 = K

I
 – K

P
 – [p

0
] + [p

1
] – [p

2
] + [p

3
].

KI

s
------

Re R jω KP KI KD z, , , ,( )( ) 0,=

Im R jω KP KI KD z, , , ,( )( ) 0.=⎩
⎨
⎧

1

p3[ ]s3 p2[ ]s2 p1[ ]s p0[ ]+ + +

-------------------------------------------------------------------------
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Приравняеì еãо к нуëþ и, реøив поëу÷енное урав-
нение, поëу÷иì закон аäаптаöии пропорöионаëüноãо
коэффиöиента ПИ-реãуëятора, обеспе÷иваþщий стаби-
ëизаöиþ äоìинируþщеãо поëþса в заäанной то÷ке коì-
пëексной пëоскости:

R(p, K
P
, K

I
) = 0;

K
P
(p, K

I
) = K

I
 – [p

0
] + [p

1
] – [p

2
] + [p

3
]. (16)

Поäставиì форìуëы (16) в ИХП (15), поëу÷иì ИХП
систеìы, коэффиöиенты котороãо зависят тоëüко от ин-
теãраëüноãо коэффиöиента ПИ-реãуëятора:

D(s, p, q, K
I
) = [1; 1,1]s4 + [28, 32]s3 + [215, 285]s2 +

+ [K
I
 + 188; K

I
 + 254,1]s + K

I
.

Испоëüзуеì коэффиöиенты этоãо ИХП, ÷тобы найти
коэффиöиенты свобоäноãо поëиноìа с поìощüþ выра-
жения (5):

B(s, K
I
) = [b

3
]s3 + [b

2
]s2 + [b

1
]s + [b

0
],

[b
3
] = [1; 11],

[b
2
] = [26,9; 31],

[b
1
] = [184; 258,1],

[b
0
] = [K

I
 – 70,1; K

I
 + 70,1]. (17)

Приìениì поäстановку (11) к выражениþ (17) и вы-
разиì из неãо интеãраëüный коэффиöиент ПИ-реãуëято-
ра, поëу÷ив уравнение кривой D-разбиения по еãо оси:

X(ω, δ) = –[–70,1; 70,1] – [184; 258,1](δ + jω) –

– [26,9; 31](δ + jω)2 – [1; 1,1](δ + jω)3.

В этоì уравнении ÷етыре интерваëüных параìетра и
соответственно øестнаäöатü верøин ìноãоãранника ко-
эффиöиентов. Перебрав все коìбинаöии ìиниìаëüных
и ìаксиìаëüных зна÷ений интерваëüных параìетров,
поëу÷иì øестнаäöатü уравнений кривых D-разбиения в
верøинах ìноãоãранника коэффиöиентов свобоäноãо
поëиноìа B(s, K

I
). Приняв соãëасно öеëи синтеза δ = –3,

построиì кривые D-разбиения (рис. 4).
Виäно, ÷то в пересе÷ении всех обëастей устой÷иво-

сти ëежит отрезок вещественной оси [632, 760]. Исхоäя
из D-разбиения, выбереì внутри указанноãо отрезка
K

I
= 670.

Такиì образоì, параìетры синтезированноãо аäап-
тивно-робастноãо реãуëятора иìеþт виä:

K
P
(p

0
, p

1
, p

2
, p

3
) = 670 – p

0
 + p

1
 – p

2
 + p

3
,  K

I
 = 670,

ãäе p
0
, p

1
, p

2
 и p

3
 — оöенки зна÷ений интерваëüных па-

раìетров систеìы иëи резуëüтаты их изìерений. Распо-
ëожение поëþсов систеìы с синтезированныì реãуëя-
тороì привеäено на рис. 5.

Рис. 4. D-разбиение по оси интегрального коэффициента ПИ-регулятора в вершинах многогранника коэффициентов свободного по-
линома
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Из рис. 4 ìожно сäеëатü вывоä, ÷то синтез провеäен
успеøно: äоìинируþщий поëþс стабиëизирован в же-
ëаеìой то÷ке (–1, j0), а свобоäные поëþсы не выхоäят
за преäеëы жеëаеìой обëасти ëокаëизаöии.

4.2. Ðàçìåùåíèå ïàðû 
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ïîëþñîâ

На приìере систеìы из п. 4.1 проäеìонстрируеì при-
ìер разìещения äвух коìпëексно-сопряженных äоìи-
нируþщих поëþсов.

В соответствии с аëãоритìоì опреäеëиì жеëаеìое
ка÷ество реãуëирования: степенü устой÷ивости η = 1,
степенü коëебатеëüности μ = 1, степенü äоìинирования
δ = –10. Дëя обеспе÷ения таких показатеëей приìениì
ПИД-реãуëятор (13).

Поëу÷иì переäато÷нуþ функöиþ и ИХП синтезиру-
еìой систеìы в форìе (1):

D(s, K
P
, K

I
, K

D
, p) = [p

3
]s4 + [p

2
]s3 + ([p

1
] + K

D
)s2 +

+ ([p
0
] + K

P
)s + K

I
.

Коэффиöиенты ИХП в такой форìе испоëüзуеì äëя
вывоäа функöии остатка с поìощüþ выражения (8).
Приравняв ìниìуþ и вещественнуþ ÷асти остатка к ну-
ëþ и реøив поëу÷еннуþ систеìу уравнений, поëу÷иì
законы аäаптаöии коэффиöиентов реãуëятора к изìене-
ниþ интерваëüных параìетров систеìы:

K
P
(K

D
, p

1
, p

2
, p

3
) = 2p

1
 – 4p

2
 + 4p

2
 + 4p

3
 + 2K

D
,

K
I
(K

D
, p

0
, p

1
, p

2
) = –p

0
 + 2p

1
 – 2p

2
 + 2K

D
, (18)

ãäе p
0
, p

1
, p

2
 и p

3
 — оöенки зна÷ений интерваëüных па-

раìетров систеìы иëи резуëüтаты их изìерений.
Также с поìощüþ выражения (7) найäеì коэффиöи-

енты свобоäноãо поëиноìа:

B(s) = [1; 1,1]s2 + [25,8; 30]s +
+ [K

D
 + 152,8; K

D
 + 231,4]. (19)

Сäеëав поäстановки (11) и (12) в поëиноìе (19), вы-
веäеì уравнения кривых D-разбиения:

X
1
(ω, δ) = –[152,8; 231,4] – [25,8; 30](δ + jω) –

– [1; 1,1](δ + jω)2, (20)

X
2
(ω, μ) = –[152,8; 231,4] –

– [25,8; 30]  – [1; 1,1] . (21)

Исхоäя из D-разбиения на рис. 6, а, ìожно сäеëатü
вывоä, ÷то при зна÷ениях äифференöиаëüноãо коэффи-
öиента из äиапазона (0; 71,2] буäет äостиãнута жеëаеìая
степенü робастной коëебатеëüности. Из D-разбиения на
рис. 6, б ìожно сäеëатü вывоä, ÷то при зна÷ениях äиф-

Рис. 5. Расположение полюсов синтезированной системы с одним
вещественным доминирующим полюсом

Рис. 6. D-разбиение по оси дифференциального коэффициента ПИД-регулятора в вершинах многогранника коэффициентов свободного
полинома: а — по уравнениþ (20); б — по уравнениþ (21)

1
μ
---ω jω+⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1

μ
---ω jω+⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2
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ференöиаëüноãо коэффиöиента из äиапазона [47, +∞)
буäет äостиãнута жеëаеìая степенü äоìинирования. Из
пересе÷ения указанных äиапазонов выбереì зна÷ение
K

D
 = 50 и поäставиì еãо в законы аäаптаöии (18).

Такиì образоì, параìетры аäаптивно-робастноãо ре-
ãуëятора, обеспе÷иваþщеãо жеëаеìое распоëожение по-
ëþсов, иìеþт виä:

K
P
(K

D
, p

1
, p

2
, p

3
) = 2p

1
 – 4p

2
 + 4p

3
 + 100,

K
I
(K

D
, p

0
, p

1
, p

2
) = –p

0
 + 2p

1
 – 2p

2
 + 100,

K
D
 = 50.

Распоëожение поëþсов синтезированной систеìы
привеäено на рис. 7, из котороãо ìожно сäеëатü вывоä,
÷то синтез выпоëнен успеøно: äоìинируþщие поëþсы
стабиëизированы в заäанных то÷ках коìпëексной пëос-
кости, а свобоäные поëþсы не выхоäят за преäеëы же-
ëаеìых обëастей ëокаëизаöии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëаãаеìые ìетоäы позвоëяþт синтезиро-
ватü аäаптивно-робастный реãуëятор, обеспе÷ива-
þщий постоянные зна÷ения степени устой÷ивос-
ти и степени коëебатеëüности в усëовиях интер-
ваëüной неопреäеëенности параìетров систеìы.
Разработанные ìетоäы синтеза основаны на ìето-
äе äоìинируþщих поëþсов и со÷етаþт в себе пре-
иìущества робастноãо и аäаптивноãо поäхоäов к
управëениþ. Синтезированные реãуëяторы сохра-
няþт эффективностü при быстрых изìенениях па-
раìетров систеìы в øироких äиапазонах, обеспе-
÷иваþт жеëаеìые äинаìи÷еские свойства систеìы,

äëя настройки требуþт ìиниìаëüное коëи÷ество
инфорìаöии о систеìе. Эти свойства проäеìонс-
трированы в привеäенных приìерах синтеза.
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Рис. 7. Расположение полюсов синтезированной системы с парой
комплексно-сопряженных доминирующих полюсов
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Abstract. The paper is dedicated to a development of methods of synthesizing linear adaptive-
robust controllers of low order, which allow providing constant values of control quality in-
dices. To stabilize systems' dynamics, it is proposed to place allocation areas of system poles
according to pole dominance principle. Dominant poles allocation in certain points of complex
plane is reached by adjusting some of controller parameters; reduction of other poles' influence
on the control quality is reached by choosing constant values for other parameters of the con-
troller. The paper proposes the synthesis method combining advantages of adaptive and robust
approach to synthesizing control systems with interval parameters. It is noted that to apply the
method proposed, it is necessary to obtain linear mathematical model of the system in the form
of characteristic polynom with integral coefficients and to adjust the parameters of controller,
it is necessary to obtain transient values of interval parameters.

Keywords: adaptive control, robust control, interval parameters, parametric uncertainty, synthesis, simula-
tion modeling.
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