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Способы форìирования портфеëей öенных
буìаã на основе поäхоäа Марковиöа [1, 2] и еãо
посëеäоватеëей (ìоäеëü öенообразования финан-
совых активов, арбитражная теория рас÷етов, трех-
факторная ìоäеëü [3]) не ìоãëи у÷итыватü äинаìи-
ку äохоäностей активов, описаннуþ стохасти÷ес-
киìи ìоäеëяìи öенообразования, которые сëужат
аäекватныìи инструìентаìи äëя их преäставëе-
ния. Портфеëи, сфорìированные на основе поä-
хоäа Марковиöа, называþт среäне-äисперсионны-
ìи портфеëяìи. 

Поскоëüку в работах [4, 5] быëо выявëено, ÷то
оøибки в оöенках ìатеìати÷еских ожиäаний äо-
хоäностей зна÷итеëüно изìеняþт структуру порт-
феëя по сравнениþ с оøибкаìи в äисперсии и
ковариаöиях, то боëüøинство иссëеäований пос-
вящено анаëизу портфеëüной стратеãии, ìини-
ìизируþщей тоëüко äисперсиþ портфеëя (global
minimum variance, GMV) и не приниìаþщей во
вниìание оãрани÷ение на еãо öеëевуþ äохоäностü.

Такиì образоì, поäавëяþщее ÷исëо иссëеäо-
ваний, оöениваþщих вëияние стохасти÷еских ìо-
äеëей öенообразования äохоäностей активов на
характеристики оптиìаëüных портфеëей, посвя-
щено GMV-портфеëяì. В работах [6, 7] с поìо-

щüþ вспоìоãатеëüной реãрессионной ìоäеëи [8]
и BEKK-ìоäеëи, поëу÷ивøей свое название по
первыì букваì фаìиëий авторов — Baba, Engle,
Kroner и Kraft [9], иссëеäоваëосü вëияние оøибок
при проãнозировании äисперсии и ковариаöии äо-
хоäностей активов на характеристики GMV-порт-
феëей. Характеристики GMV-портфеëей при ис-
поëüзовании ìоäеëей усëовных корреëяöий ис-
сëеäоваëисü в работах [10, 11]. Показано, ÷то веса
GMV-портфеëя ÷увствитеëüны к äанныì ìатриöы
ковариаöии и öеëесообразно äëя построения пор-
тфеëей испоëüзоватü ìоäеëи, у÷итываþщие пове-
äение корреëяöий äохоäностей активов. 

Рассìатриваëосü построение оптиìаëüных среä-
не-äисперсионных портфеëей, у÷итываþщих äи-
наìику äохоäностей активов [12], быëо также у÷те-
но повеäение воëатиëüности оøибок ìоäеëей öе-
нообразования [13]. 

Поäхоä Марковиöа закëþ÷ается в оäноøаãовой
оптиìизаöии портфеëя активов и по окон÷ании
äанноãо периоäа нужäается в пересìотре, пос-
коëüку характеристики рисковых активов и их вза-
иìосвязи ìоãëи поìенятüся в те÷ение этоãо пери-
оäа, ÷то отразиëосü бы на вариаöионно-ковариа-
öионной ìатриöе и оöенках äохоäностей активов.

В работах [14—16] поставëена ìноãоøаãовая за-
äа÷а управëения портфеëеì как заäа÷а оптиìаëü-
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ноãо управëения, в соответствии с которой необ-
хоäиìо ìаксиìизироватü поëезностü потребëения
и финаëüное бëаãосостояние. В этоì ее отëи÷ие от
кëасси÷ескоãо среäне-äисперсионноãо поäхоäа,
ãäе необхоäиìо ìаксиìизироватü äохоäностü иëи
ìиниìизироватü риск, изìеряþщиеся ìатеìати-
÷ескиì ожиäаниеì и äисперсией äохоäности пор-
тфеëя соответственно. В ка÷естве ìоäеëи öенооб-
разования äохоäностей активов авторы приняëи
ãеоìетри÷ескуþ ìоäеëü броуновскоãо äвижения.
Мноãоøаãовый сëу÷ай управëения портфеëеì ак-
тивов на основе оптиìизаöии функöии поëезно-
сти инвестора и/иëи потребëения øироко преä-
ставëен в ëитературе [17—21]. 

В то же вреìя реøение ìноãоøаãовой заäа÷и
управëения инвестиöионныì портфеëеì в раìках
среäне-äисперсионноãо поäхоäа в явноì виäе иëи
в виäе ÷исëенноãо аëãоритìа äоëãое вреìя не быëо
найäено. В работах [22—25] быë разобран поäхоä,
позвоëяþщий форìироватü ìноãоøаãовые порт-
феëи на основе инфорìаöии äискретных ìоäеëей
усëовной ãетероскеäасти÷ности äохоäностей акти-
вов, ÷то позвоëиëо автораì сìоäеëироватü эвоëþ-
öиþ сëу÷айных äохоäностей портфеëя в виäе «äе-
ревüев реøений» и теì саìыì опреäеëитü опти-
ìаëüное управëение.

В работе [26] преäставëено анаëити÷еское ре-
øение ìноãоøаãовой заäа÷и управëения инвести-
öионныì портфеëеì на основе среäне-äисперси-
онноãо поäхоäа путеì реøения вспоìоãатеëüной
оптиìизаöионной заäа÷и. Авторы поäразуìеваëи,
÷то знаþт параìетры распреäеëения векторов äо-
хоäностей в на÷аëüный ìоìент вреìени, ÷то не-
возìожно в тоì сëу÷ае, есëи инвестор обëаäает
инфорìаöией о ìоäеëи öенообразования äохоä-
ностей активов, так как в этоì сëу÷ае распреäеëе-
ние äохоäностей буäет зависетü от состояния каж-
äоãо øаãа.

Настоящая работа преäставëяет собой расøи-
рение иссëеäования [13] äëя ìноãоøаãовоãо сëу-
÷ая и посвящена теорети÷ескиì основаì форìи-
рования оптиìаëüных ìноãоøаãовых портфеëей
в раìках среäне-äисперсионноãо поäхоäа äëя
сëу÷ая, коãäа известна инфорìаöия о ìоäеëях öе-
нообразования äохоäностей и их оøибок. В ее
практи÷еской ÷асти иссëеäованы характеристики
указанных портфеëей, построенных на основе про-
ãнозов ìоäеëей векторной автореãрессии и ìноãо-
ìерной воëатиëüности. 

1. ÌÎÄÅËÈ ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÅÉ
È ÂÎËÀÒÈËÜÍÎÑÒÈ 

Прежäе ÷еì перейти к постановке оптиìизаöи-
онной ìноãоøаãовой заäа÷и управëения инвести-
öионныìи портфеëяìи поясниì, в ÷еì закëþ÷аþт-

ся öеëü и заäа÷и управëения портфеëяìи, а также
опреäеëиìся с пере÷неì вхоäных äанных заäа÷и. 

Цеëü инвестора закëþ÷ается в äостижении ÷е-
рез заäанное ÷исëо øаãов öеëевой äохоäности
портфеëя при ìиниìаëüноì риске. В зависиìости
от инфорìаöии о характеристиках распреäеëений
äохоäностей активов ìноãоøаãовые портфеëüные
стратеãии ìожно разäеëитü на три основных типа.
В сëу÷ае, есëи äохоäности активов портфеëя явëя-
þтся независиìыìи оäинаково распреäеëенныìи
сëу÷айныìи веëи÷инаìи, то реøение ìноãоøаãо-
вой заäа÷и управëения инвестиöионныì портфе-
ëеì своäится к реøениþ ряäа независиìых оäно-
øаãовых заäа÷. Есëи характеристики распреäе-
ëений äохоäностей активов ìеняþтся от øаãа к
øаãу, но при этоì они известны, то стратеãия уп-
равëения портфеëеì буäет известна заранее на
ìоìент на÷аëа управëения. Портфеëüные страте-
ãии, при которых характеристики äохоäностей
активов ìеняþтся сëу÷айныì образоì, буäут у÷и-
тыватü в на÷аëе кажäоãо øаãа вновü поступивøуþ
инфорìаöиþ. Поскоëüку в äанной статüе преäпо-
ëаãается, ÷то инвестору известна инфорìаöия о
ìоäеëи öенообразования äохоäности активов, то
ìноãоøаãовая заäа÷а управëения инвестиöион-
ныì портфеëеì буäет относитüся ко второìу типу
и закëþ÷атüся в опреäеëении в ìоìент вреìени t0
стратеãии распреäеëения среäств портфеëя по
еãо активаì на на÷аëо кажäоãо ìоìента вреìени
t ∈ {t0, t1, ..., T – 1} в те÷ение заäанноãо ÷исëа øа-

ãов Т. В на÷аëе кажäоãо из Т периоäов инвестор
буäет перераспреäеëятü среäства портфеëя среäи
еãо активов в соответствии со стратеãией, вырабо-
танной в на÷аëüный ìоìент вреìени t0, не прини-

ìая во вниìание вновü поступаþщуþ инфорìаöиþ
в те÷ение инвестиöионноãо ãоризонта. 

Дëя реøения заäа÷и необхоäиìо опреäеëитü
ожиäаеìуþ öеëевуþ äохоäностü S портфеëя, ко-
торуþ необхоäиìо äости÷ü на терìинаëüноì øаãе;
веëи÷ину Т — ÷исëо øаãов, за которое портфеëü
äоëжен äости÷ü öеëевуþ äохоäностü — инвестиöи-
онный ãоризонт портфеëя; набор проãнозов век-
торов äохоäностей активов портфеëя и усëовных
ìатриö ковариаöий оøибок проãнозов äохоäнос-
тей äëя кажäоãо из øаãов в те÷ение инвестиöион-
ноãо ãоризонта.

Пустü управëяþщий иìеет возìожностü разìес-
титü свой капитаë среäи N активов, X = {x1, ..., xN

}.

Вектор ω
t 
= (ω1, t

, ..., ω
N, t

) ∈ RNЅ1 такой, ÷то

e = 1, ãäе e = (1, ..., 1) ∈ RNЅ1 — еäини÷ный век-
тор, называþт портфеëеì, äействуþщиì в периоä
вреìени (t, t + 1], а еãо коìпоненты ω

i, t
,
 
i = 1, ..., N,

называþт весаìи i-х активов портфеëя. 

ωt'
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1.1. Äîõîäíîñòè àêòèâîâ è ïîðòôåëÿ

Постановка ìноãоøаãовой заäа÷и управëения
инвестиöионныìи портфеëяìи требует испоëü-
зования ëоãарифìированных äохоäностей акти-
вов, ÷тобы заäатü уравнение äинаìики äохоäности
портфеëя в виäе аääитивноãо функöионаëа. Пустü

r
t 
= (r

t
(x1), ..., rt(x1)) ∈ RNЅ1 — сëу÷айный вектор äо-

хоäностей активов за периоä вреìени (t, t + 1], ãäе
r
t
(x

i
) = r

i, t
 = ln(PR

i, t
/PR

i, t – 1) — ëоãарифìирован-

ная äохоäностü i-ãо актива. 
Есëи простые äохоäности активов äостато÷но

ìаëые по разìерности веëи÷ины, то äохоäностü
портфеëя за периоä (t, t + 1] — сëу÷айнуþ веëи÷и-

ну — ìожно преäставитü как P(ω
t + 1) = r

t + 1, и

äинаìика äохоäностей портфеëя за n øаãов ìожет

описыватüся уравнениеì [27] R
n
 = R

n – 1 + r
n
. 

1.2. Ìîäåëü âåêòîðíîé àâòîðåãðåññèè

Векторные автореãрессионные ìоäеëи (vector
autoregressions model, VAR) наøëи свое приìене-
ние, ãëавныì образоì, в анаëизе ìакроэконоìи-
÷еских äанных. Изна÷аëüно приìенение VAR-ìо-
äеëей быëо описано в работах [28—30]. Вопросы
построения и оöенки VAR-ìоäеëей поäробно
изу÷аëисü в работах [31—33]. Приìенение ìоäе-
ëей векторных автореãрессий рассìотрено в ра-
ботах [27, 34—37].

Пустü ряäы äохоäностей стаöионарны иëи при-
веäены к стаöионарноìу виäу. Преäпоëожиì, ÷то
öенообразование сëу÷айноãо вектора äохоäностей

r
t 
∈ RNЅ1 описывается VAR(k)-ìоäеëüþ: 

r
t
 = d + Π1rt – 1 + ... + Π

k
r
t – k + ε

t
,

ãäе d ∈ RNЅ1 — вектор констант иëи äетерìиниро-

ванных вхоäных äанных, П
j 
∈ RNЅN, j = 1, ..., k —

ìатриöы коэффиöиентов, связываþщие текущие
зна÷ения äохоäностей активов с их ëаãирован-

ныìи зна÷енияìи, ε
t 
∈ RNЅ1 — вектор сëу÷айных

оøибок. В зависиìости от тоãо, существует ëи оä-
новреìенная корреëяöия и/иëи автокорреëяöия
оøибок, а также присутствует ëи ãетероскеäасти÷-
ностü в остатках иëи они ãоìоскеäасти÷ны — поë-
ная ìатриöа ковариаöий оøибок буäет иìетü раз-
ëи÷ный виä. При наëи÷ии оäновреìенных корре-
ëяöий и ãетероскеäасти÷ности в остатках общая
ìатриöа ковариаöий иìеет виä Θ = E(εε' ) = Σ

t 
⊗ I

M
,

ãäе Σ
t 
= (σ

ijt
) ∈ RNЅN — ìатриöа оäновреìенной ко-

вариаöии оøибок ìоäеëи, которая äоëжна бытü
невырожäенной и поëожитеëüно опреäеëенной, в
противноì сëу÷ае разìерностü r

t
 ìожет бытü сни-

жена, так как коìпоненты буäут ëинейно зависи-
ìы, σ

ijt 
= E(ε

i,t εj,t), ⊗ — знак произвеäения Кроне-

кера, а IM ∈ RMЅM — еäини÷ная ìатриöа, ãäе M —

разìер выборки äанных. 

1.2.1. Ïðîãíîçèðîâàíèå â ðàìêàõ ìîäåëè
âåêòîðíîé àâòîðåãðåññèè 

Неопреäеëенностü проãноза ìоäеëи закëþ÷ает-
ся в наëи÷ии оøибок ε

t
 ìоäеëи и откëонении оöе-

нок коэффиöиентов реãрессии от их истинных
зна÷ений. Вариант проãнозирования, при котороì
оøибка проãноза существует тоëüко из-за наëи÷ия
оøибок ε

t
, называется проãнозированиеì в раìках

теорети÷еской ìоäеëи. Боëее поäробно вопросы
проãнозирования с поìощüþ ìоäеëи векторной
автореãрессии рассìотрены в работах [27, 33, 38].

Буäеì рассìатриватü проãнозирование в раìках
теорети÷еской VAR(k)-ìоäеëей. Пустü известны
зна÷ения r

t
 вреìенноãо ряäа VAR(k) äëя t = 1, ..., M,

указаннуþ äоступнуþ инфорìаöиþ буäеì обозна-
÷атü I

M 
= (r

M
, ..., r0, ...). Преäпоëожиì, ÷то проöесс

нахоäится в ìоìенте вреìени M и необхоäиìо
построитü проãноз на l l 1 øаãов впереä. Моìент
вреìени M называется ìоìентоì на÷аëа проãно-
зирования, а öеëое ÷исëо l l 1 естü ãоризонт про-
ãнозирования. Проãноз на l øаãов впереä, ìини-
ìизируþщий среäнекваäрати÷ное откëонение, естü
усëовное ìатеìати÷еское ожиäание 

(l) = E(r
M + l |IM

),

при этоì 

E{[r
M + l – (l)]2|I

M
} l E{[r

M + l – g]2|I
M
},

ãäе g — функöия, зависящая от I
M

. 

Рассìотриì построение проãноза в раìках тео-
рети÷еской ìоäеëи. Дëя построения портфеëей
понаäобятся проãнозы на нескоëüко øаãов впереä,
ãäе ÷исëо øаãов буäет опреäеëятüся инвестиöион-
ныì ãоризонтоì портфеëя. Преäставиì построе-
ние проãноза на оäин øаã впереä, проãнозы на
боëüøее ÷исëо øаãов строятся рекурсивно. То÷е÷-
ный проãноз äëя r

M + 1 при инфорìаöии I
M
 естü ус-

ëовное ìатеìати÷еское ожиäание:

(1) = E(r
M + 1|IM

) =

= E  = d + Π
i
r
T – i + 1,

так как E(ε
M + 1|IM

) = 0 и все r
M – j в правой ÷асти

уравнения реãрессии вхоäят в преäысториþ I
M

, то

оøибка проãноза 

e
M
(1) = r

M + 1 – (1) = r
M + 1 – E(r

M + 1|IM
) = ε

M + 1.

ωt'

ωn 1+'

rˆM

rˆM min
g

rˆM

d ΠirM i– 1+ εM 1+ |IM+
i 1=

k

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

k

∑

rˆM
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Усëовное ìатеìати÷еское ожиäание оøибки
проãноза äохоäности на l øаãов впереä и ее усëов-
ная ìатриöа ковариаöии относитеëüно инфорìа-
öии I

M
 равны соответственно:

E
M
(e

M
(l)) = 0,

Var
M

(e
M
(l)) = Var

M
(ε

M + l) = Σ
M + l, M ,

ãäе Σ
M + l, M — усëовная ìатриöа ковариаöии оøиб-

ки проãноза äохоäности на l øаãов впереä, спосо-
бы построения которой буäут описаны в сëеäуþ-
щеì разäеëе. 

1.3. Ìîäåëè ìíîãîìåðíîé âîëàòèëüíîñòè 

Наëи÷ие усëовной ãетероскеäасти÷ности в ос-
татках ìоäеëи свойственно ìноãиì финансовыì
вреìенныì ряäаì [39—41]. Это требует построе-
ния спеöифи÷еских ìоäеëей усëовной ãетероске-
äасти÷ности äëя описания повеäения остатков, а в
наøеì сëу÷ае — ìноãоìерных ìоäеëей усëовной
ãетероскеäасти÷ности. Такие ìоäеëи также назы-
ваþт ìоäеëяìи ìноãоìерной воëатиëüности иëи
ковариаöионных ìатриö, они буäут испоëüзоватü-
ся äëя построения проãнозов ìатриö ковариаöий
оøибок. 

Построение ìоäеëей ковариаöионных ìатриö
на÷аëосü с векторной ìоäеëи исправëения оøибок
(Vector Error Correction Model, VECM), которая
явиëасü сëеäствиеì оäноìерной ìоäеëи обоб-
щенной усëовной автореãрессионной ãетероске-
äасти÷ности (GARCH) на векторный сëу÷ай [42].
В äаëüнейøеì быëа преäëожена боëее коìпакт-
ная BEKK-ìоäеëü [9]. Моäеëи VECM и BEKK
оказаëисü неуäобныìи äëя практи÷ескоãо приìе-
нения из-за боëüøоãо ÷исëа оöениваеìых пара-
ìетров, неясности интерпретаöии, а также сëож-
ности оãрани÷ений, ãарантируþщих поëожитеëü-
нуþ опреäеëенностü ковариаöионной ìатриöы.
Поэтоìу иì на сìену приøëи новые ìоäеëи, от-
äеëüно преäставëяþщие äинаìику корреëяöий и
воëатиëüности, в тоì ÷исëе ìоäеëü постоянных ус-
ëовных корреëяöий (Constant Conditional Correla-
tion, CCC) [43] и ìоäеëü äинаìи÷еских усëовных
корреëяöий (Dynamic Conditional Correlation, DCC)
[44, 45]. Данные ìоäеëи, а также их ìоäификаöии
[46] поëüзуþтся в посëеäнее вреìя опреäеëенной
попуëярностüþ среäи иссëеäоватеëей портфеëüной
теории [10, 11, 47]. Привеäеì их краткое описание,
боëее поäробное описание преäставëено в работах
[31, 43]. В äанной работе в раìках эìпири÷ескоãо
иссëеäовании äëя описания повеäения усëовных
ìатриö ковариаöий оøибок проãнозов äохоäностей
испоëüзоваëисü äиаãонаëüная BEKK(1, 1)-ìоäеëü,
CCC(1, 1)- и DCC(1, 1)-ìоäеëи. 

Преäпоëожиì, ÷то вектор оøибок ìоäеëи VAR
иìеет виä 

ε
t
 = z

t
, 

ãäе Σ
t, t – 1 

∈ RNЅN — поëожитеëüно опреäеëенная

усëовная ìатриöа ковариаöий, z
t 

∈ RNЅ1 — неза-

висиìые оäинаково распреäеëенные сëу÷айные
векторы, E(z

t
) = 0 и Var(z

t
) = I, ãäе I — еäини÷ная

ìатриöа. В сиëу разëожения Хоëеöкоãо, ìатриöа
Σ

t, t – 1 преäставиìа как 

V(ε
t
|I

t – 1) = V(z
t
)( )' = Σ

t, t – 1.

Диаãонаëüная BEKK(p, q)-ìоäеëü иìеет сëе-
äуþщее преäставëение усëовной ìатриöы кова-
риаöий:

Σ
t, t – 1 = CC' + ε

t – j A
j
 +

+ Σ
t – j – 1, t – j – 2Bj

, 

ãäе A
j
 и B

j
 — äиаãонаëüные ìатриöы, C — нижняя

треуãоëüная ìатриöа. 

Дëя ìоäеëей типа CCC(p, q) иëи DCC(p, q),
у÷итываþщих усëовнуþ корреëяöиþ оøибок, об-
щиì явëяется сëеäуþщее преäставëение ковариа-
öионных ìатриö:

Σ
t, t – 1 = D

t – 1ℜt – 1Dt – 1, 

ãäе ℜ
t 
= (ρ

ijt
) ∈ RNЅN — ìатриöа усëовных корре-

ëяöий, D
t 
= diag(σ11t, ..., σNNt

) — äиаãонаëüная ìат-

риöа, эëеìентаìи которой явëяþтся усëовные стан-
äартные оøибки ìоäеëи. Дëя оöенки воëатиëüно-
сти σ

it
 испоëüзуþтся оäноìерные GARCH(p, q)-

ìоäеëи: 

 = (D(ε
t
|I

t – 1) = E( |I
t – 1) =

= const + γ
i

 + β
j

.

Простейøее преäпоëожение относитеëüно
корреëяöионной ìатриöы оøибок ℜ

t
 закëþ÷ается

в преäпоëожении о постоянстве корреëяöий во
вреìени, ÷то наøëо свое отражение в ìоäеëи ìно-
ãоìерной усëовной ãетероскеäасти÷ности с посто-
янной усëовной корреëяöионной ìатриöей (ССС).
Корреëяöионная ìатриöа такой ìоäеëи преäста-
виìа как ℜ

t
 = ℜ = (ρ

ij
). 

Σt t 1–,

1/2

Σt t 1–,

1/2 Σt t 1–,

1/2

j 1=

p

∑ Aj' εt j–'

j 1=

q

∑ Bj'

σt t 1–,

2 εt
2

i 1=

p

∑ εt i–
2

j 1=

q

∑ σt j– 1– t j– 2–,

2
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Корреëяöионная ìатриöа оöенивается сëеäуþ-
щиì образоì: 

 = ( ),  = ,  =  = z
t

,

z
it
 = ,  i = 1, ..., N,  t = 1, ..., M, 

ãäе M — разìер выборо÷ной совокупности äëя
оöенки ìоäеëи. Коìпоненты сëу÷айноãо вектора z

t

преäставëяþт собой станäартизированные остатки. 

Естественныì обобщениеì CCC-ìоäеëи, äо-
пускаþщиì изìенение усëовных корреëяöий во
вреìени, сëужит ìоäеëü äинаìи÷еских усëовных
корреëяöий — DCC-ìоäеëü [48]. Дëя обеспе÷ения
особой форìы корреëяöионной ìатриöы (сиììет-
ри÷ности, еäиниö на ãëавной äиаãонаëи и ìенü-
øих по ìоäуëþ неäиаãонаëüных эëеìентов) ℜ

t

она преäставëяется в виäе

ℜ
t
 = (diag(Q

t
))–1/2Q

t
(diag(Q

t
))–1/2, 

ãäе Q
t
 — поëожитеëüно опреäеëенная сиììетри-

÷еская ìатриöа, эвоëþöионируþщая в соответст-
вии с ìноãоìерной GARCH(p, q)-ìоäеëüþ и опи-
сываþщая äинаìику корреëяöий в виäе:

Q
t
 = Q +

+ θ1n
z
t – n  + θ2mQ

t – m,

Q — безусëовная корреëяöионная ìатриöа сëу÷ай-
ных векторов z

t
.

Дëя обеспе÷ения поëожитеëüной опреäеëен-
ности ìатриö ℜ

t
 и, сëеäоватеëüно, Σ

t,t – 1 параìет-

ры θ1n и θ2n äоëжны бытü поëожитеëüны и

θ1n + θ2m
 < 1. 

1.3.1. Ïîñòðîåíèå ïðîãíîçîâ
óñëîâíûõ ìàòðèö êîâàðèàöèé 

Так как äëя построения ìноãоøаãовых порт-
феëей потребуþтся проãнозы усëовных ìатриö
ковариаöий оøибок äохоäностей активов, то зäесü
буäут привеäены способы построения проãнозов
äиаãонаëüной BEKK(1,1)-ìоäеëи, CCC(1,1)- и
DCC(1,1)-ìоäеëей.

Рассìотриì äиаãонаëüнуþ BEKK(1,1)-ìоäеëü 

Σ
t + 1, t = CC' + A'ε

t
A + B' Σ

t, t – 1B,

ε
t
 = z

t
,  z

t
 ≈ iid(0, I).

Такиì образоì, BEKK-ìоäеëü ãенерирует про-
ãноз воëатиëüности на сëеäуþщий ìоìент вреìе-
ни, ÷то преäпоëаãает E(Σ

t + 1|It
) = Σ

t + 1, t
 äëя всех t.

Поëу÷итü проãноз E(Σ
t + k

|I
t
) = Σ

t + k, t
 на k øаãов

впереä, т. е. на ìоìент вреìени t + k, ìожно ре-
курсивно, посëеäоватеëüно нахоäя зна÷ение воëа-
тиëüности äëя t + 2, t + 3 øаãов и т. ä. Общий виä
проãноза воëатиëüности на (t + k)-й ìоìент вре-
ìени буäет выãëяäетü сëеäуþщиì образоì: 

Σ
t + k, t = (A2 + B2)iCC' + (A2 + B2)k – 1Σ

t + 1, t .

Проãнозирование усëовных ìатриö ковариаöий
äëя CCC-ìоäеëей закëþ÷ается в построении про-
ãнозов äиаãонаëüных ìатриö D

t
, а äëя DCC-ìоäе-

ëей, поìиìо проãноза указанной ìатриöы, также
строятся проãнозы корреëяöионной ìатриöы ℜ

t

(сì. работу [49]).
Пустü äëя оöенки воëатиëüности σ

t
 испоëüзу-

þтся оäноìерные GARCH(1,1)-ìоäеëи:

 = c + γ  + β .

Такиì образоì, GARCH-ìоäеëü саìа ãенери-
рует проãноз воëатиëüности на сëеäуþщий ìоìент

вреìени, ÷то преäпоëаãает E( |I
t
) =  äëя

всех t. Поëу÷итü проãноз E( |I
t
) =  на k

øаãов впереä, т. е. на ìоìент вреìени t + k, ìожно
рекурсивно, посëеäоватеëüно нахоäя зна÷ение во-
ëатиëüности äëя t + 2, t + 3 øаãов и т. ä. Общий
виä проãноза воëатиëüности на (t + k)-й ìоìент
вреìени 

 = c(γ+ β)i + (γ+ β)k – 1 .

Рассìотриì построение проãноза усëовной ìат-
риöы корреëяöий ℜ

t
 äëя DCC-ìоäеëи. Структура

усëовной корреëяöионной ìатриöы поä÷иняется
GARCH(1,1)-проöессу: 

Q
t + 1 = (1 – α – β)  + αz

t
 + βQ

t
.

По преäпоëожениþ безусëовная корреëяöион-
ная ìатриöа ℜ ≈ Q и E(ℜ

t + i
|I

t
) ≈ E(Q

t + i
|I

t
) äëя

i = 1, ..., k, поäобно поäхоäу, приìененноìу äëя

построения , ìожет бытü построена усëовная

ℜˆ t ρ̂
ij

ρ̂
ij

Zˆ ij

Zˆ ii Z
ˆ

jj

----------------- Zˆ Zˆ ij
2 1

M 1–
--------------

t 1=

M

∑ zt'

εit

σiit
2

--------

1 θ1n

n 1=

p

∑– θ2m

m 1=

p

∑–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

n 1=

p

∑ zt n–'
m 1=

p

∑

n 1=

p

∑
m 1=

p

∑

εt'

Σt t 1–,

1/2

i 0=

k 2–

∑

σt 1+ t,
2 εt

2 σt |t 1–
2

σt 1+
2 σt 1+ t,

2

σt k+
2 σt k+ t,

2

σt k+ t,
2

i 0=

k 2–

∑ σt 1+ t,
2

Q zt'

σt 1|t+
2
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ìатриöа корреëяöий E(ℜ
t + k

|I
t
). Приниìая во вни-

ìание, ÷то E(z
t + k – 1 |I

t
) = E(ℜ

t + k – 1|It
), про-

ãноз ìатриöы корреëяöий на k øаãов впереä 

ℜ
t + k, t = E(R

t + k
|I

t
) =

= (1 – α – β) (α + β)i + (α + β)k – 1ℜ
t + 1.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÌÍÎÃÎØÀÃÎÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÌ ÏÎÐÒÔÅËÅÌ 

Дëя построения портфеëя Марковиö [1] преä-
ëожиë испоëüзоватü ìатеìати÷еское ожиäание äо-
хоäности портфеëя и еãо äисперсиþ. В сëу÷ае, коã-
äа äохоäности активов — стаöионарные сëу÷айные
веëи÷ины, в соответствии с еãо поäхоäоì инфор-
ìаöия о возìожноì проöессе öенообразования äо-
хоäностей активов не испоëüзуется. В работе [13]
рассìатриваëасü оäноøаãовая заäа÷а управëения
инвестиöионныìи портфеëяìи при усëовии, ÷то
инвестору известна инфорìаöия о ìоäеëи öенооб-
разования äохоäностей активов. В настоящей ра-
боте буäет рассìотрен сëу÷ай управëения ìноãо-
øаãовыìи инвестиöионныìи портфеëяìи.

Преäпоëожиì, ÷то в ìоìент вреìени t0 = M

инвестор обëаäает инфорìаöией I
M

. Дëя уäобства

буäеì обозна÷атü на÷аëüный ìоìент вреìени t = 0

как t0, а соответствуþщуþ инфорìаöиþ , поì-

ня, ÷то  = I
M

. Как быëо сказано ранее, заäа÷а

управëяþщеãо закëþ÷ается в опреäеëении страте-
ãии распреäеëения среäств портфеëя на на÷аëо
кажäоãо ìоìента вреìени t ∈ {t0, t1, ..., T – 1} в те-

÷ение инвестиöионноãо ãоризонта Т. В на÷аëе
кажäоãо из Т периоäов инвестор äоëжен буäет пе-
рераспреäеëятü среäства портфеëя среäи еãо акти-
вов в соответствии со стратеãией, выработанной в
на÷аëüный ìоìент вреìени t0. Такиì образоì, бу-

äущие характеристики портфеëя расс÷итываþтся
на основе инфорìаöии, äоступной в на÷аëüный
ìоìент вреìени t0. 

Эвоëþöия сëу÷айных äохоäностей портфеëя
описывается уравнениеì: 

R
t + 1 = R

t
 + r

t + 1,  t = 0, ..., T – 1.

В зависиìости от эконоìи÷еской постановки
заäа÷и на веса активов портфеëя ìоãут накëаäы-
ватüся разëи÷ные оãрани÷ения. В äанноì иссëеäо-
вании возìожны отриöатеëüные веса активов пор-
тфеëя, т. е. поäразуìевается, ÷то инвестор ìожет
осуществëятü беспроöентные зайìы в öеëях по-
купки активов и братü активы взайìы у брокеров.
Ввеäеì усëовие норìировки весов активов порт-

феëя, которое äоëжно выпоëнятüся на на÷аëо каж-
äоãо ìоìента вреìени t:

e – 1 = 0,  t = 0, ..., T – 1, 

ãäе e = (1, ..., 1) ∈ RNЅ1 — еäини÷ный вектор, т. е.
все среäства портфеëя äоëжны бытü распреäеëены
среäи еãо активов. 

Дохоäностü портфеëя за t øаãов относитеëüно

инфорìаöии  естü усëовное ìатеìати÷еское

ожиäание (R
t
) = .

Ожиäаеìая öеëевая äохоäностü портфеëя на
терìинаëüноì øаãе Т:

E(R
T
| ) = (R

T
) =  =

=  =  = S.

Усëовная äисперсия äохоäности портфеëя иëи
усëовная äисперсия оøибки äохоäности портфеëя:

D(R
T
| ) = (R

T
) = [(R

T
 – (R

T
))2] =

=  =

=  =

= .

Так как e
t
 — вектор оøибок проãноза äохоäнос-

ти активов, при÷еì 

(e
t
) = E( ) = 0, (e

t
) = (e

t
) =

= E( ) = , 

то усëовная äисперсия äохоäности портфеëя 

(R
T
) =  =

= ω
t
 + cov( , ).

В зависиìости от тоãо, существует автокорре-
ëяöия оøибок äохоäностей портфеëя иëи нет, ìо-
ãут рассìатриватüся äва разëи÷ных варианта пос-
тановки заäа÷и. В сëу÷ае наëи÷ия автокорреëяöии
оøибок äохоäностей портфеëя постановка заäа÷и
с оãрани÷ениеì на общуþ äисперсиþ ìожет при-
нести боëüøуþ ожиäаеìуþ äохоäностü при опре-
äеëенноì уровне риска, оäнако преäставëение äис-
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персии в äанноì виäе не буäет аääитивной функ-
öией, а, сëеäоватеëüно, ìетоäы äинаìи÷ескоãо
проãраììирования не сìоãут бытü приìенены на-
пряìуþ äëя опреäеëения оптиìаëüной стратеãии
управëения портфеëеì.

2.1. Ôîðìóëèðîâêà ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ 
ìíîãîøàãîâûì èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì 

Кëасси÷еская заäа÷а Марковиöа äëя ìноãоøа-
ãовоãо сëу÷ая, так же как и äëя оäнопериоäной за-
äа÷и, ìожет закëþ÷атüся иëи в ìаксиìизаöии
ожиäаеìой äохоäности портфеëя в терìинаëüный

ìоìент вреìени (R
T
) при оãрани÷ении на ус-

ëовнуþ äисперсиþ äохоäности портфеëя (R
T
)

иëи в ìиниìизаöии äисперсии терìинаëüной äо-
хоäности портфеëя при оãрани÷ении на ожиäае-
ìуþ äохоäностü портфеëя. В äанноì иссëеäовании
буäет рассìотрена заäа÷а второãо типа.

Буäет рассìотрена заäа÷а управëения портфе-
ëеì при отсутствии автокорреëяöии оøибок äо-
хоäностей портфеëя, это позвоëит заäатü öеëевуþ
функöиþ в виäе аääитивноãо функöионаëа и в ре-
зуëüтате опреäеëитü оптиìаëüное управëение пор-
тфеëеì в явноì виäе. 

Такиì образоì, описанная ранее заäа÷а ìожет
бытü поставëена как заäа÷а äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования, в которой требуется найти посëе-

äоватеëüностü Ω* = { , ..., }: 

öеëевая функöия, поäëежащая ìиниìизаöии, 

J = (R
T
) =

= (e
t + 1, )ω

t
 → ; (1)

зна÷ение функöии от фазовых коорäинат на
терìинаëüноì øаãе 

(R
T
) = S; (2)

оãрани÷ение в виäе равенства на управëяþщие
переìенные 

e – 1 = 0, ∀t ∈ ; (3)

уравнение äинаìики

R
t + 1 = R

t
 + r

t + 1; (4)

на÷аëüное состояние 

R0 = 0. (5)

Поскоëüку äохоäности и воëатиëüности акти-
вов поä÷иняþтся опреäеëенныì проöессаì öено-
образования, то заäа÷а (1)—(5) относится к типу
заäа÷ оптиìизаöии äискретных ìноãоøаãовых сис-
теì в усëовиях неопреäеëенности при заäанных
зна÷ениях функöий от фазовых коорäинат на тер-

ìинаëüноì øаãе и оãрани÷ений в виäе равенств на
управëяþщие переìенные (сì. работу [50]). 

2.2. Ðåøåíèå çàäà÷è

Так как усëовные ìатриöы ковариаöий оøибок

(e
t + 1, ) =  невырожäенные и поëожи-

теëüно опреäеëенные, то öеëевая функöия (1) вы-
пукëая. 

Сфорìируеì расøиреннуþ öеëевуþ функöиþ,
прибавив к функöии (1) оãрани÷ения (2)—(4) с
некоторыìи неопреäеëенныìи ìножитеëяìи γ, λ

t

и β
t
:

 = γ(R
T
 – S) + (( (e

t + 1 )ω
t
) +

+ λ
t
( e – 1) + β

t
(R

t
 + r

t + 1)) . (6)

Дëя уäобства ввеäеì скаëярнуþ посëеäоватеëü-
ностü

 = ( (e
t + 1 )ω

t
) + λ

t
( e – 1) +

+ β
t
(R

t
 + r

t + 1)) = ω
t
 + λ

t
( e – 1) +

+ β
t
(  + ) (7)

и скаëярнуþ функöиþ 

 = (γ(R
T
 – S)) = γ(  – M ).

С у÷етоì выражений (6) и (7), а также изìенив
инäексы суììирования в функöии (6), поëу÷иì:

 =  – β
T – 1  +

+ (  – β
t – 1 ) + . (8)

Чтобы функöия (8) быëа стаöионарной, необ-
хоäиìо, ÷тобы ее äифференöиаëüное приращение
äëя всех äопустиìых dω

t
 равняëосü нуëþ. Рассìот-

риì äифференöиаëüное приращение, соответству-
þщее äифференöиаëüныì приращенияì посëеäо-
ватеëüности зна÷ений коорäинат вектора управëе-
ния ω

t
:

d  =  – β
T – 1 d  +

+  – β
t – 1 d  + dω

t
 +

+ d  + dω0. (9)
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Коэффиöиенты в форìуëе (9) при d  (t = t0, ...,

T – 1) обратятся в нуëü, есëи выбратü векторнуþ
посëеäоватеëüностü ìножитеëей β

t
 из усëовия: 

β
t – 1 –  = 0 иëи β

t – 1 =  +

+  + β
t

 = β
t
(10)

при ãрани÷ных усëовиях

β
T – 1 =  иëи

β
T – 1 = γ  = γ. (11)

При такоì выборе ìножитеëя β
t
 äифференöи-

аëüное приращение (9) приìет виä:

d  = dω
t
.

Такиì образоì, äифференöиаëüное прираще-
ние (7) по соответствуþщиì äифференöиаëüныì
приращенияì ∂ω

t
 естü ãраäиент функöии (8) по ω

t

при усëовии (5) и выпоëнении оãрани÷ений (4).
В этоì сëу÷ае äëя тоãо, ÷тобы функöия (8) прини-
ìаëа стаöионарное (ìиниìаëüное) зна÷ение, не-
обхоäиìо выпоëнение усëовий:

 =  + λ
t

 +

+ β
t

 = 0,  t = 0, ..., T – 1,

иëи 

2 ω
t
 + λ

t
e + β

t
 = 0,

t = 0, ..., T – 1, (12)

и ÷тобы второй äифференöиаë посëеäоватеëüнос-
ти (7) быë поëожитеëüныì при всех бесконе÷но
ìаëых зна÷ениях dω

t
:

d2  = [d , d ] Ѕ  Ѕ  =

= [d , d ] Ѕ  Ѕ  =

= d ω
t
. (13)

Так как усëовные ìатриöы ковариаöий оøибок

 невырожäенные и поëожитеëüно опреäе-

ëенные, то äифференöиаë (13) поëожитеëен. 
Быëо показано, ÷то соотноøения (2)—(5), (7),

(10)—(13) выражаþт необхоäиìые и äостато÷ные
усëовия оптиìаëüности [51].

Чтобы опреäеëитü посëеäоватеëüностü векто-
ров Ω*, которая привоäит к стаöионарноìу зна÷е-
ниþ öеëевой функöии (1), необхоäиìо реøитü
äвухто÷е÷нуþ краевуþ заäа÷у, описываеìуþ урав-
ненияìи (2)—(5), (10)—(12) при t ∈ {t0, t1, ..., T – 1}. 

Поскоëüку усëовные ковариаöионные ìатриöы

оøибок äохоäностей  явëяется невырожäен-

ныìи и поëожитеëüно опреäеëенныìи, то и их об-

ратные ìатриöы  также буäут невырожäенны-

ìи и поëожитеëüно опреäеëенныìи, ÷то позвоëяет

заäатü в RN скаëярное произвеäение и норìу:

 = a' b,   = .

Реøив äвухто÷е÷нуþ краевуþ заäа÷у, найäеì

оптиìаëüное управëение  äëя кажäоãо øаãа t,

которое преäставëяет собой оптиìаëüное распре-
äеëение среäств портфеëя на кажäоì øаãе в те÷е-
ние инвестиöионноãо ãоризонта Т : 

 =  +

+ e, (14)
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c
t
 = ,  C

t
 = (c

j
) = .

Оптиìаëüные портфеëи (14) буäеì называтü
«квазиоптиìаëüныìи», так как их структура зави-

сит от инфорìаöии . 

Реаëüная äинаìика äохоäности квазиоптиìаëü-
ноãо портфеëя: 

 = r
t + 1 =

=  –

–  +

+ .

Ожиäаеìая äохоäностü на øаãе t: 

( r
t + 1) =

=  +

+  = b
t
 + a

t
.

Ожиäаеìая äохоäностü за n øаãов: 

( ) = r
t + 1  = B

n
 + A

n
.

Усëовная äисперсия оøибки äохоäности на
øаãе t: 

 =  Ѕ

Ѕ  +

+  = b
t
 + c

t
,

а усëовная äисперсия оøибки äохоäности за T øа-
ãов — оптиìаëüное зна÷ение функöии (1):

J* = ( ) =  =

=  + C
T
.

3. ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ

Дëя эìпири÷ескоãо иссëеäования испоëüзова-
ëисü истори÷еские ежеäневные зна÷ения трех ìеж-
äунароäных инäексов акöий MSCI (MSCI Index,
äаëее — инäексы): MSCI North America Standard
Index (инäекс «North America»), MSCI Europe
Standard Index (инäекс «Europe») и MSCI Pacific
Standard Index (инäекс «Pacific»). Инäексы рас-
с÷итываþтся коìпанией «Morgan Stanley Capital
International» и преäставëяþт собой взвеøенные
инäексы свобоäно обращаþщихся акöий развитых
стран. Инäексы расс÷итываþтся с поправкой на
рыно÷нуþ капитаëизаöиþ акöий. Все испоëüзуе-
ìые инäексы ноìинированы в äоëëарах США и
преäставëяþт собой инäексы поëной äохоäности,
реинвестируþщие суììу среäств по äивиäенäаì,
оставøихся посëе упëаты наëоãов.

Инäекс «North America» состоит из фонäовых
инäексов стран Северной Аìерики и вкëþ÷ает в
себя акöии Канаäы и США. Инäекс «Europe» со-
стоит из фонäовых инäексов акöий 16-ти развитых
стран Европы: Австрии, Беëüãии, Веëикобрита-
нии, Герìании, Греöии, Дании, Итаëии, Ирëан-
äии, Испании, Ниäерëанäов, Норвеãии, Портуãа-
ëии, Финëянäии, Франöии, Швеöии и Швейöа-
рии. Инäекс «Pacific» состоит из пяти фонäовых
инäексов стран, отнесенных к Тихоокеанскоìу ре-
ãиону: Австраëия, Гонконã, Новая Зеëанäия, Син-
ãапур и Япония. Такиì образоì, ìожно сказатü,
÷то рассìатриваеìые инäексы вкëþ÷аþт в себя
все фонäовые инäексы развитых стран за искëþ-
÷ениеì фонäовоãо инäекса Израиëя. 
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Таблица 1

Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè èíäåêñîâ
(çà ïåðèîä ñ 1 èþëÿ 2008 ã. ïî 14 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.)

Выборо÷ные
характеристики

Инäекс 
«North America»

Инäекс 
«Europe»

Инäекс 
«Pacific»

Среäнее 0,0001 –0,0002 –0,0002

Станäартное
откëонение

0,017 0,0199 0,0153

Асиììетрия –0,373 -0,0043 –0,3494

Эксöесс 9,796 7,171 8,7679

Миниìуì –0,095 –0,1018 –0,0918

Максиìуì 0,1043 0,107 0,0983
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Данные быëи привеäены к ежеäневныì ëоãа-
рифìированныì äохоäностяì за периоä с 1 иþëя
2008 ã. по 14 сентября 2012 ã. и составиëи 1099 на-
бëþäений. Дëя построения ìоäеëей испоëüзова-
ëосü сäвиãаþщееся окно в 839 зна÷ений, на÷ина-
þщееся с периоäа с 1 иþëя 2008 ã. по 16 сентября
2011 ã. Данные за периоä с 17 сентября 2011 ã. по
14 сентября 2012 ã. (260 зна÷ений) испоëüзоваëисü
äëя провеäения вневыборо÷ноãо анаëиза, а иìен-
но äëя построения проãнозов äохоäностей и ìат-
риö усëовных ковариаöий оøибок проãнозов ин-
äексов, которые испоëüзоваëисü äëя форìирова-
ния квазиоптиìаëüных портфеëей и сравнения их
характеристик. Описатеëüные статистики ряäов
привеäены в табë. 1 и 2. 

Данные обоих периоäов отëи÷аþтся ìежäу со-
бой, при этоì иì не свойственна норìаëüностü, о
÷еì свиäетеëüствует наëи÷ие асиììетрии и остро-
верøинностü распреäеëений. Так, äëя выборо÷-
ных äанных характерны боëüøая воëатиëüностü и
асиììетри÷ностü, ÷то опреäеëяëосü сна÷аëа ост-
рой фазой кризисных явëений в ìировой эконо-
ìике, а потоì — быстрыì посткризисныì восста-
новëениеì 2009 ã. Изìенение асиììетрии инäекса
«Europe», которая в первый периоä быëа поëо-
житеëüной, а во второй — отриöатеëüной, ìожно
объяснитü сìещениеì вниìания с пробëеì ìиро-
вой эконоìики на äоëãовые пробëеìы сна÷аëа
европейскоãо банковскоãо сектора, а посëе — на
äоëãовые пробëеìы стран Европейскоãо соþза.
Наëи÷ие еäини÷ных корней в иссëеäуеìых инäек-
сах быëо отверãнуто на 1 %-ì уровне зна÷иìости.

Коëи÷ество ëаãов k äëя VAR-ìоäеëи быëо вы-
брано соãëасно показатеëяì инфорìаöионных кри-
териев (Шварöа, Акаике и Хана — Куина), зна÷ения
которых преäставëены в табë. 3. На основе указан-
ных критериев быëа выбрана VAR(3)-ìоäеëü, оöен-
ки коэффиöиентов которой привеäены в табë. 4. 

Таблица 2

Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè èíäåêñîâ (çà ðàçíûå ïåðèîäû)

Выборо÷ные
характеристики

Инäекс 
«North America»

Инäекс 
«Europe»

Инäекс 
«Pacific»

С 1 июля 2008 г. по 16 сентября 2011 г.

Среäнее 0,0 –0,0005 –0,0003

Станäартное
откëонение

0,0184 0,0206 0,0164

Асиììетрия –0,3613 0,0025 –0,3578

Эксöесс 9,1737 7,4697 8,4583

Миниìуì –0,095 –0,1018 –0,0918

Максиìуì 0,1063 0,107 0,0983

С 17 сентября 2011 г. по 14 сентября 2012 г.

Среäнее 0,0007 0,0006 0,0002

Станäартное
откëонение

0,0115 0,0173 0,011

Асиììетрия –0,0855 –0,0207 –0,028

Эксöесс 4,4525 4,2716 3,532

Миниìуì –0,037 –0,0643 –0,0328

Максиìуì 0,0433 0,0577 0,035

Таблица 3

Çíà÷åíèÿ èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ ìîäåëåé

Моäеëü
Критерий
Акаике
(AIC)

Критерий 
Шварöа

(SC)

Критерий
Хана—Куина 

(HQ)

VAR(0) –16,24 –16,22 –16,23

VAR(1) –17,07 –17,00 –17,05

VAR(2) –17,15 –17,03 –17,10

VAR(3) –17,17* –17,05* –17,11*

VAR(4) –17,15 –16,93 –17,07

Примечание. Звезäо÷кой (*) отìе÷ены наиìенü-
øие зна÷ения соответствуþщих критериев.

Таблица 4

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ òðåõìåðíîé VAR(3)-ìîäåëè

Инäекс const П
1

П
2

П
3

North 
America

0,0 –0,168*** 0,083* –0,031 –0,038 –0,055 –0,029 0,079* –0,021 0,045

(0,0) (0,051) (0,051) (0,057) (0,064) (0,057) (0,059) (0,058) (0,051) (0,046)

Europe 0,0 0,59*** –0,364*** –0,006 0,208*** –0,18*** –0,041 0,12** –0,097** 0,041

(0,0) (0,053) (0,054) (0,06) (0,067) (0,06) (0,049) (0,06) (0,054) (0,049)

Pacific 0,0 0,491*** 0,185*** –0,4*** 0,173*** 0,094*** –0,21*** 0,105*** 0,034 –0,047*

(0,0) (0,034) (0,034) (0,038) (0,043) (0,038) (0,039) (0,039) (0,034) (0,031)

Примечание. В табëиöе преäставëены оöенки параìетров VAR(3)-ìоäеëи и их станäартные оøибки (в скобках).
П

1
, П

2
 и П

3
 — ìатриöы параìетров векторной автореãрессии, const – константы. Звезäо÷каìи (*, ** и ***) указана

зна÷иìостü коэффиöиентов на 10, 5 и 1 %-ì уровне соответственно.
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Остатки VAR(3)-ìоäеëи преäставëены на рис. 1,
а их описатеëüные статистики в табë. 5. В остатках
отсутствуþт еäини÷ные корни и автокорреëяöия
(тест ìножитеëей Лаãранжа), тест Вайта откëониë
ãипотезу об отсутствии ãетероскеäасти÷ности в ос-
татках. Дëя кваäратов остатков усëовие отсутствия
автокорреëяöии не выпоëняется. Остатки образу-
þт опреäеëенноãо виäа кëастеры с высокой воëа-
тиëüностüþ, ÷то ìожет свиäетеëüствоватü о наëи-
÷ии усëовной ãетероскеäасти÷ности в остатках
ìоäеëи и потребует построения ìоäеëей ìноãо-
ìерной воëатиëüности äëя описания повеäения
остатков.

Эìпири÷еское иссëеäование в äанное статüе
посвящено оöениваниþ практи÷еской эффектив-
ности преäëоженных теорети÷еских поäхоäов по
форìированиþ и управëениþ ìноãоøаãовыìи ин-
вестиöионныìи портфеëяìи ìежäунароäных ин-
весторов. Форìирование квазиоптиìаëüных порт-
феëей осуществëяëосü на основе проãнозов äо-
хоäностей VAR(3)-ìоäеëи и проãнозов ìатриö
ковариаöий оøибок проãнозов äохоäностей, ко-

торые строиëисü с поìощüþ таких ìноãоìерных
GARCH-ìоäеëей, как äиаãонаëüная BEKK(1,1)
ìоäеëü, CCC(1,1)- и DCC(1,1)-ìоäеëей. Оöенки
коэффиöиентов BEKK(1,1)-ìоäеëи преäставëены
в табë. 6, CCC(1,1)- и DCC(1,1)-ìоäеëей в табë. 7. 

Инвестиöионные портфеëи строиëисü с инвес-
тиöионныì ãоризонтоì T от 1 äо 10 øаãов впереä,
посëе окон÷ания кажäоãо инвестиöионноãо ãори-
зонта T перефорìировываëисü в соответствии с
новыìи äанныìи. Дëя кажäоãо инвестиöионноãо
ãоризонта öеëевые äохоäности расс÷итываëисü та-
киì образоì, ÷тобы их ìожно быëо сравниватü
ìежäу собой:

Целевая доходность(T, S) = S Ѕ T, 

ãäе S — äохоäности, ëежащие в интерваëе от 0 äо
0,05 с øаãоì 0,0005. 

На основе проãнозов äохоäностей и проãнозов
ìатриö ковариаöий оøибок äохоäностей строиëисü
квазиоптиìаëüные портфеëи. Дëя построения
проãнозов äохоäностей испоëüзоваëасü VAR(3)-
ìоäеëü, а äëя проãнозов ìатриö ковариаöий оøи-
бок — äиаãонаëüная BEKK(1,1)-, CCC(1,1)- и
DCC(1,1)-ìоäеëи, оöененные на основе остатков
VAR(3)-ìоäеëи. Так как ìоäеëи и соответствуþ-
щие иì портфеëи отëи÷аþтся ìежäу собой тоëüко
типаìи ìоäеëей, описываþщих усëовнуþ ìатриöу
ковариаöий оøибок проãнозов, то äëя упрощения
записи буäеì испоëüзоватü äëя их наиìенования
тоëüко названия ìоäеëей ìноãоìерной воëатиëü-
ности. Так, DCC-портфеëяìи буеì называтü пор-
тфеëи, форìирование которых основываëосü на
проãнозах VAR(3)-DCC(1,1)-ìоäеëи. Иссëеäова-
ние провоäиëосü в раìках внеøабëонноãо ìоäеëи-
рования, при котороì посëе кажäоãо инвестиöи-
онноãо ãоризонта ìоäеëи и проãнозы оöениваëисü
и строиëисü заново с у÷етоì вновü появивøейся
инфорìаöии.

Структура квазиоптиìаëüноãо портфеëя и еãо
проãнозных и реаëизованных характеристик оп-
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Рис. 1. Остатки VAR(3)-модели 

Таблица 5

Îïèñàòåëüíûå ñòàòèñòèêè îñòàòêîâ VAR(3)-ìîäåëè

Выборо÷ные
характеристики

Инäекс 
«North America»

Инäекс 
«Europe»

Инäекс 
«Pacific»

Среäнее 0,0 0,0 0,0

Станäартное
откëонение

0,0181 0,0191 0,0121

Асиììетрия –0,4033 –0,1857 –0,2471

Эксöесс 8,6599 5,5916 8,9206

Миниìуì –0,0930 –0,0785 –0,0810

Максиìуì 0,1049 0,0913 0,0665
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реäеëяëасü сëеäуþщиì образоì. Фиксироваëисü
äëина инвестиöионноãо ãоризонта и öеëевая äо-
хоäностü, которуþ портфеëü äоëжен äости÷ü в
конöе инвестиöионноãо ãоризонта. Дëя кажäоãо
äня из инвестиöионноãо ãоризонта строиëся про-
ãноз äохоäностей активов и усëовная ìатриöа ко-
вариаöии оøибок äохоäностей. Испоëüзуя указан-
ные вхоäные äанные, опреäеëяëасü оптиìаëüная
структура квазиоптиìаëüноãо портфеëя äëя каж-
äоãо из äней в те÷ение инвестиöионноãо ãоризон-
та. На основе ежеäневных проãнозных зна÷ений
äохоäностей активов и ежеäневных структур ква-
зиоптиìаëüных портфеëей расс÷итываëисü про-
ãнозные зна÷ения äохоäностей портфеëей, а на ос-
нове реаëüных зна÷ений äохоäностей активов —
оøибки проãнозов äохоäностей портфеëей. 

Так как ка÷ество портфеëя зависит от еãо спо-
собности соответствоватü öеëяì оптиìизаöионной
заäа÷и (1)—(5), то показатеëяìи, отражаþщиìи ка-
÷ество, буäут характеристики оøибок äохоäностей
портфеëей. Такиì образоì, оäниì из саìых важ-
ных аспектов при оöенке и сравнении квазиопти-
ìаëüных портфеëей явëяется иссëеäование харак-
теристик оøибок проãнозов их äохоäностей. 

На рис. 2 привеäены выборо÷ные характерис-
тики ежеäневных оøибок äохоäностей квазиопти-
ìаëüных BEKK-, CCC- и DCC-портфеëей, а также
характеристики кëасси÷еских среäне-äисперсион-
ных портфеëей, построенных на основе выборо÷-
ных среäних и ìатриö ковариаöий äохоäностей. 

Оøибки проãнозов äохоäностей сравниваëисü
путеì отäеëüноãо сравнения среäних и äисперсий

Таблица 6

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ äèàãîíàëüíûõ BEKK-ìîäåëåé

Моäеëü С A B

BEKK(1, 1)

0,002*** 0,275*** 0,957***

(0,0003) (0,0236) (0,0072)

0,002*** 0,002*** 0,23*** 0,963***

(0,0004) (0,0003) (0,0218) (0,0065)

0,001** 0,001** 0,002*** 0,335*** 0,913***

(0,0004) (0,0005) (0,0004) (0,0354) (0,0188)

Примечание. В табëиöе преäставëены оöенки параìетров BEKK(1, 1)-ìоäеëей äëя остатков VAR(3)-ìоäеëи
и их станäартные оøибки (в скобках). Параìетры записаны в виäе ìатриö: C — ìатриöа констант. Звезäо÷каìи
(*, **, ***) указана зна÷иìостü коэффиöиентов на 10, 5 и 1 %-ì уровне соответственно.

Таблица 7

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ CCC(1,1)- è DCC(1,1)-ìîäåëåé

Моäеëü const γ β θ
1

θ
2 R

CCC(1, 1)

0,0 0,1025*** 0,885***

— —

1,0 0,735*** 0,266***

(0,0) (0,0138) (0,0149) (0,0157) (0,0334)

0,0 0,0807*** 0,899*** 0,735*** 1,0 0,411***

(0,0) (0,0136) (0,0163) (0,0157) (0,03)

0,0 0,149*** 0,792*** 0,266*** 0,411*** 1,0

(0,0) (0,0197) (0,0283) (0,0334) (0,03)

DCC(1, 1)

0,0 0,1025*** 0,885***

0,933*** 
(0,0)

0,064*** 
(0,0)

–

(0,0) (0,0138) (0,0149)

0,0 0,0807*** 0,899***

(0,0) (0,0136) (0,0163)

0,0 0,149*** 0,792***

(0,0) (0,0197) (0,0283)

Примечание. В табëиöе преäставëены оöенки параìетров ССС(1,1)- и DCC(1,1)-ìоäеëей äëя остатков
VAR(3)-ìоäеëи и их станäартные оøибки (в скобках). Параìетры записаны äëя GARCH(1,1)-ìоäеëей, ãäе const —
константы, γ и β — ARCH- и GARCH-параìетры в оäноìерных GARCH-ìоäеëях соответственно, при этоì оäно-
ìерные GARCH-ìоäеëи строиëисü äëя кажäоãо ряäа в отäеëüности, θ

1
 и θ

2
 — параìетры DCC-ìоäеëи, R — ìат-

риöа корреëяöий. Звезäо÷каìи (*, **, ***) указана зна÷иìостü на 10, 5 и 1 %-ì уровне соответственно.
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оøибок разëи÷ных портфеëей, построенных äëя
оäних и тех же öеëевых äохоäностей. Гипотеза о
равенстве нуëþ выборо÷ноãо среäнеãо оøибок
проãнозов äохоäностей портфеëя проверяëасü с
поìощüþ статистики Стüþäента. Дисперсии срав-
ниваëисü на основе тестовой статистики, иìеþ-
щей распреäеëение Фиøера—Снеäекоäа. 

На основе проверки указанных ãипотез и äан-
ных (сì. рис. 2) ìожно закëþ÷итü сëеäуþщее: 

— выборо÷ные среäние оøибок äохоäностей
BEKK-, CCC- и DCC-портфеëей на 10 %-ì уровне
зна÷иìости не отëи÷аþтся от нуëя äëя всех öеëе-
вых äохоäностей всех инвестиöионных ãоризонтов; 

— выборо÷ные среäние оøибок äохоäностей
среäне-äисперсионных портфеëей на 10 %-ì уров-
не зна÷иìости отëи÷аþтся от нуëя äëя öеëевых äо-
хоäностей от 0,0285Т, т. е. неìноãиì ìенüøиì по-
ëовины из äиапазона öеëевых äохоäностей, äëя
всех инвестиöионных ãоризонтов Т; 

— ãипотеза о равенстве выборо÷ных äиспер-
сий оøибок среäне-äисперсионных портфеëей и

BEKK-, CCC- и DCC-портфеëей соответственно
быëа отверãнута на 10 %-ì уровне зна÷иìости äëя
всех öеëевых äохоäностей всех инвестиöионных
ãоризонтов. 

Такиì образоì, выборо÷ные среäние и äиспер-
сии оøибок äохоäностей среäне-äисперсионных
портфеëей боëее, ÷еì в 8 раз превосхоäят показа-
теëи квазиоптиìаëüных портфеëей.

Выборо÷ные äисперсии оøибок äохоäностей
квазиоптиìаëüных портфеëей увеëи÷иваþтся с
ростоì инвестиöионноãо ãоризонта. 

Провеäенный преäваритеëüный анаëиз пока-
заë, ÷то среäне-äисперсионные портфеëи сущест-
венныì образоì и в хуäøуþ сторону отëи÷аþтся
от квазиоптиìаëüных портфеëей. В связи с теì,
÷то характеристики среäне-äисперсионных порт-
феëей несопоставиìы с характеристикаìи квази-
оптиìаëüных портфеëей, то в äаëüнейøеì анаëизе
ìы сосреäото÷иìся на характеристиках BEKK-,
CCC- и DCC-портфеëей. 

Выборо÷ные äисперсии квазиоптиìаëüных
портфеëей äостато÷но бëизки äруã к äруãу, оäнако
истиннуþ оöенку их бëизости ìожно поëу÷итü,
проверив ãипотезу о равенстве выборо÷ных äис-
персий. В табë. 8 äëя кажäоãо инвестиöионноãо
ãоризонта привеäены обобщенные характеристи-
ки квазиоптиìаëüных портфеëей, которые öеëесо-
образно испоëüзоватü äëя кажäой öеëевой äохоä-
ности. Портфеëи, обëаäаþщие наиìенüøей выбо-
ро÷ной äисперсией оøибки проãноза äохоäности
иëи портфеëи, äисперсии которых на 10 %-ì уров-
не зна÷иìости не отëи÷аþтся от портфеëей с на-
иìенüøей äисперсией оøибки, буäеì называтü
öеëесообразныìи портфеëяìи. Так как характе-
ристики квазиоптиìаëüных портфеëей всеöеëо за-
висят от ìоäеëей, на проãнозах которых они пос-
троены, то сëеäует также ãоворитü о öеëесообраз-
ных ìоäеëях, на основе которых они построены. 

Резуëüтаты, преäставëенные в табë. 8, ìожно
суììироватü сëеäуþщиì образоì. 
� DCC-портфеëи äëя всех инвестиöионных ãо-

ризонтов и äëя всех öеëевых äохоäностей по-
казываþт наибоëüøие выборо÷ные äисперсии
оøибок проãнозов äохоäностей по сравнениþ с
BEKK- и CCC- портфеëяìи. 

� BEKK-портфеëü в среäнеì в 84 % сëу÷аев (öе-
ëевых äохоäностей äëя всех инвестиöионных
ãоризонтов) показывает наиìенüøуþ выборо÷-
нуþ äисперсиþ оøибок проãнозов äохоäнос-
тей, CCC-портфеëи — 16 %. Искëþ÷ение со-
ставëяет инвестиöионный ãоризонт в 10 øаãов,
ãäе BEKK-портфеëü покрывает 21 % äиапазона
öеëевых äохоäностей, а CCC-портфеëü — 79 %. 

� В среäнеì в 76 % сëу÷аев (öеëевых äохоäностей
äëя всех инвестиöионных ãоризонтов) выбо-
ро÷ных äисперсий оøибок проãнозов äохоäнос-
тей BEKK- и CCC-портфеëей не разëи÷аþтся
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Рис. 2. Характеристики ошибок доходностей средне-дисперси-
онных портфелей, соответствующие различным инвестиционным
горизонтам:
� — 1 øаã,  — 2 øаãа,  — 3 øаãа, – — 4 øаãа, Ѕ — 5 øаãов,
Ѕ — 6 øаãов, + — 7 øаãов, � — 8 øаãов, Δ — 9 øаãов, ¡ —
10 øаãов 
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зна÷иìыì образоì, в остаëüных — 24 % сëу÷а-
ев öеëесообразно испоëüзоватü искëþ÷итеëüно
BEKK-портфеëи. Искëþ÷ение составëяет порт-
феëи с инвестиöионныì ãоризонтоì в 10 øаãов,
ãäе BEKK- и CCC-портфеëи äëя 55 % öеëевых
äохоäностей из äиапазона öеëевых äохоäностей
обëаäаþт äисперсияìи оøибок, которые зна÷и-
ìыì образоì не отëи÷аþтся ìежäу собой, в ос-
таëüных 45 % öеëевых äохоäностей öеëесооб-
разно испоëüзоватü тоëüко CCC-портфеëи. 
Свойства портфеëей с инвестиöионныì ãори-

зонтоì, кратныì пяти äняì, требуþт äопоëнитеëü-
ноãо иссëеäования, так как они связаны с öик-
ëи÷ностüþ указанноãо периоäа и особенностяìи,
присущиìи кажäоìу äнþ неäеëи, ÷то неìаëоваж-
но при опреäеëении äня неäеëи на÷аëа инвести-
öионноãо ãоризонта. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Постановëена и реøена ìноãоøаãовая заäа÷а
управëения инвестиöионныìи портфеëяìи при
усëовии, ÷то управëяþщеìу известна инфорìаöия
о ìоäеëи öенообразования äохоäностей активов и
их оøибок. Преäëоженный поäхоä быë реаëизо-
ван äëя форìирования ìноãоøаãовых портфеëей,
÷то не искëþ÷ает варианта построения портфеëя с
инвестиöионныì ãоризонтоì в 1 øаã, äëя которо-
ãо структура и характеристики буäут иäенти÷ны
характеристикаì, поëу÷енныì в оäноøаãовой оп-
тиìизаöионной заäа÷е [13]. Опреäеëены усëовные
характеристики äохоäностей и их оøибки äëя ква-
зиоптиìаëüных портфеëей. 

Эìпири÷еское иссëеäование выявиëо öеëесо-
образностü приìенения поäхоäа построения ìно-
ãоøаãовых инвестиöионных портфеëей, у÷итыва-
þщеãо инфорìаöиþ ìоäеëей öенообразования, так
как характеристики среäне-äисперсионных порт-
феëей зна÷иìыì образоì уступаþт квазиопти-
ìаëüныì, в тоì ÷исëе оøибки äохоäностей среäне-
äисперсионных портфеëей зна÷иìо отëи÷аþтся от
нуëя, а их äисперсии зна÷итеëüно превосхоäят
äисперсии квазиоптиìаëüных портфеëей. 

Оäновреìенно с этиì эìпири÷еское иссëеäова-
ние поäтверäиëо резуëüтаты иссëеäований [6, 7, 13],
выявивøих зна÷иìостü вëияния типа ìоäеëи ìно-
ãоìерной воëатиëüности на äисперсиþ оптиìаëü-
ных портфеëей. Так, портфеëü, построенный с
поìощüþ наибоëее совреìенной DCC-ìоäеëи,
обëаäает наибоëüøей äисперсией оøибок по срав-
нениþ с BEKK- и CCC-портфеëяìи. Возìожно,
öеëесообразностü испоëüзования этой ìоäеëи бу-
äет раскрыватüся при конструировании портфе-
ëей с боëее äëинныì инвестиöионныì ãоризон-
тоì. Портфеëü, построенный на основе проãнозов
BEKK-ìоäеëи, äопустиìо испоëüзоватü практи÷ес-
ки в 100 % сëу÷аев, так как он обëаäает наиìенü-

øей äисперсией оøибки проãноза äохоäности
портфеëя иëи äисперсией, которая зна÷иìо не от-
ëи÷ается от портфеëя с наиìенüøей äисперсией.
Такиì образоì, иссëеäование еще раз поäтверäиëо
важностü анаëиза вëияния ìоäеëей öенообразова-
ния воëатиëüности оøибок äохоäностей активов
на характеристики квазиоптиìаëüных портфеëей.

Поëу÷енные резуëüтаты позвоëят портфеëüныì
управëяþщиì снизитü риски при управëении ин-
вестиöионныìи портфеëяìи путеì их форìирова-
ния с у÷етоì инфорìаöии ìоäеëей öенообразова-
ния äохоäностей и оøибок äохоäностей активов. 

Даëüнейøее развитие теìы форìирования ин-
вестиöионных портфеëей с у÷етоì инфорìаöии
ìоäеëей öенообразования ìожет бытü связано,
прежäе всеãо, с иссëеäованиеì вëияния разìер-
ности ìоäеëи öенообразования и оøибок оöенок
ее коэффиöиентов на характеристики оптиìаëü-
ных портфеëей, а äëя ìноãоøаãовых заäа÷ управ-
ëения инвестиöионныìи портфеëяìи 

В закëþ÷ение отìетиì, ÷то форìирование тео-
рии, позвоëяþщей априорно опреäеëятü характе-
ристики инвестиöионных портфеëей тоëüко на
основе характеристик ìоäеëей öенообразования
и воëатиëüности, преäставëяет собой не тоëüко
весüìа интереснуþ теорети÷ескуþ заäа÷у, но и
принесет зна÷итеëüнуþ практи÷ескуþ поëüзу, так
как избавит иссëеäоватеëей и портфеëüных управ-
ëяþщих от необхоäиìости провеäения внутривы-
боро÷ноãо ìоäеëирования характеристик портфе-
ëей в öеëях опреäеëения «наиëу÷øей» портфеëü-
ной стратеãии. 
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