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Аннотация. Рассматриваются алгоритмы решения нелинейных задач фильтрации, осно-

ванные на последовательных методах Монте-Карло. Приведена схема построения про-

стейшего фильтра частиц и пояснена основная проблема, возникающая при его реализа-

ции, – вырождение алгоритма. Описана суть процедур существенной перевыборки, пред-

назначенных для преодоления этого недостатка. Проведен обзор получивших наибольшее 

распространение при решении задач обработки навигационной и траекторной информации 

процедур перевыборки. Приведен критерий, используемый для определения момента вре-

мени проведения перевыборки. Выполнено аналитическое сопоставление процедур пере-

выборки путем анализа соответствующих им псевдокодов. На примерах решения задачи 

оценивания процесса, представляющего собой сумму полинома и второго интеграла от 

белого шума, по нелинейным измерениям и решения задачи траекторного слежения прове-

дено численное сопоставление схем перевыборки путем проведения моделирования с при-

менением метода статистических испытаний. 
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Специфика задач, связанных с обработкой 

навигационной информации, наведения и тра-

екторного слежения, заключается в необходимости 

получения при их решении не только оценок век-

тора неизвестных параметров, но и количествен-

ных характеристик, определяющих точность, с ко-

торой они получены. В связи с этим алгоритмы, 

синтезируемые для их решения, в большинстве 

случаев строятся в рамках так называемого байе-

совского стохастического подхода [1–7], обеспе-

чивающего возможность вычисления оптимальной 

в среднеквадратическом смысле оценки и соответ-

ствующей ей расчетной матрицы ковариаций по-

грешностей оценивания. В случае, когда расчет-

ные матрицы ковариаций согласованы с их дей-

ствительными значениями, алгоритм принято 

называть состоятельным [5]. 

Многие задачи обработки навигационной и 

траекторной информации являются нелинейными, 

и для их решения в общем случае не удается по-

строить алгоритм, вырабатывающий оптимальную 

оценку в режиме реального времени по причине 

его высокой вычислительной сложности. В связи с 

этим разработчики синтезируют различные субо-

птимальные алгоритмы, основанные на тех или 

иных упрощениях. При построении субоптималь-

ных алгоритмов стараются, чтобы они были про-

стыми в вычислительном отношении, состоятель-

ными, а их точность была бы близка к потенциаль-

ной точности, т.е. к точности, соответствующей 

оптимальному алгоритму.  

Наиболее сложными для решения практиче-

скими задачами традиционно считаются те, в ко-

торых апостериорная функция плотности распре-

деления вероятности (ФПРВ) в процессе своей 

эволюции принимает сложный многоэкстремаль-

ный вид [8]. Алгоритмы калмановского типа 

(АКТ) [4, 9], получившие наибольшее распростра-

нение в задачах обработки навигационной и тра-

екторной информации, при их решении зачастую 
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оказываются неработоспособными. Для решения 

таких задач широкое применение получили так 

называемые последовательные методы Монте-

Карло (ММК), называемые также фильтрами ча-

стиц (ФЧ), и их различные модификации [10–16]. 

Отличительная особенность ФЧ заключается в 

возможности анализировать методическую ошиб-

ку, порожденную используемой аппроксимацией, 

в ходе нахождения оценки, и добиваться нужной 

точности за счет изменения соответствующих 

настроек фильтра [17]. При достижении ФЧ точно-

сти, близкой к потенциальной, алгоритм также яв-

ляется состоятельным. 

При всех своих достоинствах ФЧ обладают ря-

дом недостатков. Основной из них, называемый 

проблемой вырождения [18], заключается в том, 

что по мере обработки измерений значение одного 

из весов неизбежно станет близким к единице, а 

значения остальных – близкими к нулю; ФЧ в та-

ком случае оказывается неработоспособным. Пре-

одолеть проблему вырождения можно увеличени-

ем количества используемых в алгоритме частиц, 

однако вычислительная сложность ММК в таком 

случае становится значительной [19]. Это не толь-

ко затрудняет реализацию ФЧ в режиме реального 

времени, но в ряде случаев делает невозможным 

применение алгоритма даже в режиме камераль-

ной обработки. 

Преодолеть упомянутый недостаток ФЧ в 

большинстве случаев удается благодаря примене-

нию так называемых процедур существенной пе-

ревыборки [20], основная суть которой заключает-

ся в перераспределении частиц из областей близ-

ких к нулю значений ФПРВ в области, где эти зна-

чения отличны от нуля. Анализ современных пуб-

ликаций показал, что наиболее широкое примене-

ние при построении ФЧ получили мультиноми-

альная [21], стратифицированная [22], системати-

ческая [23], остаточная [24] и остаточная система-

тическая [19] перевыборки. При этом следует от-

метить, что вопросу отличия этих процедур друг 

от друга, а также их преимуществ и недостатков 

должного внимания в литературе не уделяется. 

Заметим, что в отечественных изданиях не было 

выявлено ни одной работы по обсуждаемой тема-

тике, что в том числе послужило мотивацией для 

написания настоящей статьи. 

Работа посвящена описанию перечисленных 

выше процедур существенной перевыборки, изло-

жению общих принципов их реализации при по-

строении ФЧ, а также проведению их сравнитель-

ного анализа. Результаты исследования могут быть 

полезны разработчикам, имеющим дело с обработ-

кой измерительной информации, как для анализа 

точности субоптимальных алгоритмов фильтра-

ции, так и при построении алгоритмов решения 

сложных нелинейных задач, в которых традицион-

ные АКТ оказываются неработоспособны. 

Структура работы следующая. В § 1 в общем 

виде формулируется постановка рассматриваемой 

задачи нелинейной фильтрации, а также опти-

мальный алгоритм ее решения. Построению про-

стейшего ФЧ, основанного на последовательных 

методах Монте-Карло, посвящен § 2 настоящей 

работы. В § 3 описываются различные процедуры 

существенной перевыборки, традиционно приме-

няемые при построении ФЧ, а § 4 посвящен их со-

поставлению. Основные выводы приведены в за-

ключении. 

 

1.1. Постановка задачи  

В работе рассматривается следующая задача 

нелинейной фильтрации n-мерной марковской 

случайной последовательности 

1( ) ,k k k k kx f x w                        (1) 

где k – индекс дискретного времени; 0x  – xn -

мерный случайный гауссовский вектор с  ФПРВ 

0 0 0 0( ) ( ; , )p x N x x P , здесь и далее обозначение 

( ; , )N a a A  используется для ФПРВ гауссовского 

случайного вектора a  с математическим ожидани-

ем a  и матрицей ковариаций A; kw  – wn -мерный 

центрированный дискретный гауссовский белый 

шум с известной матрицей ковариаций kQ  раз-

мерности w wn n , не зависящий от 0x ; ( )kf  – из-

вестная нелинейная xn -мерная вектор-функция, 

описывающая динамику вектора состояний; kГ  – 

известная матрица размерности .x wn n  

Ставится задача оценивания последовательно-

сти (1) по ym -мерным дискретным измерениям 

вида 

( ) ,k k k ky h x v                             (2) 

где ( )kh  - известная нелинейная ym -мерная век-

тор-функция, описывающая модель измерений; kv

– ym -мерный центрированный дискретный гаус-

совский белый шум, не зависящий от 0x  и kw , с 

известной матрицей ковариации kR .  
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1.2. Оптимальное решение 

Известно, что при решении задачи фильтрации 

в рамках байесовского подхода оптимальная в 

среднеквадратическом смысле оценка и соответ-

ствующая ей условная матрица ковариаций 
opt ( )k kP Y  определяются в виде [2, 4]: 

   optˆ / ,k k k k k kx Y x p x Y dx                   (3) 

 

      

opt

т
opt opt

( / )
ˆ ˆ ,

k k

k k

p x Y k k k k k k

P Y

E x x Y x x Y



  
     (4) 

где  /k kp x Y   апостериорная (условная) к набо-

ру измерений T T T T

1 2[ , , ... , ]k kY y y y  ФПРВ для век-

тора kx , а E – знак математического ожидания с 

нижним индексом, поясняющим, по какой ФПРВ 

оно вычисляется. Подчеркнем, что такая опти-

мальная оценка минимизирует условную (4) и без-

условную матрицу ковариаций погрешностей оце-

нивания, определяемую как [4] 

   
T

opt opt opt

( , )
ˆ ˆ( ) ( ) .

k kk p x Y k k k k k kP E x x Y x x Y     (5) 

В приведенных выше соотношениях условная 

матрица ковариаций (4) характеризует текущую 

погрешность оценивания, соответствующую кон-

кретной реализации измерений Yk, а безусловная 

матрица ковариаций (5) – погрешность, рассчи-

танную путем вероятностного осреднения по все-

му возможному набору измерений. 

Ясно, что для нахождения оценки вида (3) 

необходимо располагать апостериорной ФПРВ 

( / )k kp x Y , для которой справедливо выражение 

   

   
1

1

( )
k k k k

k k

k k k k k

p y / x p x / Y
p x / Y

p y / x p x / Y dx








,      (6) 

где ( )k kp y / x  – функция правдоподобия; 

1( )k kp x Y   – плотность прогноза.  

 

2.1. Простейший последовательный метод  

Монте–Карло при решении задач оценивания 

При решении задач оценивания ММК тракту-

ется как метод аппроксимации самой апостериор-

ной ФПРВ, которую на каждом шаге k  можно 

представить в виде [10] 

        

1 1

, 1
N N

n n n

k k k k k k

n n

p x / Y x x
 

       ,      (7) 

где     многомерная дельта-функция; 
 n

kx   

набор из 1,n N  независимых реализаций слу-

чайного вектора, в простейшем случае 
( ) ( )

1 1( , )n n

k k k kx p x / x Y 
; 

 n

k  – нормированные веса, 

определяемые как  

( ) ( ) ( )

1

,
N

n n n

k k k

n

    

а  n

k  – ненормированные веса, для которых, ис-

пользуя рекуррентное соотношение для апостери-

орной ФПРВ (6) и учитывая марковский характер 

оцениваемой последовательности (1), можно полу-

чить рекуррентное выражение 

( ) ( ) ( )

1( ) ,n n n

k k k kp y / x     

где 
 

( )
n

k kp y / x  вычисляется с точностью до нор-

мирующей константы с  согласно выражению 

     

( )

T
( ) 1 ( )

( )

exp 0,5 ( ) ( ) .

n

k k

n n

i i i i i i

p y / x

с y h x R y h x



   
 

Подставляя аппроксимацию (7) в выражения 

(3) и (4) и используя свойства дельта-функции, не-

сложно показать, что для нахождения оптималь-

ной оценки и соответствующей ей матрицы кова-

риаций могут быть применены приближенные ра-

венства 

 opt ( ) ( )

1

ˆ ˆ ( ) ,
N

n n

k k k k k k

n

x Y x Y x


                (8) 

 

 

opt

T( ) ( ) ( ) T

1

( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) .

k k k k

N
n n n

k k k k k k k

n

P Y P Y

x x x Y x Y


 

  
 

Алгоритм, основанный на приведенных выше 

выражениях, в котором реализации 
 n

kx  имеют вид 

   
1 1( , )

n n

k k k kx p x / x Y  , является по своей сути про-

стейшим фильтром частиц. Псевдокод для такого 

алгоритма можно найти, например, в работе [25].  

При этом следует отметить, что при формиро-

вании реализаций ( )n

kx  в формуле (7) можно ис-

пользовать другую, отличную от 1( )k kp x / Y  , 

функцию ( )k kx Y , которая получила название 

существенной функции. Как отмечается в работе 

[26], выбор вида существенной функции весьма 

важен при построении ФЧ, однако этот вопрос вы-

ходит за рамки настоящей работы. Особенности 

применения различных существенных функций 

обсуждаются в ряде работ (см., например, [27]). 
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2.2. Проблема вырождения 

Основное достоинство ФЧ, основанных на 

ММК, заключается в том, что при N   по-

грешность вычисления оценки (3) и матрицы кова-

риаций (4) стремится к нулю, что создает предпо-

сылки для достижения ФЧ любой точности, вплоть 

до потенциальной, соответствующей оптимально-

му в среднеквадратическом смысле алгоритму. 

Однако при всех своих преимуществах ФЧ обла-

дают также и рядом недостатков. Основной из них 

– так называемая проблема вырождения алгорит-

ма. Поясним далее ее основную суть. 

Ясно, что при формировании на каждом k-м 

шаге алгоритма выборки ( )n

kx  часть ее реализаций 

неизбежно будет попадать в области с близкими к 

нулю значениями апостериорной ФПРВ. Веса 
( ) ,n

k  соответствующие таким реализациям, также 

будут близки к нулю. Как показано в работе [18], 

при увеличении числа измерений число реализа-

ций ( )n

kx , веса которых существенно отличны от 

нуля, неизбежно будет сокращаться, пока не оста-

нется лишь одна, нормированный вес которой бу-

дет близок к единице. Понятно, что вычисленная 

таким образом оценка (8) ничего общего с опти-

мальной оценкой иметь не будет. 

Проблема вырождения алгоритма может быть 

преодолена путем увеличения числа моделируе-

мых в ФЧ реализаций. Однако в таком случае су-

щественно возрастает вычислительная сложность 

алгоритма, что затрудняет его реализацию не 

только в режиме реального времени, но зачастую и 

в режиме камеральной обработки, не накладыва-

ющем жестких ограничений на объем вычислений. 

Другой путь преодоления проблемы вырожде-

ния – использование при построении ФЧ процедур 

существенной перевыборки, о которых далее и 

пойдет речь. 

 

3.1. Основная суть процедур  

существенной перевыборки 

Основная суть существенной перевыборки за-

ключается в перераспределении частиц 
( ) , 1, ,n

kx n N
 
т. е. в «размещении» их в области, 

где апостериорная ФПРВ существенно отлична от 

нуля, что определяется соответствующими значе-

ниями весов ( )n

k . Это достигается путем модели-

рования новой выборки (путем перевыборки) ча-

стиц ( )m

kx , 1,m M , в соответствии с дискретным 

законом распределения, заданным в виде набора из 

N  частиц  
, 1, ,

n

kx n N  и соответствующих им 

вероятностей (весов)  ( ) ( ) ( )Pr m n n

k k kx x  . Важно 

подчеркнуть, что перевыборка  m

kx , 1, ,m M  

формируется из исходного набора ( ) ,n

kx  1,n N , 

что позволяет сохранить рекуррентный характер 

алгоритма. 

Отметим, что в общем случае объем исходной 

выборки N  и объем получаемой выборки M  мо-

гут быть разными, однако на практике в большин-

стве случаев принимают M N . Поскольку вид 

новой выборки ( )m

kx , 1, ,m M  соответствует виду 

аппроксимации (7), то в результате для нее можем 

записать новую аппроксимацию с равными весами 

в виде  

   ( ) ( )

1

M
m m

k k k k k

m

p x / Y q x x


   ,  
1

m

kq M .   (9) 

Отметим, что в начальный момент времени 

(k = 0), веса, соответствующие реализациям ( )

0

nx , 

также будут одинаковы, т. е. по сути ФПРВ 
0( )p x  

представляется в виде аппроксимации (9). Таким 

образом, процедуру существенной перевыборки 

можно трактовать как своего рода перезапуск ФЧ.  

К настоящему времени предложено множество 

разнообразных способов организации процедур 

повторной перевыборки [20]. Наиболее широкое 

применение при построении ФЧ получили муль-

тиномиальная [21], стратифицированная [22], 

остаточная [24], систематическая [23] и остаточная 

систематическая [19] перевыборки. Как показал 

детальный анализ ключевых работ, в которых эти 

схемы были предложены, отличаются они между 

собой лишь способом формирования реализаций 
( )m

kx . Далее приведем описание перечисленных 

выше процедур перевыборки, получивших 

наибольшее распространение при решении задач 

обработки навигационной и траекторной инфор-

мации. 

 

3.2. Мультиномиальная, стратифицированная  

и систематическая процедуры перевыборки 

Мультиномиальная повторная перевыборка 

(multinomial resampling) – один из первых предло-

женных способов проведения повторной перевы-

борки. Иногда такую процедуру также называют 
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простой случайной перевыборкой (simple random 

resampling). Основная ее идея заключается в моде-

лировании набора из M  реализаций ( ) ,m

ku

1, ,m M  случайной величины 
ku , равномерно 

распределенной на интервале (0,1]U  . Далее для 

каждой реализации ( )m

ku  перебираются реализации 

 
,

n

kx 1, ,n N  до тех пор, пока не находится такая, 

для которой соответствующий ей нормализован-

ный вес  n

k  удовлетворял бы выражению 

( 1) ( ) ( ) ,n m n

k k kS u S    где 
 ( )

1

n
nn

k k

n

S


  .        (10) 

Стратифицированная перевыборка (stratified 

resampling) и систематическая перевыборка 

(systematic resampling) – еще два распространен-

ных варианта организации процедуры повторной 

существенной перевыборки. Для моделирования 

реализаций  m

kx  в них, как и в описанной ранее 

мультиномиальной перевыборке, используется вы-

ражение (10). Основное же их отличие друг от 

друга заключается в способе формирования реали-

заций ( )m

ku .  

В стратифицированной перевыборке интервал 

(0,1]U   делится на M  равных полуинтервалов 

( ) , 1,mU m M , называемых стратами:  

(1) (2) ( )...

(0,1 ] (1 , 2 ] ... (1 1 , 1].

MU U U U

M M M M

    

    
 

Каждая реализация ( ) , 1, ,m

ku m M  формирует-

ся независимо как равномерно распределенная на 

соответствующей страте величина.  

В систематической перевыборке (1)

ku  вычисля-

ется аналогичным стратифицированной перевы-

борке образом, т. е. как равномерно распределен-

ная на интервале (0,1 ]M  случайная величина, а 

все остальные реализации ( ) , 2, ,m

ku m M  рассчи-

тываются детерминированным образом как 

( ) (1) 1
, 2, .m

k k

m
u u m M

M


    

Заметим, что в систематической перевыборке 

количество обращений к датчику случайных чисел 

существенно меньше, чем в стратифицированной и 

мультиномиальной, следовательно, можно сделать 

предположение, что она экономичнее с точки зре-

ния объема вычислений. 

3.3. Остаточная и остаточная систематическая 

процедуры перевыборки 

Остаточная перевыборка (residual resampling) 

[24] – еще один вариант перевыборки, который 

принято относить к традиционным. Она состоит из 

двух этапов.  

На первом этапе такой процедуры каждая реа-

лизация  
, 1, ,

n

kx n N  воспроизводится (выбирает-

ся в качестве реализации ( )m

kx ) ( )

1,

n

kM  раз, где  

 ( )

1, ,
nn

k kM M  
 

                       (11) 

а символ     означает округление до ближайшего 

целого числа в меньшую сторону. 

Из анализа выражения (11) можно заметить, 

что частицы, веса которых  
1 ,

n

k M   воспроиз-

водиться не будут, так как величина ( )

1, ,n

kM  соот-

ветствующая им, будет равна нулю. Общее коли-

чество частиц, полученное на первом этапе, будет 

( )

1, 1,

1

N
n

k k

n

M M


 .  

Второй этап процедуры остаточной перевыбор-

ки основан на использовании так называемых 

остаточных весов 
  n

k , для которых справедливо 

выражение 

      
.

n n n

k k kM M M     
 

            (12) 

Заменив в формуле (12) 
 n

kM 
 

 на ( )

1,

n

kM  и 

разделив левую и правую часть на ,M  получим:  

    
( )

1,
.

n

n n k

k k

M

M
                     (13) 

На втором этапе процедуры остаточной пере-

выборки для получения оставшихся 

2, 1,k kM M M   реализаций  m

kx  используется лю-

бая из описанных ранее случайных повторных пе-

ревыборок (мультиномиальная или стратифициро-

ванная), для чего остаточные веса (13) предвари-

тельно нормируются с использованием выражения 

     
*

1,

.
n n

k k

k

M

M M
  


 

Интуитивно понятно, что двухэтапный харак-

тер остаточной перевыборки влечет за собой до-

полнительные вычислительные затраты. Для пре-
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одоления такого недостатка была предложена 

остаточная систематическая перевыборка. 

Остаточная систематическая перевыборка 

(residual systematic resampling) – модификация 

остаточной перевыборки, на втором этапе которой 

используется не случайная, а систематическая пе-

ревыборка. В таком случае можно объединить два 

этапа перевыборки в один, в котором каждая реа-

лизация  
, 1, ,

n

kx n N  воспроизводится ( ) ( )

1,

n n

k kM M  

раз в соответствии с выражением 

  

 

( ) ( )

( 1)

11,( ) ( 1)

1,

,

nn n

k k

n

nkn n

k

M M u

M
u u

M





     
 

    

 

где (1)

ku  вычисляется аналогичным для (1)

ku  в си-

стематической перевыборке образом, т. е. как рав-

номерно распределенная на полуинтервале 

(0,1 ]M  случайная величина. 

Как отмечено в работе [19], результаты форми-

рования реализаций ( )m

kx  в систематической и 

остаточной систематической перевыборках будут 

полностью совпадать, а отличия этих процедур 

могут проявиться лишь в уровне их вычислитель-

ной загрузки: так как в остаточной систематиче-

ской перевыборке не требуется проверять выпол-

нение неравенства (10), а количество рассчитыва-

емых значений 
( )nu  существенно меньше, чем 

( )nu , ожидается, что и уровень вычислительной 

сложности такой процедуры будет ниже. 

 

3.4. Критерий проведения перевыборки 

Отметим, что проведение перевыборки на каж-

дом k-м шаге, во-первых, увеличивает и без того 

значительную вычислительную сложность ФЧ, а 

во-вторых, может привести к ситуации, когда вы-

борка будет состоять из одного единственного 

элемента с весом 1/N, который в выборке повторя-

ется N раз. Эта проблема известна как «обеднение» 

выборки (sample impoverishment) [20], на практике 

для определения моментов времени проведения 

перевыборки рассчитывают специальные крите-

рии. Наибольшее распространение получил так 

называемый критерий эффективного размера вы-

борки (effective sample size) 

 
1

2

1

( )
N

nE

k k

n

N





 
  
 
 . 

Процедуру перевыборки запускают, когда кри-

терий E

kN  принимает значение ниже заданного по-

рога Th

kN . Как отмечается в работе [20], критерий 

может принимать значения 1 E

kN N  . При выбо-

ре Th

kN N  перевыборка будет выполняться на 

каждом шаге. С другой стороны, в случае выбора 

1Th

kN   процедура перевыборки не запустится ни-

когда. Величина E

kN  характеризует количество 

элементов выборки, веса для которых существен-

ны (весами которых нельзя пренебречь при по-

строении оценок). 

 

4.1. Аналитическое сопоставление 

Далее проведем сравнение описанных выше 

процедур существенной перевыборки. Сделаем это 

сначала аналитически, анализируя соответствую-

щие им псевдокоды, которые можно найти, 

например, в работе [20]. Основные выявленные 

отличия сопоставляемых процедур приведены в 

таблице. 

Сопоставляя отличия приведенных в таблице 

схем перевыборки, можно заметить, что в система-

тической и остаточной систематической процеду-

рах количество обращений к датчику случайных 

чисел наименьшее. Помимо этого, такие схемы 

наиболее простые с точки зрения количества вы-

числений. 

 

4.2. Методический пример 

Далее проведем сопоставление ФЧ, построенных с 

использованием различных процедур перевыборки, на 

примере решения задачи оценивания процесса, пред-

ставляющего собой сумму полинома первой степени и 

второго интеграла от центрированного белого шума, по 

нелинейным измерениям.  

Конкретизируем оцениваемую последовательность 

(1) в виде 

1Ф Г ,k k kx x w                            (14) 

где для матриц Ф,  Г  и матрицы ковариаций Q  цен-

трированного гауссовского порождающего белого шума 

kw  можем записать: 

2

0
1 1 03

Ф , Г , .
0 1 0 13 1

2 2

t

t
q t Q q

 
    
       
    
 
 
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Отличия процедур существенной перевыборки 

Критерии  

сопоставления 

Процедура существенной перевыборки 

Мультиноми-

альная 

Стратифициро-

ванная 

Систематическая Остаточная Остаточная  

систематическая  

Количество этапов  

процедуры  

перевыборки 

1 1 1 2 1 

Количество  

обращений  

к датчику  

случайных чисел 

M  M  1 2,kM  1 

Асимптотическая  

вычислительная 

сложность 

( )O MN  ( )O M  ( )O M  2,( ) ( )kO N O M  ( )O N  

Минимальное  

количество  

воспроизведений  

любой из частиц 

0 

если
 

ω 1 ,
n

k M
 

то  
ω 1

n

kM  
 

, 

иначе 0 

 n

kM 
 

  n

kM 
 

  
1

n

kM  
 

 

Максимальное  

количество  

воспроизведений  

любой из частиц 

N  
 

2
n

kM  
 

  
1

n

kM  
 

  
2,

n

k kM M  
 

  
1

n

kM  
 

 

 

Здесь 
2q  – интенсивность исходного белого шума; t  – 

интервал дискретизации. Такая модель, в частности, 

нередко используется для описания ошибок измерите-

лей, например погрешностей навигационной системы 

счисления пути по каждой координате [28], а также для 

приближенного описания аномалий уклонений силы 

тяжести (УСТ) в задаче определения УСТ [29]. 

Предположим, что нелинейные дискретные измере-

ния имеют вид 

2 3

1 2 1, 3 1, 4 1,( ) ,k k k k k k ky h x v a a x a x a x v        

где 1 2 3 4, , ,a a a a  – известные величины. 

Моделирование проведем, используя параметры 
T

0 [ 5 0,5] ,x    
2 2

0 0,1 0,2diag[ ],P     0,1 2,5,   

0,2 0,05,   0,05 ,q   1t  , 1, 30k  , 0,1,r   

1 0,0875,a   2 0,1825,a    3 0,01,a   4 0,01.a   

Реализуем следующие алгоритмы: 

 ФЧ  без процедур перевыборки при 10000N   

( 1  , далее – алгоритм 1); 

 ФЧ с различными процедурами перевыборки при 

1000N  , 0,2Th Th

kN N N   ; 

– ФЧ ( 2  , далее – алгоритм 2) с процедурой 

мультиномиальной перевыборки; 

– ФЧ ( 3  , далее – алгоритм 3) с процедурой 

стратифицированной перевыборки; 

– ФЧ ( 4  , далее – алгоритм 4) с процедурой 

систематической перевыборки; 

– ФЧ ( 5  , далее – алгоритм 5) с процедурой 

остаточной перевыборки; 

– ФЧ ( 6  , далее – алгоритм 6) с процедурой 

остаточной систематической перевыборки. 

Сопоставление алгоритмов будем проводить с при-

менением метода статистических испытаний по мето-

дике, описанной в работе [30]. Для каждого реализо-

ванного μ-го алгоритма будем вычислять действитель-

ные kG
 и расчетные 

kG  матрицы ковариаций  

     
T

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1
ˆ ˆ ,

L
j j j j j j

k k k k k k k

j

G x x Y x x Y
L

  



  
 

 (15) 

( )

1

1
( ),

L
j

k k k

j

G P Y
L

 



                         (16) 

где ( ) ( ), , 1,j j

k kx Y j L  – реализации случайных после-

довательностей, полученные путем моделирования со-

гласно выражениям (1) и (2); L – общее число реализа-

ций, 
( )ˆ ( )j

k kx Y
, 

( )( )j

k kP Y
 – оценки и соответствующие им 

расчетные матрицы ковариаций для алгоритма с индек-

сом  . 

Для оценки вычислительных затрат сопоставляемых 

алгоритмов будем рассчитывать коэффициент 

*
* *

*
1 1

1 1
, , ,

L L

j j

j j

t t
L L


  

 

  
     


   

где jt  – время, затраченное вычислителем на решение 

задачи оценивания с использованием анализируемого 

алгоритма, а 
*

jt  – время, соответствующее алгоритму, 

относительно которого проводится сопоставление вы-

числительной сложности. 
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На рис. 1 приведены результаты вычисления на ос-

нове выражений (15), (16) действительных (
1,1kG   , 

сплошные линии) и расчетных (
1.1

kG 
  , пунктирные 

линии) среднеквадратических погрешностей (СКП) 

оценивания первой компоненты вектора kx  для каждо-

го из реализованных алгоритмов при L=1 000. Обозна-

чение  
.i i

A  здесь и далее используется для i-го диаго-

нального элемента матрицы A. Красный цвет соответ-

ствует алгоритму 1, черный – алгоритму 2, синий – ал-

горитму 3, пурпурный – алгоритму 4, зеленый – алго-

ритму 5, оранжевый – алгоритму 6. 

 

 

 
Рис. 1. Результаты вычисления действительных и расчетных 

СКП 

 
Результаты моделирования показывают, что все ФЧ, 

построенные с использованием различных процедур 

перевыборки при N* = 1 000, обеспечивают необходи-

мую точность и являются состоятельными. При умень-

шении количества частиц все алгоритмы перестают 

удовлетворять свойству состоятельности, а их точность 

снижается. Увеличение же количества частиц по срав-

нению с N* в ФЧ, построенных с использованием про-

цедур перевыборки, не оказывает влияния на результа-

ты моделирования, что подтверждает факт достижения 

ими потенциальной точности. 

Построенный без процедур перевыборки даже при 

N = 10 000 ФЧ уступает в точности ФЧ с перевыборкой 

и не обеспечивает выполнение свойств состоятельно-

сти. 

Анализ вычислительных затрат показал, что среди 

ФЧ, построенных с использованием процедур суще-

ственной перевыборки, наиболее простыми являются 

Алг. 4 и Алг. 6, вычислительная загрузка которых сопо-

ставима. Вычислительные загрузки Алг. 2, Алг. 3 и 

Алг. 5 также близки между собой и на 5 %  выше, чем 

вычислительная загрузка ФЧ, построенных на основе 

систематических перевыборок.  

Отметим, что при увеличении размерности решае-

мой задачи и времени моделирования разница в вычис-

лительной загрузке также может измениться. В связи с 

этим далее проведем сопоставление, аналогичное опи-

санному выше, на примере решения задачи траекторно-

го слежения в ее простейшей постановке, описанной, 

например, в работах [5,31]. 

 

4.3. Применение ФЧ при решении задачи  

слежения за подвижным объектом 

Рассмотрим правостороннюю трехмерную ло-

кальную декартову систему координат (рис. 2) с 

началом в точке O, оси OX и OY которой перпен-

дикулярны и лежат в горизонтальной плоскости, а 

ось OZ ортогональна им и направлена вверх. Счи-

тается, что в начале системы координат располо-

жен некий радар, способный в дискретные момен-

ты времени k измерять дальность kd  до подвиж-

ных объектов, их угол места k  и азимут k .  

 

 

 
Рис. 2. Расположение радара и подвижного объекта в системе 

координат OXYZ  

 

В начальный момент времени ( 0k  ) радар об-

наруживает некоторый объект с неизвестными ко-

ординатами ПО ПО ПО

0 0 0, ,X Y Z , динамика которого мо-

жет быть описана с использованием уравнения 

(14) [31], где  

T
ПО ПО ПО

2

3 3 3

3 3
3

2

3

,

, Г ,2
0

( ) ,

X Y Z

k k k k k k k

a

x X Y Z V V V

t
I tI I

I
tI

Q I

   

 
            

 

 (17) 

, ,X Y Z

k k kV V V   – проекции неизвестного вектора ско-

рости объекта на оси OX, OY и OZ соответственно, 

3I  и 30  – единичная и состоящая из нулей матри-

цы размерности три, а 
a  – известная величина.  



 

 
 

 

 
 

 ●

Учитывая расположение радара в начале си-

стемы координат, для измерений ky  запишем: 

ПО 2 ПО 2 ПО 2

ПО ПО

ПО

ПО 2 ПО 2

( )

( ) ( ) ( )

arctan( ) .

arctan
( ) ( )

k

k

k k k k k

k k k

k k k

k

k k

d

y h x v

X Y Z

Y X v

Z

X Y

 
 

     
  

  
 
 
 
  
 

  
  
    

        (18) 

Требуется по измерениям (18) оценить коорди-

наты ПО ПО ПО

0 0 0, ,X Y Z  объекта, являющиеся ком-

понентами вектора kx , описываемого выражения-

ми (14), (17).  
Моделирование проведем, используя следую-

щие параметры: истинные начальные координаты 

объекта: И И 50k kX Y   км, И

0 5Z  км; проекции 

истинной скорости на оси OX, OY и OZ в началь-

ный момент времени: ,И ,И

0 0 250м сX YV V  , 
,И

0 0м сZV  ; считается, что проекции вектора ско-

рости объекта 
0 ,XV  0 ,YV  0

ZV  являются независи-

мыми равномерно распределенными случайны- 

ми величинами 0( ) [150; 350] м сXOp V U , 

0( ) [150; 350] м сYOp V U , 0( ) [0;ZOp V U 40] м с , 

где ( ) [ ; ]p V U a b  означает равномерное распре-

деление на интервале [ ; ]a b ; 
2

15 м сa  ; 

0,1 сt  ; время моделирования 30 сT  , т. е. 

1, 300k  ; 2 2 2diag[( ) ( ) ( ) ],dR       25 мd  , 

0,3      . 

При построении ФЧ для формирования реали-

заций ПO,( ) ПO,( ) ПO,( )

0 0 0, ,n n nX Y Z  привлечем измерения 

0y  дальности, угла места и азимута, снятые в 

начальный момент времени (при обнаружении 
объекта). Для этого сначала сформируем набор 

реализаций 
T

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

n n n nd       

( ) ,( )

0

n ny v  , 

где ,( ) ( ;0,2 )nv N v R   – погрешности измерений  

(18), полученные путем моделирования с увели-
ченными в два раза среднеквадратическими откло-

нениями (СКО) для учета того факта, что 0y  со-

держит в своем составе погрешность 

( ;0, ).v N v R   

Далее сформируем набор реализаций, соответ-
ствующих местоположению объекта в рассматри-
ваемой декартовой системе координат 

ПО,( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

ПО,( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

ПО,( ) ( ) ( )

0 0 0

cos( )cos( ),

cos( )sin( ),

sin( ).

n n n n

n n n n

n n n

X d

Y d

Z d

  

  

 

 

Понятно, что полученные реализации 
ПО,( ) ПО,( ) ПО,( )

0 0 0, ,n n nX Y Z  в полной мере соответство-

вать реальной ФПРВ для координат не будут, од-
нако в совокупности они накрывают зону их не-
определенности. 

Моделирование проведем в соответствии с ме-
тодикой, изложенной в работе [30], с осреднением 
по L = 1 000 реализациям. При этом, используя 
полученные в соответствии с формулами (15), (16) 
матрицы ковариаций, рассчитаем действительные 

Р,

kG   и расчетные Р,

kG   радиальные СКП оце-

нивания координат 

Р,

1,1 2,2 3,3
,k k k kG G G G               
 
     (19) 

Р,

1.1 2.2 3.3
.k k k kG G G G                     (20) 

Реализуем те же алгоритмы, которые были по-
строены при решении методического примера ра-

нее, с одинаковым количеством частиц 10 000N   

и 0,6Th Th

kN N N  . На рис. 3 приведены результа-

ты вычисления согласно (19), (20) радиальных 
действительных (сплошные линии) и расчетных 
(пунктирные линии) СКП для каждого из реализо-
ванных алгоритмов. Соответствие цветов и алго-
ритмов на рисунке то же, что было принято в 
п. 4.2. 

 

 

 
Рис. 3. Результаты вычисления действительных и расчетных 

радиальных СКП 



 

 
 

 

 
 

   ●

Результаты моделирования аналогичны полу-

ченным для методического примера: ФЧ, постро-

енные с использованием различных процедур пе-

ревыборки, при одинаковых настройках (количе-

стве частиц и величине )ThN  обеспечивают близ-

кие между собой уровни точности и состоятельно-

сти. При этом для достижения потенциальной точ-

ности и выполнения свойства состоятельности ФЧ, 

построенному без процедур перевыборки, требует-

ся значительно больше частиц, чем ФЧ, их исполь-

зующим. 

Анализ вычислительных затрат подтвердил ре-

зультаты, полученные в п. 4.2. Наиболее простыми 

среди ФЧ, построенных с использованием проце-

дур перевыборки, оказались Алг. 4 и Алг. 6, вы-

числительная загрузка которых сопоставима. Од-

нако, в отличие от результата, полученного ранее, 

при решении задачи траекторного слежения их 

выигрыш в смысле вычислительной загрузки по 

отношению к Алг. 2, Алг. 3 и Алг. 5 оказался не-

значительным и составил 0,5 % . Это объясняется 

тем фактом, что при увеличении размерности оце-

ниваемого вектора вычислительная загрузка ФЧ 

(без перевыборки) существенно возрастает. Затра-

ты же на процедуры перевыборки, хотя тоже уве-

личиваются, на этом фоне становятся незначи-

тельными. 

Проведено сопоставление различных схем су-

щественной перевыборки, используемых при по-

строении фильтров частиц. Полученные результа-

ты показали, что все рассмотренные процедуры, 

реализующие процесс перевыборки, приводят к 

заметному сокращению числа частиц по сравне-

нию с обычным ММК. Каких-либо существенных 

преимуществ с точки зрения достигаемой ФЧ точ-

ности или выполнения ими свойств состоятельно-

сти из-за выбора при их построении той или иной 

схемы перевыборки, описанной в настоящей рабо-

те, получить не удастся. С точки зрения объема 

вычислений систематическая и остаточная систе-

матическая перевыборки оказываются несколько 

проще, чем остальные рассмотренные схемы, од-

нако в большей степени эти преимущества прояв-

ляются при решении задач с небольшой размерно-

стью вектора состояния. 

Результаты проведённого исследования могут 

быть полезны разработчикам при построении ал-

горитмов фильтрации для решения сложных нели-

нейных задач обработки измерительной информа-

ции, возникающих в современных системах управ-

ления, навигации и траекторного слежения. 
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Abstract. Nonlinear filtering algorithms based on sequential Monte Carlo methods are consid-

ered. The scheme of an elementary particle filter is presented, and the main challenge of its im-

plementation––the degeneracy of the algorithm––is explained. The essence of importance 

resampling procedures, intended to settle this challenge, is described. The resampling procedures 

widely used in navigation data processing and target tracking are reviewed. A criterion for deter-

mining the time point of resampling is given. The above resampling procedures are compared by 

analyzing the corresponding pseudocodes. As illustrative examples, two problems are considered: 

the estimation of a process representing the sum of a polynomial and the second integral of white 

noise, based on nonlinear measurements, and target tracking. For these problems, the resampling 

procedures are compared numerically by simulation using the method of statistical trials. 
 

Keywords: Bayesian stochastic approach, nonlinear filtering, Monte Carlo methods, sequential importance 

resampling procedures, particle filter. 
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