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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В первой поëовине XX в. появиëисü в экспëу-
атаöии сëожные äинаìи÷еские объекты (СДО) (са-
ìоëет, энерãети÷еские и äвиãатеëüные установки,
эëектротехни÷еские установки, сëожные техноëо-
ãи÷еские проöессы в нефтехиìи÷еской, ìаøино-
строитеëüной и äруãих отрасëях проìыøëеннос-
ти), которые требоваëи автоìати÷ескоãо управëе-
ния нескоëüкиìи выхоäныìи коорäинатаìи путеì
возäействия на некоторое коëи÷ество управëяþ-
щих орãанов объекта. Это привеëо к созäаниþ но-
воãо кëасса управëяеìых систеì — ìноãосвязных
систеì автоìати÷ескоãо управëения (МСАУ) СДО.

Особенностü этоãо кëасса систеì закëþ÷аëасü
в тоì, ÷то кажäая поäсистеìа, стреìясü поääер-
жатü в автоìати÷ескоì режиìе заäанное зна÷ение
своей выхоäной коорäинаты, неизбежно оказыва-
ëа вëияние на работу äруãих поäсистеì в сиëу тех
физи÷еских проöессов (аэроäинаìи÷еских, ãазоäи-
наìи÷еских, эëектри÷еских, хиìи÷еских, тепëовых
и т. ä.), которые протекаëи в объекте управëения
и связываëи эти поäсистеìы. Иссëеäование ново-
ãо кëасса систеì стаëо практи÷еской потребнос-
тüþ, а переä теорией автоìати÷ескоãо управëения
возникëи новые сëожные заäа÷и.
Цеëüþ настоящей статüи явëяется раскрытие

соäержания параäиãìы (как ìоäеëи пробëеì и их
реøений) Б.Н. Петрова приìенитеëüно к иссëе-
äованиþ МСАУ. Иäея Б.Н. Петрова основана на
структурно-функöионаëüной äекоìпозиöии МСАУ
СДО на физи÷еские поäсистеìы и ìноãоìерные

Аннотация. Рассìотрены разëи÷ные нау÷ные поäхоäы к иссëеäованиþ свойств (в ÷аст-
ности, устой÷ивости) ìноãосвязных систеì автоìати÷ескоãо управëения (МСАУ), осно-
ванные на разëи÷ных ìоäеëях их описания. Статüя посвящена теории, явëяþщейся про-
äоëжениеì ранее высказанных иäей акаäеìика Б.Н. Петрова и поëоженных в основу
кëасси÷еской теории автоìати÷ескоãо управëения. В основе теории Б.Н. Петрова ëежит
структурно-функöионаëüная äекоìпозиöия МСАУ на отäеëüные реаëüные поäсистеìы
и ìноãоìерные связи ìежäу ниìи, преäставëенные в виäе новой ìоäеëи описания, и
изу÷ение свойств систеìы на основе ÷астотных ìетоäов, ÷то позвоëиëо отнести äаннуþ
теориþ к физи÷ескоìу (инженерноìу) поäхоäу к иссëеäованиþ äинаìи÷еских систеì.
Показана ìетоäика описания МСАУ ÷ерез инäивиäуаëüные характеристики поäсистеì
и эëеìенты ìноãоìерных связей, преäëожены критерии устой÷ивости äëя ëинейных
МСАУ с иäенти÷ныìи поäсистеìаìи, критерий устой÷ивости состояния равновесия
систеìы, а также техноëоãия нахожäения параìетров периоäи÷еских äвижений и оöенка
их устой÷ивости äëя неëинейных МСАУ. Привоäятся ÷исëенные приìеры, äеìонстри-
руþщие äаннуþ техноëоãиþ иссëеäования свойств МСАУ техни÷ескиìи объектаìи.

Ключевые слова: ìноãосвязная систеìа, äекоìпозиöия, ÷астотные ìетоäы, ëинейная систеìа, не-
ëинейная систеìа.
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связи ìежäу ниìи с привëе÷ениеì ÷астотных ìе-
тоäов äëя изу÷ения их свойств. Эта иäея преäстав-
ëяет собой проäоëжение ранее высказанной иì
иäеи (1945 ã.) [1], поëоженной в основу кëасси÷ес-
кой теории управëения.
Авторы статüи пресëеäуþт скроìнуþ ìысëü:

показатü на уровне пубëикаöий у÷еников øкоëы
Б.Н. Петрова возìожности параäиãìы Б.Н. Пет-
рова и теì саìыì утверäитü ее как равноöеннуþ
новуþ техноëоãиþ изу÷ения свойств МСАУ наря-
äу с техноëоãияìи, основанныìи на äруãих пара-
äиãìах. Поэтоìу авторы статüи, ãоворя о äостоин-
ствах кëасси÷еских параäиãì по изу÷ениþ свойств
устой÷ивости МСАУ, хотеëи бы поä÷еркнутü прак-
ти÷еские äостоинства параäиãìы Б.Н. Петрова
при реøении этой пробëеìы.

1. ÌÎÄÅËÈ ÌÍÎÃÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 
ÀÂÒÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 

ÑËÎÆÍÛÌÈ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

Выäеëиì три типа ìоäеëей МСАУ СДО, запи-
сав их в векторно-ìатри÷ной форìе:

X(s) = W(s)U(s) + Q(s)F(s),

U(s) = R(s)[X o(s) – X(s)],

ãäе X(s), X o(s), U(s), F(s) — векторы реãуëируеìых,
заäаþщих, управëяþщих и возìущаþщих пере-
ìенных соответственно; W(s) = ||W

ij
(s)||

nЅn
, R(s) =

= ||R
ij
(s)||

nЅn
 — ìатри÷ная переäато÷ная функöия

(МПФ) объекта и реãуëятора (вìесте с испоëни-
теëüныì ìеханизìоì); Q(s) = ||Q

ij
(s)||

nЅn
 — МПФ по

возìущениþ.
Пустü первая модель отражает тоëüко естествен-

ные связи ìежäу поäсистеìаìи ÷ерез ìноãоìер-
ный объект управëения. Тоãäа МПФ R(s) преäстав-
ëяет собой äиаãонаëüнуþ ìатриöу, R(s) = ||R

ij
(s)||

nЅn
,

на äиаãонаëи которой распоëожена переäато÷ная
функöия R

i
(s) управëяþщеãо устройства и испоë-

нитеëüноãо ìеханизìа соответствуþщей поäсис-
теìы.
Рассìотриì вторую модель МСАУ, в которой

ìноãоìерный объект преäставëяет собой ìножест-
во автоноìно работаþщих объектов (энерãети÷ес-
ких установок, роботов, эëектроäвиãатеëей и т. п.).
Тоãäа еãо МПФ буäет преäставëятü собой äиаãо-
наëüнуþ ìатриöу W(s) = ||W

i
(s)||

nЅn
. В систеìе же

осуществëяется коìпëексное управëение ìножест-
воì объектов ÷ерез ìноãоìерный реãуëятор, МПФ
котороãо равна R(s) = ||R

ij
(s)||

nЅn
. Пробëеìы про-

ектирования остаþтся теìи же, ÷то и в первой
ìоäеëи.
Наконеö, в третьей модели связи ìежäу поä-

систеìаìи осуществëяþтся и ÷ерез ìноãоìерный

объект управëения, и ÷ерез ìноãоìерный реãуëя-
тор. Возìожности таких МСАУ еще ìаëо изу÷ены.
Структурная схеìа МСАУ преäставëена на

рис. 1.
Дëя МСАУ СДО первой и ãëавной пробëеìой

стаëа пробëеìа устой÷ивости. Есëи устой÷ивостü
äëя кажäой поäсистеìы опреäеëяется по извест-
ныì кëасси÷ескиì критерияì (Ляпунова, Рауса,
Гурвиöа, Стоäоëа, Найквиста, Эрìита — Михай-
ëова), то характеристи÷еское уравнение ìноãо-
связной систеìы образуется в виäе произвеäения
характеристи÷еских уравнений поäсистеì с у÷е-
тоì их взаиìосвязей, ÷то привоäит к характерис-
ти÷ескоìу уравнениþ виäа

D(s) = a0s
n + a1s

n – 1 + ... + a
n –1s + a

n
 = 0, (1)

но с о÷енü высокой степенüþ n > (25—40). Дëя
оöенки устой÷ивости систеìы в наøе вреìя урав-
нение (1) не требует поиска собственных зна÷е-
ний, но и не позвоëяет, кроìе установëения фак-
тов устой÷ивости, эффективно иссëеäоватü при-
÷ину прироäы форìирования устой÷ивости всей
ìноãосвязной систеìы с испоëüзованиеì приве-
äенных выøе критериев. Множество существуþ-
щих на сеãоäня аëãоритìов и проãраìì позвоëяет
опреäеëитü устой÷ивостü МСАУ, но не позвоëяет
анаëизироватü вëияние на степенü устой÷ивости
МСАУ, наприìер, оäновреìенноãо изìенения ìно-
жества физи÷еских параìетров поäсистеì и коэф-
фиöиентов связи ìежäу ниìи, так как связü ìежäу
коэффиöиентаìи a

i
 уравнения (1) и физи÷ескиìи

параìетраìи систеìы не всеãäа ÷етко проявëяется.

2. ÏÀÐÀÄÈÃÌÀ ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÑÒÈ È.Í. ÂÎÇÍÅÑÅÍÑÊÎÃÎ

В 1938 ã. в работе [2] И.Н. Вознесенскоãо быë
сфорìуëирован принöип автоноìности МСАУ по
собственныì äвиженияì.
Дëя реаëизаöии этоãо принöипа нужно быëо

рассìотретü третüþ ìоäеëü МСАУ и синтезиро-
ватü искусственные связи ìежäу поäсистеìаìи
÷ерез ìноãоìерный реãуëятор такиì образоì, ÷то-

Рис. 1. МСАУ СДО
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бы они коìпенсироваëи естественные связи ÷ерез
ìноãоìерный объект. Тоãäа структура всей МСАУ
распаäется на отäеëüные устой÷ивые поäсистеìы.
Оäнако äобитüся поëной коìпенсаöии естествен-
ных связей ÷асто не уäается из-за инерöионности
эëеìентов систеìы. При этоì ре÷ü иäет о коìпен-
саöии связей тоëüко на конкретноì режиìе рабо-
ты систеìы. С изìенениеì режиìов ее работы не-
обхоäиìо всþ МСАУ перенастраиватü. Есëи эту
заäа÷у реøатü как заäа÷у экстреìаëüной настрой-
ки МСАУ, то ìожно äобитüся опреäеëенных ус-
пехов [3].
В работе [4] пробëеìа автоноìности реøаëасü

бëаãоäаря структураì поäсистеì, позвоëяþщиì
äостиãатü неоãрани÷енное увеëи÷ение коэффиöи-
ента усиëения без наруøения устой÷ивости МСАУ
в öеëоì.
При äостижении высокоãо быстроäействия

поäсистеì их взаиìное вëияние äруã на äруãа ока-
зывается ìиниìаëüныì: поäсистеìы из-за быст-
роãо выпоëнения своей заäа÷и управëения не ус-
певаþт поëностüþ реаãироватü на возäействия äру-
ãих поäсистеì. Автор работы [4] заìе÷ает, ÷то при
таких свойствах систеìы ìожно äости÷ü ее инва-
риантности от наãрузки. При этоì все же отìе÷а-
ется, ÷то äëя ряäа важных объектов äостижение
автоноìности противоре÷ит техноëоãи÷ескиì про-
öессаì.
Позäнее быëо показано, ÷то при управëении

сëожныìи äинаìи÷ескиìи объектаìи ìноãосвяз-
ное управëение просто необхоäиìо и позвоëяет
äости÷ü боëее высокой эффективности, ÷еì пере-
хоä к автоноìной структуре. Несìотря на это, на
основе параäиãìы автоноìности построены ìно-
ãие проìыøëенные систеìы в ìетаëëурãии, энер-
ãетике, при управëении систеìой паровых кот-
ëов, при реãуëировании тепëофикаöионных тур-
бин, работаþщих в стабиëüных усëовиях.

3. ÏÀÐÀÄÈÃÌÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÌÑÀÓ, 
ÎÑÍÎÂÀÍÍÀß ÍÀ ÎÏÈÑÀÍÈÈ Â ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈß

Эта параäиãìа реаëизует ÷исто ìатеìати÷еский
поäхоä, коãäа описание МСАУ в виäе äифферен-
öиаëüноãо уравнения n-ãо поряäка своäят к ее опи-
саниþ в виäе систеìы äифференöиаëüных уравне-
ний первоãо поряäка (форìа Коøи). Такой поäхоä
äаë оãроìный тоë÷ок к изу÷ениþ свойств äинаìи-
÷еских систеì с обратной связüþ.
Пустü äинаìи÷еская систеìа описывается сис-

теìой уравнений, заäанной в векторно-ìатри÷ной
форìе:

 = AX + BU,

Y = CX, (2)

ãäе A = ||a
ij
||
nЅn

, B = ||b
ik
||
nЅm

, C = ||cλi
||
pЅn

, естü ÷исëо-
вые ìатриöы с ÷исëенныìи зна÷енияìи коэффи-

öиентов; X — вектор переìенных состояния; Y —
вектор выхоäных переìенных состояния; U — век-
тор вхоäных переìенных (управëение).
Отìетиì, ÷то при такой форìе записи МСАУ

жеëатеëüно строитü в кëассе поëностüþ управëяе-
ìых, поëностüþ набëþäаеìых и структурно-устой-
÷ивых систеì. При этоì структура МСАУ поëно-
стüþ растворяется в ìатеìати÷еской структуре (2).
Заäавая разëи÷ные зна÷ения ÷исëовыì пара-

ìетраì ìатриö A, B, C, ìожно опреäеëитü в ëþ-
бой ìоìент вреìени состояние систеìы X (тра-
екториþ äвижения, реøение систеìы (2)). Этот
проöесс ìожно повторятü ìноãократно. Мноãооб-
разие ìетоäов иссëеäования, поëу÷енных в резуëü-
тате разëи÷ных ìоäификаöий ìоäеëи (2), не ìеняет
сути иссëеäования äинаìи÷еских систеì в про-
странстве переìенных состояния. Оäнако анаëиз
устой÷ивости МСАУ посëе преобразования ее ха-
рактеристи÷ескоãо уравнения, записанноãо в виäе

D(s) = det[Is – A] = 0,

ãäе I — еäини÷ная ìатриöа, в итоãе своäится к ха-
рактеристи÷ескоìу уравнениþ (1). А это зна÷ит,
÷то пробëеìа ãенезиса (происхожäения) устой÷и-
вости МСАУ остается по-прежнеìу открытой.
Друãой неäостаток этой параäиãìы, с то÷ки зре-

ния инженерной практики, закëþ÷ается в труäно-
сти установëения пряìой связи ìежäу переìенны-
ìи состояния и физи÷ескиìи параìетраìи реаëü-
ной систеìы. По этой при÷ине реаëизаöия äанной
параäиãìы при проектировании реаëüных МСАУ
встре÷ает опреäеëенные труäности и оãрани÷ения.
Испоëüзуя äаннуþ параäиãìу, инженер-проекти-
ровщик не ìожет поëу÷итü ÷еткий ответ на воп-
рос: как изìенятся свойства МСАУ, есëи оäновре-
ìенно внести изìенения в характеристики тех иëи
иных эëеìентов реаëüной конструкöии систеìы?
Останется ëи при этоì реаëüная систеìа устой-
÷ивой?
Несìотря на эти прикëаäные пробëеìы, äанная

параäиãìа эффективно работает при иссëеäовании
МСАУ на уровне их ìатеìати÷ескоãо описания (2).
Некоторые пробëеìы ìожно снятü, есëи к пост-
роениþ ìоäеëи (2) поäхоäитü не сверху, а снизу,
т. е. иäти от ìоäеëей эëеìентов, постепенно объ-
еäиняя их в систеìу (2).
Даже есëи ìатриöу А состояния ìноãосвязной

систеìы составитü как ìноãосвязное соеäинение
поäìатриö физи÷еских поäсистеì и коэффиöиен-
тов связи ìежäу ниìи, то ìожно повыситü эф-
фективностü иссëеäования — наприìер, анаëизи-
роватü изìенение запасов устой÷ивости МСАУ в
зависиìости от изìенения отäеëüных параìетров
поäсистеì. Оäнако заäа÷а усëожняется, есëи оäно-
вреìенно ìенятü систеìные характеристики поä-
систеì. Кроìе тоãо, устой÷ивостü МСАУ опреäеëя-
ется коìпëексаìи, преäставëяþщиìи собой объ-

X
·
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еäинение äвух, трех, ...., n поäсистеì, связанных
ìноãоìерныìи характеристикаìи связи, которые
в ìатри÷ной форìе в явноì виäе не проявëяþтся.
Поэтоìу, на наø взãëяä, изу÷ение ãенезиса устой-
÷ивости МСАУ при варüировании систеìных ха-
рактеристик поäсистеì потребует провеäения äо-
поëнитеëüных иссëеäований, ÷то при проектиро-
вании реаëüных МСАУ порожäает опреäеëенные
труäности и оãрани÷ения.
Дëя оöенки устой÷ивости заäанной МСАУ по

ее ìатеìати÷еской ìоäеëи параäиãìа пространст-
ва состояний ìожет успеøно приìенятüся. Она
ëежит в основе совреìенной теории управëения
äинаìи÷ескиìи систеìаìи с обратной связüþ и от-
ражена во ìноãих работах иссëеäоватеëей [5—15].

4. ÏÀÐÀÄÈÃÌÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÌÑÀÓ, 
ÎÑÍÎÂÀÍÍÀß ÍÀ ÎÏÈÑÀÍÈÈ Â ÔÎÐÌÅ 

ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÅÐÅÄÀÒÎ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Матри÷ная форìа описания äинаìики МСАУ
äостато÷но уäобна и äеëает поëу÷аеìые резуëüта-
ты боëее обозриìыìи. Оäнако описание МСАУ с
поìощüþ МПФ (сì. рис. 1) в опреäеëенноì сìысëе
непоëно и в некоторой степени не отражает пове-
äения систеìы в öеëоì, так как не äает инфорìа-
öии о повеäении неуправëяеìых и ненабëþäаеìых
÷астей систеìы. Дëя поëноãо описания систеìы
перехоäят к ее описаниþ в пространстве состоя-
ний (2), разìерностü котороãо равна ÷исëу степе-
ней свобоäы систеìы. При этоì вектор выхоäных
реãуëируеìых коорäинат МСАУ связан с вектороì
переìенных состояния ëинейныì соотноøениеì.
Неäостаток äанной параäиãìы в какой-то сте-

пени повторяет неäостатки параäиãìы описания
МСАУ в пространстве состояний. В резуëüтате ìат-
ри÷ных преобразований инженер-проектировщик
поëу÷ает коне÷ный резуëüтат при заäанных пара-
ìетрах систеìы и вхоäных возäействиях U(t), а са-
ìи ìатри÷ные преобразования не отражаþт физи-
÷еских проöессов.
По-прежнеìу остается вопрос: как установитü

связü ìежäу физи÷ескиìи параìетраìи реаëüной
систеìы и параìетраìи ìатри÷ных преобразова-
ний? Дëя установëения вëияния изìенения какоãо-
ëибо физи÷ескоãо параìетра, наприìер, на устой-
÷ивостü систеìы, требуется, как и в преäыäущей
параäиãìе, ìноãократное повторение ÷исëенноãо
экспериìента. Заäа÷а еще боëее усëожняется, есëи
оäновреìенно варüируется ãруппа физи÷еских па-
раìетров.
Отìетиì, ÷то на основе ìатри÷ных преобразо-

ваний поëу÷ение, наприìер, критериев устой÷и-
вости в анаëити÷еской форìе, как это иìеет ìесто
в кëасси÷еской теории управëения, практи÷ески
невозìожно. Анаëиз устой÷ивости МСАУ проис-
хоäит по-прежнеìу на основе анаëиза характерис-

ти÷ескоãо уравнения (1), которое поëу÷ено путеì
преобразования уравнения

D(s) = det[I + W(s)R(s)] = 0. (3)

Анаëиз устой÷ивости по уравненияì (1) иëи (3)
не äает ответа на вопрос, как вëияþт на устой÷и-
востü МСАУ свойства отäеëüных поäсистеì и свой-
ства взаиìных связей ìежäу поäсистеìаìи.
Иссëеäованиþ свойств МСАУ на основе ìат-

ри÷ных ìетоäов посвящены работы А.А. Красов-
скоãо [16], М.В. Меерова [17], П.И. Чинаева [18],
В.Т. Морозовскоãо [19], О.С. Собоëева [20]. Ре-
зуëüтаты практи÷ескоãо приìенения теории ìно-
ãосвязных систеì отражены в работах В.А. Боäне-
ра [21, 22], А.А. Шевякова [23], Р.Т. Януøевскоãо
[24], У.Х. Рея [25] и äруãих иссëеäоватеëей.

5. ÏÀÐÀÄÈÃÌÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÌÑÀÓ Á.Í. ÏÅÒÐÎÂÀ, 
ÎÑÍÎÂÀÍÍÀß ÍÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ 

ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÑÈÑÒÅÌÛ È ×ÀÑÒÎÒÍÛÕ 
ÌÅÒÎÄÀÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

В конöе 1970-х ãã. акаäеìикоì Б.Н. Петровыì
быëа поставëена заäа÷а: осуществитü описание
МСАУ боëее крупныìи (÷еì эëеìенты поäсистеì)
физи÷ескиìи бëокаìи и ìноãоìерныìи эëеìента-
ìи связей ìежäу ниìи. Саì акаäеìик Б.Н. Петров
известен в теории автоìати÷ескоãо управëения как
автор параäиãìы перехоäа от систеìы äифферен-
öиаëüных уравнений к ее структурноìу преäстав-
ëениþ в виäе функöионаëüных бëоков с операто-
раìи и связяìи ìежäу ниìи [1]. Эта параäиãìа äаëа
новый коëоссаëüный тоë÷ок в развитии и созäа-
нии кëасси÷еской теории автоìати÷ескоãо управ-
ëения (ТАУ). Теперü быëа поставëена анаëоãи÷-
ная заäа÷а переä иссëеäоватеëяìи МСАУ. Гëавная
öеëü реøения поставëенной заäа÷и закëþ÷аëасü в
сохранении физи÷ности структуры и всех преоб-
разований, ÷тобы инженер-проектировщик то÷но
знаë (не реøая систеìу äифференöиаëüных урав-
нений), какие вносиìые иì изìенения буäут спо-
собствоватü уëу÷øениþ äинаìи÷еских свойств
МСАУ.
Реøение этой пробëеìы в виäе новой форìы

описания МСАУ ÷ерез физи÷еские характеристи-
ки поäсистеì и ìноãоìерные характеристики свя-
зей быëо преäставëено в Докëаäах Акаäеìии наук
СССР [26]. Эта форìа описания испоëüзоваëасü в
äаëüнейøеì в работах [27—29].
Из преäставëенной структуры МСАУ (сì. рис. 1)

виäно, ÷то она состоит из ìножества взаиìосвя-
занных заìкнутых сепаратных поäсистеì, заäа÷а
функöионирования кажäой из которых закëþ÷а-
ется в управëении оäной (собственной) выхоäной
коорäинатой объекта. Из привеäенных выøе ìоäе-
ëей МСАУ рассìотриì как наибоëее распростра-
неннуþ в инженерной практике первуþ ìоäеëü, в
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которой связи ìежäу поäсистеìаìи осуществëяþт-
ся ÷ерез ìноãоìерный объект управëения. В этоì
сëу÷ае, как отìе÷аëосü, МПФ R(s) реãуëятора бу-
äет äиаãонаëüной, на которой распоëожены пере-
äато÷ные функöии R

i
(s).

Основное требование к описаниþ äинаìи÷ес-
ких характеристик МСАУ закëþ÷ается в тоì, ÷то-
бы оно обеспе÷иваëо возìожностü отëи÷атü как
оäну поäсистеìу от äруãой, так и оäин эëеìент свя-
зей от äруãоãо, т. е. кажäая характеристика äоëж-
на иìетü своþ «инäивиäуаëüностü». Дëя этоãо вво-
äится упоряäо÷енная ìаркировка характеристик
как поäсистеì, так и эëеìентов связи с указаниеì
их разìерности.
В ка÷естве отäеëüной i-й поäсистеìы рассìот-

риì заìкнутуþ систеìу с ее внутренниì строени-
еì, которая осуществëяет управëение собственной
i-й выхоäной коорäинатой ìноãоìерноãо объекта
управëения. В ка÷естве инäивиäуаëüной характе-
ристики (ИХ) i-й поäсистеìы рассìотриì харак-
теристику, которая поëностüþ отражает изу÷аеìые
свойства поäсистеìы и сëужит выражениеì этих
свойств и отëи÷итеëüных признаков. Такиì требо-
ванияì уäовëетворяет инäивиäуаëüная переäато÷-
ная функöия Φ

i
(s) в режиìе управëения, коãäа i-я

поäсистеìа функöионирует в изоëированноì (ав-
тоноìноì) от äруãих поäсистеì режиìе:

∇i: Φ
i
(s) =  = .

Отìетиì, ÷то в ка÷естве ИХ i-й поäсистеìы ìо-
ãут бытü рассìотрены также ее аìпëитуäно-фазо-
вая характеристика (АФХ) Φ

i
( jω) и переäато÷ная

функöия по оøибке Φε(s) = 1 – Φ
i
(s). В äанноì

сëу÷ае i-я поäсистеìа соответствует реаëüной фи-
зи÷еской систеìе, иìеþщей саìостоятеëüное кон-
структорское зна÷ение и своþ инäивиäуаëüнуþ
äинаìи÷ескуþ характеристику (ìоäеëü), которая
øироко испоëüзуется в кëасси÷еской ТАУ с ее хо-
роøо развитыìи ìетоäаìи иссëеäования заìкну-
тых систеì с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì.
Дëя конкретизаöии отноøений ìежäу поäсис-

теìаìи и выражения их особенностей ввоäят в
рассìотрение ìноãоìернуþ характеристику взаиì-
ных связей (ХВС). Эта характеристика (ìоäеëü)
отражает реаëüно существуþщие взаиìоотноøе-
ния ìежäу поäсистеìаìи, и их ìатеìати÷еская
ìоäеëü строится из типовых äинаìи÷еских звенüев
кëасси÷еской ТАУ. Дëя рассìатриваеìоãо кëасса
МСАУ перекрестные связи ìежäу поäсистеìаìи
опреäеëяþтся тоëüко неäиаãонаëüныìи эëеìен-
таìи W

ij
(s) (i ≠ j) МПФ W(s) ìноãоìерноãо объ-

екта управëения, которые образуþт ìатриöу связей

||W
ij
(s)γ

ij
||, ãäе γ

ij
 =  i, j = . Эта ìатриöа

отражает инäивиäуаëüностü отноøений ìежäу па-
раìи, тройкаìи, ÷етверкаìи и т. ä. поäсистеì.
Дëя äанноãо кëасса МСАУ важно выявитü не

стоëüко абсоëþтное äействие перекрестных свя-
зей, скоëüко их äействие относитеëüно пряìых
связей ÷ерез объект управëения. Посëеäние харак-
теризуþтся äиаãонаëüной ìатриöей виäа ||W

ij
(s)δ

ij
||,

ãäе δ
ij
 =  i, j = .

Эта относитеëüная связü ìежäу поäсистеìаìи и
рассìатривается в ка÷естве ìноãоìерной ХВС в
МСАУ. Матеìати÷еская ìоäеëü ìноãоìерной ХВС
ìежäу k поäсистеìаìи иìеет виä:

H
k
(s) = . (4)

Характеристика H
k
(s) ìожет бытü ëибо вещест-

венной, ëибо коìпëексной, ëибо ìниìой.
По характеру äействия ìноãоìерная ХВС ìо-

жет бытü ãибкой иëи жесткой, стабиëизируþщей
иëи äестабиëизируþщей, форсируþщей, инерöи-
онной иëи запазäываþщей. В общеì сëу÷ае она
характеризует как знак, так и веëи÷ину («сиëу»), а
также характер связей в ãруппе из k поäсистеì, ко-
торые соеäинены в еäиное öеëое этиì ìноãоìер-
ныì эëеìентоì связи.
Такиì образоì, ìоäеëü (4) позвоëяет конкрети-

зироватü характер связей ìежäу поäсистеìаìи, а
ìеняя знак, параìетры и структуру ìоäеëи, ìожно
реøитü заäа÷у синтеза связей в МСАУ из усëовия
обеспе÷ения требуеìых свойств систеìы в öеëоì.
Среäи разëи÷ных типов МСАУ ÷асто выäеëя-

þт кëасс ãоìоãенных (иäенти÷ных, оäнотипных)
МСАУ, у которых ИХ Φ

i
(s) поäсистеì иäенти÷ны

и равны äруã äруãу. Дëя этоãо кëасса МСАУ öе-
ëесообразно ввести понятие обобщенной ХВС,
преäставëяþщей собой суììу характеристик свя-
зи поäсистеì оäноãо кëасса эквиваëентности.
Наприìер, äëя всех взаиìосвязанных пар поäсис-
теì эта обобщенная характеристика связей (ХС)

буäет равна H2(s) = H
ij
(s), äëя всех взаиìосвя-

занных троек в n-ìерной систеìе обобщенная ХС

H3(s) = H
ijk

(s), ãäе  — ÷исëо со÷етаний из

n по k, равное  = , и т. ä.

Обобщенная ХС выражает суììарнуþ связü

H
k
(s), созäаваеìуþ ãруппой из  иäенти÷ных

поäсистеì. При этоì сëаãаеìые, вхоäящие в H
k
(s),

ìоãут бытü разноãо знака, ÷то не искëþ÷ает сëу-

Xi s( )

Xi
o

s( )
--------------

Ri s( )Wii s( )
1 Ri s( )Wii s( )+
---------------------------------------

1 i j,≠,
0 i, j,=⎩

⎨
⎧

1 n,

1 i, j,=

0 i j,≠,⎩
⎨
⎧

1 n,

det Wij s( )γij kЅk

det Wij s( )δij kЅk

--------------------------------------------

i j, 1=

Cn
2

∑

i j k, , 1=

Cn
3

∑ Cn
k

Cn
k n!

k! n k–( )!
------------------------

Cn
k
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÷ая, коãäа связи ìежäу поäсистеìаìи в раìках
оäноãо кëасса эквиваëентности буäут коìпенси-
роватü äруã äруãа, — тоãäа H

k
(s) = 0. То же саìое

поëу÷ается, есëи связи ìежäу поäсистеìаìи в k-ì
кëассе эквиваëентности отсутствуþт.
Ввеäенные выøе понятия ИХ поäсистеì и ìно-

ãоìерных ХВС позвоëяþт осуществитü перехоä
от описания МСАУ на уровне эëеìентарных äи-
наìи÷еских звенüев к описаниþ на уровне поäсис-
теì и ìноãоìерных ХВС, образованных из этих
эëеìентов.
Новой форìе описания МСАУ буäут соответст-

воватü и новые структурные схеìы, которые ìож-
но изобразитü в виäе петëевоãо ìаркированноãо
орãрафа (рис. 2).
Дëя структур МСАУ, изображенных на рис. 2,

характеристи÷еское уравнение ìожет бытü преä-
ставëено ÷ерез ИХ поäсистеì и ХВС ìежäу ниìи
[27—29]:

D(Φ, H) = 1 + Φ
i
Φ

j
H

ij
 + Φ

i
Φ

j
Φ

k
H

ijk
 + ...

... + H1n Φ
i
 = 0. (5)

Зäесü ИХ Φ
i
(s) поäсистеì и ХВС H

k
(s) явëяþтся

функöияìи коìпëексной переìенной s, а это оз-
на÷ает, ÷то äëя иссëеäования характеристи÷еско-
ãо уравнения (5) ìоãут приìенятüся ÷астотные
ìетоäы.
Запиøеì характеристи÷еское уравнение (5)

äëя кëасса МСАУ с ãоìоãенныìи (оäнотипныìи,
иäенти÷ныìи) поäсистеìаìи. У÷итывая, ÷то

Φ1(s) = Φ2(s) = ... = Φ
n
(s) = Φ(s),

поëу÷иì:

D(Φ, H) = 1 + H2(s)Φ
2(s) + H3(s)Φ

3(s) + ...

... + H
k
(s)Φk(s) + ... + H

n
(s)Φn(s) = 0,

ãäе H
k
(s) — обобщенная ХВС äëя поäсистеìы k-ãо

разìера, которая вы÷исëяется по форìуëе (4).
Такиì образоì, поëу÷иëосü характеристи÷ес-

кое уравнение с коìпëексныìи коэффиöиентаìи
относитеëüно оäной переìенной Ф(s).
Рассìотриì сëу÷ай, коãäа связü ëибо тоëüко ÷е-

рез объект, ëибо тоëüко ÷ерез реãуëятор выража-
ется в виäе ÷исëовых коэффиöиентов k

ij
. При этоì

ХВС буäет иìетü виä:

h
k
 = . (6)

Тоãäа характеристи÷еское уравнение äëя ãоìо-
ãенных (оäнотипных) систеì буäет иìетü виä [30]:

D(Φ, h) = 1 + h2Φ
2(s) + h3Φ

3(s) + ...

... + h
n
Φn(s) = 0. (7)

Характеристи÷еское уравнение (7) ìожно пе-
реписатü в äруãоì виäе. С у÷етоì преäпоëожения,

÷то Φ(s) = , ãäе M(s) естü характеристи÷еский

поëиноì поäсистеìы, характеристи÷еское уравне-
ние МСАУ буäет иìетü виä [31]:

D(M, h) = Mn(s) + h2M
n – 2(s) + h3M

n – 3(s) + ...

... + h
n – 1M(s) + h

n
 = 0. (8)

Зäесü характеристи÷еский поëиноì M(s) (Эр-
ìита — Михайëова) выступает в ка÷естве ИХ поä-
систеì.
Записü характеристи÷еских уравнений в форìе

(7) и (8) открывает новые возìожности в иссëеäо-
вании ìноãосвязных систеì.
Такиì образоì, параäиãìа Б.Н. Петрова поз-

воëиëа изу÷атü разäеëüно инäивиäуаëüные харак-
теристики Φ

i
(s), M

i
(s) поäсистеì и обобщенные

ХВС H
k
(s) ìежäу поäсистеìаìи, а затеì интеãри-

роватü их вìесте в еäинуþ характеристику реаëü-
ной МСАУ äëя изу÷ения ее систеìных свойств.

Рис. 2. Структура МСАУ в форме петлевого маркированного орграфа

i j, 1=

Cn
2

∑
i j k, , 1=

Cn
3

∑

i 1=

n

∏

det Kijγij kЅk

det Kijδij kЅk
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6. ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÑÀÓ 
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÀÐÀÄÈÃÌÛ Á.Í. ÏÅÒÐÎÂÀ

На÷иная с 80-х ãоäов проøëоãо века, нау÷ное
направëение на основе параäиãìы Б.Н. Петрова
развиваëосü в Уфиìскоì авиаöионноì институте
(УАИ), а с 1992 ã. — в Уфиìскоì ãосуäарственноì
авиаöионноì техни÷ескоì университете (УГАТУ)
в нау÷ной øкоëе, возãëавëяеìой профессороì
Б.Г. Иëüясовыì.
На первых этапах реøение характеристи÷еско-

ãо уравнения (5) осуществëяëосü на основе ÷ас-
тотных и ÷исëенных ìетоäов, которые позвоëяëи
оöениватü устой÷ивостü проектируеìых МСАУ ãа-
зотурбинныìи äвиãатеëяìи (ГТД) сверхзвуковых
ëетатеëüных аппаратов (ЛА) при их работе в раз-
ëи÷ных усëовиях поëета.
Резуëüтаты этих ранних иссëеäований быëи из-

ëожены в ìоноãрафиях [27, 28] в соавторстве с у÷е-
ныìи Института пробëеì управëения (ИПУ) иì.
В.А. Трапезникова и Центраëüноãо института авиа-
öионноãо ìоторостроения (ЦИАМ) иì. П.И. Ба-
ранова.
В этот периоä быëи поëу÷ены усëовия стати-

÷еской устой÷ивости (т. е. поëожитеëüности сво-
боäноãо ÷ëена характеристи÷ескоãо уравнения)
МСАУ, состоящей из иäенти÷ных астати÷еских
поäсистеì, т. е. Ф(0) = 1,

D(h, Φ) = 1 + h2 + h3 + ... + h
n
 > 0, (9)

и МСАУ, состоящей из иäенти÷ных стати÷еских
поäсистеì,

D(h, Φ) = 1 + h2Φ2(0) + h3Φ
3(0) + ...

... + h
n
Φn(0) > 0, (10)

ãäе Φ(0) = , k — коэффиöиент усиëения ра-

зоìкнутой поäсистеìы.
Такая форìа записи, в отëи÷ие от ìатри÷ной

форìы, позвоëяет проще анаëизироватü вëияние
на проöесс форìирования такоãо свойства МСАУ,
как стати÷еская устой÷ивостü, ввиäу связей ìежäу
поäсистеìаìи, т. е. проще оöениватü наруøение
структурной устой÷ивости из-за изìенения веëи-
÷ин связей ìежäу поäсистеìаìи.
Дëя МСАУ, состоящей из разëи÷ных стати÷ес-

ких поäсистеì, усëовие стати÷еской устой÷ивости
иìеет виä:

D(h, Φ) = 1 + h2Φ1(0)Φ2(0) + h3 Φ
i
(0) + ...

... + h
n

Φ
i
(0) > 0.

Дëя оöенки äинаìи÷еской устой÷ивости ìето-
äоì D-разбиения быëа реøена анаëити÷ески заäа-
÷а устой÷ивости трехсвязной систеìы, состоящей
из трех иäенти÷ных поäсистеì второãо поряäка,
взаиìосвязанных äруã с äруãоì по выхоäныì ко-
орäинатаì ÷исëовыìи коэффиöиентаìи. Характе-
ристи÷еское уравнение этой систеìы

D(h, Φ) = 1 + h2Φ
2(s) + h3Φ

3(s) = 0 (11)

быëо преäставëено на пëоскости коэффиöиентов
связи (h2, h3) (рис. 3). В ка÷естве приìера инäиви-
äуаëüной характеристики поäсистеìы быëа взята
функöия

Φ(s) = 1/(τ2
s
2 + 2ξτs + 1),

ãäе τ = 0,5 c; ξ ∈ (0,1 ... 1) [28, 29].
Из рис. 3 виäно, ÷то ÷еì ìенüøе äеìпфирова-

ны поäсистеìы, теì ìенüøе по разìераì обëастü
устой÷ивости всей МСАУ.
Приìеняя ÷исëенные и ÷астотные ìетоäы, ìож-

но реøитü уравнение (11) и äëя боëее сëожноãо
виäа и боëее высокоãо поряäка функöии Φ(s). От-
ìетиì, ÷то äанный поäхоä позвоëиë на практике
впервые оöениватü устой÷ивостü проектируеìых
трехсвязных САУ ãазотурбинных äвиãатеëей сверх-
звуковых ЛА на основе их ìатеìати÷еских ìоäе-
ëей [27, 28].
На основе поëу÷енных резуëüтатов быëи впер-

вые сфорìуëированы öентраëüные поëожения (за-
коноìерности) äëя МСАУ, состоящей из устой÷и-
вых иäенти÷ных поäсистеì, связанных äруã с äру-
ãоì по выхоäныì коорäинатаì.

k

1 k+
------------

i 1=

3

∏

i 1=

n

∏

Рис. 3. Области устойчивости трехсвязной САУ при различных
значениях x
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Положение 1. Усëовия (9) и (10) стати÷еской
устой÷ивости äанноãо кëасса МСАУ оäновреìен-
но явëяþтся и усëовиеì ее структурной устой÷и-
вости, так как при наруøении этих усëовий ус-
той÷ивостü МСАУ не ìожет бытü äостиãнута из-за
изìенения параìетров поäсистеì. Этот вывоä
справеäëив и äëя МСАУ с устой÷ивыìи поäсисте-
ìаìи, иìеþщиìи разëи÷нуþ структуру и инäиви-
äуаëüнуþ характеристику.

Положение 2. Есëи в составе устой÷ивой МСАУ
появиëасü структурно-неустой÷ивая поäсистеìа, то
это буäет äостато÷ныì усëовиеì структурной не-
устой÷ивости всей МСАУ, в которой все поäсис-
теìы связаны äруã с äруãоì по выхоäныì коор-
äинатаì ÷исëенныìи коэффиöиентаìи связи, ибо
изìенение коэффиöиентов связи h2 иëи h3 не поз-
воëяет в этоì сëу÷ае восстановитü структурнуþ ус-
той÷ивостü МСАУ в öеëоì.

Положение 3. Дëя МСАУ, в которой ÷исëовые
связи ìежäу n поäсистеìаìи реаëизуþтся ëибо
÷ерез ìноãоìерный объект управëения, ëибо ÷ерез
ìноãоìерный реãуëятор, äопоëнитеëüно äоëжно
существоватü n крити÷еских то÷ек, распоëожен-
ных на ãраниöе устой÷ивости МСАУ и опреäеëя-
еìых уравненияìи ìноãоìерных связей.

Положение 4. Зна÷ения крити÷еских то÷ек оп-
реäеëяþтся корняìи уравнения ìноãоìерной свя-
зи, которые поëу÷аþтся ëибо из характеристи÷ес-
коãо уравнения (7) заìеной Φ(s) на x

D(h, x) = 1 + h2x
2 + h3x

3 + ... + h
n
x
n = 0, (12)

ëибо из характеристи÷ескоãо уравнения (8) заìе-
ной M(s) на z

D(h, z) = zn + h2z
n – 2 + h3z

n – 3 + ... + h
n
 = 0, (13)

ãäе поряäок n уравнения связи опреäеëяется коëи-
÷ествоì взаиìосвязанных поäсистеì.
Понятие уравнения ìноãоìерных связей ÷е-

рез ìноãоìерные коэффиöиенты h
i
 в параäиãìе

Б.Н. Петрова быëо ввеäено впервые.
Положение 5. Дëя äинаìи÷еской устой÷ивости

МСАУ, в которой иäенти÷ные поäсистеìы жестко
связаны äруã с äруãоì по выхоäныì коорäинатаì,
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы соответствуþщая
АФХ поäсистеìы Φ( jω) при изìенении ÷астоты ω
от 0 äо +∞ не пересекаëа и не охватываëа ни оäну
из крити÷еских то÷ек уравнения связи (12), а ха-
рактеристи÷еский поëиноì M( jω) Эрìита — Ми-
хайëова не пересекаë, но охватываë все крити÷ес-
кие то÷ки уравнения связи (13).

Положение 6. Дëя МСАУ с иäенти÷ныìи поä-
систеìаìи ввеäено понятие запасов устой÷ивости
(по ìоäуëþ и по фазе) как расстояния соответст-
вуþщей ÷астотной характеристики поäсистеìы на
коìпëексной пëоскости äо бëижайøей крити÷ес-
кой то÷ки уравнений ìноãоìерных связей (12) иëи
(13) [32]. Данное поëожение справеäëиво и при

наëи÷ии у иäенти÷ных поäсистеì эëеìентов с ÷ис-
тыì запазäываниеì [33].

Положение 7. Линейная МСАУ с иäенти÷ныìи
n поäсистеìаìи, связанныìи äруã с äруãоì по вы-
хоäныì коорäинатаì, нахоäится на ãраниöе коëе-
батеëüной устой÷ивости, т. е. в ней возникаþт ус-
тановивøиеся коëебания (периоäи÷еские äвиже-
ния с ÷астотой ω

n
 и аìпëитуäой α

n
), есëи оäна из

характеристик иäенти÷ной поäсистеìы прохоäит
÷ерез бëижайøуþ крити÷ескуþ то÷ку уравнений
связи (12) иëи (13). При этоì аìпëитуäа и ÷астота
коëебаний опреäеëяþтся из соответствуþщей ин-
äивиäуаëüной характеристики поäсистеìы и ха-
рактеристики ìноãоìерной связи [30, 31].
На основе поëожения 3 быëи сфорìуëированы

äва конкретных ÷астотных критерия устой÷ивости.
Критерий 1. Дëя устой÷ивости ëинейной МСАУ

с ÷исëовыìи коэффиöиентаìи связи ìежäу иäен-
ти÷ныìи поäсистеìаìи необхоäиìо и äостато÷но,
÷тобы при изìенении ÷астоты ω от 0 äо ∞ АФХ
поäсистеìы Φ( jω) не пересекаëа и не охватываëа
ни оäну из крити÷еских то÷ек, опреäеëяеìых зна-
÷енияìи корней уравнения связи (12) [30].
В работах [31, 32] привеäены приìеры ÷исëен-

ных рас÷етов, поäтвержäаþщих äанный критерий
(рис. 4).

Пример 1. Переäато÷ная функöия заìкнутой устой-
÷ивой сепаратной поäсистеìы в составе трехсвязной

систеìы иìеет виä: Φ(s) = 1/(s3 + 3s
2 + 2s + 1).

Чисëовые связи ìежäу поäсистеìаìи осуществëяþт-
ся ÷ерез ìноãоìерный эëеìент связи

h = .

Характеристи÷еское уравнение систеìы с ÷исëовыìи
коэффиöиентаìи относитеëüно функöии Ф иìеет виä:

D(Φ) = 1 + h2Φ
2 + h3Φ

3 = 0, (14)

Рис. 4. Годограф функции Ф(jw) и критические точки x
i
, i = 1 3,

0 0,2 0,4

0,2 0 0,5

0,2 0,5 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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ãäе h3 = –0,6; h2 = –0,37 опреäеëяþтся по форìуëе (6).
Есëи в уравнении (14) вìесто функöии Ф поставиì коì-
пëекснуþ переìеннуþ x, то поëу÷иì уравнение ìноãо-
ìерных связей:

D(x) = 1 + h2x
2 + h3x

3 = 0. (15)

При этоì зна÷ения еãо корней, т. е. крити÷еских то-
÷ек, буäут равны x1 = –5,64; x2 = –2,00; x3 = 1,48.

Построиì на коìпëексной пëоскости ãоäоãраф фун-
кöии Φ( jω) при ω ∈ (0, +∞). На этой же пëоскости рас-

поëожиì зна÷ения крити÷еских то÷ек x
i
, i = . Тоãäа,

соãëасно критериþ устой÷ивости 1, ìноãосвязная сис-
теìа буäет устой÷ива, так как АФХ автоноìной поäсис-
теìы Φ( jω) не охватывает ни оäну из крити÷еских то÷ек
уравнения (15) при изìенении ÷астоты ω от 0 äо +∞
(рис. 4). ♦

Критерий 2. Дëя устой÷ивости ëинейной МСАУ
с ÷исëовыìи коэффиöиентаìи связи по выхоäныì
коорäинатаì ìежäу иäенти÷ныìи поäсистеìаìи
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы при изìенении
÷астоты ω от 0 äо ∞ характеристи÷еский ãоäоãраф
поäсистеìы (ãоäоãраф Эрìита — Михайëова) не
пересекаë и охватываë все крити÷еские то÷ки, оп-
реäеëяеìые зна÷енияìи корней уравнения связи
виäа (13) [31].
Чисëенный приìер рас÷ета трехсвязной систе-

ìы поäтвержäает справеäëивостü äанноãо крите-
рия (рис. 5).

Пример 2. Перепиøеì характеристи÷еское уравне-
ние äëя приìера 1 соãëасно форìуëе (8):

D(M) = M3 + h2M + h3 = 0, (16)

ãäе коэффиöиенты уравнения (16) вы÷исëены по фор-
ìуëе (6) и равны h3 = –0,06; h2 = –0,37.

Уравнение крити÷еских то÷ек иìеет виä: z3 + h2z +

+ h3 = 0. Заìкнутые сепаратные поäсистеìы иìеþт ха-
рактеристи÷еское уравнение, соответствуþщее устой÷и-

вой поäсистеìе: M(s) = s3 + 3s2 + 2s + 1 = 0. При этоì
корни уравнения крити÷еских то÷ек равны z1 = 0,68;

z2 = –0,5; z3 = –0,18.

Построиì на коìпëексной пëоскости ãоäоãраф Эр-
ìита — Михайëова M( jω) при ω ∈ (0, ±∞). На этой же
пëоскости распоëожиì корни уравнения крити÷еских
то÷ек z

i
. Из рис. 5 виäно, ÷то ãоäоãраф Эрìита — Ми-

хайëова M( jω) охватывает все корни уравнения крити-
÷еских то÷ек. Соãëасно выøеизëоженноìу критериþ,
МСАУ явëяется устой÷ивой, ÷то поäтвержäаþт и пере-
хоäные проöессы. ♦

Положение 8. Привеäенные иссëеäования по-
казаëи, ÷то выøеизëоженные поëожения справеä-
ëивы и äëя МСАУ, соäержащей иäенти÷ные поä-
систеìы с öифровой иëи äискретной во вреìени
управëяþщей ÷астüþ [31].

7. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÑÀÓ 
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÀÐÀÄÈÃÌÛ Á.Í. ÏÅÒÐÎÂÀ

Данный поäхоä ìожет приìенятüся и äëя иссëе-
äования свойств неëинейных МСАУ. Наприìер,
рассìотриì кëасс неëинейных МСАУ с иäенти÷-
ныìи поäсистеìаìи, которые соäержат эëеìенты
с неëинейныìи стати÷ескиìи характеристикаìи.
При этоì связü ìежäу поäсистеìаìи осуществëя-
ется ÷ерез ìноãоìерный объект управëения.
Пустü äëя этоãо кëасса МСАУ приìениì ìе-

тоä ãарìони÷еской ëинеаризаöии, при этоì к ней
преäъявëяется жесткое требование, закëþ÷аþще-
еся в тоì, ÷тобы характеристики всех поäсистеì и
образуþщихся с поìощüþ связей заìкнутых кон-
туров уäовëетворяëи усëовиþ фиëüтра.
Преäставиì структуру неëинейной МСАУ в

виäе взаиìноãо соеäинения неëинейноãо эëеìента
(НЭ) и ëинейной ÷асти Wë систеìы на рис. 6.

Зäесü p — оператор äифференöирования, функ-
öии Wë(p) образуþт оператор ëинейной ÷асти
(ЛЧ) систеìы, а ãарìони÷ески ëинеаризованная
÷астü образует неëинейный эëеìент (НЭ) систеìы
Wн[q(α), q'(α)].
Тоãäа инäивиäуаëüная характеристика ãарìо-

ни÷ески ëинеаризованной иäенти÷ной поäсисте-
ìы иìеет виä:

Φ(p, α) = ,

ãäе q(α), q'(α) — коэффиöиенты ãарìони÷еской
ëинеаризаöии; α — аìпëитуäа вхоäноãо сиãнаëа.

1 3,

Рис. 5. Годограф Эрмита — Михайлова M(jw) и критические

точки z
i
, i = 1 3,

Рис. 6. Нелинейная МСАУ

Wн q α( ) q' α( ),[ ]Wë p( )
1 Wн q α( ) q' α( ),[ ]Wë p( )+
---------------------------------------------------------------------
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Даëее запиøеì характеристи÷еское уравнение
äëя всей МСАУ с иäенти÷ныìи неëинейныìи поä-
систеìаìи:

D(p, α) = 1 + h2Φ
2(p, α) + h3Φ3(p, α) + ...

... + h
n
Φn(p, α) = 0.

Перехоäя от функöии Φ(p, α) к M(p, α) = 1/Φ(p, α),
поëу÷иì:

D(p, α) = Mn(p, α) + h2M
n – 2(p, α) + 

+ h3M
n – 3(p, α) + ... + h

n
 = 0.

Дëя этих äвух уравнений справеäëивы и урав-
нения связи (12) и (13) соответственно.
Даëее перехоäиì к ÷астотныì характеристикаì

заìеной p = jω. Тоãäа кажäое характеристи÷еское
уравнение естü функöия от ω и α, т. е. D(ω, α) = 0.
У÷итывая, ÷то äëя ãарìони÷ески ëинеаризован-
ной МСАУ справеäëивы все восеìü изëоженных
поëожений, ìожно сфорìуëироватü äëя нее сëе-
äуþщее поëожение.

Положение 9. Дëя устой÷ивости поëожения
равновесия неëинейной МСАУ с ãарìони÷ески
ëинеаризованныìи иäенти÷ныìи поäсистеìаìи
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы при изìенении
÷астоты ω от 0 äо ±∞ характеристики Φ( jω, α) не
охватываëи бы все крити÷еские то÷ки, а кривые
M( jω, α) при варüировании аìпëитуäы α в неко-
тороì äиапазоне охватываëи бы все крити÷еские
то÷ки соответствуþщих уравнений связи, не пере-
секая их.

Положение 10. В неëинейной МСАУ иìеþт
ìесто периоäи÷еские äвижения, есëи ëибо харак-
теристика Φ( jω, α), ëибо кривая Эрìита — Михай-
ëова (характеристи÷еский поëиноì поäсистеìы)
M( jω, α) пересекаþт оäну из крити÷еских то÷ек
соответствуþщих уравнений ìноãоìерных связей
(12) иëи (13). Даëее, испоëüзуя техноëоãии кëас-
си÷еской теории управëения, опреäеëяþт ÷астоту
ωп и аìпëитуäу αп периоäи÷еских äвижений. При
этоì аìпëитуäа αп опреäеëяется по соответствуþ-
щей характеристике, а ÷астота ωп — по уравнениþ
связи.

Положение 11. Даëее по направëениþ äефор-
ìаöии кривых Φ( jω, α) иëи M( jω, α) при увеëи÷е-

нии аìпëитуäы α и по вновü заниìаеìоìу их по-
ëожениþ оöениваþт устой÷ивостü периоäи÷еских
äвижений, как это äеëается в кëасси÷еской теории
управëения.
По этой же ìетоäике быë провеäен анаëиз пе-

риоäи÷еских äвижений в оäнотипной МСАУ с не-
÷еткиìи реãуëятораìи в сепаратных поäсистеìах.

Пример 3. Требуется иссëеäоватü неëинейнуþ трех-
связнуþ систеìу на наëи÷ие автокоëебаний. Мноãо-
связная систеìа состоит из иäенти÷ных неëинейных
поäсистеì, связанных äруã с äруãоì ÷исëенныìи коэф-
фиöиентаìи по выхоäныì переìенныì Y. Неëинейная
поäсистеìа преäставëяет собой станäартнуþ структуру,
состоящуþ из неëинейноãо эëеìента (НЭ) и ëинейной
÷асти (ЛЧ) (рис. 7).

В ка÷естве НЭ рассìатривается реëе (рис. 7) с коэф-
фиöиентаìи ãарìони÷еской ëинеаризаöии, равныìи
q(α) = 4с/πα; c = π; q'(α) = 0.

Пустü переäато÷ная функöия ëинейной ÷асти равна

Wë÷ = .

Тоãäа характеристи÷еский поëиноì М(p) ãарìони-
÷ески ëинеаризованноãо уравнения поäсистеìы буäет
равен

М(p) = α(p3 + p2 + p) + 8. (17)

Матриöа h коэффиöиентов связи ìежäу поäсистеìа-
ìи равна

h = .

Характеристи÷еское уравнение трехсвязной систеìы
иìеет виä:

D(M) = M3 + h2M + h3 = 0. (18)

При иссëеäовании автоноìных поäсистеì параìет-
ры автокоëебаний равны ωп = 1; αп = 8. Из форìуëы (17)
в соответствии с уравнениеì (13) поëу÷иì уравнение
крити÷еских то÷ек, заìенив М на z:

D(z) = z3 + h2z + h3 = 0. (19)

Коэффиöиенты h2 и h3 характеристи÷ескоãо урав-
нения (18) вы÷исëиì по форìуëаì (6). При заäанных
÷исëовых зна÷ениях коэффиöиентов связи поëу÷иì
h2 = 0,8175; h3 = 1,728, тоãäа корни уравнения связи (19)

равны z1 = –0,976; z2,3 = 0,488 ± 1,238j.

Рис. 7. Структурная схема нелинейной МСАУ
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Эту заäа÷у ìожно реøитü ãрафи÷ески. Построиì ãо-
äоãраф функöии M(jω) (17) при ω ∈ (0, +∞) и α ∈ (0, +∞).
На этой же пëоскости распоëожиì собственные зна÷е-
ния уравнения крити÷еских то÷ек z

i
 (рис. 8). Из всех

корней бëижниì крити÷ескиì корнеì буäет z1 = –0,976,
так как прохожäение ãоäоãрафа M( jω, α) ÷ерез остаëü-
ные корни соответствует неустой÷ивой неëинейной
МСАУ (по выøепривеäенноìу критериþ).

Сëеäоватеëüно, в ìноãосвязной систеìе существу-
þт устой÷ивые периоäи÷еские äвижения с параìетраìи
ωп = 1; αп = 8,976. Отìетиì, ÷то при ÷исëовых связях в
ìноãосвязных систеìах (МС) ÷астота ω поäсистеì не
ìеняется, а изìеняется ëиøü аìпëитуäа αп коëебаний в
МС по сравнениþ с автоноìной поäсистеìой. ♦
Такиì образоì, приìенение параäиãìы

Б.Н. Петрова позвоëяет расøиритü äаëее ìетоäы
кëасси÷еской теории управëения на кëасс ëиней-
ных и неëинейных МСАУ, в тоì ÷исëе с ëоãи÷ес-
киìи эëеìентаìи [32], эëеìентаìи искусственно-
ãо интеëëекта [35], аäаптивныìи систеìаìи [36], а
также систеìаìи с изìеняеìой структурой [37]
при сохранении физи÷ескоãо сìысëа вëияния эëе-
ìентов систеìы на свойства МСАУ в öеëоì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Акаäеìикоì Б.Н. Петровыì и еãо у÷еникаìи
быëа преäëожена новая параäиãìа иссëеäования
МСАУ, основанная на описании характеристи÷ес-
коãо уравнения ëинейной МСАУ ÷ерез инäивиäу-
аëüные характеристики поäсистеì и ìноãоìерные
эëеìенты связей ìежäу ниìи с äаëüнейøиì иссëе-
äованиеì свойств систеìы в ÷астотной обëасти.
Это быëо сäеëано в теории ìноãосвязных систеì
впервые.
Форìирование из ìноãоìерных коэффиöиен-

тов связи уравнения связи и нахожäение по неìу
новых крити÷еских то÷ек äëя поäсистеì, по кото-
рыì ìожно оöенитü устой÷ивостü МСАУ в öеëоì,
явëяется новыì в теории ìноãосвязной систеì.
Это позвоëиëо сфорìироватü новые критерии ус-
той÷ивости МСАУ.

Данная параäиãìа Б.Н. Петрова, основанная на
структурно-функöионаëüной äекоìпозиöии МСАУ
и приìенении ÷астотных ìетоäов äëя выявëения
свойств МСАУ, принöипиаëüно отëи÷ается от су-
ществуþщих поäхоäов теì, ÷то позвоëяет в про-
öессе иссëеäований сохранитü физи÷еский сìысë
как кажäоãо эëеìента поäсистеìы, так и кажäоãо
эëеìента связи и их роëü в форìировании свойств
МСАУ.
За посëеäние 40 ëет развитие теории МСАУ на

основе параäиãìы Б.Н. Петрова осуществëяëосü в
труäах еãо у÷еников äо поëу÷ения как новых тео-
рети÷еских резуëüтатов, так и испоëüзования их
при реøении практи÷еских заäа÷. Показано, ÷то
поëу÷енные теорети÷еские и практи÷еские резуëü-
таты äëя ëинейных и неëинейных МСАУ на осно-
ве параäиãìы Б.Н. Петрова позвоëяþт сохранитü
«äух» кëасси÷еской теории управëения и физи÷ес-
кий (инженерный) сìысë провоäиìых иссëеäова-
ний сëожных систеì.
Параäиãìа Б.Н. Петрова вносит существенный

вкëаä российских у÷еных в ìировуþ науку в виäе
новоãо поäхоäа к иссëеäованиþ разëи÷ных кëас-
сов МСАУ СДО и веäет к выявëениþ их уникаëü-
ных свойств.
Иссëеäования МСАУ на основе параäиãìы

Б.Н. Петрова открываþт новые возìожности äëя
иссëеäования разëи÷ных кëассов МСАУ сëожны-
ìи äинаìи÷ескиìи объектаìи.
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Abstract. This paper considers some approaches to studying the properties of multivariable au-
tomatic control systems (MACSs), particularly their stability, based on different descriptive mod-
els. The theory presented below extends the previously known ideas of Academician B.N. Petrov,
which are fundamental in the classical theory of automatic control. Petrov’s theory is based on
the structural and functional decomposition of MACSs into separate real subsystems and mul-
tidimensional connections between them, described by a new model, and the study of system
properties using frequency methods. Therefore, this theory is related to the physical (engineering)
approach to dynamical systems analysis. A method for describing MACSs by the individual char-
acteristics of subsystems and the elements of multidimensional connections is suggested. Stability
criteria for linear MACSs with identical subsystems and a stability criterion for the system’s equi-
librium are established. A technology for finding the parameters of periodic motions and assessing
their stability for nonlinear MACSs is introduced. Some numerical examples with technical ob-
jects illustrate this technology for studying the properties of MACSs.

Keywords: multivariable system, decomposition, frequency methods, linear system, nonlinear system.


