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Аннотация. Предметом исследования являются модель технологического ядра экономи-

ческой системы, а также математические методы ее анализа. В качестве формализованно-

го критерия эффективности структурных инноваций предложен показатель продуктивно-

сти. Формализована постановка оптимизационной задачи поиска равновесного состоя-

ния, доставляющего экстремум продуктивности технологического ядра экономики. Раз-

работан метод эквивалентного преобразования модели с учетом достигнутых значений 

показателей. Доказан ряд утверждений о свойствах равновесного состояния. Это позво-

лило построить многоэтапный процесс расчета траектории, приближающей экономиче-

скую систему к равновесному состоянию. Разработанная модель использует межотрасле-

вой баланс национальных счетов экономики. Анализ модели заключается в определении 

предпочтительной структуры выпусков на этапах развития технологического ядра эко-

номической системы. На основе данных для РФ приведен пример расчета поэтапного 

процесса изменения структуры выпусков, асимптотически приводящего технологическое 

ядро к максимуму продуктивности. Полученные результаты позволили оценить потенци-

ал роста продуктивности экономики в рамках существующего технологического уклада, 

достигаемый путем ликвидации структурных диспропорций. 
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Несмотря на имеющийся высокий потенциал 

развития, современная экономика Российской Фе-

дерации сталкивается с кризисными явлениями. На 

макроуровне это низкий темп роста ВВП, критиче-

ская зависимость экономики от экспорта нефти и 

газа, неустойчивость и недооцененность валютного 

курса, малая доля обрабатывающей промышленно-

сти, зависимость от внешних санкций, неэффек-

тивность механизмов управления. Действие этих 

факторов обусловливает неполную реализацию 

потенциала экономики. Приведенные в настоящей 

статье результаты демонстрируют возможности 

повышения эффективности экономики, основан-

ные на планомерной модификации структуры ее 

технологического ядра. 

Предметом анализа является эффективное ис-

пользование существующего технологического 

потенциала экономической системы и определение 

путей его развития [1, 2]. Сравнение таких показа-

телей, как производительность труда и темпы ро-

ста экономики в развитых странах, демонстрирует, 

что использование в них сопоставимых технологи-

ческих процессов может приводить к разным ре-

зультатам. В определенной степени такое различие 

можно объяснить структурными особенностями 

экономики этих стран. «Применительно к России 

все в большей степени приходит осознание того, 

что основные ограничения экономического роста в 

стране обусловлены структурой экономики: это 

неэффективная структура производства, непродук-

тивная структура доходов, отсталая структура экс-

порта, нерациональная региональная структура 

размещения производительных сил» [2]. Один из 

путей ускорения экономического роста может за-

ключаться в поиске предпочтительной структуры 

видов экономической деятельности и путей реали-

зации этой структуры. Как показывают расчеты, 

такая возможность обоснована. 

Рассматриваемый метод анализа использует 

модель технологического ядра многоотраслевой 
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экономической системы. Под технологическим 

ядром экономической системы будем понимать 

совокупность доступных для наблюдения и изме-

рения видов экономической деятельности, а также 

затрат, производимых для достижения результатов 

этой деятельности, достаточную для адекватного 

представления состояния этой системы. Примером 

технологического ядра является совокупность фак-

торов, используемых Росстатом при формировании 

межотраслевого баланса в системе национального 

счетоводства [3, 4]. Модель технологического ядра 

описывает статическую картину влияния видов 

экономической деятельности на объемы поставля-

емых услуг и продукции. Параметры этого влияния 

характеризуют достигнутый уровень технологиче-

ского развития экономики и возможные пределы 

его использования. Модели подмножеств техноло-

гического ядра могут иметь несколько разновидно-

стей, включая либо только товары и услуги, либо 

также расходы на конечное потребление, накопле-

ние, чистый экспорт. В зависимости от разновид-

ности модели интерпретации результатов будут 

разными. Основной источник данных – межотрас-

левой баланс – отражает объемы товаров и услуг, 

потребляемые разными отраслями и видами дея-

тельности [5]. 

Существенно, что анализируемые технологиче-

ские связи образуют устойчивую матрицу Шура 

удельных затрат полного ранга [6]. Это позволяет 

определять потенциал продуктивности (превыше-

ния выпусков над затратами в режиме автономно-

сти), а также получить способ повышения эффек-

тивности функционирования технологического 

ядра экономики путем вариации объемов выпуска 

и цен. Можно также осуществлять поиск «узких 

мест» в системе технологических взаимодействий: 

определять, какие услуги, переделы, отрасли на 

данный момент ограничивают рост ВВП (без их 

роста в остальных отраслях эффект роста отсут-

ствует) и к какому эффекту может привести нара-

щивание производства именно в этих критических 

отраслях. Решение этих вопросов базируется на 

применении оптимизационных задач с целевой 

функцией продуктивности технологического ядра 

экономики и различными типами ограничений [7]. 

В полученных решениях потенциальный спрос 

уравновешен предложением [8], а потому опти-

мальные объемы выпусков являются равновесны-

ми. 

Развитие новых технологий – проблема с боль-

шой долей неопределенности. Не все, а скорее 

лишь малая часть инноваций эффективны и встра-

иваются в технологическую структуру экономики. 

Оценка потенциала новых технологий позволяет 

принимать решения по их включению в структуру 

экономики. Кроме того, модель позволяет опреде-

лять допустимое наращивание выпуска отраслей, 

значимых по неэкономическим критериям. 

С помощью модели воспроизводства [9] много-

продуктовой системы определяется мультиплика-

тор выпусков (и показатель продуктивности эко-

номической системы) как функция структурных 

пропорций выпусков и цен на производимые про-

дукцию и услуги отраслей. Максимизация этого 

показателя, отображающего соотношение выпуска 

и затрат, определяет потенциал технологического 

ядра и сбалансированную структуру выпусков и 

цен в режиме воспроизводства.  

Реализация на практике расчетных параметров 

структуры выпусков должна учитывать инерцион-

ный характер экономических процессов. С этой 

целью рассмотрена процедура расчета индикатив-

ного прогноза индексов выпуска [9]. Сформулиро-

ваны и доказаны утверждения, определяющие не-

обходимые свойства применяемых расчетных про-

цедур. Приведен пример результатов расчета для 

структуры межотраслевого баланса Российской 

Федерации, который демонстрирует перспектив-

ность предлагаемого подхода. 

Рассматриваются модели и методы управления, 

ориентированные на описание стабильного само-

достаточного развития экономики. Для этой цели 

используется замкнутая модель «затраты – вы-

пуск» Леонтьевского типа [3].  

Продуктивность однопродуктовой (скалярной) 

модели экономической системы определим как π = 

=Y/Z, где Z – суммарные промежуточные затраты, 

Y – валовая добавленная стоимость (ВВП). Обо-

значим валовой выпуск V, материалоемкость a = 

=Z/V. Если валовой выпуск представить в виде 

суммы V = Y + Z, то продуктивность равна 

π = (V – Z)/Z = 1/a – 1.  (1) 

Здесь и далее предполагается, что все показате-

ли представлены в стоимостной форме при сопо-

ставимых ценах базового года. В этой скалярной 

модели продуктивность экономики зависит только 

от параметра материалоемкости: чем она меньше, 

тем больше продуктивность. 

Для многопродуктовой (векторной) модели 

экономики различные конфигурации векторов за-

трат Z  и выпусков V  дают разную продуктив-

ность. При этом значение имеют не абсолютные, а 

относительные величины компонент этих векто-

ров. Поэтому можно рассматривать задачу выбора 

параметров модели с наибольшим значением про-

дуктивности, варьируя структуру этих векторов. 
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Потенциал продуктивности многопродуктовой 

экономической системы определяется как макси-

мум продуктивности по допустимым в рамках 

естественных ограничений векторам выпусков V и 

затрат Z : 

,
π* max π.

V Z
 

При переходе к модели многопродуктовой эко-

номики предполагается, что заданы прямые затра-

ты Zij отрасли j на выпуск продукции или услуг 

вида i и выпуски Vj продукции и услуг вида j. На 

основе этих данных вычисляются коэффициенты 

удельных затрат  

,/ij ij ja Z V  ni ,...,1 , nj ,...,1 , 

которые образуют технологическую матрицу А. 

Здесь n – количество отраслей. Сумма затрат от-

расли i определяется как 

1

, 1,..., .
n

i ij j

j

Z a V i n


   

Тогда продуктивность отрасли i определим по 

аналогии с формулой (1) как долю добавленной 

стоимости от стоимости промежуточного потреб-

ления, а продуктивность ядра экономической си-

стемы – как минимум продуктивности отраслей:  

 π min / min ( ) / .i i i i i
i i

Y Z V Z Z    

Модель «затраты – выпуски» может быть пред-

ставлена равенством, определяющим соотношения 

сбалансированности между выпусками (предложе-

нием) и суммарными затратами (спросом) отрас-

лей: 

1

( ) γ ( ),
n

i i ij j

j

V t a V t


  1,...,i n ,           (2) 

где γi  – мультипликатор выпуска отрасли i, γ 1i  .  

Рассмотрим формулировку оптимизационной 

задачи для структуры выпусков iV  с критерием 

максимума нижней границы мультипликаторов 

выпусков  

γ min γi
i

 , 

которая имеет вид 
*

γ,
γ max γ,

V
      (3) 

с технологическим ограничением балансировки 

выпусков продукции, соответствующим условию 

(2). Смысл этого ограничения состоит в том, что 

прямые затраты должны включать в себя затраты 

всех видов деятельности и не могут быть меньше 

объема определенной регулируемой доли выпусков 

продукции: 

1

( ) γ ( )
n

i ij j

j

V t a V t


  .        (4) 

Соотношения (3), (4) представляют собой зада-

чу билинейного программирования. Выпуски, удо-

влетворяющие условию (4), будем называть сба-

лансированными. Таким образом, задача сводится 

к поиску сбалансированного вектора выпусков V  с 

максимальной нижней границей мультипликатора 

γ . 

Если решение задачи (3), (4) есть , γV , то мак-

симум показателя продуктивности может быть 

определен из решения этой задачи как π* =  – 1. 

Он представляет собой долю добавленной стоимо-

сти в стоимости промежуточного потребления при 

экстремальном сбалансированном режиме техно-

логического развития экономической системы. По-

скольку π  π*, то всегда   1/a; в экстремальном 

сбалансированном режиме имеем:   

a = 1/ . 

Для иллюстрации приведем пример двумерной 

задачи поиска оптимальной структуры выпусков. 

Условие балансировки (4) имеет вид: 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

γ( ),

γ( ).

V a V a V

V a V a V

 

 
                     (4`) 

Пусть , γV  – решение задачи (3), (4`) в есте-

ственном предположении 11γ 1a  , 22 1a  , что 

необходимо для того, чтобы технологическое ядро 

было продуктивным; значения удельных затрат ija

и компонент вектора выпусков iV . положительны. 

Будем решать систему неравенств (4`), которая вы-

полняется при условии 
2

.11 22 21 12(1 γ )(1 γ ) γa a a a     
Допустимым решением для этой системы нера-

венств являются собственный вектор *V  и муль-

типликатор *=1/a*, соответствующий собствен-

ному значению a* матрицы , , 1, 2ija i j   A . 

Будем называть его собственным мультипликато-

ром. Для него справедливо равенство 

  
 

   

2
11 22 11 22 12 21

11 22 21 12

2
11 22 11 22 11 22 12 21

* ( ) / 2 / 4 /

/

2
.

( ) 4

a a a a a a

a a a a

a a a a a a a a

    

 


   

 

Далее рассматривается ситуация, когда пара-

метры модели имеют экономический смысл: 

11 221 γ min(1/ , 1/ )a a  . 

Будем обозначать maxminγ , γ  соответственно 

минимальное и максимальное значения собствен-

ного мультипликатора *.  

В случае сильного влияния межотраслевых свя-

зей, когда  
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11 22 21 12a a a a , 

собственные мультипликаторы действительны и 

имеют разные знаки, а ограничения (4`) выполня-

ются при условии min maxγ γ γ  . Тогда для значе-

ния мультипликатора имеем: 

   

   

max
2

11 22 11 22 11 22 12 21

2
11 2211 22 11 22 11 22

2
γ

( ) 4

2 1
,

max( , )( ) 4

a a a a a a a a

a aa a a a a a

 
    

 
   

minγ 0,  

maxγ 0 . 

Поскольку max 11 22γ 1/ max( , )a a , то условие (3) 

удовлетворяется, соотношения (4`) выполняются 

на строгом равенстве и maxγ* γ . 

При условии 

11 22 21 12a a a a  

имеем  
*

11 22γ 1/ ( )a a  , 

ограничения (4`) выполняются при 
*γ γ . Решени-

ем задачи (3), (4`) является 
*γ γ  и соотношения 

(4`) выполняются на строгом равенстве. 

При условии 

11 22 21 12a a a a , 

которое можно интерпретировать как малое влия-

ние межотраслевых связей, значения min maxγ ,γ  по-

ложительны, 

   
max

2
11 22 11 22 11 22 12 21

11 22

2
γ

( ) 4

1
.

max( , )

a a a a a a a a

a a

 
    



 

Всегда 

   
min

2
11 22 11 22 11 22 12 21

11 22

2
γ

( ) 4

1

max( , )

a a a a a a a a

a a

 
    



 

и ограничения (4`) выполняются при условиях 

minγ γ , maxγ γ . Поскольку maxγ 1/  

11 22/ max( , ),a a  что характерно для слабых межот-

раслевых связей, то решением является 
*

minγ γ . 

Таким образом, в каждом случае, если решение 

существует, оно совпадает с собственным мульти-

пликатором, а для получения корректного решения 

задачи оптимизации продуктивности технологиче-

ского ядра (3), (4`) можно вместо условия (4`) ис-

пользовать ограничения типа равенств 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

γ( ),

γ( ).

V a V a V

V a V a V

 

 
 

Если значения мультипликатора * действи-

тельны и minγ 1 , то матрица  , , 1, 2,ija i j A  

устойчива (является шуровской) [6].  

Для поиска собственного вектора *V  решается 

система неравенств (4`), к которой необходимо до-

бавить условие нормировки, например, задав одну 

из границ его значений: 
' , 1, 2  V V Vi i i i .  

Построение моделей и анализ результатов расчета 

удобно вести с применением безразмерных отно-

сительных цен. В таком виде модели и интерпре-

тация результатов становятся более компактными 

и наглядными.  

Рассмотрим операции преобразования техноло-

гической матрицы в текущих ценах к матрице в 

относительных ценах и обратно.  

Обозначим ( )D X  диагональную матрицу с диа-

гональю 1 2, ,..., nX X X : diag( )D X ; ( )C X  – диа-

гональную матрицу с диагональю 

1 21/ , 1/ ,..., 1/ nX X X . 

При изменении объемов выпусков изменяются 

оценки удельных затрат ija . Для того, чтобы за-

фиксировать результаты изменения объемов iV  

предыдущего этапа, производится пересчет коэф-

фициентов прямых затрат:  

/ij ij j ia a V V , ni ,...,1 , nj ,...,1 , 

или 

( ) ( )A D V AC V .          (5) 

Утверждение 1. Если λ  – некоторое собствен-

ное значение, V  – соответствующий собствен-

ный вектор матрицы А и все 0, 1,...,iX i n  , то 

преобразованная матрица A  имеет то же соб-

ственное значение, а собственный вектор v  равен 

исходному с точностью до преобразования рас-

тяжения ( )D X : 

( )v D X V . 

Доказательства этого и последующих утвер-

ждений приведены в приложении. 

Очевидно, обратное к ( )D X  преобразование 

будет иметь вид: 
1( ) ( )V D X v C X v
  .  

Величины iv  интерпретируются как пропорции 

(индексы) объемов продукции и выполняемых 

услуг. Таким образом, преобразование (5) не изме-
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няет  собственного  значения  матрицы удельных 

затрат (технологической матрицы А) при переходе 

к шкале пропорций выпусков A , а соответствую-

щий собственный вектор подвергается растяжению 

D (X). Будем называть это преобразование техно-

логической матрицы преобразованием деформа-

ции.  

Пусть для перехода к ценам в относительной 

шкале (пропорциям цен) используется собствен-

ный вектор выпусков 0V  в абсолютной шкале пу-

тем деформации технологической матрицы 
0 01 ( ) ( )A C V AD V .                     (6) 

В таком случае собственный вектор технологи-

ческой матрицы после деформации становится 

единичным. Можно говорить, что векторы 0V , 0v  

описывают равновесное состояние выпусков в раз-

ных шкалах.  

Сформулируем проблему поиска структуры 

выпусков, обеспечивающей наибольшее значение 

мультипликаторов выпуска при выполнении усло-

вий сбалансированности выпусков и затрат. В от-

носительной шкале пропорций выпусков формули-

ровка соответствующей оптимизационной задачи 

для структуры выпусков iv  имеет вид 

max γ,
iv

   (7) 

с технологическим ограничением на выпуски про-

дукции 

1

( ) γ ( ),


 
n

i ij j

j

v t a v t ni ,...,1 ,                (8) 

где t  – текущий момент времени. Условие (8) эк-

вивалентно условию (4), поскольку в векторном 

виде, умножив его слева на положительную мат-

рицу ( )D D V , получим 

γ γ  γ   v DV D AV DACDV Av . 

При расчетах установим нижнюю границу ин-

дексов объемов, равную  . Тогда ограничение на 

них имеет вид 

( ) 0, 1,..., .  iv t i n              (9) 

Это ограничение является нормирующим, поз-

воляет установить масштаб индексов и не отража-

ется на их отношениях. Экономический смысл та-

кого ограничения состоит в том, что для равновес-

ного вектора выпусков нельзя допускать чрезмер-

ного падения объемов выпуска для тех отраслей, 

которые мало задействованы в технологических 

цепочках, но имеют большое значение помимо 

экономики (социальная сфера, безопасность, эко-

логия и др.). 

Рассматриваемое решение имеет экономиче-

скую интерпретацию, если матрица A  является 

шуровской (ее максимальное собственное значение 

по модулю меньше 1, т. е. полученное значение 

мультипликатора 1  ), ее элементы и компонен-

ты ее собственного вектора неотрицательны.  

Утверждение 2. Пусть матрица A  – положи-

тельная шуровская с действительными собствен-

ными значениями. Тогда положительное решение 

задачи (7), (8) реализуется на равенстве 

*

1

( ) ( ),


  
n

i ij j

j

v t a v t 1,..., ,i n  

и представляет собой собственный вектор этой 

матрицы и мультипликатор * , соответствую-

щий собственному значению  

 * *1/ max   ii
i

a a . 

Решение, реализуемое на равенстве, будем 

называть равновесным, а соответствующее состоя-

ние системы – технологическим равновесием. Эко-

номическую целесообразность имеют именно рав-

новесные состояния, поскольку если не выполня-

ется строгое равенство, то  

1

 : 0,


     
n

i i ij j

j

i V V a V  

что означает избыточный выпуск соответствующей 

продукции.  

Собственный вектор матрицы A  может не удо-

влетворять условию экстремальности (7) или на 

выпуски помимо (8) могут быть наложены допол-

нительные ограничения, такие, что условие равно-

весия нарушается. В этом случае продуктивность 

технологического ядра окажется ниже ее потенци-

ального значения π* = *– 1. 

Показатель технологичности экономической 

системы u = π/π*
 
определяет степень близости си-

стемы к состоянию технологического равновесия. 

Очевидно,  

0  u  1, max u = 1. 

Если экстремальные значения выпусков суще-

ственно различаются с текущими значениями, реа-

лизовать скачком или за короткое время изменение 

структуры выпусков в соответствии с условиями 

(7)–(9) невозможно. Будем определять рамочную 

(директивную) оптимальную траекторию выпус-

ков, соответствующую дополнительным условиям 

реализуемости, путем введения дополнительных 

ограничений на изменения объемов выпусков на 

этапах планирования. Реалистичность таких огра-

ничений должна обеспечиваться организационны-

ми возможностями и наличием ресурсов для нара-
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щивания выпусков соответствующих отраслей. От 

этих возможностей также зависит календарная 

продолжительность каждого из этапов плана-

прогноза. 

Для того, чтобы определить более рациональ-

ный план развития отраслей, можно воспользо-

ваться следующей постановкой локальной задачи, 

добавив к выражениям (6)–(9) ограничение на до-

пустимое изменение индексов выпуска с темпом 

0 1    на один этап плана: 

( ) ( 1), 1,..., .i iv t v t i n     

Повторяя процедуры поиска оптимального ре-

шения и пересчета матрицы прямых затрат от эта-

па к этапу, получим индикативный многоэтапный 

план-прогноз совместного развития отраслей тех-

нологического ядра экономики. В процедуре рас-

чета индикативного плана используются величины 

абсолютных и относительных выпусков. Если 1V  

– вектор текущих выпусков, то на первом шаге для 

перехода к относительным выпускам 1v  применя-

ется деформация технологической матрицы 
2 1 1 1diag( ) diag( ).A V A V   

Соответствующим преобразованием осуществ-

ляется обратный переход для векторов промежу-

точных вычислений v : 
1diag( )V V v . 

Далее решаются задачи поиска вектора относи-

тельных объемов выпуска kv  

k,

max ,
i

k




v
                               (10) 

где 1, 2,...k   – номер этапа, путем введения тех-

нологического ограничения на выпуски продукции 
k k k k v A v                         (11) 

и условия роста относительных выпусков с тем-

пом 1   на один этап плана 
k   I v I ,                        (12) 

где I  – единичный вектор. Тогда для расчета ин-

дикативного плана-прогноза совместного развития 

отраслей можно применить следующие утвержде-

ния. 

Утверждение 3. Последовательность kV  и 

оценка k за конечное число шагов стремятся к 

решению задачи (7)–(9).  

Замечание. Пусть *V  – решение задачи (7)–

(9). При преобразовании технологической матрицы 

А c помощью деформации матрицей diag( *)D v  

решение задачи планирования становится триви-

альным:  v I , где v = D
-1

V = CV. То есть при 

достижении технологического экстремума струк-

тура выпусков становится равновесной и ее даль-

нейшего изменения не происходит.  

Утверждение 4. Если существует решение 

локальных задач при 1k , на этапе i  могут 

быть получены объемы индикативных выпусков в 

абсолютных единицах вида 

1

0diag( )jk

j k

 V v V .                 (13) 

Утверждение 5. Если для всех этапов коэф-

фициент 1   постоянный, относительный при-

рост выпусков, начиная с некоторого этапа, ста-

новится одинаковым. Это свойство аналогично 

магистральному свойству оптимизационных мо-

делей экономической динамики [9]. 

Рассмотрим экстремальный вектор выпусков 

для задачи (10)–(12). Отметим, что получаемая в 

результате решения этой задачи структура выпус-

ков kv  на начальных этапах отличается от равно-

весной и при фиксированной технологической 

матрице А не является устойчивой. Однако изме-

нение структуры выпусков должно приводить к 

изменению этой матрицы в соответствии с форму-

лой (5) 

( ) ( )k k kA D v AC v , 

в результате чего полученная структура выпусков 

от этапа к этапу планирования стремится к равно-

весной и устойчивой структуре (см. замечание к 

утверждению 3).  

Для перехода от полученных индексов к вы-

пускам в стоимостной форме следует применить 

преобразование (13). 

Рассматривается численная модель технологи-

ческого ядра экономики (10)–(12). Источник дан-

ных – доступный в настоящее время в открытом 

доступе [5] межотраслевой баланс РФ 2016 г., ко-

торый отражает объемы товаров и услуг, потребля-

емые разными отраслями и видами деятельности 

(базовые таблицы «затраты – выпуск» разрабаты-

ваются один раз в пять лет за годы, оканчивающи-

еся на 1 и 6). При расчетах для решения задач ма-

тематического программирования использовалась 

библиотека Excel, аналог которой описан в работе 

[10]. 

Ниже приведен график изменения коэффици-

ента продуктивности технологического ядра при 

балансировке выпусков на последовательных эта-

пах индикативного планирования, где верхний 

предел изменения пропорций выпусков изменялся 

с темпом   1,5 на этап. Оценка продуктивности 

может быть представлена в виде ( 1) 100%    .  
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Рис. 1. Изменение коэффициента продуктивности 

технологического ядра при оптимизации пропорций выпусков на 

последовательных этапах индикативного планирования 

 
На рис. 2 приведен график индикативной ди-

намики пропорций выпусков некоторых отраслей 

при решении задачи на последовательных этапах 

индикативного планирования на основе данных, 

характеризующих о российскую экономику. Для 

значительной части видов экономической деятель-

ности индексы выпусков сразу выходят на уровень 

  1,5 и остаются на нем на всех последующих 

этапах. Представлены графики для первых восьми 

рядов из 98 видов экономической деятельности 

таблицы  межотраслевого  баланса,   для  которых  

 

 
 

Рис. 2. Индикативная динамика пропорций выпусков некоторых 

отраслей на последовательных этапах индикативного 

планирования на основе данных, характеризующих российскую 

экономику:  

            – продукция сельского хозяйства; 

            – услуги, связанные с охотой, ловлей и разведением диких 

животных; 
            – рыба и прочая продукция рыболовства и рыбоводства; 

услуги, связанные с рыболовством и рыбоводством; 

            – нефть, включая нефть, получаемую из битуминозных 
минералов; сланцы горючие (битуминозные) и песчаники 

битуминозные; 

            – продукция горнодобывающих производств прочая 
            – мясо, продукты мясные и прочая продукция переработки 

животных; 

            – рыба и продукты рыбные переработанные и 
консервированные; 

            – фрукты, овощи и картофель переработанные и 

консервированные 

расчетные значения индексов выпуска при 1k

отличны от   1,5.  

На рис. 1 и 2 демонстрируется магистральное 

свойство [11] модели развития технологического 

ядра российской экономики, состоящее в том, что 

при достаточном времени функционирования ин-

дексы выпусков продукции выходят на постоян-

ный уровень. При этом, в соответствии с формулой 

(13), объемы выпусков в стоимостном выражении 

возрастают с темпом , 1,...,iv i n . 

Приведенные расчеты позволяют оценить по-

тенциал роста технологического ядра экономиче-

ской системы. Они показывают, что изменение 

структуры выпусков позволяет существенно повы-

сить показатель продуктивности. Для того, чтобы 

оценить возможности реализации имеющегося по-

тенциала технологического ядра, необходимо в 

условия балансировки включить также ряд допол-

нительных условий: ограничение на трудовые и 

сырьевые ресурсы, затраты на конечное потребле-

ние, накопление, фондообразование, экспортно-

импортные потоки. Таким образом, полученная 

динамика индексов выпуска может служить оцен-

кой верхней границы этих индексов. 

 

Исходя из данных Росстата и полученных ре-

зультатов расчета, состояние российской экономи-

ки не является равновесным, поскольку реальная 

продуктивность технологического ядра (112% – 

первая точка на рис. 1) заметно ниже ее потенци-

ального значения (более 152% – асимптотического 

значения продуктивности), что вселяет надежду в 

возможность существенного повышения показате-

ля продуктивности в реальности. Практическая 

реализация такой возможности должна быть связа-

на с разработкой стратегических планов развития 

экономики, и наряду с выбором приоритетных 

направлений развития технологического ядра тре-

бует применения адекватных методов прогнозиро-

вания многоотраслевой динамики, учитывающих 

все основные аспекты хозяйственной деятельно-

сти: фондообразование, накопление, конечное по-

требление государства и домашних хозяйств, экс-

портно-импортные потоки [12–14]. Планирование 

на новом уровне также предполагает применение 

соответствующих организационных механизмов 

[15].  

Помимо прикладного содержания, изложенные 

результаты иллюстрируют специфику предложен-

ной методологии, предполагающей применение 

релевантного инструментария расчетов и анализа. 

Класс задач, рассмотренных выше, имеет ряд спе-
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цифических особенностей. Реальный интерес в 

макроэкономических разработках рассматриваемо-

го рода представляют модели большой размерно-

сти (перечень анализируемых видов экономиче-

ской деятельности может исчисляться сотнями). 

Кроме того, для практического применения моде-

лей технологического ядра требуется задейство-

вать эффективные алгоритмы решения задач мате-

матического программирования рассматриваемого 

типа [16–18] и лингвистические средства управле-

ния расчетами, а также интегрировать их в рабо-

чую среду [10, 19]. Необходим свободный доступ к 

актуальным верифицированным данным и совре-

менным информационным технологиям, включая 

соответствующую вычислительную среду и 

устройства интерфейса. Пример применения ана-

логичного инструментария открытого доступа 

(Thread Pool Executor of Akka) для обработки задач 

большой размерности приведен в статье [20]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  утверждения 1. Пусть , x  – 

собственный вектор и собственное значение матрицы А: 

 Ax x . 

Умножив слева обе части уравнения соответственно 

на матрицу D , получим 

 DAx D x . 

Поскольку CD E  – единичная матрица, то 

( )x CD x  и 

( ) ( ) DA CD x Dx , или 

( ) ( ) DAC Dx Dx , 

т. е. Dx  – собственный вектор матрицы DAC , а  – ее 

собственное значение. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 2. Пусть *V – 

собственный вектор матрицы А. Поскольку число нера-

венств в ограничении совпадает с размерностью вектора 

выпусков, решение задачи билинейного программиро-

вания  

,
max ,



Vi

                                    (П.1) 

1

,

n

i ij j

j

V a V



                                (П.2) 

достигается на равенстве 

*

1

, 1,...,


  
n

i ij j

j

V a V i n ,                  (П.3) 

где * *1/  a , 
*a  – собственное значение матрицы А. 

Действительно, учитывая условие 0V  и следую-

щее из него условие  1/ max  ii
i

a , исключим в систе-

ме неравенств (П.2) переменные iV  и придем к неравен-

ству для характеристического полинома ( )L  степени n 

вида 

11 22 12 21

33 13 31 22

( ) (1 )(1 )...(1 )

(1 )... (1 )... 0.

nnL a a a a a

a a a a

         

      
 

В результате получена оптимизационная задача 

max ,  

( ) 0, L  

 1 1/ max   ii
i

a . 

Эта задача имеет единственное конечное решение 
* , совпадающее с одним из корней многочлена ( )L , 

если значение *  удовлетворяет равенству (П.3) и 

наоборот (иначе матрица А имела бы более n собствен-

ных значений). 

Предположим, что утверждение 2 неверно: макси-

мум *  достигается на полуинтервале *1 1/    

 / max ii
i

a  на строгом неравенстве ( ) 0 L . Поскольку 

аналитическую функцию ( )L  в  окрестности точки *

можно аппроксимировать отрезком ряда Тейлора – Ла-

гранжа  

     * * * * * * 2( ) ( ) ( )L L L L                   ,  

0 1   , 

то в этой окрестности найдется допустимая точка *    

и константа 0  , такие что *( ) 0   L :  

 

    

* *

* * *

0 min ( ) / ( ) ,

( ) / ( ) , 1/ max .

      

     
ii

i

L L

L L a

 

То есть если *( ) 0 L , значение *  не может до-

ставлять максимум полиному ( )L  при условии 

( ) 0 L . Следовательно, максимальное значение   до-

стигается на корне полинома ( )L , а решение задачи 

(П.1), (П.2) – на равенстве (П.3). ♦  

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 3. Рассмотрим 

вспомогательную задачу билинейного программирова-

ния 

max 
v

 

с ограничением на выпуски продукции 

0 v A v
 

и условием роста относительных выпусков с неограни-

ченным темпом на один этап плана 

I v . 

Пусть 
*

v  – решение этой задачи; положим 
* *max  i

i
v . Тогда при 

*    утверждение выполняется  

и  
1 * 0 V V . 



 

 
 

 

 
 

 ●

При *

11       задачу планирования будем ре-

шать за два этапа: при 1    и 
*

2 1/      . В резуль-

тате решения задачи планирования за эти два этапа так-

же будет получено решение 
*

v . На последнем этапе мы 

имеем условия предыдущей задачи для одного этапа: 

1 2 *
1 1, /     I v I v I , 

2 * 0 V V . 

Аналогично рассуждая, можно разделить интервал 

*1, 
 

 на любое конечное число отрезков, а решение 

задачи планирования – на соответствующее число эта-

пов. ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 4. При 1i  

имеем 1diag( )D v , 
0

V  – исходный вектор выпусков, 

1
V  – вектор выпусков после первого этапа, тогда 

1 0V DV . При 1i   по индукции 1diag( ) V v V
i i i . 

Тогда 
1

0

1

diag( ) diag( )i i j

j i 

 V v v V . ♦ 

Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения 5. Поскольку 

величина * = max 
v

 ограничена, начиная с некоторого 

шага *k , мультипликатор выпусков выходит на посто-

янный уровень *  и ограничения типа неравенства 

v ( ) Ik t    

при 1<
*   , где * *max ,i

i
v  в условиях утверждения 3, 

выполняются на равенстве  

*v ( ) I,k t k k   . ♦ 
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Abstract. This paper considers the technological core model of an economic system and math-

ematical methods of its analysis. As a formalized criterion for the effectiveness of structural 

innovations, an indicator of productivity is proposed. The problem of finding an equilibrium 

state that optimizes the productivity of the technological core of the economy is formally stated. 

The method of equivalent transformation of the model considering the achieved value of indica-

tors is developed. Several propositions on the properties of the equilibrium state are proved. A 

multi-stage process for calculating the trajectory that brings the economic system closer to the 

equilibrium state is constructed. The developed model uses the intersectoral balance of national 

accounts of the economy. The model is analyzed by determining the preferred structure of out-

puts at the development stages of the economic system’s technological core. The phased process 

of changing the structure of outputs that asymptotically brings the technological core to the 

productivity maximum is calculated on an example of Russia’s data. The results allow assessing 

the potential growth of economic productivity within the existing technological order by elimi-

nating structural disproportions. 

 
Keywords: structural disproportions, technological core of the economy, productivity optimum, plans for 

phased development, equilibrium state.  
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