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Цеëенаправëенные развиваþщиеся систеìы,
такие как наöионаëüная и реãионаëüная эконоìи-
ка, крупное ìноãоотрасëевое хозяйство, приìеня-
þт ìеханизìы экстреìаëüноãо управëения, наöе-
ëенноãо на ìаксиìизаöиþ öеëевоãо показатеëя [1].
Такиì показатеëеì ìожет бытü, наприìер, ваëо-
вой выпуск, äобавëенная стоиìостü, прибыëü и äр.
В кризисной ситуаöии, при наëи÷ии ìаëо преä-
сказуеìоãо внеøнеãо окружения (эконоìи÷еские
санкöии, финансовые катастрофы, форс-ìажор-
ные обстоятеëüства) ìетоäы управëения, основан-
ные на знаниях о реãуëярных хозяйственных про-
öессах, не äаþт жеëаеìоãо резуëüтата. Так, ìеж-
äунароäное разäеëение труäа, обы÷но иãраþщее
поëожитеëüнуþ роëü, в усëовиях санкöий стано-
вится беспоëезныì. В такой ситуаöии успеøное

веäение хозяйства äоëжно преиìущественно ори-
ентироватüся на еãо внутренние возìожности, за-
ìкнутые внутри эконоìи÷еской систеìы техноëо-
ãи÷еские öикëы, т. е. в опреäеëенноì сìысëе бытü
автоноìныì [2].
Матеìати÷еские ìоäеëи, приìеняеìые в кри-

зисные периоäы при управëении развиваþщиìися
систеìаìи, ìоãут иìетü ìаëуþ то÷ностü иëи вооб-
ще отсутствоватü. В таких сëу÷аях äëя управëения
прихоäится оãрани÷иватüся тоëüко зна÷енияìи на-
бора öеëевых показатеëей. Кроìе тоãо, в иìеþщей-
ся статисти÷еской от÷етности обы÷но привоäятся
показатеëи хозяйственной äеятеëüности тоëüко
äëя опреäеëенных периоäов (ìесяö, квартаë, ãоä).
Все это оãрани÷ивает возìожности приìенения
ìетоäов, преäпоëаãаþщих испоëüзование ãëаäкой
öеëевой функöии, и требует у÷ета при разработке
соответствуþщих ìетоäов управëения и принятия
реøений.

Аннотация. Разрабатывается ìетоä прибëижения к экстреìуìу нестаöионарной öеëевой
функöии, заäанной на äискретной øкаëе вреìени. Метоä äоëжен обеспе÷иватü äопус-
тиìуþ (контроëируеìуþ) веëи÷ину поãреøности. Также требуется опреäеëитü усëовия,
которыì äоëжны уäовëетворятü øкаëа вреìени, испоëüзуеìый öеëевой показатеëü, па-
раìетры вëияния на неãо внеøней среäы. Рассìотрена заäа÷а поиска безусëовноãо экс-
треìуìа äëя нестаöионарной öеëевой функöии, коãäа ее зна÷ения, зависящие от коìпо-
нент вектора управëения, заäаны на äискретноì наборе ìоìентов вреìени. Дëя поиска
реøения преäëожен äискретный ãраäиентный ìетоä безусëовной оптиìизаöии. Сфор-
ìуëированы усëовия еãо работоспособности. Поëу÷ена оöенка нижней ãраниöы поãреø-
ности реøения, обусëовëенной веëи÷иной øаãа по вреìени, скоростüþ изìенения öе-
ëевой функöии и оöенкаìи ее произвоäных äо второãо поряäка по коìпонентаì вектора
управëения. Приìенение ìетоäа äеìонстрируется на ÷исëенной ìоäеëи экстреìаëüноãо
реãуëятора, преäназна÷енноãо äëя управëения нестаöионарныì объектоì с неëинейной
öеëевой функöией. Чисëенные экспериìенты показаëи, ÷то варüирование параìетров
реãуëятора в äостато÷но øирокоì äиапазоне не оказывает существенноãо вëияния на ка-
÷ественное повеäение рас÷етной траектории. Разработанный ìетоä ìожет бытü приìе-
нен äëя рас÷ета управëяþщей функöии экстреìаëüноãо реãуëятора систеìы, инфорìа-
öия о которой преäставëена тоëüко зна÷енияìи öеëевой функöии в äискретные ìоìенты
вреìени.

Ключевые слова: нестаöионарная систеìа, экстреìаëüный реãуëятор, безусëовная оптиìизаöия,
нижняя ãраниöа поãреøности.
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В усëовиях неопреäеëенности в отноøении за-
конов повеäения объекта управëения наибоëее
поäхоäящиì ìетоäоì преäставëяется экстреìаëü-
ное реãуëирование, состоящее в установëении и
поääержании такоãо режиìа работы, при котороì
äостиãается экстреìаëüное (ìиниìаëüное иëи ìак-
сиìаëüное) зна÷ение некотороãо критерия, харак-
теризуþщеãо ка÷ество функöионирования объек-
та. Заäа÷а построения ìеханизìов управëения äëя
ìоäеëей автоноìных систеì иìеет ìноãо общеãо
с пробëеìой экстреìаëüноãо реãуëятора, осущест-
вëяþщеãо автоìати÷еский поиск и поääержание
экстреìаëüноãо зна÷ения реãуëируеìой веëи÷ины.
Это обеспе÷ивает опреäеëеннуþ устой÷ивостü ре-
ãуëируеìоãо объекта. Оãрани÷ениеì приìениìос-
ти экстреìаëüноãо реãуëятора явëяется то, ÷то при
еãо функöионировании невозìожно контроëиро-
ватü äоëãосро÷ные посëеäствия управëения. Кро-
ìе тоãо, в сëу÷ае оãрани÷енноãо объеìа инфорìа-
öии об объекте еãо инерöионные свойства ìоãут
не у÷итыватüся.
В 1960-х ãã. экстреìаëüное реãуëирование офор-

ìиëосü в саìостоятеëüное направëение в теории
неëинейных систеì автоìати÷ескоãо управëения
[3], а экстреìаëüные реãуëяторы поëу÷иëи øиро-
кое приìенение. Наприìер, они приìеняëисü в
реëейных экстреìаëüных систеìах [4], иìпуëüсных
саìонастраиваþщихся и экстреìаëüных систеìах
автоìати÷ескоãо управëения [5], при настройке
резонансных контуров и автоìати÷еских изìери-
теëüных устройств, при отыскании оптиìаëüных
параìетров настраиваеìых ìоäеëей, при управëе-
нии хиìи÷ескиìи реактораìи, наãреватеëüныìи
установкаìи проöессов фëотаöии, äробëения [6].
Дëя построения ìетоäов поиска управëения в

экстреìаëüных реãуëяторах в зависиìости от степе-
ни инфорìированности об объекте приìеняþтся
разëи÷ные поäхоäы, отëи÷аþщиеся обоснованнос-
тüþ ìетоäа и характероì схоäиìости резуëüтата к
экстреìуìу. Так, в работе [7] äëя ìоäеëирования
проöесса ìетабоëизìа преäëожен эвристи÷еский
аëãоритì экстреìаëüноãо реãуëирования, осущест-
вëяþщий сëу÷айный поиск ëу÷øеãо откëика на
кажäоì øаãе итераöий. Схоäиìостü проöесса äе-
ìонстрироваëасü на приìере äëя конкретноãо объ-
екта. В работе [8] управëение поäа÷ей возäуха u в
топку на основе экстреìаëüноãо реãуëирования
стати÷еской характеристики f инерöионноãо объ-
екта преäëожен ìетоä виäа

Δu(i + 1) = hsign[Δf(i + 1)Δu(i)],

ãäе u — скаëярный управëяþщий параìетр; f — из-
ìеряеìый параìетр откëика (критерий управëе-
ния); i — ìоìент вреìени. Схоäиìостü проöесса
реãуëирования в этой работе также äеìонстриро-
ваëасü экспериìентаëüно. Частный сëу÷ай экстре-
ìаëüноãо реãуëятора с неëинейной öеëевой функ-

öией описан в работе [9] äëя конкретной ëинейной
äинаìи÷еской систеìы, описываеìой обыкновен-
ныì äифференöиаëüныì уравнениеì первоãо по-
ряäка; веëи÷ина øаãа реãуëирования зäесü выби-
раëасü постоянной, а еãо знак — обратно знаку
произвоäной по управëениþ. В упоìянутой пуб-
ëикаöии äоказываëасü схоäиìостü проöесса реãу-
ëирования в преäпоëожении то÷ноãо знания äи-
наìики систеìы и зна÷ений произвоäных öеëевой
функöии по вреìени и управëениþ. Преäëаãае-
ìый ниже аëãоритì этоãо не требует.
Пустü в ìоäеëи нестаöионарной автоноìной

систеìы äëя поиска управëения приìеняется кри-
терий безусëовной оптиìизаöии виäа

F(y, u) → 

в кажäой то÷ке t, ãäе u(t) — вектор управëения;
F(y, u) — öеëевая функöия, ãëаäкая и выпукëая
по u; y(t, p, x, u) — вектор состояния систеìы; p —
вектор параìетров; x(t) — вектор состояния вне-
øней среäы. Есëи такое оптиìаëüное управëение
существует, оно зависит от текущеãо состояния
систеìы и ìожет опреäеëятüся, наприìер, с поìо-
щüþ ãраäиентноãо ìетоäа безусëовной оптиìиза-
öии, исхоäя из необхоäиìоãо усëовия экстреìуìа

 = 0.

Есëи в соответствуþщие ìоìенты вреìени из-
вестны тоëüко зна÷ения öеëевой функöии и теку-
щее состояние систеìы у÷итывается в них неявно,
äëя поиска управëения по зна÷ениþ этой функöии
буäеì испоëüзоватü такуþ записü:

f(t, u) = F(y(t, p, x(t), u), u).

Пробëеìа схоäиìости ãраäиентноãо ìетоäа без-
усëовной оптиìизаöии äëя нестаöионарных заäа÷
такоãо типа рассìатриваëасü в работе [10]. В ней
преäпоëаãаëосü то÷ное знание ãраäиента öеëевой
функöии, ÷то позвоëиëо äоказатü схоäиìостü ите-
раöионноãо проöесса äëя äискретноãо вреìени

u(tk + 1) = u(tk) – γk∇u f(tk, u(tk)),

ãäе усëовия схоäиìости соäержат требование:

a > 0 : ||u*(tk + 1) – u*(tk)|| ≤ a,

u*(t) — то÷ка экстреìуìа функöии f(t, u) в ìоìент t;
a опреäеëяет откëонение преäеëüноãо зна÷ения
u(tk) от то÷ки экстреìуìа u*(tk) при k → ∞; веëи-
÷ина øаãа γk опреäеëяется исхоäя из свойств ìат-
риöы ∇uu f. Резуëüтаты, поëу÷енные в работе [10],
развиваþтся в статüе [11] путеì осëабëения усëо-
вия схоäиìости итераöионноãо проöесса:

||∇u f(tk + 1, u) – ∇u f(tk, u)|| ≤ a,  a > 0.

extr
u

dF
du
-------
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При рассìотрении нестаöионарных заäа÷ безу-
сëовной оптиìизаöии в работах [10, 11] контро-
ëироваëосü как откëонение реøения от то÷ноãо
зна÷ения в текущий ìоìент t, так и откëонение в
преäеëе при t → ∞. В ка÷естве неäостатка ÷исто
ãраäиентных ìетоäов отìетиì относитеëüно ìеä-
ëеннуþ схоäиìостü к то÷ноìу реøениþ. Возìож-
ныì объяснениеì этоãо явëяется тот факт, ÷то при
прибëижении к то÷ке экстреìуìа öеëевой функ-
öии с ãëаäкиìи произвоäныìи норìа ãраäиента
||∇u f(tk, u)|| ìожет стреìитüся к нуëþ быстрее, ÷еì

растет øаã γk. Поэтоìу прибëиженное реøение
«отстает» от то÷ноãо на кажäоì øаãе. Метоäы,
преäëоженные в работах [8, 9], äопускаþт «опе-
режение» то÷ноãо реøения, ÷то не уìенüøает их
поãреøности, но уìенüøаþт вреìя прибëижения
к неìу.
В сëу÷ае, коãäа заìеры зна÷ений öеëевой фун-

кöии произвоäятся в äискретные ìоìенты вреìе-
ни, оöенка произвоäной ∇u f(t, u) ìожет бытü по-

ëу÷ена тоëüко прибëиженно, наприìер, с поìощüþ
спëайн-преäставëения функöии f(t, u), которое не
явëяется оäнозна÷ныì. Ожиäаеìое сëеäствие та-
ких преäпоëожений — увеëи÷ение поãреøности
реøения по сравнениþ с ìетоäаìи, испоëüзуþщи-
ìи то÷ные оöенки произвоäных öеëевой функöии.
Боëее тоãо, поãреøностü реøения с те÷ениеì вре-
ìени не буäет убыватü äо нуëя, т. е. неустраниìа.
Можно ожиäатü, ÷то ее веëи÷ина äоëжна увеëи-
÷иватüся с ростоì интерваëа äискретизаöии вре-
ìенноãо интерваëа и скорости изìенения öеëевоãо
показатеëя. В такой ситуаöии понятие «откëоне-
ние реøения от то÷ноãо зна÷ения» (ввиäу неоä-
нозна÷ности посëеäнеãо) некорректно и ìожет
бытü заìенено на «откëонение реøения от оäноãо
из то÷ных зна÷ений» иëи на «откëонение реøения
от ìножества то÷ных зна÷ений».
Цеëü настоящей статüи закëþ÷ается в разработ-

ке ìетоäа прибëижения к экстреìуìу нестаöио-
нарной öеëевой функöии, заäанной на äискрет-
ной øкаëе вреìени, обеспе÷иваþщеãо äопустиìуþ
(контроëируеìуþ) веëи÷ину поãреøности. Также
требуется опреäеëитü усëовия, которыì äоëжны
уäовëетворятü øкаëа вреìени, испоëüзуеìый öеëе-
вой показатеëü, параìетры вëияния на неãо внеø-
ней среäы. Такой ìетоä ìожет бытü приìенен äëя
построения экстреìаëüноãо реãуëятора систеìы,
опреäеëенной в äискретные ìоìенты вреìени.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü öеëевая функöия f(t, u) иìеет непрерыв-
ные произвоäные по арãуìентаì и выпукëа по u,

ãäе t — скаëяр, u ∈ Rn — вектор, и заäана вìесте

с вектороì u(t) на äискретноì ряäе зна÷ений
t1 < t2 < ... < ti.
Рассìатривается заäа÷а поиска безусëовноãо

экстреìуìа öеëевой функöии в ìоìент вреìени
ti + 1:

f(ti + 1, u) → .

А иìенно, требуется опреäеëитü зна÷ение век-
тора управëяþщей функöии u = u(ti + 1), обеспе÷и-
ваþщее прибëижение öеëевой функöии f(ti + 1, u)
к экстреìаëüноìу зна÷ениþ, испоëüзуя зна÷ения
u(tj), f(tj, u(tj)), j ≤ i, и оöенитü поãреøностü поëу-
÷енноãо резуëüтата.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Пустü функöия f(t, u) иìеет непрерывные ÷аст-
ные произвоäные первоãо поряäка по арãуìен-

таì. Обозна÷иì k-þ коìпоненту вектора  =

uk(ti), k = 1, ..., n, fi = f(ti, ui), i = 1, 2, ... . Прибëи-
жения ÷астных произвоäных первоãо поряäка äëя
äанных по äвуì то÷каì иìеþт виä:

 ≅  = ,

иëи в векторной форìе

∇u fi ≅ fi.

Зäесü ãраäиент и еãо прибëижения относятся к

зна÷енияì арãуìентов ti, ui. Обозна÷иì также ui

вектор с коìпонентаìи .

Утверждение 1. Пустü функöия f(t, u) непре-
рывно äифференöируеìа по арãуìентаì, известны
ее зна÷ения на äискретноì наборе зна÷ений ti с

øаãоì Δt, при кажäоì ti  ≠ 0 и существует то÷ка

стаöионарности функöии по арãуìенту u.
Найäется веëи÷ина hi такая, ÷то ìетоä рас÷ета

ui + 1 = ui + hi ui/(|| fi || + αi)

при 0 ≤ αi ≤ h/  – (|| fi ||)

реаëизует посëеäоватеëüностü зна÷ений ui, откëо-

няþщихся от то÷ки стаöионарности  так, ÷то

знаки разностей коìпонент  –  и  – ,

k = 1, ..., n, противопоëожны. Такиì образоì, ре-

extr
u

ui
k

f∂

uk∂
--------

i

fi 1+ fi–

ui 1+
k ui

k–
-----------------------

Δfi

Δui
k

---------

∇u

∇f

Δui
k

Δfi
---------

f∂
t∂
----

ti

∇f ∇u

fi∂
t∂
------Δti⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∇u

u∼

ui
k u k) ui 1+

k u k)
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зуëüтат ui коëебëется вокруã то÷ек стаöионарности

 = 0.

Утверждение 2. Пустü в äопоëнение к усëовияì
Утвержäения 1 существуþт вторые произвоäные
функöии f(t, u) по арãуìенту u, которые образуþт
ìатриöу ∇uu f, äëя которой выпоëняется усëовие
сиëüной выпукëости по u в кажäой то÷ке ti, ui:
||∇uu fi || > 0.

При коэффиöиенте |hi | ≥  и при

0 ≤ αi ≤ h/  – || fi ||, ãäе прибëижение ãра-

äиента относится к зна÷енияì арãуìентов ti, ui, ìе-
тоä рас÷ета

ui + 1 = ui + hi ui/(|| fi || + αi)

реаëизует посëеäоватеëüностü зна÷ений ui, откëо-
няþщихся от то÷ек стаöионарности поо÷ереäно
по кажäой коорäинате в противопоëожных на-
правëениях на веëи÷ину Δui, нижняя ãраниöа нор-

ìы которой inf ||Δui|| =  äостиãается

при |hi| = .

Утверждение 3. Есëи реøается заäа÷а на по-
иск ìаксиìуìа, выбор знака øаãа hi поä÷иняется
правиëу: знак hi совпаäает со знакоì веëи÷ины

 при Δf(ti, ui) ≥ 0 и иìеет

противопоëожный знак при Δf(ti, ui) < 0.

Доказатеëüства всех трех утвержäений привеäе-
ны в приëожении.
Замечание 1. Есëи заäана äопустиìая поãреø-

ностü реøения δ, то äопустиìый кëасс функöий
f(t, u), äëя которых ||Δui || ≤ δ, äоëжен уäовëетворятü

усëовиþ  ≤ δ на рассìатривае-

ìоì отрезке вреìени (иëи, есëи необхоäиìо, всей
обëасти опреäеëения). Из этоãо сëеäует, ÷то ÷еì

боëüøе веëи÷ина  и Δt, теì боëüøе поãреø-

ностü.
Замечание 2. Из Утвержäения 1 сëеäует, ÷то ко-

ëебатеëüный проöесс обеспе÷ивает прибëижение к
экстреìуìу уже на первоì øаãе ìетоäа, а из Заìе-
÷ания 1 — ÷то проöесс не выхоäит за преäеëы
трубки ||Δui || ≤ δ.

Замечание 3. Утвержäение 3 приìениìо при ус-

ëовии, коãäа произвоäная  изìеняется в интер-

ваëе Δti так, ÷то знак веëи÷ины 

постоянный при t ∈ [ti, ti + 1]. Дëя оöенки 

ìожно испоëüзоватü такуþ оöенку прибëижения
по треì то÷каì, есëи интерваë вреìени Δt посто-
янный:

 ≅ .

Эта оöенка ìожет бытü поëу÷ена из систеìы
уравнений

fi + 1 – fi ≅ (ui + 1 – ui) + ,

fi – fi + 1 ≅ (ui – ui + 1) + 

в преäпоëожении, ÷то произвоäная  ìаëо изìе-

няется за вреìя Δt.
Замечание 4. Поëаãая в ìетоäе рас÷ета управëе-

ния веëи÷ину α такой, ÷то αi ≥ α = const ≥ 0, по-
ëу÷иì боëее øирокий разìах приращения

Δui + 1(α) = h ui/(|| fi || + α) ≥ Δu(αi),

äëя котороãо знаки разностей  –  и  – 

также противопоëожны. Чеì боëüøе разностü

αi – α, теì боëüøе разìах коëебаний ui – .

Допустиìуþ веëи÷ину параìетров αi и hi ìожно
выбиратü в äовоëüно øирокоì äиапазоне, не иìея

то÷ных оöенок веëи÷ин , ||∇uu fi ||. Чеì бëиже

зна÷ение параìетра αi к нуëþ, теì разброс Δui бу-
äет боëüøе. Уìенüøение параìетра hi уìенüøает
разброс Δui, но при сëиøкоì ìаëоì hi аëãоритì
расхоäится (суììарная поãреøностü нарастает в
проöессе итераöий).
Замечание 5. Поскоëüку вëияние внеøних фак-

торов на öеëевуþ функöиþ отражается на веëи-

÷ине произвоäной , то разброс зна÷ений уп-

равëения пряìо зависит от веëи÷ины этоãо воз-
äействия.
Замечание 6. Поскоëüку зна÷ения öеëевой функ-

öии f(t, u) вы÷исëяþтся (иëи изìеряþтся) тоëüко
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в узëах äискретной сетки вреìени и äëя соответ-
ствуþщих зна÷ений векторов управëения, ìожно
построитü спëайн-прибëижение этой функöии
нужной ãëаäкости и уже äëя нее приìенятü то÷ные
ìетоäы ãраäиентноãо спуска [10, 11]. Оäнако то÷-
ностü поëу÷енноãо резуëüтата останется коне÷ной,
поскоëüку такая спëайн-аппроксиìаöия не еäинс-
твенна. К тоìу же вы÷исëитеëüная сëожностü это-
ãо ìетоäа буäет зна÷итеëüно превыøатü сëожностü
преäëоженноãо поäхоäа.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ

В ка÷естве иëëþстраöии ìетоäа прибëиженноãо по-
иска экстреìуìа äëя нестаöионарной систеìы с äиск-
ретныì вреìенеì испоëüзуется ÷исëенная реаëизаöия
ìоäеëи экстреìаëüноãо реãуëятора äëя упрощенной ìо-
äеëи выпуска проäукöии. Она преäставëена привеäен-
ныìи ниже коне÷но-разностныìи соотноøенияìи в
äискретноì вреìени. Оäнако при поиске реøения, в со-
ответствии с постановкой заäа÷и, испоëüзуþтся тоëüко
зна÷ения öеëевой функöии и управëения в преäыäущий
и текущий ìоìенты вреìени.

В ка÷естве управëения (и оäновреìенно параìетра
состояния) выступает объеì выпуска проäукöии u(t).
Цеëевая функöия — прибыëü

r(t) = f(t, u(t)) = p(t)u(t) – C0 – cu2(t) → ,

ãäе t = 0, 1, 2, ...; p(t)u(t) — выру÷ка; C0 — постоянные

изäержки; C0 + cu2 — оöенка поëных изäержек, вкëþ-

÷аþщая оöенки затрат на фонäообразование, опëаты
труäа и пряìых затрат; p(t) — öена еäиниöы проäукöии
(параìетр внеøней среäы),

p(t) = dp(t – 1),  p(0) = p0.

Зäесü d — коэффиöиент роста, p0 — на÷аëüная öена.

Оöенка преäеëüной прибыëи (ãраäиента öеëевой
функöии по управëениþ) вы÷исëяется так:

e(t) = (r(t) – r(t – 1))/(u(t) – u(t – 1)).

Управëение на сëеäуþщеì øаãе расс÷итывается в со-
ответствии с ìетоäоì прибëижения к экстреìуìу:

u(t – 1) = u(t) + h/((e(t)(|e(t)| + α)).

Зäесü δ — параìетр стабиëизаöии, k — коэффиöиент
связи.

На рисунке привеäены резуëüтаты рас÷етов äëя ìо-
äеëи выпуска проäукöии с параìетраìи С0 = 1; c = 1 и
экстреìаëüноãо реãуëятора с параìетраìи α = 0,1; h = 1.
Цена на проäукöиþ с на÷аëüныì зна÷ениеì p0 = 3 из-
ìеняется с постоянныì теìпоì d = 1,03. То÷ное опти-
ìаëüное реøение иìеет виä:

u(t) = .

Оптиìизируþщий реãуëятор выпуска проäукöии äо-
воëüно быстро (за оäин øаã) прибëижает выпуск про-
äукöии к оптиìаëüноìу и с те÷ениеì вреìени отсëежи-
вает еãо оптиìаëüный уровенü в раìках поãреøности
ìетоäа.

Разìах коëебаний вокруã оптиìаëüноãо уровня вы-
пуска обусëовëен äискретныì характероì ìоäеëи, не-
стаöионарныì повеäениеì öены на проäукöиþ и нето÷-
ностüþ поäбора параìетров реãуëятора. С ростоì про-
извоäной öены по вреìени поãреøностü реøения воз-
растает, ÷то соответствует привеäенной оöенке прибëи-
жения. Веëи÷ина hi на на÷аëüных øаãах иìеет оöенку

|hi | =  ≅ 1, знак + 1; оöенка коэффиöиента αi

выбираëасü из соображения устой÷ивости проöесса так,

÷тобы || fi || . αi > 0. На траектории их ìожно уто÷нятü,

поäбирая экспериìентаëüно так, ÷тобы уровенü, äости-
ãаеìый öеëевой функöией f(t, u(t)) в те÷ение нескоëü-
ких øаãов äискретноãо аëãоритìа, быë ìаксиìаëüныì.
В äанноì приìере зна÷ения этих коэффиöиентов αi, hi

на всей траектории быëи постоянныìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìатриваеìый ìетоä ìаëо крити÷ен к выбо-
ру параìетров δ, k. Посëеäние ìожно опреäеëятü,
исхоäя из усëовий приìенения ìетоäа в конкрет-
ной ситуаöии, соответствуþщей усëовияì при-
кëаäной заäа÷и. Так, в привеäенноì выøе приìе-
ре веëи÷ина параìетров соответствует теìпу при-
роста öены проäукöии. Кроìе тоãо, äëя оöенки h
ìоãут бытü приìенены коне÷но-разностные при-
бëижения произвоäных функöии f(t, u). Параìетр
α тоãäа ìожет выбиратüся в соответствии с оöен-

кой α ≅ || f0||
2h/ . Чисëенные экспериìен-

ты показаëи, ÷то варüирование параìетров реãу-
ëятора в äостато÷но øирокоì äиапазоне не ока-
зывает существенноãо вëияния на ка÷ественное
повеäение рас÷етной траектории.

Результаты расчетов для экстремального регулятора:  — оп-
тиìаëüное реøение;  — рас÷етное реøение;  — опти-
ìаëüная прибыëü;  — рас÷етная прибыëü
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е л ь с т в о  Утверждения 1. Испоëüзуя ëи-
нейный отрезок ряäа Тейëора — Лаãранжа äëя функöии
f(t, u) в то÷ке ti + 1, ui + 1, ãäе остато÷ный ÷ëен заäан в про-

ìежуто÷ной то÷ке ti ≤  ≤ ti + 1;  ∈ [ , ], поëу÷иì

f(ti + 1, ui + 1) – f(ti, ui) =

= (  – ) + (ti + 1 – ti).

По необхоäиìоìу усëовиþ оптиìаëüности поëожиì

 = 0. Тоãäа

Δ  =  –  =

= (ti + 1 – ti) / .

Иëи в векторноì виäе

Δui = Δti ui. (1)

Привеäеì ìетоä вы÷исëения, приãоäный äëя ÷ис-
ëенной реаëизаöии. Буäеì опреäеëятü αi и hi из соотно-
øения

 = hi/(Δti((|| fi|| + αi)). (2)

Тоãäа вбëизи то÷ки стаöионарности  ∈ [ui, ui + 1]

иìееì

Δui = hi u/(|| fi|| + αi).

Поскоëüку  — внутренняя то÷ка интерваëа [ui, ui + 1],

знаки разностей  –  и  + 1 –  противопоëож-

ны. Такиì образоì, резуëüтат ui покоорäинатно коëеб-

ëется вокруã то÷ек стаöионарности  = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о  Утверждения 2. Обозна÷иì 
поãреøностü ìетоäа на текущеì øаãе, обусëовëеннуþ
äискретностüþ øкаëы вреìени. Оöенка ãраäиента вбëи-
зи то÷ки стаöионарности иìеет виä:

fi = ∇uu fi .

Есëи веëи÷ина произвоäной  известна то÷но, то

äëя веëи÷ин h, α, уäовëетворяþщих соотноøениþ (2),
поëüзуясü усëовиеì (1), поëу÷иì

|| || = |h|Δt || ui||/(||∇uu fi || || || + α),

откуäа, реøая кваäратное уравнение относитеëüно || ||,
поëу÷иì

|| || = –  + .

Нетруäно виäетü, ÷то функöия || || (α) ìонотонно
возрастаþщая.

Из соотноøения (2) также сëеäует:

hi = (|| fi || + αi)Δti,

|hi | ≥ . (3)

При α = 0 из выражений (2) и (3) сëеäует:

|| ||(α = 0) =  = .

Из посëеäнеãо равенства тоãäа сëеäует, ÷то поëу÷ен-
ная оöенка

|| || = 

преäставëяет собой нижнþþ ãраниöу поãреøности ре-
øения.
Д о к а з а т е л ь с т в о  Утверждения 3. Как сëеäует из

утвержäения 1, интерваë [ui, ui + 1] не соäержит то÷ку
стаöионарности, есëи äëя каких-ëибо иëи всех коорäи-
нат разности ui + 1 – ui иìеþт оäинаковый знак. В этоì

сëу÷ае ìожно преäпоëожитü  ≠ 0, тоãäа

Δ  =  –  = .

Иëи в векторноì виäе

Δu = .

Есëи реøается заäа÷а на ìаксиìуì, при фиксиро-
ванной абсоëþтной веëи÷ине øаãа h направëение спус-
ка выбирается из усëовия

sign(h) = sign , есëи Δf(ti, ui) > 0,

sign(h) = –sign , есëи Δf(ti, ui) < 0.
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Abstract. This paper develops an approximate method to optimize a time-varying objective
function on a discrete time scale. The method should provide an admissible (controllable) error
value. The conditions to be satisfied by the time scale, the objective function, and the envi-
ronment’s parameters are established. The unconstrained optimization of a time-varying ob-
jective function that depends on the control vector components is considered on a discrete set
of time instants. To find a solution, a discrete gradient constrained optimization method is pro-
posed. Efficiency conditions for the gradient method are formulated. A lower bound on the so-
lution error is obtained in terms of the time step, the rate of change of the objective function,
and its first- and second-order derivatives with respect to the control vector components. The
method is illustrated on a numerical example of an optimal controller design for a time-varying
plant with a nonlinear objective function. According to the numerical experiments, the wide-
range variations of the controller’s parameters have no significant effect on the qualitative be-
havior of the resulting trajectory. The method can be used to calculate an optimal control func-
tion for a system with a discrete-valued objective function.
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