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Заäа÷и, реøаеìые в обëасти эконоìики, ìожно
разäеëитü по направëениþ при÷инно-сëеäствен-
ной связи на пряìые и обратные. Пряìая заäа÷а
закëþ÷ается в установëении сëеäствия по извест-
ныì при÷инаì, т. е. рас÷ете резуëüтата по иìеþ-
щиìся зна÷енияì форìируþщих еãо веëи÷ин и
виäу зависиìости, ÷то позвоëяет оöенитü текущее
состояние систеìы, сäеëатü проãноз на буäущие
периоäы, иссëеäоватü вëияние факторов на выхоä-
нуþ веëи÷ину. Приìероì реøения пряìой заäа÷и
ìожет сëужитü опреäеëение выру÷ки преäприятия
по заäанныì зна÷енияì öены и коëи÷ества про-
äанноãо товара.
Обратная заäа÷а закëþ÷ается в установëении

при÷ин, привоäящих к интересуþщеìу сëеäст-
виþ, т. е. такоì поäборе исхоäных веëи÷ин, кото-
рый обеспе÷иë бы заäанное зна÷ение резуëüтата.
Поëу÷енная инфорìаöия ìожет бытü испоëüзова-
на äëя форìирования управëен÷еских реøений
[1—4]. В ка÷естве приìера ìожно привести оп-
реäеëение коëи÷ества проäанноãо товара и öены,
обеспе÷иваþщих необхоäиìый прирост выру÷ки.
Реøение обратных заäа÷ с поìощüþ обратных

вы÷исëений — это поëу÷ение зна÷ений приростов
арãуìентов функöии на основании заäаваеìоãо
зна÷ения приращения функöии и äопоëнитеëüной
инфорìаöии, поступаþщей от ëиöа, форìируþ-
щеãо реøение: коэффиöиентов относитеëüной
важности арãуìентов, инäивиäуаëüноãо коэффи-
öиента прироста арãуìентов. Несìотря на то, ÷то
аппарат обратных вы÷исëений быë разработан от-

носитеëüно неäавно, он уже наøеë практи÷еское
приìенение в разëи÷ных обëастях, в ÷астности,
образовании [5] и эконоìике [6]. Реøение заäа÷
поäобноãо роäа актуаëüно, поскоëüку позвоëяет
ответитü на вопрос «как сäеëатü так, ÷тобы …?», оп-
реäеëитü управëяþщие возäействия äëя äостиже-
ния жеëаеìоãо состояния объекта эконоìики,
÷то явëяется неотъеìëеìой функöией систеì поä-
äержки принятия реøений. Такиì образоì ìожет
бытü реøена важнейøая заäа÷а синтеза öеëевоãо
управëения с систеìой сбаëансированных показа-
теëей, ãäе в корне äерева öеëей распоëожена стра-
теãи÷еская öеëü, а на терìинаëüных верøинах —
оперативные показатеëи [7]. Поä äеревоì öеëи по-
ниìается иерархи÷еская структура, в которой вы-
äеëена ãëавная öеëü — коренü äерева и поä÷иняþ-
щиеся ей поäöеëи первоãо, второãо и посëеäуþщеãо
поäуровней, преäставëенные в виäе ëистüев äерева.
Моäифиöированный ìетоä обратных вы÷исëе-

ний закëþ÷ается в опреäеëении арãуìентов функ-
öии на основании ее указанноãо зна÷ения и коэф-
фиöиентов относитеëüной важности [8] (иìенно
такоãо роäа заäа÷и буäут рассìотрены в äанной
пубëикаöии и называтüся «обратныìи»). Он преä-
поëаãает построение уравнения связи ìежäу ар-
ãуìентаìи виäа y = a ± bx и поäстановку поëу-
÷енноãо уравнения в исхоäное соотноøение. Дëя
созäания уравнения связи испоëüзуется ìиниìак-
сный ìетоä. Сутü еãо закëþ÷ается в построении
уравнения äиаãонаëи пряìоуãоëüника, образо-
ванноãо ìиниìаëüныìи и ìаксиìаëüныìи зна÷е-
нияìи веëи÷ин (рис. 1), при этоì в ка÷естве уãëо-
воãо коэффиöиента испоëüзуется отноøение ин-

Отìе÷ено, ÷то обратные заäа÷и возникаþт при необхоäиìости нахожäения оптиìаëüных
путей реøения вопросов коìпаний и отве÷аþт на вопрос «как сäеëатü так, ÷тобы …?».
Преäëожены варианты реøения обратных заäа÷ эконоìики с поìощüþ ìоäифиöиро-
ванноãо ìетоäа обратных вы÷исëений. Рассìотрены разëи÷ные виäы оãрани÷ений на ар-
ãуìенты функöий. Показана возìожностü приìенения ìоäифиöированноãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений äëя оптиìизаöии функöии äвух арãуìентов на заäанноì интерваëе.
Указано, ÷то поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны в систеìах поääержки приня-
тия управëен÷еских реøений.

Ключевые слова: обратные вы÷исëения, обратная заäа÷а, оãрани÷ения, оптиìизаöия, управëен÷ес-
кие реøения.

pb0516.fm  Page 35  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

36 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2016

терваëов. Так äëя построения функöии обратной
зависиìости (рис. 1, а) испоëüзуþтся форìуëы:
b = Ly/Lx, a = Ymin + bXmin. В сëу÷ае пряìой зави-
сиìости (рис. 1, б): b = Ly/Lx, a = Ymin – bXmin. В ìо-
äифиöированноì ìетоäе обратных вы÷исëений
испоëüзуþтся отноøение коэффиöиентов относи-
теëüной важности в ка÷естве уãëовоãо коэффиöи-
ента и исхоäные äанные вìесто ìиниìаëüных
зна÷ений. В отëи÷ие от кëасси÷ескоãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений он проще в коìпüþтерной ре-
аëизаöии, так как позвоëяет избежатü проверок
соãëасованности äопоëнитеëüной инфорìаöии,
поступаþщей от ÷еëовека: соответствия постав-
ëенной öеëи коэффиöиентаì важности.
Мноãие заäа÷и эконоìики преäпоëаãаþт наëи-

÷ие оãрани÷ений на зна÷ение оäноãо из показа-
теëей. Так, наприìер, объеì выпуска ìожет бытü
оãрани÷ен произвоäственныìи ресурсаìи преä-
приятия. В этоì сëу÷ае äефиöит/изëиøек оäноãо
ресурса коìпенсируется äруãиì. В работе [1] äëя
у÷ета оãрани÷ений при испоëüзовании обратных
вы÷исëений преäпоëаãается корректировка коэф-
фиöиентов относитеëüной важности, в статüе [9]
описана итераöионная проöеäура оптиìизаöии,
которая закëþ÷ается в посëеäоватеëüноì изìене-
нии функöионаëа и опреäеëении приростов арãу-
ìентов, ÷то позвоëяет поëу÷итü резуëüтат с у÷етоì
заäанных оãрани÷ений.
В настоящей работе преäставëены варианты

реøения заäа÷ эконоìики с у÷етоì оãрани÷ений
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений. В рассìотренных äаëее заäа÷ах преä-
поëаãается взаиìозаìеняеìостü ресурсов.

1. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ 
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Дëя оöенки состояния объекта эконоìики ис-
поëüзуþтся разëи÷ные показатеëи, которые ìоãут
бытü связаны ìежäу собой аääитивной ìуëüтипëи-
кативной и кратной зависиìостяìи [10].

Рассìотриì сëу÷ай ìуëüтипëикативной зави-
сиìости äëя функöии äвух арãуìентов: выру÷ка
равна (рис. 2) r = pc, ãäе р и с — öена и коëи÷ество
товара.
Исхоäные äанные: r0 = 50 усë. äен. еä., p0 =

= 10 усë. äен. еä., c0 = 5 усë. еä. Необхоäиìо оп-
реäеëитü зна÷ения öены и коëи÷ества, которые
обеспе÷ат разìер выру÷ки, равный 100. Установиì
зна÷ения коэффиöиентов важности приращений
арãуìентов функöии: α = 0,4 и β = 0,6. Поëу÷енное
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений реøение (рис. 3): b = 0,4/0,6 = 0,667,
a = 10 – 0,667•5 = 6,667, (6,668 + 0,667c1)c1 = 100,
c1 = 8,228, p1 = 12,152.

Рис. 1. Зависимость: а — обратная; б — пряìая

Рис. 2. Формирование выручки

Рис. 3. Зависимость между ценой и количеством

pb0516.fm  Page 36  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

37ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2016

При нахожäении реøения не у÷итываëисü оã-
рани÷ения, которые ìоãут бытü установëены на
зна÷ения показатеëей. Можно выäеëитü варианты:

— оãрани÷ено зна÷ение тоëüко оäноãо показа-
теëя;

— оãрани÷ены зна÷ения äвух показатеëей;
— заäана оäна ãраниöа (верхняя иëи нижняя,

рис. 4, а) äопустиìых зна÷ений;
— установëены äве ãраниöы (верхняя и ниж-

няя, рис. 4, б), т. е. указан интерваë äопустиìых
зна÷ений.
В простейøеì сëу÷ае наëи÷ия оãрани÷ения

зна÷ения оäноãо показатеëя возìожна корректи-
ровка изëиøка иëи äефиöита за с÷ет äруãой веëи-
÷ины. В этоì сëу÷ае нахожäение реøения своäит-
ся к сëеäуþщиì øаãаì.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: с0, р0 α,

β, r1; ãраниöы: ch, cd иëи ph, pd.
Шаг 2. Расс÷итатü зна÷ения искоìых веëи÷ин

c1, p1, обеспе÷иваþщих заäанное зна÷ение функ-
öии r1 с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений. Есëи поëу÷енные зна÷ения
уäовëетворяþт оãрани÷енияì, то они явëяþтся ре-
øениеì заäа÷и, ина÷е происхоäит перехоä к сëе-
äуþщеìу øаãу.
Шаг 3. Присвоитü показатеëþ ãрани÷ное зна÷е-

ние. Есëи äëя веëи÷ины установëена и верхняя и
нижняя ãраниöы, то испоëüзуется бëижайøее к
поëу÷енноìу реøениþ зна÷ение.
Шаг 4. Поäставитü зна÷ение в исхоäнуþ функ-

öиþ и опреäеëитü зна÷ение второãо показатеëя пу-
теì реøения поëу÷енноãо уравнения.
Рассìотриì выпоëнение этих øаãов на при-

ìере. Исхоäные äанные: r1 = 100 усë. äен. еä.,
p0 = 10 усë. äен. еä., c0 = 5 усë. еä., α = 0,4 и β = 0,6,
ch = 8, т. е. существует оãрани÷ение: c ≤ 8.
Поëу÷енное с поìощüþ ìоäифиöированноãо

ìетоäа обратных вы÷исëений реøение (c1 = 8,228,
p1 = 12,152) не уäовëетворяет оãрани÷ениþ c ≤ 8
(сì. рис. 4), так как набëþäается неäостаток коëи-
÷ества на 0,228 усë. еä., который нужно воспоë-
нитü за с÷ет öены. Присвоиì веëи÷ине c1 зна÷ение
верхней ãраниöы и поäставиì в исхоäное уравне-

ние: p1•8 = 100, т.е. р1 = 12,5. Поëу÷енное реøе-
ние: с1 = 8, р1 = 12,5.
В сëу÷ае, есëи обе веëи÷ины, форìируþщие ре-

зуëüтируþщий показатеëü, оãрани÷ены, заäа÷а ус-
ëожняется. Рассìотриì вариант, коãäа äëя кажäо-
ãо показатеëя существует тоëüко оäно оãрани÷е-
ние: установëена верхняя иëи нижняя ãраниöа.
Первона÷аëüно необхоäиìо выпоëнитü проверку
на существование реøения в заäанных интерваëах.
Дëя этоãо нужно проанаëизироватü варианты äо-
стижения öеëи (табë. 1) в соответствии с виäоì за-
висиìости и направëениеì изìенения веëи÷ин.
Так, наприìер, при необхоäиìости обеспе÷ения
поëожитеëüноãо прироста резуëüтата (т. е. ΔC > 0)
путеì изìенения зна÷ений A(α) и B(α) в сëу÷ае
ìуëüтипëикативной зависиìости C = A(α)B(β) ìо-
ãут бытü рассìотрены äва варианта: увеëи÷ение
зна÷ений A(α) и B(α); увеëи÷ение арãуìента с на-
ибоëüøиì зна÷ениеì коэффиöиента относитеëü-
ной важности при уìенüøении зна÷ения переìен-
ной с наиìенüøиì коэффиöиентоì важности.
Дëя ìуëüтипëикативной ìоäеëи в сëу÷ае наëи-

÷ия нижних ãраниö c ≥ cd, p ≥ pd и выпоëнения ус-
ëовия r(cd, pd) > r1 реøение не ìожет бытü найäено
в заäанных интерваëах. Реøение буäет отсутство-
ватü и при существовании верхних ãраниö зна÷ений
c ≤ ch, p ≤ ph и выпоëнении усëовия r(ch, ph) < r1.
В этоì сëу÷ае в ка÷естве реøения ìоãут бытü взя-
ты зна÷ения ãраниö: ch, ph иëи cd, pd.
При существовании реøения в заäанных ин-

терваëах проöеäура реøения заäа÷и вкëþ÷ает в се-
бя сëеäуþщие øаãи.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: α, β, r1;

ãраниöы: ch иëи cd, ph иëи pd.
Шаг 2. В ка÷естве на÷аëüных взятü ãрани÷ные

зна÷ения: c0 = cd иëи c0 = ch; p0 = pd иëи p0 = ph.
Шаг 3. Найти реøение с поìощüþ ìоäифиöи-

рованноãо ìетоäа обратных вы÷исëений. Направ-
ëение изìенения веëи÷ин обусëовëивает виä зави-
сиìости в уравнении связи: пряìая иëи обратная.

Рис. 4. Виды границ допустимых значений: а — верхняя ãраниöа;
б — верхняя и нижняя ãраниöа

Таблица 1
Âàðèàíòû äîñòèæåíèÿ öåëè

Виä зависи-
ìости

Усëо-
вие

Прирост резуëüтата

+ –

Муëüтипëика-
тивная 
А(α)В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A+, B+ A–, B+ A–, B– A+, B–

Аääитивная 
А(α) + В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A+, B+ A–, B+ A–, B– A+, B–

Кратная 
А(α)/В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A–, B– A+, B– A+, B+ A–, B+
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При обратной зависиìости ìежäу арãуìентаìи
уравнение ìожет не иìетü реøения иëи поëу÷ен-
ные зна÷ения ìоãут выхоäитü за ãраниöы äопусти-
ìой обëасти. В этоì сëу÷ае корректируþтся коэф-
фиöиенты пропорöионаëüности и äанный øаã
повторяется.
Так, äопустиì, ÷то в приìере форìирования

выру÷ки существует оãрани÷ение: c ≥ 9, p ≥ 10,
исхоäные äанные: r1 = 100 усë. äен. еä., α = 0,4 и
β = 0,6, cd = 9, pd = 10.
Присвоиì на÷аëüныì зна÷енияì коëи÷ества и

öены товара ãраниöы äопустиìых интерваëов:
c0 = 9, p0 = 10. Поскоëüку изìенение веëи÷ин про-
исхоäит в оäноì направëении, т. е. äëя äвух арãу-
ìентов установëена нижняя ãраниöа, то испоëü-
зуется пряìая зависиìостü ìежäу показатеëяìи.
Поëу÷енное с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìе-
тоäа обратных вы÷исëений реøение: c1 = 9,61,
p1 = 10,406.
Анаëоãи÷но осуществëяется поиск реøения,

есëи существует верхняя ãраниöа äопустиìых зна-
÷ений.
В сëу÷ае, есëи äëя оäной из веëи÷ин установ-

ëена верхняя ãраниöа, а äëя äруãой — нижняя, то
изìенение зна÷ений äëя ìуëüтипëикативной свя-
зи äоëжно происхоäитü в разëи÷ных направëени-
ях, и при нахожäении реøения нужно рассìотретü
обратнуþ зависиìостü ìежäу арãуìентаìи.
Пустü äëя привеäенных ранее исхоäных äанных

cd = 9, ph = 10, т. е. существует оãрани÷ение: c ≤ 9,
p ≤ 10.
При рассìотрении обратной зависиìости ìеж-

äу арãуìентаìи кваäратное уравнение корней не
иìеет, сëеäоватеëüно, реøение не ìожет бытü по-
ëу÷ено.
Приìеì øаã изìенения коэффиöиентов, рав-

ныì 0,1: Δ = 0,1. Тоãäа новые зна÷ения коэффиöи-
ентов относитеëüной важности α = 0,6 + 0,1 = 0,7
и β = 0,4 – 0,1 = 0,3. Поëу÷енные зна÷ения веëи-
÷ин (c1 = 10,873, p1 = 9,197) с поìощüþ ìоäифи-
öированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений соот-
ветствуþт оãрани÷енияì, сëеäоватеëüно, они яв-
ëяþтся реøениеì заäа÷и.
Наконеö, рассìотриì вариант оãрани÷ений в

виäе äопустиìых интерваëов зна÷ений: pd ≤ p ≤ ph,
cd ≤ c ≤ ch. Дëя нахожäения реøения необхоäиìо
воспоëüзоватüся итераöионной проöеäурой, со-
стоящей из сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: r1, ch, cd,

ph, pd.
Шаг 2. Проверитü возìожностü нахожäения ре-

øения в заäанноì интерваëе.
Шаг 3. Расс÷итатü интерваëы äопустиìых зна-

÷ений:
Lc = ch – cd,  Lp = ph – pd. (1)

Шаг 4. Опреäеëитü коэффиöиенты ëинейноãо
уравнения:

b = Lp/Lc,  a = pd – bcd. (2)

Шаг 5. Поäставитü уравнение в исхоäнуþ функ-
öиþ и найти искоìые веëи÷ины c1 и p1.

Посëе опреäеëения зна÷ений показатеëей,
обеспе÷иваþщих заäанный резуëüтат r1, коэффи-
öиенты пропорöионаëüности ìоãут бытü вы÷исëе-
ны по форìуëаì:

α* = , 

β* = . (3)

Рассìотриì реøение заäа÷и в сëу÷ае существо-
вания поäобных оãрани÷ений. Исхоäные äанные:
r1 = 100, ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2, т. е.
5 ≤ c1 ≤ 8, 12,2 ≤ p1 ≤ 15.

Поскоëüку äëя рассìатриваеìой ìуëüтипëика-
тивной ìоäеëи выпоëняется усëовие r(cd, pd) ≤
≤ r1 ≤ r(ch, ph), реøение ìожет бытü найäено в за-
äанных ãраниöах.
Рас÷ет интерваëов (1): Lc = 8 – 5 = 3, Lp = 15 –

– 12,2 = 2,8.
Нахожäение коэффиöиентов ëинейноãо урав-

нения (2):
b = Lp/Lc = 2,8/3 = 0,933, 

a = pd – bcd = 12,2 – 50,933 = 7,53.

Поëу÷енное ëинейное уравнение связи: p =
= 7,53 + 0,933c. Еãо поäстановка в исхоäнуþ функ-
öиþ и нахожäение реøения: (7,53 + 0,933c1)c1 =
= 100. Поëу÷иì: c1 = 7,074, p1 = 14,136.

Такиì образоì, зна÷ения коэффиöиентов (3)
относитеëüной важности: α* = 0,334, β* = 0,66.
Есëи реøение необхоäиìо поëу÷итü с у÷етоì

коэффиöиентов приоритетности α и β, то необ-
хоäиìо испоëüзоватü итераöионнуþ проöеäуру,
вкëþ÷аþщуþ в себя посëеäоватеëüнуþ корректи-
ровку коэффиöиентов.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные зна÷ения α и β.
Шаг 2. Найти реøение заäа÷и с поìощüþ ìо-

äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений.
Есëи реøение поëу÷ено и соответствует оãрани÷е-
нияì, то с÷итатü поëу÷енные зна÷ения реøениеì
заäа÷и, ина÷е — перейти к сëеäуþщеìу øаãу.
Шаг 3. Расс÷итатü зна÷ения α* и β* с поìощüþ

итераöионной проöеäуры нахожäения реøения
при наëи÷ии интерваëов äопустиìых веëи÷ин;
приросты

Δα = ,  Δβ = , (4)

ãäе n — ÷исëо то÷ек разбиения интерваëа.

c1 c0–
c1 c0–( ) p1 p0–( )+

-------------------------------------------------

p1 p0–
c1 c0–( ) p1 p0–( )+

-------------------------------------------------

α α*–
n

--------------- β β*–
n

--------------
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Шаг 4. Изìенитü зна÷ения коэффиöиентов про-
порöионаëüности на разìер прироста: α = α + Δα
и β = β + Δβ.
Шаг 5. Найти реøение заäа÷и с поìощüþ ìо-

äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений.
Есëи реøение поëу÷ено и соответствует оãрани÷е-
нияì, то поëу÷енные зна÷ения с÷итатü реøениеì
заäа÷и, ина÷е — перейти к øаãу 4.
Исхоäные äанные: α = 0,23, β = 0,77, r1 = 100,

ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2, т. е. существуþт
оãрани÷ения: 5 ≤ c1 ≤ 8; 12,2 ≤ p1 ≤ 15. Поëу÷енное
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений реøение: c = 6,56, p = 15,235. Цена не
уäовëетворяет оãрани÷ениþ 12,2 ≤ p1 ≤ 15, поэтоìу
необхоäиìо изìенитü зна÷ения коэффиöиентов
относитеëüной важности.
Пустü n = 3, тоãäа зна÷ения прироста (4)

Δα =  =  = 0,035,

Δβ = –Δα = –0,035.

Скорректированные зна÷ения коэффиöиентов
относитеëüной важности: α = 0,23 + 0,035 = 0,265;
β = 0,77 – 0,035 = 0,735.
Поëу÷енные зна÷ения: c1 = 6,74, p1 = 14,836

уäовëетворяþт оãрани÷енияì 5 ≤ c1 ≤ 8, 12,2 ≤
≤ p1 ≤ 15 и явëяþтся реøениеì заäа÷и.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Моäифиöированный ìетоä обратных вы÷ис-
ëений также ìожет бытü приìенен äëя реøения
заäа÷ оптиìизаöии функöий, коãäа на заäанноì
интерваëе нужно найти зна÷ения арãуìентов,
обеспе÷иваþщих ìиниìаëüное иëи ìаксиìаëüное
зна÷ение функöии, в ÷астности, äëя опреäеëения
на÷аëüной то÷ки при ìноãоìерной оптиìизаöии.
Простейøий способ реøения такой заäа÷и закëþ-
÷ается в приìенении ìетоäа Монте-Карëо, коãäа
на÷аëüная то÷ка выбирается сëу÷айныì образоì, а
также существует поäхоä, основанный на испоëü-
зовании реãуëярной сетки [11].
Аëãоритì ìетоäа состоит в сëеäуþщеì.
Шаг 1. Опреäеëение исхоäных äанных: функ-

öия z(x, y), интерваëы äопустиìых зна÷ений, на ко-
торых осуществëяется поиск ìиниìуìа: xd ≤ x ≤ xh,
yd ≤ y ≤ yh.
Шаг 2. Построение ëинейноãо уравнения зави-

сиìости арãуìентов и еãо поäстановка в исхоäнуþ
функöиþ.
Шаг 3. Миниìизаöия/ìаксиìизаöия поëу÷ен-

ной функöии с поìощüþ оäноãо из ìетоäов оäно-
ìерной оптиìизаöии (равноìерноãо поиска, äи-
хотоìии, зоëотоãо се÷ения и т. ä.). Поäстановка
поëу÷енной веëи÷ины в уравнение связи. Поëу-
÷енные зна÷ения x*, y* ìоãут бытü испоëüзованы в

ка÷естве на÷аëüной то÷ки при приìенении извес-
тных ìетоäов оптиìизаöии.
Существуþщие ìетоäы ìноãоìерной оптиìи-

заöии äеëятся на ìетоäы пряìоãо поиска (Хука—
Дживса, сиìпëексный, Гаусса—Зейäеëя и äр.) и
ãраäиентные (Коøи, Фëет÷ера—Ривза и äр.) [12].
Основной неäостаток ãраäиентных ìетоäов состо-
ит в необхоäиìости вы÷исëения произвоäной, а
ìетоäов пряìоãо поиска — в провеäении боëüøо-
ãо ÷исëа итераöий äëя нахожäения реøения.
Рассìотриì приìенение äанной проöеäуры äëя

нахожäения ìаксиìаëüноãо зна÷ения выру÷ки на
заäанных интерваëах. Исхоäные äанные: r1 = 100,
ε = 0,0001, εΔ = 0,04, ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2.
Параìетры уравнения: b = Lp/Lc = 2,8/3 = 0,933;

a = pd – bcd = 12,2 – 5•0,933 = 7,53.
Поëу÷енное ëинейное уравнение связи иìеет

виä: p = 7,53 + 0,933c.
С поìощüþ оäноìерной оптиìизаöии опреäе-

ëиì ìаксиìуì функöии: r(c) = (7,53 + 0,933 c) c на
интерваëе 5 ≤ c1 ≤ 8. Поëу÷енное реøение: c1 = 8,
p1 = 7,53 + 0,933•8 = 15.
Приìеняя ìетоä Хука—Дживса с поëу÷енной

на÷аëüной то÷кой, поëу÷аеì, ÷то реøениеì заäа÷и
буäет c1 = 8, p = 15.
Рассìотриì также приìенение аëãоритìа äëя

опреäеëения ìиниìуìа функöии z(x, y) = (x – 5)2 +
+ (y – 1)2 (рис. 5). Реøение заäа÷и оптиìизаöии
выпоëняëосü с поìощüþ ìетоäа Хука—Дживса
(разìер øаãа и поãреøностü равны 2 и 0,01 соот-
ветственно). Дëя опреäеëения на÷аëüной то÷ки
приìеняëисü ìетоä Монте-Карëо и ìоäифиöи-
рованный ìетоä обратных вы÷исëений. При при-
ìенении ìетоäа Монте-Карëо ìоäеëирование
осуществëяëосü в те÷ение 10 000 реаëизаöий (про-
ãраììа написана на языке VBA). Резуëüтаты преä-
ставëены в табë. 2, ãäе xd, xh, xd и yd, yn — ãраниöы
интерваëов первоãо и второãо арãуìента, на кото-
рых осуществëяется поиск ìиниìуìа; х*, y* — ре-

α* α–
n

--------------- 0,334 0,23–
3

--------------------------------

Рис. 5. График функции z(x, y) = (x – 5)2 + (y – 1)2
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øение, поëу÷енное соãëасно аëãоритìу нахожäе-
ния на÷аëüной то÷ки ìоäифиöированныì ìето-
äоì обратных вы÷исëений.
Так, наприìер, в первоì варианте xd = –2,

xh = 10, yd = –5, yh = 8. Коэффиöиенты уравнения:
b = (10 + 2)/(8 + 5) = 0,923, a = –2 + 5•0,923 =
= 2,615. Даëее осуществëяется поиск ìиниìуìа
функöии f(y) = (2,615 + 0,923y – 5)2 + (y – 1)2 с
поìощüþ ìетоäа оäноìерной оптиìизаöии. По-
ëу÷енное зна÷ение арãуìента y * = 1,73, поäстав-
ëяя еãо в уравнение связи, поëу÷иì: х* = 2,615 +
+ 0,923•1,73 = 4,21.
Даëее, I0 — ÷исëо итераöий аëãоритìа в сëу÷ае

приìенения ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений äëя нахожäения на÷аëüной то÷ки; Im,
Immax и Immin — соответственно среäнее, ìакси-
ìаëüное и ìиниìаëüное ÷исëо итераöий в сëу÷ае
приìенения ìетоäа Монте-Карëо; наконеö, P —
äоëя набëþäений, в которых ÷исëо итераöий ока-
зывается боëüøе при приìенении ìетоäа Монте—
Карëо, ÷еì при приìенении ìоäифиöированноãо
ìетоäа обратных вы÷исëений. Можно обнару-
житü, ÷то резуëüтат зависит от разìеров интерва-
ëов: в сëу÷ае, есëи ãраниöы интерваëов распоëа-
ãаþтся бëизко к то÷ке ìиниìуìа, ëу÷øие резуëü-
таты набëþäаþтся при ìетоäе Монте-Карëо, так
как естü боëüøая вероятностü тоãо, ÷то сãенериро-
ванное сëу÷айное ÷исëо окажется бëизкиì по зна-
÷ениþ с ìиниìуìоì. Оäнако при увеëи÷ении ин-
терваëов с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа
обратных вы÷исëений ìожно найти то÷ку ìини-
ìуìа при ãоразäо ìенüøеì ÷исëе итераöий.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На простых приìерах форìирования выру÷ки
привеäено реøение обратных заäа÷ ìоäифиöиро-
ванныì ìетоäоì обратных вы÷исëений. Основное
преиìущество äанноãо ìетоäа закëþ÷ается в про-
стоте еãо коìпüþтерной реаëизаöии. Рассìотрены
разëи÷ные варианты оãрани÷ений на зна÷ения по-
казатеëей. Показана возìожностü приìенения ìо-
äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений
äëя реøения заäа÷ оптиìизаöии, в ÷астности, äëя
опреäеëения на÷аëüной то÷ки при оптиìизаöии
функöии äвух переìенных ìетоäоì Хука—Дживса.
С увеëи÷ениеì интерваëов ìоäифиöированный
ìетоä показаë ëу÷øий резуëüтат, ÷еì ìетоä Мон-
те-Карëо. Рассìотренные ìетоäы ìоãут бытü по-

ëезны в систеìах поääержки форìирования уп-
равëен÷еских реøений.
Даëüнейøие иссëеäования буäут направëены

на реøение ìноãоарãуìентных заäа÷ заиìствова-
ния, а также оптиìизаöионных заäа÷, в ÷астнос-
ти, преäпоëаãается разработка аëãоритìов пряìо-
ãо поиска ìиниìуìа ìноãоарãуìентной функöии
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений.
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Таблица 2
Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ïîèñêà íà÷àëüíîé òî÷êè

Вариант xd, xh yd, yh x* y* Io Im Immax Immin P

1 —2, 10 —5, 8 4,21 1,73 18 17,17 24 10 0,24
2 —10, 10 —15, 8 4,38 1,53 15 18,63 29 10 0,88
3 —25, 25 —30, 25 4 1,9 12 21,86 36 10 0,99
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